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Prefacio

O material apresentado neste texto, visa principalmente, difundir a teoria béasica do pro-
blema de autovalor polinomial matricial, enfatizando uma série de aplicagoes em proble-
mas de interesse contemporaneo, bem como chamar atengao as propriedades intrinsecas do
problema, relacionadas com a sensibiblidade de autovalores a pequenas perturbacoes nos
coeficientes. A motivacao para sua elaboracao foi que, apesar da teoria sobre polinomos
matriciais ser atualmente bem desenvolvida e muito explorada em andlise/controle de
sistemas dinamicos, o problema de sensibilidade é um topico em desenvolvimento e com
poucas publicacoes a respeito. Assim, além de difundir a teoria fundamental do pro-
blema de autovalor polinomial matricial, um dos objetivos do texto é prover resultados
sobre sensibilidade de autovalores, apropriados para uma série de problemas nos quais
sao requeridos apenas uns poucos autovalores e/ou o subespago invariante associado. Os
problemas a serem discutidos envolvem: problemas inversos HR (harmonical Retrieval),
problemas de Identificao de Sistemas Dinamicos MIMO (Vibratdérios, por exemplo) e pro-
blemas de realizacao de sistemas. O texto é fortemente influenciado por notas de dois bem
sucedidos Minicursos apresentados no XXIII CNMAC (2000) e XXIV CNMAC (2001),
escritos em parceria com os Professores M. I. Cardoso e L. H. Bezerra, respectivamente,
nos quais foram apresentadas algumas aplicagoes envolvendo o problema de autovalor
para o caso escalar.

O texto esta organizado como segue. O Capitulo 1 descreve conceitos gerais sobre

polindmios matricias e a teoria espectral basica de polinomios matricias monicos. Enfase
¢ dada ao caso polinomial quadratico. O material apresentado aqui é de facil acesso e
encontrado nas referéncia classicas. O Capitulo 2, destina-se a descricao de aplicagoes
correntes nas quais o problema de autovalor polinomial matricial cumpre um papel fun-
damental. Especial énfase é dada a problemas inversos de identificacao, mas muitas
outras aplicacoes sao comentadas, indicando ao leitor numerosas fontes bibliograficas. A
discussao do problema de sensibilidade de autovalores de polinomios matriciais gerais é
baseada no conceito de condicionamento e apresentado Capitulo 3. O Capitulo 4, apre-
senta uma discussao exaustiva do problema de sensibilidade de autovalores de polinomios

matriciais provenientes de aplicacoes em problemas HR. Muitos dos resultados apresen-



tados aqui sao inéditos. O Capitulo 5 destina-se a descricdo de métodos numéricos para
computacao de autovalores de matrizes, dando énfase, em particular, ao problema de cal-
cular um numero seleto de valores singulares e subespacos associados correspondentes, de
matrizes provenientes de problemas HR. Métodos numéricos para o problema de autovalor
polinomial matricial sdo em geral, mais sofisticados do que os métodos para o problema
de autovalor matricial padrao, e requerem, portanto, certa experiéncia e treinamento para
compreendeé-los. Por causa disso, eles sao apenas comentados no texto, mas numerosas
fontes bibliograficas sao indicadas. O texto termina com um apéndice que inclui um re-
sumo de conceitos e resultados de dlgebra linear numérica, fortemente utilizados ao longo

do texto.

Finalmente, gostaria de expressar meu profundo agradecimento aos colegas, Profe-
ssores Mario C. Zambaldi e Marcio R. Fernandes, pela colaboracao na elaboracao deste
trabalho. Agradecimentos também vao para o pessoal administrativo do Departamento
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Capitulo 1

(Generalidades

1.1 Introducao

O estudo de equagoes polinomiais remonta a quase 5 séculos e tem tido grande influéncia
no progresso da matemdtica [91]. Entretanto, a preocupagao com equagdes polinomi-
ais envolvendo matrizes e/ou polindmios com coeficientes matriciais é relativamente re-
cente. Alguns dos primeiros trabalhos neste contexto foram publicados em 1928 por
Sylvester [101]. Uma outra referéncia envolvendo polinomios matriciais, fortemente moti-
vada por problemas relacionados com sistemas vibratérios, é Frazer, Duncan e Collar [48],
publicada em 1938.

Um polinémio matricial numa varidavel complexa A (também chamado de \-matriz), é

uma funcao de valor matricial da forma
Pr(A) = A N™ + A N b AN A, (1.1)

em que os coeficientes A; (j = 0 : m) sdo matrizes ¢ X ¢ (¢ > 1). Ou seja, P, (A) é uma
matrix ¢ X ¢ cujas entradas sao polinémios escalares de grau menor ou igual a m. Se A,,
é a matriz identidade ¢ x ¢, P,,(\) é dito polinémio ménico.

Dois problemas destacam no contexto de polindbmios matriciais. Um deles dedicado a

procura de matrizes X € €97 tal que
PX)=A, X"+ Ap X" o 4 A X + Ay =0, (1.2)

e outro preocupado com a busca de escalares complexos A tal que det(P())) = 0.

As solugbes X para o primeiro problema, caso elas existam, sdo chamadas de solventes
(solvents) do polinémio matricial. A dificuldade com este problema é que a existéncia de
solventes nao é garantida pelo teorema fundamental da algebra (valido para polinémios

escalares). O polinomio Po(A\) = IA? + Ay ilustra esta dificuldade. A existéncia de

3



4 CAPITULO 1. GENERALIDADES

solventes neste caso depende da matriz Aj, pois a equacao polinomial X? = —A; pode
ou pode nao ter solu¢do quando Ag é singular, veja, por exemplo, Horn [63, Secao 6.4].
O problema de determinar a existéncia de solventes data aproximadamente da segunda
década de 1900 (veja, Roth [102]) mas hoje em dia é um assunto bem resolvido. A
caracterizacao precisa do nimero de solventes, no entanto, é um topico de pesquisa em
pleno desenvolvimento e com aplicagoes em importantes areas como analise numérica e
teoria de controle, entre outras [39, 40, 44]. Algumas outras referéncias sobre solventes
de polindmios matriciais sao [57, Segoes 4.1 e 4.2] e [27, 98, 61, 102, 46].

Quanto ao segundo problema, ha teoria bem desenvolvida e nenhuma dificuldade em
relacao a existencia de solucoes \’s as quais sao chamadas de autovalores do polinomio
matricial. Analogamente ao caso matricial, para cada autovalor A associa-se um vetor
x € C? x #0, tal que

PNz =0, (1.3)

chamado autovetor a direita de P,,(\) e {\, z} é chamado de auto-par (eigenpair) de
P,,(\). Similarmente, um autovetor a esquerda de P,,(\) associada ao autovalor A, é um
vetor y € CT9 y #£ 0, tal que

y*Pn(N) = 0. (1.4)

O simbolo * denota conjugagao complexa seguida de transposicao. O problema de en-
contrar os auto-pares do polinémio é conhecido como o problema de autovalor polinomial

matricial.

Da definigao (1.3) segue que se m = 1, e ¢ > 1, o problema de autovalor polinomial
matricial é simplesmente um problema de autovalor generalizado, ou seja, um problema do
tipo Az = ABx, o qual reduz-se ao problema de autovalor matricial padrao quando B = I.
Excelentes referéncias para o problema de autovalor generalizado sao [59, 131, 108]. No
caso ¢ = 1, o problema é aquele de calcular os zeros de um polindbmio com coeficientes
complexos cuja solucao é bem explicada pelo teorema fundamental da algebra.

Independente do valor de ¢, os autovalores de um polindmio matricial podem ser

definidos como segue.

Definigao 1.1.1 Seja P,,(A\) o polinémio matricial dado em (1.1). Se det(F,,(A)) nao é
identicamente nulo, P,,(\) é dito regular, caso contrario ele é dito singular. Se P,,()\) é
regular, p(\) = det(F,,(A)) é um polinémio escalar de grau menor ou igual a m-q chamado

de polinomio caracteristico de P,,()), e os autovalores de P,,(\) sdo definidos como
(a) As raizes do polindémio caracteristico p(\),

(b) oo, com multiplicidade m - ¢ — grau(p(A)) se grau(p(\)) < m - q.
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Autovalores com multiplicidade algébrica igual a 1 sao chamados de autovalores simples.
O conjunto de todos os autovalores é conhecido como espectro de P,,(\) e serd denotado
por A(P,(N)).

Alguns exemplos que ilustram a definicdo acima sao dados a seguir.

Exemplo 1.1.2 Seja

10 1 2
Pl(/\):A1>\+A0:|:O 0%*[0 0]'

Entao, é imediato que det(P;(\)) = 0 para todo A, portanto, o polinémio é singular.
Neste caso, todos os numeros complexos sdo considerados como autovalores de Pi(\).

Polinomios singulares aparecem em aplicacoes praticas mas o estudo deles foge do escopo
desta apresentacao nao sendo, portanto, abordados ao longo deste texto.

O seguinte exemplo ilustra a presenca de autovalores oo.

Exemplo 1.1.3 Considere o polinomio matricial

—2. 0 0 100 —2A+1 0 0
PN =AX+4=| 0 0 0 [A+]010]= 0 1 0
0 0 -1 00 0 0 0 —A

Entao p(A) = detP(A) = (2A — 1)A. Como neste caso m = 1, ¢ = 3, segue entdo que o
espectro do polinomio é:

A(Pi(N) ={1/2,0,00}.

Vale destacar que autovalores igual a oo aparecem em aplicagoes praticas; veja K. Bre-
nan [28] para algumas dessas aplicagoes no contexto de sistemas de equagoes diferenciais

ordinarias com restrigoes.

Observacao 1.1.4 Diferente ao problema de autovalor matricial padrao, no caso poli-
nomial matricial podem aparecer autovalores distintos possuindo o mesmo autovetor. O
seguinte exemplo ilustra este fenémeno.

Exemplo 1.1.5 Seja Py(\) = A2 + A1)\ + Ay tal que

06 0 1 =6 0
A2 - O 6 0 5 Al - 2 —7 0 y AO - [
0 0 1 0 0 O
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O polinémio caracteristico de P,,(\) é
p(A) = det(P,,(A)) = —6A% + 11A* — 1203 + 1202 — 6\ + 1,

e os auto-pares {\y, zx} sdo dados na Tabela 1.1

k| 1 2 3 4 5 6
Ao | 1/3 1/2 1 ? -1 00
1 1 0 0 0 1
T 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0

Tabela 1.1: Autovalores diferentes com autovetores iguais.

1.2 Linearizacao

Um aspecto interessante em relacao a polindmios matriciais é que o problema de auto-
valores pode ser reduzido a um problema de autovalor generalizado envolvendo matrizes
de ordem m - gq. Para tal, observe que a cada polinomio matricial ménico P,,(\) pode

associar-se uma matriz companheira em blocos definida por

0 I, 0 0
0 0 I, 0
¢y = : : R : (1.5)
0 0 I,
—A, —A e Ay

Um resultado importante que justifica esta associacao é que se {\, z} é um auto-par

de P, (A), e se T € C™7 é um vetor em blocos definido por

AT
(1.6)

8)
I

A2y
ALy
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entao {\, z} é um auto-par de C;. De fato,

[ Ax } _ .
)\233 AT
g
C\F = e — | =a
m A"y
— Z Ak_l)\k_ll‘ )\mx
I — J

Portanto, os autovaloes de P,,(\) podem ser calculados a partir da matriz companheira
em bloco utilizando-se metodos numéricos para o problema de autovalor matricial padrao.

O polinémio linear C; — AI é dito uma linearizacdao de Pp,(\).

Uma outra linearizagdo do polinémio matricial ménico P,,(\) pode ser construida a

partir da matriz companheira em blocos Cy definida como

0 0 0 —A
I, 0 0 -4
Cy=10 I 0 -4 (1.7)

Uma relagao entre autovetores de P,,(\) e aqueles da matriz Cy também pode ser deduzida.

Para tal, seja {\, 7z}, um auto par de C. Decompondo = em blocos tal que

Z1
~ Z2
T = . , rp€eCl k=1:m,
T,
segue que
( — Aoz, = A1
r1 — All’m = )\SL’Q
Cor =\ = : (1.8)
Tm—2 — Am72xm = )\xmfl
L Tm—1 — Am—lxm = )‘xm

A dltima das equagoes em (1.8) garante entao que x,, # 0, caso contrario T seria o

vetor nulo. Utilizando as m equagoes em (1.8) é visto facilmente que o autovetor Z pode
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ser escrito como

) [ (A + AN+ AD® + - Ay A2 N )2y, |
X9 (Ag + AsA+ -+ Ay A3+ N2 ),
=] 1 | = : (1.9)
Tm—1 (Am,1 + )\[q)xm
Tm Tm

A primeira equacao em (1.8) com z; dado pela equagao (1.9) garante entao que
P, Nz, =0.

Portanto, se {\, Z} é um auto-par de Cy, entao a tltima coluna bloco de Z é um autovetor

a direita de P,,(\) associado ao autovalor A.

Linearizagoes para o caso em que P,,(\) nao é moénico, ou seja, A, # Iq, também
sao possiveis. Se A,, é nao singular, pode-se utilizar o polindmio moénico com coeficientes
A=A YA, k=1:m—1, em cujo caso qualquer uma das linearizagoes descritas acima
pode ser utilizada. Se A,, é singular, o problema de autovalor polinomial matricial pode

ser resolvido através do problema de autovalor generalizado Ar = ABx, envolvendo a
matriz C, definido como

0 I, 0 - 0 I, 0 0 0
o 0 I, -~~~ 0 0 I, 0 0
A—)AB = : : : — X e . (1.10)
0 0 e, 00 0 I, O
| —4 —A e = Apy | 00 0 - Ay

E claro que os auto-pares deste polindémio linear sao da forma {\,Z} com T como
em (1.6) e que os \’s encontrados sdo autovalores do polinémio matricial P,,(A). Uma

linearizacao andloga pode ser construida utilizando-se a matriz Cs.

A exposicao acima sugere que para descrever de maneira precisa os autovalores do
polinémio P,,(\), basta caracterizar os autovalores do problema de autovalor generalizado
Az = ABz. Isto é visto no proximo teorema, cuja prova pode ser encontrada em [42, Cap.
4, p. 174]

Teorema 1.2.1 Seja Q(\) = A—AB € C™ ™ um polinémio reqular. Se B é nao singular,
todos os autovalores de Q(N\) sao finitos e iguais dqueles de B™*A (ou de AB™'). Se

B ¢ singular, Q(X\) tem autovalores oo com multiplicidade n — rank(B). Se A ¢é nao
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singular, os autovalores de Q(\) sdo os reciprocos dos autovalores de A™'B (ou de BA™!),

e autovalores nulos de A~ B correspondem a autovalores oo de Q(N).

A caracterizacdo dos autovalores de P,,(\) depende portanto do coeficiente A,,, ja
que dele depende o posto da matriz B dada em (1.10). O teorema acima sugere que o
problema de autovalor generalizado Ax = ABx pode ser resolvido através do seguinte
método, quando B é nao singular.

(a) Resolva o sistema BC' = A,

(b) Resolva o problema autovalor matricial padrao associado a matriz C' (usando o

algoritmo QR) !, por exemplo.

Se A é nao singular, o mesmo método pode ser aplicado com C' a solucao de AC' = B.
Uma desvantagem desta abordagem ¢é que os autovalores calculados podem ser imprecisos
se o sistema a ser resolvido ¢ mal-condicionado. Um exemplo que ilustra esta dificuldade
pode ser encontrado em [59, Cap. 7, p. 376]. Uma das maneiras mais eficientes de se
contornar dificuldades numéricas é atraves de uma decomposicao especial obtida usando

matrizes ortogonais, descrita como segue.

Teorema 1.2.2 [Decomposicao de Schur Generalizada] Seja P(\) = A — AB € C™*".

Entao existem matrizes ortogonais ) e Z, e matrizes triangulares superiores T e S tal
que

Q"AZ =T, e Q"BZ=S.
Além disso, se para algum k, ty = sgr =0, entdo A(P(X\)) = C, caso contrario
A(P(N)) = {tii/su, sii, # 0}.
Demonstragao: A prova do teorema pode ser encontrada em Golub [59, Cap. 7, p. 377].
O

Aspectos sobre a implementacao numérica da decomposicao generalizada de Schur sao

descritos em [59, Cap. 7].

! Algoritmos para o problema de autovalor matricial padrao sao descritos em Capitulo 5
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1.3 Pares de Jordan

E bem conhecido que toda matriz A € C™" tem uma decomposicao de Jordan dada como
A=XJX! com J = diag(Jy, Jo,...,J;), em que

M 1 00

Jo=| 0 Ak k=1,....1, (1.11)
T |
0 -+ 0 M\

é um bloco de Jordan de ordem my, my é a multiplicidade do autovalor Ay, e
mi;+mg+---my =n.

A matriz X contém os autovetores e vetores generalizados de A. A decomposicao de Jor-
dan acima fornece uma descrigdo completa de qualquer polinémio moénico linear P;(\) =
IN+A = X(I+J)X 1. A pergunta natural entao é se alguma fatoragio andloga é possivel
a qual descreva completamente um polinomio matricial de grau m. A resposta é afirma-
tiva e dada em termos de pares de Jordan associados a P, (), os quais sdo definidos de

maneira analoga ao caso matricial padrao.

Definigao 1.3.1 Dizemos que uma seqiiéncia de vetores g, x1,...,Zg, To # 0, é uma

Cadeia de Jordan de comprimento k + 1 correspondente ao autovalor Ao de P, () se

Pm()\O):L‘O = O
Pr(Ao)z1 + Pﬁ)()\o)xo =0
Po(Xo)as + P (No)as + 1P (Xo)ao = 0 (1.12)

1 1
Pr(Xo)zy + P (Mo)ap—1 + - + FP,E,{)(%):CH et ﬁpﬁ)@o)xo =0,

em que PY )()\) denota a j-ésima derivada de P, ().

Observacao 1.3.2 A definicao acima garante que xp, algumas vezes dito wetor lider,
é um autovetor a direita de P,,()\) associado ao autovalor Ag. Os vetores restantes da
sequéncia nao precisam ser lineramente independentes (ou seja, algum deles pode ser o

vetor nulo), e sdo conhecidos como autovetores generalizados.

Deve ficar claro que dependendo da multiplicidade geométrica do autovalor \,? difer-

2Diz-se que um autovalor \g tem multiplicidade geométrica igual a r se

dim[Ker (P, (N\o))] = r.
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entes cadeias de Jordan associadas com diferentes comprimentos podem ser encontradas.

O exemplo a seguir ilustra o uso de (1.12) no calculo de cadeias de Jordan.

Exemplo 1.3.3 Seja

0 1 0 111 101
PN = AN+ AN +A = 1 1 1 [ XM+]00 1 |{A+|101
-1 0 -1 001 101

O polinémio caracteristico de Py(\) é p(\) = t3(t + 1)(t — 0.5). Os autovalores diferentes
de P,(\) sao portanto: A\; = 0 com multiplicidade 3, A = —1 com multiplicidade 1, e
A3 = 0.5 com multiplicidade 1. Como

1
Py(\)=PR(0)=| 1
1

o O O
— =

e dim[Ker(P,(0))] = 2, existem dois autovetores linearmente independentes associados a
A1 = 0. Portanto, pelo menos duas cadeias de Jordan diferentes podem ser encontradas.

Usando a primeira das equagoes em (1.12), vem
PQ(O)SCQ =0= Apxg=0.

Este sistema tém solucoes xg = [a, b, —a]’ para a # 0 ou b # 0. Agora, usando a segunda

das equagoes em (1.12) segue que

PQ(O)JTl + P2(1)<O)I0 =0= Aol’l + All’o =0. (113)

Se 21 = [c,d, e]T, o sistema acima pode ser escrito como

1 0 1 c —b
1 0 1 d | = a
1 0 1 e a

Assim, se b # —a, o sistema resultante é incompativel, portanto nao existe qualquer

autovetor generalizado x; e a cadeia de Jordan associada ao vetor \; com vetor lider
ro = [a,b,—a]l é de comprimento 1. Mas, se b = —a, o sistema tem solugoes da forma
11 = [z,t,a — 2]T, t,z arbitrdrios e a # 0. Verifica-se que nao existe nenhuma terna
de vetores xg, x1, 2 que satisfaca a terceira equacao em (1.12). Portanto as cadeias de

Jordan associadas ao autovalor A\; sao:

zo = [a,b,—a]", a#0,b#0,b# —a (comprimento 1)
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zo = [a, —a, —a]’, x,=[z,t,a—2]", zt€C, 2t arbitrdrios (comprimento 2).

A cadeia de Jordan associada ao autovalor Ay = —1 é
zo = [a,—2a,0]", a€C, a#0 (comprimento 1),
e a cadeia de Jordan associada ao autovalor A3 = —0.5 é
zo = [v,-0.8v,0.60]", ve€C, v#0, (comprimento 1).

Definicao 1.3.4 Seja A\ € A(P,()\)). Dizemos que Ji = {Z10,%11,--.,T1,5,-1}
T2 = {20, %21, Tosy1)s -+ Tro = {Tr0.0, Trg 15 - - 5 Trgos,y -1}, € UM cONjunto canonico

de cadeias de Jordan associadas ao autovalor Ay se
(a) Ji1 é de comprimento maximo com vy o € Ker(P, (o)),
(b) Ji, é de comprimento maximo com v; o ¢ span{vi g, Vo, ..., Vi—10} parai =2:rg, e
(c) ro = dim[Ker(P,,(\o))]-

Observacao 1.3.5 Um resultado importante em relacao a conjuntos canonicos de cadeias
de Jordan é que se mg é a multiplicidade algébrica de Ao, entao (veja, [57, Cap. 1, Prop.
1.15])

81+ Sg+ -+ 4 Sy = My.

Os ntmeros $1, ..., s, sdo determinados unicamente (ndo dependem dos autovetores es-

colhidos) e conhecidos como multiplicidades parciais do autovalor \g.

Definigao 1.3.6 Seja P,,(\) um polinémio monico com ¢ autovalores distintos Aq, ..., A
cujas multiplicidades algébricas sao my, ..., my, ou seja my +mo +---+my = m-q. Seja
f Sy j%_ um conjunto canonico de cadeias de Jordan associado ao autovalor A; . Seja

X a matriz m x m; definida por
N o N ¢ | ;
X]_[ 1> 7\7711-]7 1§]§t

Seja J; = diag(J,, ..., J

rm)v com J, ., 1 < i < j, um bloco de Jordan associado ao
autovalor \;, de ordem r; j, com r; ; o comprimento da cadeia de Jordan .7; , 1< <y
Um par de Jordan associado ao autovalor \; é a dupla {X;,J;}, enquanto que um par
de Jordan associado ao polinomio P, (\) é a dupla {X,J}, com X = [X;,...,X;] €

coma ] =diag(Jy, ..., J;) € Cimaxma),
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Exemplo 1.3.7 Seja P3()) definido por

B A3 V2A2 — )
T VRAZ N A3

Py(X)
O polinémio caracterfstico de P3(A\) é p(A) = A?(A — 1)%(\ + 1)?, portanto, tem-se que
A(Pg()\)) - {)\1, )\2, )\3} - {0, 1, —1}

Como P;(A\1) = P5(0) = 0, existem dois autovetores linearmente independentes associados

a A1 = 0. Escolhendo v1 = [1,0]", 0 mesmo procedimento do Exemplo 1.3.3 assegura

que
|1 10
V1,0 = R V1,1 = 1|

é um conjunto candnico de cadeias de Jordan associado a A\; = 0 (ja que \; é de multipli-

cicdade algébrica dois, veja 1.3.5), portanto, um par de Jordan é

10 0 1
w=lon] o=[o0]

Consideremos agora o autovalor Ay = 1. Como

row-r-| g VT

utilizando a primeira das equagoes em (1.12), segue que vy é

UZO:{—\/?+1}

Agora, utilizando a segunda das equagoes em (1.12) para calcular o primeiro vetor gener-

alizado vy 1, segue que vy ; pode ser escrito como

= [V57].

Portanto, um par de Jordan associado ao autovalor Ay é

w7 ) e (1]

0 01
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Desenvolvendo o mesmo procedimento, pode-se verificar que um par de Jordan asso-
ciado ao autovalor A3 = —1 ¢

X?’:[ﬂlﬂ \/§0+2}’ J3:[_01 —11}

Finalmente, um par de Jordan associado ao polinémio P3(\) é:

10 —vV2+1 vV2-2 V2+1 V242
X:[XI’X%X?’]:{O 110 0 1 0o ]

Algumas propriedades de pares de Jordan, cujas provas podem ser encontradas em
[57, Cap. 1, p. 45], sao descritas no proximo teorema.

Teorema 1.3.8 Seja {X, J} um par de Jordan do polinémio ménico Py, (\). Entao:
(a) As colunas de X sdo lineramente independentes se e somente se Py, () € linear.
(b) XJ™+ Ay a XJ™ 4+ 4+ 41X T + A X = 0.

(c) Seja S a matriz (m - q) X (m - q) definida por

X X, Xy X
XJ Xihoo Xody - XjJ
S = _ _ s 2 7 (1.14)
Xt Xt Xt e X

Entao S € nao singular e a matriz companheira Cy definida em (1.5) satisfaz:

C,=S8JS. (1.15)

A equagao (1.15) é uma decomposicao de Jordan da matriz C;. Assim, todas as
propriedades do polinémio ménico P, () concentram-se na matriz S e a matriz de Jordan

J. Isto responde a questao colocada no inicio da secao.
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Finalmente, uma tripla de Jordan do polinémio moénico P, () é uma terna {X, J, Y},

com Y de ordem (m - q) x ¢ definido por

y=51]": (1.16)

Triplas de Jordan sao utilizadas para resolver sistemas de equacoes diferenciais or-
dindrias com coeficientes constantes [57], detalhes para o caso quadratico sdo dados na
proxima secao.

Quando o polinémio nao é moénico e o coeficiente A, é singular, o par de Jordan
{X, J} deve ser formado por um par de Jordan associado aos autovalores finitos, digamos
{XF, Jr}, e por outro par de Jordan associado aos autovalores oo, digamos { X, J},
em que J é um bloco de Jordan com autovalor A = 0. Detalhes para o caso quadratico

podem ser encontrados em [122].

1.4 Espectro de Polindmios Matriciais Quadraticos

Polindmios matriciais quadraticos aparecem de maneira natural em conexao com sistemas

de equagoes diferenciais ordinarias do tipo
Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t), (1.17)

em que M, C' e K sdo matrizes nxn, e u(t) = [ui1(t),...,u ()T, f(t) = [f1(t),..., fu®)]F
sao fungoes vetoriais de valor real. Na &drea de sistemas vibratorios em engenharia
mecanica, por exemplo, M, C' e K sao simétricas, M é conhecida como matriz de massa,
C como matriz de amortecimento, e K como matriz de rigidez. Num certo sentido, o
modelo (1.17) descreve a equagao de movimento de um sistema que generaliza o sistema

massa-mola-amortecedor descrito na Figura 1.1.

M ——

OO0

gm

Figura 1.1: Sistema vibratério massa mola amortecedor
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A titulo de exemplo, considere o sistema mecanico da Figura 1.2. Ele consiste de dois
blocos em movimento com massas m; e ms, conetados por trés molas cujas constantes sao
k1, ko e k3. Para efeitos de simplificacao, assuma que nao existe friccao entre os blocos e

0 piso.
Aplicando a lei de Newton a forca f; vem
fi = kug — k2(U1 - U2) = myiy,

ou equivalentemente
muyiiy + (k1 + ko)ur — kaya = f1.

Procedendo analogamente com a forga fo vem
iniQ — ]i]gul —+ (kl —+ k2)y2 = f2.

As duas equacoes acima podem ser colocadas matricialmente como

my 0 Uy I ki + ko —ky ur | _ | A
0 meo iILQ —k?g ]{31 + k’g (%) fg ’
que ¢ um caso particular do sistema descrito em (1.17).

—= U, — UW>

k1 k,

m A
O O & () () 5

Figura 1.2: Sistema vibratério massa mola

O problema de autovalor polinomial matricial quadréatico aparece quando procura-se
solugoes do problema homogéneo associado ao sistema (1.17) da forma u(t) = ez, tal
que A € Cex € C", x # 0, nao dependem de t. De fato, como a fungao u escolhida deve

satisfazer a equacao diferencial
Miu(t) + Cu(t) + Ku(t) =0,
¢é imediato que A e z devem satisfazer a equacao

(MXN +CA+ K)z = 0. (1.18)
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Esta é uma equacao autovalor autovetor associada ao polinomio quadratico
P(\) = MM +CA+ K. (1.19)

Aplicagoes do modelo (1.17) envolvendo matrizes de diferentes tipos sdo encontradas
em muitas outras areas, uma vasta lista de referéncias sobre o assunto pode ser encontrada
em [122]. Quanto ao espectro de P(\), ele depende das matrizes envolvidas, e é formado
por 2n autovalores (finitos ou infinitos) com até 2n autovetores associados. A existéncia de
mais do que n autovetores implica necessariamente que eles sao linearmente dependentes.
Uma caracterizacao do espectro e autovetores do polinomio quadratico como funcao das

caracterisiticas das matrizes envolvidas é apresentada na Tabela 1.2.

1.4.1 Solucao de Sistemas de Segunda Ordem

O objetivo aqui é utilizar a informagao espectral concentrada numa tripla de Jordan para
resolver o sistema descrito em (1.17). Assuma que M ¢ ndo singular. Seja {X, J, Y} uma
tripla de Jordan associada ao polinémio P,,(\). A parte (b) do Teorema 1.3.8 implica
entao que

MXJ?+CXJ+KX =0. (1.20)

Quanto a matriz Y, ela satisfaz a equacao (veja (1.16)).

Y = { ;{J ]1 { ? } Mt (1.21)

Utilizando a definicao de X e Y, prova-se que

YCX +YMXJ+JYMX =1,

XYM=0 XJYM=1. (1.22)

Usando (1.20) verifica-se facilmente que a fungao
up(t) = Xellz,

com x um vetor constante em C?", é a solucao geral da equacao diferencial homogénea

associada.
Defina w,(t) por

u,(t) = Xe’t /t e 7Y f(s)ds.
0

Diferenciando esta funcao segue que

t
Uy(t) = XJ@‘”/ e ’sY f(s)ds,
0
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ity (t) = X J%e’t /t e /sY f(s)ds + X JY f(t).
0

Substituindo w,(t), 1,(t), e i,(t) em (1.17), a segunda equacao em (1.22) assegura entao
que

Miiy(t) + Cy(t) + Kiip(t) = f(1),

e assim, u,(t) é uma solugao particular do sistena (1.17). Portanto, a solugdo geral do

sistema (1.17) pode ser escrita como

u(t) = up(t) + uy(t) = Xe't (:co + /Ot eJSYf(s)ds) :

Detalhes adicionais sobre a solucao do problema quando M é singular podem ser encon-
trados em Gohberg [57, Cap. 8].

Uma outra forma de resolver o problema ¢ através de alguma linearizagao do polinomio
quadratico. Algumas linearizagdes bem como métodos numéricos para resolver o problema

de autovalores sao comentados no Capitulo 5.
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Matrizes Envolvidas

Tipo de Autovalores

Tipo de Autovetores

M nao singular

2n A’s finitos

M singular

\’s finitos e infinitos

M, C| K reais

A’s reais ou em pares B
complexos conjugados (A, \)

Se {\,z} é auto-par
{\, &} é auto-par

M, C, K Hermitianas

A’s reais ou em pares B
complexos conjugados (A, \)

Se {\,z} é auto-par
{\, x} é auto-par
com x autovetor a esq.

M, C, K Hermitianas
M>0C, K>0

Re(A\) <0

M, K Hermitianas
M>0C=-C*

A’s imaginarios puros
ou em pares (A, —\)

Se {\, x} é auto-par
{=A\,z} é auto-par
com x autovetor a esq.

M, K Reais simétricas

M>0 K>0C=—C*

A’s imaginarios puros

Tabela 1.2: Descrigao do espectro do polindmio quadrético P(\) = MA? + C\ + K como
fungao das caracteristicas das matrizes envolvidas. M > 0 (> 0) significa M definida
positiva (semidefinida positiva)
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Capitulo 2

Aplicacoes Correntes

Este capitulo destina-se a apresentar algumas aplicagoes envolvendo polindomios matrici-
ais com o intuito de salientar a relevancia do estudo tedrico do problema de autovalor
polinomial matricial bem como de técnicas para calcular o espectro total ou parcial dos

polinomios matriciais envolvidos.

2.1 Recuperacao de Harmonicos

Seja s, k=0,1,2,..., um conjunto de amostras de um sinal discreto no tempo, modelado

como uma soma de exponenciais complexas

d d
Nk (aj+w;) Atk
Sk = g TN} = g L Te Rt K (2.1)
j=1 J=1
em que os coeficientes r; sdo nimeros complexos, ©* = —1, a; < 0, w; € R, e At é a taxa de

amostragem. Sinais deste tipo sao geralmente associados a resposta impulsiva de sistemas
invariantes no tempo, e o significado dos parametros envolvidos depende do sistema em
estudo ou da origem do sinal. Se s; € a resposta livre ou a resposta ao impulso unitario
de um sistema mecanico, por exemplo, os a; fornecem amortecimentos do sistema, os w;
descrevem as freqiiéncias naturais de vibracao e os r; o grau de participacao de cada modo

do sistema.
Dada uma seqiiéncia finita de amostras s, = sp+€x, K =0,1,..., L, em que ¢, denotam

incertezas no sinal, o problema de recuperacao de harmonicos consiste em calcular o
inteiro d e estimativas dos coeficientes r; e as exponenciais A;. As incertezas €, sao de
diversas naturezas (imprecisées de aparelhos de medigao, erros de arredondamento, fatores
externos, etc) e chamadas simplesmente de ruidos.

O problema data de 1795 e foi inicialmente resolvido por de R. de Prony [100]. Hoje é

muito freqiiente em areas como, comunicagoes, localizacao de objetos por radar, processa-

21
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mento de sinais sismicos, identificacao paramétrica de sistemas dinadmicos, andlise modal
de estruturas mecanicas, ressonancia magnética nuclear, analise de compartimentos, di-
agnosticos médicos, ete [6, 9, 19, 20, 32, 66, 71, 100, 118].

A idéia chave de R. de Prony foi provar que o sinal s, satisfaz uma equacao de

diferengas. De fato, seja P(\) um polindémio de grau d, com zeros A;, [ =1,---,d
d d
P(A) = H()\ —A) = Zci)\i, ca = 1. (2.2)
=1 i=0

Fazendo o somatdrio Z;'l:() ¢jSj+i, para 1 < i < L —d, e usando a equagao (2.1), tem-se:

d d d d d
_ Jjt+i Jye
E CiSjti = E c; E rA = E cjg TN\
J=0 j=0 =1 j=0  I=1
d d d
_ E i E J §
= T 1 Cj)‘l = Tl)\lp()‘l) = 0,
=1 j=0 =1

pois os A; sao rafzes de P(\). Assim, o sinal s; satisfaz a equacao de diferengas

d
chstri = 0. (23)
j=0

Reciprocamente, prova-se que se 7;, j = 1 : d — 1 satisfaz (2.3), entdo o polinomio
P()) (2.2) tem d raizes que sdo exatamente os d-\’s.

Assumindo o numero d conhecido, o método de Prony para calcular as exponenciais
A’s pode ser resumido a:

1. Resolver o sistema (2.4):

S1 S2 T Sd Co Sd+1
S9 53 <o Sd41 C1 Sd+2
- — . L=2d, (2.4)
SL—d SL—d+1 ' SL-1 Cd—1 SL

e construir o polinomio P(\).

2. Determinar as raizes do polinomio P(\) de (2.2).
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Os parametros r; sao estimados facilmente pelo método dos quadrados minimos lineares
apos a determinagao dos A’s [7, 9].

O sistema acima é conhecido como as equagoes de Yule-Walker [130]. Curiosamente,
Prony apresentou esta equac¢ao matricial mais de um século antes de Yule (1927) e Walker
(1931).

A grande dificuldade do método de Prony é que, em geral, as raizes de um polinomio
podem ser muito sensiveis a pequenas perturbagoes nos coeficientes. Para ilustrar este
fenomeno, o método de Prony foi aplicado para recuperar os parametros de um sinal com

8 componentes (ou seja, d = 8) as quais sdo descritas na Tabela 2.1.

real()\;) | imag()\;) | real(r;) | imag(r;)
0.2500 | £ 0.8800 0 | £+ 0.8000
0.3000 | £ 0.8500 | -0.7300 | £ 0.9800
0.7800 | £ 0.5800 | 1.2500 | &£ 0.4800
-0.6250 | £ 0.4600 | 1.0000 | £ 1.3750

Tabela 2.1: Parametros de um sinal real com 8 componentes.

A Figura 2.1 mostra os resultados obtidos pelo método a partir de um conjunto de

dados s = s + € tal que |le]|/]|s]| = 0.03 em que € e s denotam vetores contendo
respectivamente as amostras do ruido (Gaussiano com média zero) e do sinal. Ao todo
foram considerados 64 amostras, porém para aplicar o método, foram utilizadas somente
as 16 primeiras. Observe nesse grafico como os parametros A’s mais proximos sao mais

sensiveis a perturbacgoes.

15

05

imag(z)
o

-05r

15

15F

05

imag(r)
o

051

-15F

-2

-2

-15

-1 -05

0 05 1 15 2
real(r)

(b)

Figura 2.1: Estimativa dos parametros r; e \; pelo Método de Prony a partir de um sinal

Sk = S + €. (

Y

07

: valores exatos, '+ ":valores aproximados). (a): \’s, (b): r’s.

Outra dificuldade associada ao problema é que sinais do tipo exponencial contami-
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nados por ruidos podem ser descritos muito bem utilizando um nuimero arbitrario de
componentes. Isto é ilustrado na Figura 2.2 que mostra que um mesmo sinal pode ser

bem “ajustado” utilizando um ntimero arbitrario de termos.

6 T T T T T T 6
ar 4
2 ok
0 0
ey 1 b
_al -4

L L L L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
(a) (b)

Figura 2.2: Sinais exato (linha continua), perturbado (linha pontilhada), e reconstruido
(linha tracejada) usando 64 amostras do sinal. (a): 14 componentes, (b): 20 componentes.

Finalmente, outro exemplo que ilustra que sinais compostos por exponenciais contendo
parametros muito diferentes podem fornecer curvas muito proximas umas das outras é
apresentado na Figura (2.3). Neste caso, trata-se de dois sinais s;(¢) (com 3 exponencias)

e so(t) (com 2 exponenciais) definidos por

s1(t) = 0.305¢ /0638 4 2,202 /0-225

sy(t) = 0.0951e™t 4 0.8607e /0333 4 1.557¢7/02, (2:5)

(a) (b)

Figura 2.3: (a): Sinais si(t) e so(t). (b): Mesmos sinais de (a) em escala semilogaritmica
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As dificuldades associadas ao problema de recuperacao de harmonicos podem ser re-

sumidas a:

e O numero d é desconhecido.

e As raizes de um polinémio podem ser muito sensiveis a pequenas perturbacoes nos

coeficientes.

2.1.1 Abordagen Polinomial

Como os r’s entram linearmente no modelo e os parametros embutidos nas exponenciais
entram nao linearmente (veja, (2.1)), o problema pode ser abordado pelo método dos
quadrados minimos para problemas nao-lineares, usando o método de Gauss-Newton, por
exemplo, na sua versao para problemas separaveis [113]). Entretanto, vale enfatizar que,
a menos que o numero de componentes do sinal seja conhecido a priori, e que o algoritmo
utilizado seja inicializado adequadamente, a solucao construida por esses algoritmos pode
nao ser satisfatéria [113, 124].

As dificuldades acima podem ser contornadas elegantemente através de técnicas da
algebra linear computational. A idéia béasica é que o numéro d pode ser detectado
pela inspegao do posto de uma versao sobredeterminada da matriz do sistema de Yule-
Walker (2.4), chamada de matriz observagao, e que os A’s podem ser estimados através

da solu¢ao de um problema de autovalor (ou via extragao das raizes de um polinémio).

Comecamos mostrando a conexao entre o posto da matriz observacao com o niimero

de componentes do sinal. Seja H(¢) a matriz de ordem M x N definida por

S Sg+1 S¢4+N-1
Se+1 Se+2 - - Se+N
H(E) = : : : , £>0. (2.6)
Se+M—-1 Se+M  c SU+MAN-2

Teorema 2.1.1 Seja H({) a matriz de Hankel definida acima. Entdo
H(l) = ViyA 'RV, (2.7)

com Vyr a matriz de Vandermonde

A\ Ao oo Ny
Vie=| M A o A (2.8)

M—-1 M-1 M—-1
BX Al DY
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A= dia’g(Ah o 7)\d)7 e R= diag(rlv o 7Td>' (29>

Conseqiientemente, sempre que min(M, N) > d, vale
rank(H (¢)) = d. (2.10)

Demonstragao: A fatoracao (2.7) é uma conseqiiéncia imediata da estrutura da matriz
H({) e do modelo (2.1). A propriedade (2.10) ! segue do fato de que o subespaco coluna

da matriz H(¢), chamado subespago sinal, é gerado pelas colunas de Vs (veja, (2.7)).

OJ

A abordagem polinomial para o problema utiliza modelos de predicao linear progre-
ssivos e regressivos. Um modelo de predicao linear progressivo assume que sy, tem a
forma:

coSe + C1Se41 + - F en_1SeaN—1 = Sean, £ > 0. (2.11)

Nesta formulagao, a ordem do modelo é N e os coeficientes ¢’s, chamados parametros

preditores, sao estimados através da solucao do sistema de equacoes de predicao :
H(l)c=H({+ 1)ey, (2.12)

em que ey é o vetor canonico em RY. O sistema acima é consistente e admite infinitas
solugoes. O lema a seguir, garante que os \’s podem ser extraidos sempre a partir das

raizes de um polinomio de grau N > d (d é o nimero de componentes do sinal):
Pf(t) = tN + CN_ltN_l + e + Clt + Co, (213)
o qual é chamado polinomio preditor progressivo.

Lema 2.1.2 Seja Pf(t) definido em (2.13). Entdo, sempre que N > d, os \;’s sdo zeros
de Pf(lf)

Demonstragao: Considere a matriz companheira associada a P,(t):

0 0 0 —Cp
1 0 - 0 —C
Cp=|01 -0 —c . (2.14)
L 00 ---1 —CN-1 1 nxn

lrank(-) denota o posto da matriz (-)
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Agora note que, por causa da estrutura da matriz de Hankel H(¢), o sistema (2.12) pode

ser rescrito como

H(l+1) = H1)C}.

Dai, usando a fatoragao (2.7), segue que
VnCj = AV,

a qual garante que as linhas de V}I' sdo autovetores & esquerda de C}, associados aos
autovalores Ay, - -+, Aq. Como os autovalores de Cy sao as raizes do polinomio associado,

isto prova que os A’s sdo raizes de Py(t).

g

Observe que d zeros do polindmio Pf(t), chamados zeros do sinal, sdo da forma \; =
e(azﬂwl)ﬁt’ l=1,---.d.

Um modelo de predic¢ao linear na ordem inversa (ou regressiva) é da forma:
dohy + d1Sp41 + -+ +dn_1Se4n—1 = Sp—1, £ > 1.
Os parametros \; sao obtidos, agora, dos zeros de polinomios preditores regressivos:
Py(t) =t +dot" 4 b dy_ot +dy_1, (2.15)
cujos coeficientes sao obtidos pela solucao de
H{l)d=H{—1)e;, (>1, (2.16)

em que e; denota o primeiro vetor canonico em RY. Neste caso, o problema de calcular
os zeros do polinomio P,(t) é equivalente ao problema de calcular os autovalores da matriz

companheira Cp, dada por:

[ —dy 10 -~ 0]
—d; 0 1 0
Cy = : :
—dy_o 0 0 - 1
| —dy-1 0.0 -~ 0_N><N

Com um raciocinio andlogo ao anterior, obtém-se que d autovalores de D, e portanto,
d zeros de Py(t), sdo da forma \; ' = e~ (atwi)at,
Em ambos os casos, existem N — d zeros (zeros espiurios) sem significado fisico e que
)

decorrem de usar um polinéomio de garu maior do que o necessario. A razao de utilizar
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N > d é porque em problemas praticos o nimero de componentes do sinal é desconhecido.
A separagao dos d zeros desejados nao é imediata uma vez que os (N — d) zeros espurios
nao dependem da escolha dos coeficientes ¢; (d;), feita dentre as infinitas solugdes do
sistemas (2.12) e (2.16).

O seguinte teorema fornece informacao sobre os zeros espurios.

Teorema 2.1.3 Se os coeficientes ¢; e d; dos polindmios Pr(t) e Py(t) sao respectiva-
mente, as componentes da solugao de norma minima dos sistemas (2.12) e (2.16), entao
0s zeros espurios de ambos os polinomios ficam localizados no interior do circulo unitdrio.

Ainda mais, os zeros espurios de Ps(t) sdo os complexos conjugados daqueles de Py(t).
Demonstragao: Veja [7].
0

Visto que os zeros do sinal associados ao polinomio Py(t) ficam no exterior do circulo
unitario, pois ’/\;1‘ > 1, e 0s zeros espurios ficam dentro, durante muito tempo o problema
de recuperar exponenciais foi abordado a partir do calculo das raizes desse polinomio,
apesar do teorema ser valido quando o sinal é livre de ruido. Um método neste contexto
é o método de Tufts e Kumaresan (KT), onde os coeficientes sao calculados usando a
técnica da SVD truncada (TSVD) [78]. Outro método pode ser encontrado em [9], onde
os coeficientes sao calculados através do método dos gradientes conjugados. A dificuldade
encontrada nos métodos existentes, que utilizam o polindmio regressivo, é que a separacao

desejada torna-se complicada para sinais com alto nivel de ruido.

2.1.2 Métodos de Subespaco

Os métodos do tipo subespago podem ser divididos em duas classes [125]: métodos de
ajuste de subespago [126] e métodos que exploram a propriedade da matriz Hankel ser
invariante ao deslocamento? [79], [6], [71], [69],[125].

Os métodos da primeira classe utilizam técnicas de otimizagao para resolver um pro-
blema nao-linear separavel, em que algumas das incognitas entram linearmente e outras
nao-linearmente. Se nao for dado um bom chute inicial, o0 método pode nao convergir
ou encontrar minimos locais que nao correspondem a solucao procurada. Devido a estas
dificuldades, abordaremos apenas alguns métodos invariantes a deslocamento. Os métodos
invariantes ao deslocamento nao usam explicitamente polinomios na sua formulacao, eles
sao considerados aqui porque sua precisao depende dos coeficientes de um polinémio

preditor. Isto sera discutido no proximo capitulo.

2Dizer que H(¢) é invariante ao deslocamento significa que o espago coluna de H (¢ + 1) estd contido
no espago coluna de H ().
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Seja V) a matriz de Vandermonde definida em (2.8), cujas colunas geram o espaco
sinal de H(¢). Se A é uma matriz formada por todas as linhas da matriz V), exceto
ultima, e B é formada por todas as linhas de V), exceto pela primeira, entao AZ = B.
A propriedade da invariancia a deslocamentos da matriz de Hankel, assegura que se V
é outra matriz, cujas colunas geram o espaco coluna de H (), e se A e B sao obtidas a
partir de V analogamente como A e B foram obtidas a partir de Vj;, entao existe uma
matriz T' d X d, chamada matriz de transicao, tal que

AT = B. (2.17)

Teorema 2.1.4 Os autovalores de T sdo A\ = eltw)dt [ =1 ... (.

Demonstracao: Como as colunas de Vj; e as colunas de V geram Sy, o subespaco sinal,

existe uma matriz F' € C%*¢ nao singular, tal que
YV =VyF. (2.18)

Decomponha V e V; como

_ AV o Ve | e
BRI R P

onde z ¢ a ultima linha de V e y a primeira linha de V. Usando esta decomposigao e
(2.18), segue que B = Vy; 1AF e A= V) _1F. Substituindo A e B em (2.17), vem que

(Vi1 )T = Vi1 AF.
Como V]LIVN,l = I (veja Apéndice A.4), da equacio acima segue que T' = F~'AF. Isto
mostra que os autovalores de T"sao os A\;, [ =1,2,--- ,d.
O

O mesmo raciocinio pode ser feito usando uma matriz 4 € C¥*¢, cujas colunas geram
o espago linha de H(¢) (chamado também de subespaco sinal). Neste caso, a equagao
(2.17) envolve uma matriz de transigao semelhante a A*.

As diferentes escolhas de V e as diferentes formas de resolver (2.17), resultam em

varios métodos do tipo subespaco. A seguir, sao apresentados dois destes métodos.
Método de Kung

O primeiro é um método bastante conhecido, o método de Kung [79], o qual foi criado

em 1978, e é conhecido em Ressonancia Magnética Nuclear, como HSVD. O método
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estd baseado na SVD de H(l), a matriz V é a matriz dos vetores singulares & esquerda,

associados aos valores singulares nao nulos. E a solucao de (2.17) é dada no sentido dos

quadrados minimos lineares, isto €, a matriz de transicao é calculada via pseudo inversao.
Assim:

Tx = A'B. (2.19)

Na pratica, a pseudo inversa ¢ eficientemente calculada sem ser necessario fazer nenhu-

ma inversdo de matriz. De fato, suponha que a SVD de H (¢) seja dada por:

H(l) =UZV* = [U; UQ][ %1 202 } { gl } = U2, VY, (2.20)
2

onde Uy, e V] sao as matrizes dos vetores singulares associados aos valores singulares nao

nulos, »; é uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sao o1 > g9 > -+ > g4 > 0.

U1:|:1;L4:|7

onde u* ¢é a primeira linha de Uj, e observe que I = U;U; = uu* + A*A. Usando este

Agora, escreva

resultado e o Lema de Sherman Morrison (veja [59]), segue que

*

uu

Al = (A*A)7TA* = (I + JA*, (2.21)

1 —u*u

o qual mostra que a matriz de transicao em (2.19) pode ser calculada usando a relagao
(2.21).

Método HTLS

Se a equagao (2.17) for resolvida no sentido dos quadrados minimos totais, obtém-se

o algoritmo chamado HTLS, o qual extrai os autovalores do sinal da matriz:
Ts = —Via(Vaz) ™", (2.22)
em que Vm, ‘722, sao matrizes d X d, obtidas da SVD da matriz aumentada

o [V 1712}
AB]|=UXV" comV = | . ~ .
4B [‘/21 Vas

Para verificar a relacao (2.22) é suficiente notar que T ¢é solucao do sistema linear

AX = §, em que

A\: Uflv*[el...ed], e §:Uiv*[ed+1...egd].



2.1. RECUPERACAO DE HARMONICOS 31

O método foi desenvolvido por S. Van Huffel, [71], e é muito utilizado em problemas de

Ressonancia Magnética Nuclear.

2.1.3 Recuperacao de Harmonicos em Situagoes Reais

Os métodos descritos foram desenvolvidos a partir do sinal exato, isto é, na situagao ideal
onde nao ha ruidos. Na pratica, os sinais sao perturbados por erros nos instrumentos de
medicao, variacao de temperatura, erros de arredondamento, etc. Ou seja, o problema
deve ser resolvido a partir de §; = h; + ¢;, e a matriz de informacoes é H()=H() +E.
Nestas condigOes, nem os coeficientes preditores ¢; (ou d;) e nem a matriz V utilizada
pelos métodos de subespaco podem ser calculados exatamente. No caso dos coeficientes
preditores na direcao inversa, o primeiro problema a ser resolvido é construir uma solucao
aproximada para a solucio d* = H(¢)'b, com b = H({ — 1)e; do sistema (2.16) (veja o

Teorema 2.1.3), a partir do sistema perturbado
Hz =, (2.23)

em que b= H (¢ —1)e; = b+ e. Uma maneira de se resolver este problema ¢é através da

SVD de H(f). A saber, se a SVD

H(0) = [U; Us)diag(Sy, 52)[Vi Vol

¢ disponivel, usando a melhor aproximacao de posto d da matriz H (¢) (veja [59, Teor.

2.5.3]), obtém-se que uma solucao aproximada para o problema em questao é
d+ = Vi3 U7

Prova-se que (veja Hansen [65], por exemplo)

d+ — @ w(H(0)) 1Bl el T
[T, S1—||E||2||HT<6>||2[ * }“'E”?”H“)”?’ (2.24)

IH )]z bl

em que kK(H(()) = o1(H({))/os(H({)) é o nimero de condigdo da matriz H(¢) (in-
formagoes adicionais sobre condicionamento sdo dadas no Capitulo 3). De (2.24) segue
gue que o erro relativo nos coeficientes d; estimados pela SVD depende tanto do ntimero
de condicao k(H (¢)) quanto do nivel de ruido nos dados. Se x(H({)) é grande, as es-
timativas dos d; podem ser dramdticas. Outra dificuldade é que a pseudo-inversa HT
nao depende continuamente dos dados, isto é, pequenas variacoes nos dados podem pro-

duzir grande perturbagoes na pseudo-inversa estimada (ver o exemplo da pagina 12 de
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Bjork [26]). O problema de estimar o erro no célculo de aproximagoes da matriz V uti-
lizadas pelos métodos do tipo subespaco, a partir da matriz de informacoes, serd discutido

mais adiante.
Como em ambas as classes de métodos apresentadas, Predicao Linear e Métodos de

Subespaco, o problema central a ser resolvido é um problema de autovalor, surge a per-
gunta natural: o que ocorre com os autovalores calculados nestas condigoes? Ou seja, qual
a sensibilidade dos A’s em funcao do erro E7 Respostas para esta questao serao dadas no

préximo capitulo.

2.2 Problemas com Restricoes de Igualdade

Problemas de otimizacao com restricoes aparecem em aplicagoes como ajuste de su-
perficies, tomografia, sistemas mecanicos, etc., veja por exemplo, [49, 50, 51]. O objetivo
aqui é apresentar um problema desse tipo e ilustrar que sua solucao envolve um problema
de autovalor polinomial matricial. Para tanto, sejam A € IR™*" simétrica e b € R".
Considere o seguinte problema de otimizacao

min {z7 Ax — 207z},
z€R™

. (2.25)

Sujeito a z'x =a > 0.

Mostraremos que (2.25) pode ser reduzido a um problema de autovalor polinomial

quadrético através da técnica dos mutiplicadores de Lagrange [55]. De fato, seja
oz, \) =2 Az — 2672 — N(2Tz — a).
Calculando as derivadas em relagao a x e A segue que
Az — Xz =b, e a=2"m (2.26)
Se A nao é um autovalor de A, a primeira das equagoes em (2.26) pode ser escrita como

r=(A—-N)""b

Tg = a implica entdao que

Introduzindo a varidvel y = (A — X\I)72b, a restrigao x
wle =0T (A— M) = by,

e assim, tem-se que

(A= A)’y=b< (N + —20A+ A*) = . (2.27)
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Agora como bTy/a = 1, o vetor b pode ser escrito como

b=a by,
portanto, a equagao (2.27) é equivalente ao problema de autovalor polinomial quadratico

Py(\)y = (IN* + Aj) + Ag)y = 0, (2.28)

em que

Ay =24, Ag=(A*—a'0bh).

A solugao do problema de minimizagao (2.25) é dada entao por x = (A—AI)~'b, sendo
A o menor autovalor do polinomio quadrético Po()), detalhes podem ser encontrados
em [49].

2.3 Identificacao de Sistemas Vibratorios

2.3.1 Introducao

Intuitivamente, o termo sistema refere-se a uma entidade (fisica, economica, etc) ca-
paz de produzir alguma reagao y (saida/output) como consequéncia de um estimulo f
(entrada/input), conforme Figura 2.4.

No texto, trataremos apenas de sistemas dinamicos lineares descritos por equagoes de
estado do tipo

f @) = Aa(t) + Bou(t)
S'{ y(t) = C.a(t) + Deu(t), (2.29)

no caso continuo, ou por

S - { Xp+1 = Aaxp + Bafy

2.30
vie = Cgxi + Dgfy, (2.30)

no caso discreto. Nas equagoes acima, A., Ay sdo matrizes de ordem n (matrizes do

sistema), B, By sao nxq (matrizes de controle), C., Cy sao pxn (matrizes de observagao),

f Yy

Sistema
Input Output

Figura 2.4: Um sistema genérico
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e D., Dy sdo p X q (matrizes de transmissao). O nimero n é conhecido como ordem do
sistema. Por sua vez, x(t), y(t), f(t), t > 0, sdo fungoes vetoriais de dimensao compativel
com as operagoes envolvidas, e x; € R", f; € R? e y; € R?. Assumiremos daqui em
diante que os sistemas em consideracao sao estaveis, ou seja, que os autovalores \;(A)
satisfazem a propriedade real()\;) < 0, no caso continuo, e |\;| < 1 para o caso discreto.

Um problema na andlise de sistemas é identificar um sistema dinamico a partir de
informacgoes provenientes de um par de seqiiéncias finitas de sinais discretos de entrada
e saida, f, € R? e y, € RP. Em certos casos, o problema é direcionado a busca de um
conjunto de parametros que caracterizam a dinamica do sistema, tais como freqiiéncias
naturais de vibracao, amortecimento, etc. Em outros casos, procura-se as matrizes A,
B, C e D (ou outras equivalentes via alguma transformagao de semelhanga) que sa-
tisfacam as relagoes entrada-saida do sistema. O problema alcanca relevancia em &areas
tais como andlise modal de estruturas mecanicas e engenharia aeroespacial, entre outras.
A principal dificuldade de se trabalhar neste tipo de problema é que a ordem do sistema
¢é desconhecida e os sinais f, y;x sao contaminados por ruidos, pois sao resultados de
medidas de laboratorio ou de experimentos.

Como o interesse é analisar sistemas vibratorios, adotaremos um modelo de amorteci-

mento viscoso, descrito por um modelo linear invariante no tempo da forma
Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t), t>0, (2.31)

o qual é obtido freqiientemente quando sistemas vibratérios reais, tais como pontes,
prédios, fuselagem de foguetes, asa de aviao, etc, sao discretizados espacialmente. No
modelo acima, M, C' e K sao matrizes simétricas n X n, de massa, amortecimento e
rigidez, respectivamente, e u e f sao fungoes vetoriais que correspondem a deslocamento
e forgas associadas a cada uma das coordenadas fisicas (ou generalizadas) introduzidas na
discretizacao do sistema. Um exemplo de discretizacao de uma estrutura real na qual sao
utilizadas 20 coordenadas fisicas é mostrada na Figura 2.5, detalhes podem ser encontra-
dos em [6].

Observe que o sistema (2.31) pode ser escrito na forma (2.29) com A., B., C., D, e

vetor de estados x definidos por

0 I, B
A=\ yk —MlC}’ .

Cc = [In 0]n><2n7 Dc = Oan7 € T = |: u :| .

A informacao dinamica do sistema é descrita pelos auto-pares {s;,z;} do polinémio
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Figura 2.5: Protétipo de um prédio de 3 andares

quadratico associado: (Mpu? + Cpu + K)z = 0. Os modos de vibrar do sistema sdo
descritos pelos autovalores x; enquanto que as freqiiéncias de vibracao w; e os fatores de

amortecimento §; vém dos autovalores j1; = —o; + wj, oj > 0, através da relacao

%
/2 2
ozj+wj

2.3.2 Relacoes Entrada-Saida e o Problema de Identificagao

& =

Em vista de que na pratica a analise é feita a partir de sinais de entrada e sinais de
saida, uma primeira tarefa é descrever relagoes de entrada-saida envolvendo a informagao
dinamica do sistema. Para tal, assuma o sistema em repouso. Tomando a transformada

de Laplace em (2.31) segue
(Ms® + Cs + K)u(s) = f(s), (2.32)

em que u(s) = £(u(t)), f(s) = £(f(t)), com £(-) denotando o operador transformada de

Laplace. A relacao entrada-saida do sistema, no dominio de Laplace, é dada entao por
u(s) = H(s)f(s), (2.33)

em que
H(s) = (Ms* +Cs+ K)™ ', s € C,

é a matriz funcdao de transférencia do sistema 3. Quando a varidvel complexa s é restrita
a0 eixo imagindrio, ou seja s = ww, a funcao de transferécia é conhecida como matriz de

resposta em freqiiéncia e denotada por H(w).

3Em aplicacoes praticas, a matriz de massa M é definida-positiva. Nesse caso, existem 2n autovalores
finitos em pares complexos conjugados (veja a Tabela 1.2), assim, a matriz H(s) é ndo singular para todo
s diferente dos autovalores do polinémio quadratico.
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A contraparte no dominio do tempo para H(s) é a matriz resposta ao impulso unitario
definida como

h(t) = £71H(s)]. (2.34)

Utilizando o teorema de convolugdo em (2.33) segue que a relacdo entrada-saida no

dominio do tempo é dada entao por [45, 73, 74]

u(t) = /0 h(t —7)f(T)dr. (2.35)

As fungoes de transferéncia H(s) e a fungao de resposta ao impulso unitério h(t) con-
centram a informacao dinamica do sistema descrita pelos auto-pares {1, z;} através das
relagoes [45, 73]:

Y Z.z7
His) =Y L 2L (2.36)
j:18—,uj S — Wy

h(t) = Z xjx;fpe’”t + xj:fjreﬂft, (2.37)
j=1

com a barra denotanda conjugacao complexa.

Como uma ilustragao da relevancia das relacoes entrada-saida, suponha que o sistema
é excitado por uma for¢a harmonica com frequéncia wy: f(t) = e™°f. Substituindo a
fungao forga escolhida em (2.35), é facil ver que uma solugao particular para o sistema é

dada por

n

"L 2T AN
) — oot i A S S 2.38
wlt) = ¢ (2: D s 2:38)

MWy — Ui

Desta equagao segue que se mfvo # 0 e wy fica préxima de um autovalor g, o

j-ésimo coeficiente em (2.38) cresce sem controle, fazendo com que a resposta do sis-
tema se comporte com grandes oscilagoes, ou em termos técnicos, fazendo com que o

sistema fique préximo do fenomeno conhecido como ressonancia.

No caso de estruturas mecanicas tal como pontes, prédios, etc., o fenomeno de res-
sonancia implica em vibragoes descontroladas que podem danificar ou destruir comple-
tamente a estrutura. Um fato recente, envolvendo vibracoes descontroladas numa estru-
tura real, ocorreu na cerimonia de abertura de uma ponte sobre o rio Thames (Londres,

junho-2000), de 320 metros de comprimento, conhecida como a ponte do milénio. Uma
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explicacao do fenomeno, dada pelos construtores da ponte, foi que a estrutura foi excitada
por uma forca com uma freqiiéncia préxima de uma das freqiiéncias naturais de vibracao
do sistema (a ponte), gerada provavelmente pelo vento daquele dia e o caminhar quase
sincronizado de um nimero grande de pessoas [37]. Curiosamente, a ponte foi fechada

dois dias depois de sua abertura.*

Na pratica, dispoe-se apenas de ¢ sinais de entrada e p sinais de saida. Neste caso,
a relacao entrada-saida do sistema no dominio do tempo é dada através de uma funcao
resposta ao impulso unitario p X ¢ do tipo

h(t) = (Z§ diag(eﬂlt’ S e#nt’ eﬂlt’ UKL eﬁrﬁ) L) (239)

em que
¢ = [gbla R ¢na qgla ey an]pXQn, sz S (Dp, 1=1: n, (240)
LY =1l oy by ln)gwon, i€ CY0 i =1:n. (2.41)

¢; € o j-ésimo modo do sistema, l; o j-ésimo vetor de fator de participa¢ao modal
e {¢;,15,0;,} j = 1 : n, os parametros modais do sistema. Usualmente, dispoe-se de
uma versao discreta da funcao h(t), digamos hy, k =0, 1,...,ts, em intervalos igualmente
espagados do tempo, obtida a partir da inversa da fungao de reposta em freqiiéncia H(wwy,)

calculada através da inversa da transformada rdpida de Fourier (FFT) [45, 73].

Dada uma seqiiéncia finita de amostras ?Lk = hi+ep, k=0,1,...,t¢, com € denotando
incertezas na matriz hg, o problema de identificao de parametros modais consiste em

determinar estimativas dos parametros modais {¢;, 115,15, }.

Observagao 2.3.1 Em vista de que a versao discreta de h(t) dada em (2.39) pode ser

escrita como

hie =Y (&l] Mo+ @Il N) =" Ryers®F 4 Ryeldth, (2.42)

Jj=1 J=1

o problema de identificacao

com \; = e#%" At sendo a taxa de amostragem e R; = ¢l )°

de parametros modais ¢, em certo sentido, uma generalizagao do problema de recuperacao

4Detalhes sobre a ponte do milénio e o fenémeno ocorrido sdo encontrados em

http : //www.arup.com/MilleniumBridge.

®As matrizes R; sio matrizes de posto 1 conhecidas como matriz de residuos.
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de harmoncos descritos na Secao 2.1. Por causa disso, daqui em diante ambos os problemas
serao ditos problemas HR (harmonical retrieval).

2.3.3 Abordagem Polinomial Matricial e de Subespaco

Seja H,s(¢) (¢ > 0) uma matriz Hankel em blocos de ordem M x N com M = r X p,

N = s x g, cuja entrada na posigao bloco 4, j € hpyitj_o :

he  hesr 0 hers
h h oo hygs
m=| 7" . (2.43)
hZJrrfl hZJrr T hé+r+372
Usando o modelo (2.42), esta matriz pode ser fatorada como
H,,(¢) = O.AC,, (2.44)
em que
A =diag(A1, .., A AL M), (2.45)

e O,, C,, conhecidas respectivamente como matrizes de observabilidade e controlabilbidade,
sao definidas como

¢

oA
O, = _ , Co=[LAL --- A*7'L]. (2.46)

¢Ar71

O termo observabilidade é a propriedade do sistema (2.29) de permitir recuperar o
estado inicial z(0) a partir de informacoes do sinal de saida y(¢). Quando isto nao é
possivel, o sistema é dito nao observdvel. Também, o sistema é dito controldvel se para
qualquer estado desejado do sistema, digamos w € R", sempre pode ser encontrada uma
entrada (controle) f(t) que permita conduzir o sistema do estado inicial 2(0) até o estado

w. Em caso contrario, o sistema é dito nao controlavel.

Teorema 2.3.2 Assuma que o sistema (2.31) é observdvel e controldvel. Entao, sempre

que min{r, s} > 2n, tem-se

rank(H, s(¢)) =2n, > 0. (2.47)
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Demonstracao: A afirmacao do teorema é uma conseqiiéncia da fatoracao (2.44) e do

fato de que para sistemas controlaveis e observaveis, tem-se
rank(O,) = rank(C;) = 2n,
veja, por exemplo, [34, Cap. 6].
O

Do teorema acima, segue que o espaco coluna de H,  (¢) é gerado pelas colunas da

matriz de observabilidade O, e que seu subespaco linha é gerado pelas colunas de C}.

Assim, a j-ésima coluna de H, 4(¢), digamos ﬁj(ﬂ), j=1,...,s; pode ser escrita como
hi(0) = O.A L, (2.48)

Como o vetor coluna em blocos h,(£+1) também pertence ao espaco coluna de H, 4(f),
pois o espago coluna de H, 4(¢+ 1) também é gerado pelas colunas de O, s, devem existir

matrizes Ag, Aq,..., As_1 todas de ordem ¢ x ¢ tal que
hi(0)Ag + ho(O) Ay + -+ he_1(€) Ag_o + hy(0)As_y = hy(€ +1). (2.49)

Usando (2.48), o fato de que O, é de posto completo, e propriedades de pseudo-inversas,
segue que

AQ AO
A A
O, \C, VoAt Lesc | Y | =A°L
Asfl Asfl

A 1ultima igualdade pode ser rescrita como
LAg+ANLA  +---+AN2LA,_; + A 'LA,_, = A°L.
Multiplicando pela esquerda ambos os membros da equacao anterior por e;; segue que
DIX — 1T AN o = AN — 1A = 0. (2.50)

Esta equagao assegura que {\;,;} sdo auto-pares (com /; sendo autovetor a esquerda) do

polinomio matricial

Pi(A) = IN° — A A+ — Ap) — A, (2.51)
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com os coeficientes A;, 7 =0,...,s — 1 satisfazendo a equacao matricial
H, ()X 4 = hy(£+1), (2.52)
com
Ao
Ay
Xy = . (2.53)
Asfl

Os q - s — 2d autovalores restantes nao tem significado fisico e dependem da solugao X 4

escolhida entre as infinitas solugoes que o sistema (2.52) possui.

O resultados tedricos acima sao a base de varios métodos de identificacao paramétrica,

dois dos quais sao descritos a seguir.
Método das Referéncias Miiltiplas

O método foi proposto por H. Vold e equipe [1, 127], e baseia-se no fato de que os
fatores de participagao modal [; e os autovalores do sistema sao auto-pares do polinomio

P,(X) definido em (2.51). O método pode ser implementado como segue:

1. Para ¢ fixo, digamos ¢ = 0, encontrar coeficientes A;, j = 1: s—1 a partir do sistema
linear (2.52).

2. Encontrar os auto-pares {\;,l;} (com /; sendo autovetor a esquerda) do polindmio

P,(A\) = IXN + Ay NP4+ Aj)\ + Ap, a partir da matriz companheira

00 -~ 0 =4
I, 0 -~ 0 —A

Cu=1|0 Ig -~ 0 =4y | (2.54)
0 0 Iy —As |

3. Separar os auto-pares de interesse e encontar a matriz de modos ¢ usando a relacao

OAFL = hy,.

A dificuldae do método é que além de precisar da solucao de um problema de autovalor
matricial de ordem potencialmente grande, a existéncia de s - ¢ — 2n autovalores sem
significado fisico dificulta a separacao dos autovalores de interesse. Uma maneira de
contornar as dificuldades acima é através de métodos de subespaco, como ilustramos a
seguir.
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Método OPIA

O método OPIA (Optimized Pseudo Inverse Algorithm) foi desenvolvido por Bazan
e Bavastri [6]. A ideia bésica é que as matrizes Hankel em blocos H, (¢ + 1) e H, 4(¢),

podem ser relacionadas a través da equacao matricial
H.({+1)=H,(()Cyq, (>0, (2.55)

com Cy sendo uma matriz companheira do tipo (2.54). Utilizando a fatoragao (2.44) e

propriedades de pseudo-inversas segue que
CsCa = ACs. (2.56)

Considere a decomposicao SVD da matriz Hankel em bloco

mao =l 32| |

= U5, VT
0 X 758 } 1=
em que ¥; contém os valores singulares nao nulos de H, 4(¢) e U; e Vi, os vetores singulares

associados.
Como as colunas de Vi geram o susbespaco gerado pelas colunas de C,, da relacao

(2.56) segue que

CsCu = ACy < App = V] CaVi = (C,V1) "A(CVA). (2.57)

C2n><2n

A relacao acima mostra que o espectro da matriz Agg € ¢ formado pelos

autovalores do sistema, e que, se X é uma matriz de autovetores a esquerda da matriz

Apgpg, entao os fatores de participacao modal podem ser calculados como
LT =1, 0]yxgsV1X. (2.58)
A proposta do método OPIA pode ser resumida como segue:

1. Para ¢ fixo, digamos ¢ = 0, calcule a SVD da matriz Hankel em bloco H, (¢) e
estime a ordem do sistema através do ntimero de valores singulares nao nulos dessa
matriz.

2. Calcule os autovalores do sistema através da matriz App descrita em (2.57) e os

fatores de participagdo modal usando (2.58).

3. Calcule os modos ¢ analogamente ao método das referéncias multiplas.
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No caso de dados com ruido, a matriz de Hankel é de posto completo e as mesmas
dificuldades do problema de recuperacao de harmoénicos sao encontradas aqui. Porém, se
o nivel de ruido nos dados nao for muito alto, a ordem do sistema pode ser descoberta
através do nimero de valores singulares dominantes de matriz de Hankel,® desde que ela
seja suficientemente sobredeterminada [6]. Muitos outros métodos do tipo subespago em
ambos os dominios, o dominio do tempo e o dominio da freqiiéncia, podem ser utilizados
para resolver o problema de identificacao. Uma boa referéncia com uma coletanea de
métodos é Allemang [1].

A precisao do método de subespago descrito aqui e de outros tal como ERA (Eigen-
system Realization algorithm), no caso de dados com ruidos, dependem dos coeficientes

do polinomio Ps(\) utilizado pelo método das referéncias multiplas.

2.4 Problema de Realizacao em Sistemas Dinamicos

Considere um sistema dinamico com ¢ entradas f;, € R? e p saidas y; € IR?, descrito pelas
equagoes de estado em (2.30). Suponha ainda que o sistema encontra-se em repouso.
Entao a resposta y, do sistema ao vetor de entrada f; é governada pela operacao de

convolugao
k
Vi = Z G—ifi, (2.59)
i=1

em que G € RP*Y conhecido como Parametro de Markov (ou resposta ao impulso
unitario), é definido por

D, k=0
Gl = { CA-1B, k>0 (2.60)

Dada uma seqiiéncia de sinais de entrada-saida {fy,yx}, o problema de realizagao
consiste em determinar matrizes A, B,C' e D, com A da menor ordem possivel, tal que
as relagoes de entrada-saida descritas pelas equacoes de estado (2.30) sao satisfeitas. O
problema é dificil porque podem ser encontradas muitas quadruplas {A, B, C, D}, cada
uma delas com matrizes A de diferentes ordens, satisfazendo as relagoes entrada-saida.

A solucao do problema envolve a computacao de certos subespacos dominantes de

matrizes estruturadas. Consideraremos aqui os dois casos apresentados a seguir.

60s valores singulares o1, ...,0q da matriz A € R™*" sdo dominantes se

012092+ 204> 0441 2 0dy2 2> Onp.
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2.4.1 Realizacao a partir da Resposta ao Impulso Unitario

Assuma conhecida a seqiiéncia finita do sinal G, k =0,1,..., K. A solugao do problema
comega com a construcao de uma matriz Hankel em bloco H, 4(¢), com entradas na posicao
bloco i, j igual a Gy -1 (veja (2.43)). Analogamente ao caso da matriz Hankel em bloco
utilizada no problema de identificagdo de parametros modais, a matriz H, 4(¢) pode ser

fatorada como

C
CA
H,,(0) = . A" [B AB--- A*'Bl = 0AC, (>0, (2.61)

CA!

em que O, e C, sao as matrizes de observabilidade e controlabilidade, respectivamente. A

propriedade do sistema ser observavel e controlavel implica entao que
rank(H, s(¢)) = n, (2.62)

para { > 0 e r,s > n. Esta propriedade, bem como a decomposigao (2.61), sao a base
para uma série de métodos de realizacao [6, 12, 34, 54, 79, 88, 120, 125, 135]. Daqui em

diante, assumiremos sempre que o sistema é controlavel e observavel.
Método de Zeiger-Mac Ewen
Observando que O e C sao de posto completo, igual a n, temos que para ¢ =1
A=O0H, (1)C, (2.63)

em que o simbolo T denota a pseudo-inversa de uma matriz. Agora considere a decom-
posicao SVD da matriz Hankel em bloco

H,,(0) = [U) Uy] diag(%y, %) [V4 Va]" = U5, V),

em que ¥; contém os valores singulares nao nulos de H, 4(¢) e U; e Vi, os vetores singulares
associados. Observe ainda que esta decomposicao pode ser rescrita similarmente como
em (2.61):
1/24 ;x1/2
H,o(0) = (U3 %) (2120,

Assim, fica claro que podemos tomar

O=U%% e C=xVT, (2.64)
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como estimativas para as matrizes O e C, respectivamente . O método de Zeiger-Mac

Ewen utiliza essas estimativas em (2.63) [135]. Dai vem que
A=3x"?UTH, (1)Vx; " (2.65)

é uma matriz semelhante a A. As matrizes restantes para resolver o problema da realizacao
sao obtidas da seguinte forma

B = SV (1:n,1:p) (2.66)
C = Ul(lzq,lzn)Z}/2 (2.67)
D = G, (2.68)

Método de Kung

Este método estd baseado na invariancia ao deslocamento (shift-invariant) das ma-

trizes de observabilidade e controlabilidade [120, 125, 135]. Especificamente, considere a
estimativa para a matriz de observabilidade definida em (2.64) e defina U como sendo

a submatriz de O formada pelas primeiras » — 1 linhas bloco. Entao a invariancia ao
deslocamento da matriz de observabilidade nos permite deduzir que

Us?A =Ux/?. (2.69)

Agora, como U é de posto completo (igual a n), a equacio acima pode ser resolvida via

pseudo-inversao. Assim, obtemos que
A=y VT usl? (2.70)

Um fato interessante relacionado com a féormula acima é que a pseudo-inversa envolvida
pode ser calculada sem a necessidade de inverter matrizes. Informacao adicional sobre

realizagao de sistemas pode ser encontrada em [79)].

A precisao dos métodos de subespacos descritos aqui e de outros tal como OPIA e ERA
(Eigensystem Realization algorithm), entre outros, no caso de dados com ruidos, depen-
dem dos coeficientes do polindomio matricial Ps(\) utilizado pelo método das referéncias

multiplas (veja, (2.51), detalhes podem ser vistos em Bazan [15]).

"Pode-se provar que existe uma matriz nao singular 7" tal que O = OT eC=T"'C.
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2.4.2 Realizacao a partir de Informacao Input-Output

O problema de construir uma realizacao do sistema, utilizando apenas os sinais de entrada
e salda é mais complicado do que o caso anterior. Assim, apresentamos apenas uma
discussao introdutoéria do assunto. Comecamos com a observagao que os sinais fj, yg,

k=0,1,..., satisfazem a equagao [120, 88|

Y =I'X + HF, (2.71)
nde
Y& Ye+1 -0 Yk4j-1 C
Yi+1 Yit2 .- Yi+j CA
Y = : : : : , I'= . : (2.72)
Yit+i-2 Yk+i-1 -+ Yk+it+j-3 CAi—l
| Ye+i-1 Yk+i oo YE4itj-2 |
[ G, 0 0 -+ 0]
Gy Go 0 - 0
H=| G2 G Go --- 0 || (2.73)
i Gi—a Gies Gy -+ Gy i
X = [Xg Xpg1 + 00 Xpgjoi)s

e F é uma matriz Hankel em bloco construida similarmente a Y.

A idéia bésica do método apresentado a seguir consiste inicialmente em encontrar uma

matriz F com a propriedade FF = 0. Se isto for possivel, de (2.71) vem que

YF = I'XF. (2.74)
Desta relacao deduz-se que se
A-1 rank(T") = n,
A-2 rank(XF) = n,
entao
rank(YF) = n. (2.75)

A condicao A-1 é verdadeira quando o sistema é observavel. Embora A-2 seja restritiva,

pois depende muito do sinal de entrada, ela é freqiientemente satisfeita quando o sinal
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de entrada é um ruido Gaussiano com média zero [120]. Também, é importante observar

que a existéncia da matriz F exige que F seja uma matriz com muito mais colunas do que
linhas (j > 1 x i).

Resumindo, se A-1 e A-2 forem satisfeitas, entao a matriz YF ¢ de posto incompleto
e seu subespaco coluna é gerado pelas colunas da matriz de observabilidade T'. Esta

informacao pode ser utilizada para detectar a ordem n do sistema, bem como para calcular

estimativas de A (em verdade, o que é estimado é uma matriz A semelhante a A). De

fato, seja U uma matriz (i x [) X n cujas colunas formam uma base ortonormal para T,

calculada usando a SVD da matriz Yf‘, por exemplo. Defina ) como sendo a matriz

formada pelas primeiras j — 1 linhas-bloco de U e Us, a matriz formada pelas ultimas

J — 1 linhas-bloco de U. Entao, prova-se que existe uma matriz Z, n x n, semelhante a

A, satisfazendo a equacao

U A =Us. (2.76)

Dai é imediato que A= LIITLIQ. Note também que a matriz C pode ser estimada de ime-

diato. O célculo das matrizes B e D é mais complexo e fica para uma outra oportunidade.

Um comentario deve ser colocado sobre a solugao do problema em situagoes reais. O
fato é que como os sinais de entrada e saida sao sempre contaminados por ruidos, mesmo
com o sinal de entrada satisfazendo A-2, a propriedade (2.75) dificilmente é satisfeita.

Assim, na pratica, a ordem do sistema € estimada a partir do niimero de valores singulares

dominantes da matriz (Yf‘) e a matriz U é construida entao usando-se os vetores singulares
a direita, associados a esses valores singulares.

Finalmente, assim como o problema de realizacao a partir de parametros de Markov
esta fortemente relacionada a polinomios matriciais preditores, pode ser demonstrado
que realizacao a partir de sinais de entrada e saida estd relacionada a funcgoes racionais
envolvendo polinémios matriciais; porém, o tépico foge do escopo deste texto; veja [34,

Cap. 7.

2.5 Miscelanea

Talvéz a area mais imediata na qual aparecem polinomios matricias é aquela que trata
de resolver sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de ordem superior ou igual a dois
(veja, por exemplo, Gohberg [57]). Além disso porém, existe uma grande variedade de
aplicacoes em outras areas envolvendo problemas de autovalor polinomial matricial, e um
dos objetivos desta secao é fornecer alguns exemplos sobre algumas aplicagoes envolvendo
o topico em estudo, bem como referéncias bibliogréaficas de aplicagoes que se encontram

espalhadas em diferentes ramos da ciéncia.



2.5. MISCELANEA 47

2.5.1 Solugao de EDP’s

Problemas envolvendo equagoes diferencias parcias (EDP’s) aparecem em dreas como
vibro-actstica, mecanica dos fluidos, andlise modal de estruturas mecanicas, etc. A
solugao desses problemas passa por um processo de discretizagao, o qual, em geral, conduz
a problemas de algebra linear tal como a solugao de sistemas lineares e/ou problemas de
autovalor. A titulo de exemplo, considere a vibracao livre de uma corda presa em ambos

os extremos descrita por

ug + ea(x)u; = Au, x € [0,7], € >0,
u(t,0) =u(t,m) =0. (2.77)
u(0,z) = h(x), u(0,2) =0,

Conhecemos, através do Método de Fourier que a solucao da equacao acima é
u(x,t) = qu(t)sen(k:x), (2.78)
k=1

para determinadas fungoes ¢x(t). Aproximando agora a solugao até o seu n-ésimo termo,

u(a,t) = qi(t) sin(kz) (2.79)

e aplicando o Método de Galerkin,® obtemos um problema de valor inicial (PVI) envol-

vendo um sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem do tipo:

{ Mj(t) 4+ eCi(t) + Kq(t) =0, (2.80)

q(0) =heR", ¢0)=0¢cR"
em que h e o vetor nulo 0 vém da condicdo inicial (2.77),

T T .
q(t) = [ql(t),...,qn(t)]T, M=—-1, K= §d1ag(1,22, ) ..,22,...,n2),

\)

8 A ideia bésica do método de Galerkin para resolver aproximadamente um problema Az = ¥, com
A: X — Y um operador linear e X, Y espagos com produto interno, é construir solugoes aproximadas

N

TN = ¢,

Jj=1

com 9;, j =1 :: N, uma base de um subespaco Xy C X, de tal modo que o residuo r = y — Azy é
ortogonal a X ; detalhes do método séo encontrados em [99, 110].
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e C com entradas ¢y ; definidas por

Crj = /07r a(x) sin(kx) sin(jz)dz.

Como todas as matrizes envolvidas sao simétricas, e M, K definidas-positivas, o

polinomio matricial associado:
P(A) = MXN +eCA+ K,

tém auto-pares que vém em pares complexos conjugados (veja, Tabela 1.2). Assim, se
X € €™ ¢ a matriz de autovetores a direita de P(\) e A € C**" a matriz de

autovalores correspondentes, entao a solucao ¢(t) procurada é da forma
q(t) = XeMa, a e ™,

com « sendo a solugao do sistema linear
X [
XA 2= | o |-

2.5.2 Processamento de Sinais

Vérias aplicacoes tal como processamento digital de voz, processamento de sinais em bio-
medicina, localizagao de objetos por radar, etc, utilizam modelos auto-regressivo da forma
([36, 76])

p
Ty = — Zakxt,k +e&, t=1:n, (2.81)
k=1

para predizer informacoes futuras a partir de um conjunto de informacoes conhecidas. No
modelo acima, x; € R” é uma série temporal de dados, n o numero de dados, p a ordem
do modelo, ¢ é um processo Gaussiano com média zero e variancia o, e 0s a’s, a serem

determinados, sao paramtros que concentram a dinamica do processo de predicao.

Os parametros «’s podem ser determinados através das equacoes de Yule-Walker

Ra = —r",

em que r® = [r¥ ... r¥7"

,7p)" com 1y sendo fungdes auto-correlagao da série temporal z; :
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r? = E(zy, 2441), € R € RP*? uma matriz de Toeplitz (a matriz de auto-correlagao) °

cujas entradas sao auto-correlagoes do tipo Tl veja (36, 76].
Na pratica, a série temporal disponivel é da forma

Y =x +wy, t=1:n,

em que w; ¢ um ruido branco nao correlacionado com variancia desconhecida o,,. Neste
caso, a solucao obtida através das equacoes de Yule-Walker pode ser incorreta e levar a
conclusoes erroneas. Uma maneira de contornar esta dificuldade é através de um problema
de autovalor polinomial matricial quadratico simétrico, o qual pode ser descrito como
segue:

Considere as equagoes de Yule-Walker compensadas definidas por [36]
(S = AB)v =0, (2.82)

em que S € RPT*PH) 1 > 5 com entradas S, ; = FAPTRNC

B_10 L

00
Nest incégnitas sao v = [1 T e timativa d iancia des-
este caso, as 1mcognitas sao v ,al,...,ozp € (¥ € ulna estimativa da variancCla des

conhecida o). Multiplicando pela esquerda ambos os membros de (2.82) por (S — AB)”"

obtém-se um problema de autovalor polinomial matricial quadratico do tipo

P(/\)U = (A2>\2 + Al)\ + Ao)v = O,

em que

Ay=B"B, A =—(S"B+B'S), A,=5"S.

Entao, prova-se que as estimativas dos parametros a’s sao obtidas das componentes do
autovetor v de P()\) associado ao autovalor de menor valor absoluto [36].
Uma referéncia mais recente sobre o assunto, mas envolvendo polinomios matriciais

de ordem superior a 2, é [75].

9E denota o operador valor esperado (expectation operator). A autocorrelagao T é usulmente estimada

como
1
T E
Ty = — TtLt—f-
n
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2.5.3 Aplicacoes Diversas

Conforme comentado acima, uma grande diversidade de aplicagoes em ramos tecnolégicos
de interesse contemporaneo exige a solucao ou analise de problemas de autovalor. Em
areas como analise modal experimental, engenharia aero-espacial, engenharia elétrica,
acustica, etc, entre outras, o envolvimento com problemas de autovalor generalizado e/ou
polinomial matricial quadratico é muito freqiiente; aplicagoes relevantes podem ser en-
contradas em [25, 29, 37, 45, 60, 72, 73, 82, 90].

Outro problema relacionado com polinomios matriciais quadraticos aparece no célculo
de fungdes de resposta em freqiiéncia H(w) de sistemas vibratérios, como em problemas
de propagagao eletromagnética, por exemplo [45, 47, 72, 73, 132]. O célculo de H (w) estd
baseado na relagao (veja (2.32))

(Mw? + Cw + K)H(w) = b(w),

com M,C, K e b(w) € C" como dados de entrada, e w numa faixa de freqiiéncias usual-
mente grande. Se a dimensao n das matrizes envolvidas nao é muito grande, o pro-
blema pode ser resolvido através de uma linearizacdo A — wB do polindbmio matricial
P(\) = Mw? + Cw + K. Para n grande, outras abordagens siao preferiveis, veja [80], por
exemplo.

Problemas de autovalor polinomial matricial de grau superior também sao freqiientes
em varias areas. A titulo de exemplo, um problema em aero-acustica que precisa da
solugdo de um problema de autovalor polinomial matricial é reportado em [3]. J& em
mecanica dos fluidos, em conexao com equagoes de Orr-Sommerfeld, o polindmio matricial
utilizado é de grau 4 [29]. Muitas outras aplica¢oes envolvendo problemas de autovalor

polinomial matricial podem ser encontrados em [4] e [122].



Capitulo 3

Sensibilidade de Autovalores

Apresentamos uma discussao da sensibilidade do problema de autovalor polinomial ma-
tricial, baseada no conceito de condicionamento como medida de sensibilidade. Duas
abordagens sao apresentadas: uma que explora o conceito de niimero de condi¢ao do au-
tovalor, derivado a partir do préprio polinémio, e outra baseada na teoria de perturbacao
de autovalores de matrizes nao simétricas, introduzida por Wilkinson [131] em 1963, apli-

cada a matrizes companheiras em blocos associadas aos polinomios em questao.

3.1 Nocoes de Condicionamento

Uma caracteristica da solucao de problemas através de métodos computationais é que
o processo ¢ desenvolvido utilizando aritmética de ponto flutuante. Como conseqiiéncia
disso, informacgoes do problema sao representadas apenas aproximadamente e erros nos
dados de entrada sao inevitaveis. Portanto, dependendo do problema em analise, as
solucoes computadas podem ser pouco acuradas ou talvez inaceitaveis.

Uma tarefa importante no processo de solucao de cada problema portanto, é discutir
ou analisar o comportamento da solucao do problema devido a pequenas variagoes nos
dados de entrada. Ou seja, em situacoes praticas, uma andlise do grau de sensibilidade

do problema a pequenas variacoes nos dados de entrada é de fundamental importancia.

Do ponto de vista tedrico, um problema pode ser idealizado como uma funcao f,
f:X =Y, com X,Y sendo espagos normados (R", R™, ou C", por exemplo), chamados
espago de entrada e de saida (ou de dados e de resposta), respectivamente, de modo que,
se x € X é considerado como dados de entrada e y = f(x) € Y a resposta do problema,
entao o que deve-se analisar é a sensibilidade da funcao f, em x, a pequenas variagoes
nas informacoes de entrada x.

Um problema ¢é dito bem condicionado se pequenas perturbagoes em x produzem

pequenas perturbacoes em y. Um problema ¢é dito mal condicionado se pequenas per-
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turbagoes em z produzem grandes perturbagoes em y. Obviamente, o significado de grande
e pequeno depende muito do problema e/ou da aplicagao sob estudo. O assunto é melhor
compreendido analisando-se um numero associado ao problema conhecido como nimero
de condicao, o resto do capitulo é dedicado exclusivamente a seu estudo.

Consideremos primeiro o caso X = Y = IR, ou seja f é uma fungao real de uma
variavel real. Vamos assumir que f é duas vezes continuamente diferenciavel em x # 0 e
y = f(z) # 0. Se dx denota a perturbacao de = e dy = f(x + dx) — f(x) é a perturbagao

correspondente em y, entao o teorema de Taylor garante que
Sy = f(z +6x) — f(x) = f'(x)6x + O(dz)>.

Esta relacdo mostra que o erro absoluto em y devido a variagoes de tamanho |§z| em z
pode ser grande se |f’(x)| é muito grande. Ou seja, a relacdo acima mostra que o erro
absoluto em y depende de |f’(z)|. Agora, se o interesse é medir variacoes relativas, a
expressao acima pode ser rescrita como

o _al@) b5 o

a qual mostra que a variacao relativa em y devido a erros realtivos em x depende da

quantidade

A conclussao que pode ser tirada desta discussao é que se o problema for descrito por um
funcao f : R — R, entdao o nimero de condicao de f no ponto z, pode ser definido como

0
lim sup M, para erros absolutos
6—0 |6z| <68 ‘537‘
(f)(x) = (3.1)
) |0y ,|ox| )
lim sup ——/——, para erros relativos,

6=0 |52/<5 lyl " x|’

e que este numero de condicao pode ser calculado como

|f'(z)], para erros absolutos
H(f)(x> = ZEf/(l‘) (32)
, para erros relativos.
f(z)

Para o caso de serem X = R™, Y = IR", m,n arbitrarios, a funcao f é descrita por
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um conjunto de fungoes f; : R™ — R, j = 1:n, tal que

y=f(x) ey =filxy,....,zn), j=1:n,

e as variagoes em x e y, sejam absolutas ou relativas, sao medidas utilizando normas

vetoriais. Por exemplo, a variacao relativa em = devido a variacao dx é

[0z |

L bz =[xy, .., 0z,
B oz, ]

Seja 0y; = fj(x + d0x) — f;j(x) a variacdo da j-ésima componente devido a variacoes em

todas as variaveis z;, ¢ = 1 : m. Entao o teorema de Taylor garante que

= fi(x + 6x) — Zafﬂ Sx;

Portanto, ao menos aproximadamente, segue que

5 ;| < mae oz, | 3 |2

< max |0z;] - max Z

83%

e, como esta desigualdade vale para j = 1 : n, em particular vale para max |dy;|. Utilizando
J

a norma matricial || - ||, esta desigualdade pode ser escrita como

199 lloc < N0z flooll S £llocs

com Jf sendo a matriz Jacobiana de f.

A desigualdade acima sugere que o ntumero de condigao x(f)(z) pode ser definido
de maneira analoga como em (3.1), substituindo as barras de valor absoluto por normas
vetoriais apropriadas, e que para o caso de considerarmos erros absolutos, o ntimero de
condi¢ao k(f)(x) é dado pela norma matricial da matriz Jacobiana ||.J f]|. Um resultado

andlogo a aquele dado em (3.2), é imediato neste caso e dado por ||z||||.Jf]|/]| f|l-

Observacao 3.1.1 Alertamos porém, que em certos casos, o nimero de condi¢ao envol-
vendo normas da matriz Jacobiana pode sobrestimar ou subestimar a sensibilidade do
problema. Uma outra abordagem ¢é considerar nimeros de condigao individuais associa-

dos a cada varidvel y; e provenientes de analisar variacoes em apenas uma variavel x;. Por
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exemplo, utilizando o resultado descrito em (3.2), o nimero de condi¢ao do problema, na

variavel (ou resposta) y;, devido apenas a perturbagoes em z;, é

df;
a.CCZ'

| £

Z;

r(fi) (i) = (3.3)
Isto gera uma matriz n X m de nimeros de condi¢ao individuais, digamos T, e um nimero
de condigao global pode ser definido utilizando alguma norma matricial de Y. Um exemplo
que mostra o uso desta abordagem serd apresentado depois. Agora vamos formalizar a
definicao para o nimero de condicao de um problema f geral com dados de entrada z e
resposta y.

Definicao 3.1.2 O ntmero de condi¢ao do problema f, no ponto z, no caso de erros

absolutos, é definido como

llof1

K(f)(z) =lim sup , (3.4)
0=0 |5z)|<s [|0|]
enquanto que para o caso de erros relativos, ele é definido por
. o1 llox]]
k(f)(z) = lim : (3.5)
6=0 sai<s Il ()" ||

3.1.1 Raizes de um Polinomio

O problema aqui é investigar a sensibilidade do problema de calcular as raizes de um
polinomio de grau n,

p(t) =t" +ap 1"+ Fart +ag, ag#0.

Por simplicidade, vamos assumir que a raiz v é uma raiz simples, ou seja,

p(v) =0, p'(v)#0.

Neste caso, o problema é encontrar v utilizando os coeficientes a’s como dados de entrada.
Formalmente isto pode ser descrito por uma funcao

v:R"—=C, v=uv(a), a=][ag ai,...,a_1]"

Y

definida implicitamente através de

()] + ana[v(@)]" "+ +ajv(@)) + -+ ar[v(a)] + ag = 0.
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Calculando a derivada parcial de v em relagao a a; vem a identidade

A S+ (1= D25
jas [u(aw—l% @+t (,f_ _o,

da qual segue,

e assim (ja que p'(v) # 0),

Utilizando este resultado junto com aquele descrito em (3.2), vemos que o nimero de

condicao da raiz v, no caso de erros relativos, considerando apenas variacoes no coeficiente

7

Qj, €
ov
Qj~— .
I B )
M) = T T 30

Este nimero é geralmente grande, indicando assim que o problema de calcular as raizes
de um polinomio pode ser muito sensivel a pequenas variacoes nos coeficientes a’s. Existe
um exemplo famoso devido a Wilkinson [131] que ilustra este fenomeno. Considere o
polinoémio

20

pt) =TI =) = (1= 1)t =2) (1 - 20).

j=1
A Jacobiana neste caso é
ov Ov ov
Jv) =[—,—,...,
6&0 8&1 8an_1
1
== 1,02 ..., v" Y.
pv)

O ntmero de condicao da raiz v, na norma-2, no caso de erros absolutos, é,

1 2 V4 V?nfl
H(V)(a):m\/l—l-‘u‘ LA, 2, (3.7)
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enquanto no caso de erros relativos, também na norma-2, este niimero é

_ VlaoP +lai? + -+ fana P+ [+ -+ [P
lvp' (V)]

k(v)(a) (3.8)

Ambos os ntimeros sao potencialmente grandes, indicando portanto que o problema de
calcular as raizes do poliomion de Wilkinson é muito sensivel a pequenas variagoes nos
coeficientes. Uma ilustracao deste fenomeno é apresentado na Figura 3.1, na qual mostra-
se o comportamento das raizes de um polinomio con coeficientes ¢;, obtidos perturbando-se

os coeficientes ¢; do polinomio de Wilkinson através de
¢ =cj(l+exr;),

em que os 7; sao numeros aleatérios normalmente distribuidos, com média zero e varianca

1. O gréfico mostra o resultado de 50 realizacoes com e = 10719,

v
y
OF © ® ® ® SO0 «0= O 0+ O *0*Q O+ O OO0 0= O +O O o = weee
By

]

Figura 3.1: Raizes do polinomio de Wilkinson. o: raizes exatas, -: raizes do polindmio
com coeficientes ¢;, obtidos perturbando os coeficientes ¢; do polinomio de Wilkinson.

Prova-se que a raiz mais sensivel é v = 15. Para esta raiz, o nimero de condigao (3.6)

em relacao a variacoes apenas em a5 €

1.67 x 10% x 151
514!

k(v)(as) ~ ~ 5.1 x 10*2,

Finalmente, observamos que seguindo a abordagem de calcular niimeros de condigao
individuais, conforme sugerido pela observacao acima, um ntimero de condicao global para

o caso de erros relativos pode ser estimado como

r(v)(a) = [[[k(v)(ao), . -, &) (an-)]l-
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Utilizando a norma-1 seque que

K —71 y a;|v|
’KL(V)(OJ - ‘yp’(y)| ;‘ Z| Z| ’

a qual é menor do que aquela dada em (3.8). Paro o caso das raizes do polinémio de
Wilkinson de grau n, para n grande, prova-se que o numero de condi¢ao do primeiro e

ultima raiz (ordenadas crescentemente), sao [53, Cap. 1, Sec. 3]

E(v)(a) =n?, e

. o1 v2+1\"
Rlm)(a) 2 — /271 (\/5—1) '

3.1.2 Solucao de um Sistema de Equacoes Lineares

Dados uma matriz A € R™" e um vetor b € IR", o problema é calcular a solugao do
sistema

Ax = 0.
Por simplicidade, vamos assumir que apenas b é sujeito a erros. Neste caso, o problema

pode ser formulado através da fungao f : R" — R" definida por
r= f(b)=A"'b.

Ou seja, as componentes de b sao os dados de entrada, e as componentes x os de saida.

E imediato que a Jacobiana neste caso é J f (b) = A~L. Portanto, utilizando os resul-
tados da discussao acima, o numero de condicao, no caso de erros relativos, no vetor b,
é

s(F)(b) = lolfA= ||b||||:4*1||.
] [ A=1b]]

Isto mostra que o problema de resolver o sistema linear Az = b pode ser muito sensivel a

pequenas variacoes em b quando ||A7!|| é muito grande.
Utilizando propriedades das normas matriciais, segue facilmente que
K(f)(0) < [|ANAT-

Esta cota superior é atingida quando b ¢ um multiplo do vetor singular a esquerda, asso-
ciado ao maior valor singular da matriz A, o1(A). Propriedades e definigao de valores

singulares de uma matriz sao encontradas no apéndice A.3.
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O ntimero ||A||||[A7Y|| é conhecido como nimero de condigdo da matriz A e denotado

por k(A). Ele aparece como um indicador da sensibilidade de véarios problemas em Algebra

linear numérica. Para o caso A € IR™*", o ntimero de condicao de A é definido como
r(A) = A", (3.9)
No caso da norma-2, com A de posto r, ele é dado como

01 (A)
o (A)

ka(A) = [|All2]|ATll2 = (3.10)

3.1.3 Autovalores de uma Matriz

Neste caso, o problema pode ser descrito por uma funcao

f:C"" = C
A f(A) =)\

sujeito a Ax = Az, x # 0. Esta é uma funcdo que depende nao-linearmente das entradas

da matriz.

Para matrizes nao simétricas (ndo Hermitianas), a andlise do condicionamneto de
autovalores simples pode ser desenvolvido na maneira usual, mas em geral o problema é
mal condicionado, ou seja, pequenas variagoes nas entradas da matriz podem produzir
grandes perturbagoes nos autovalores. Para ilustrar este fato, considere as matrizes

0  1.000 A=

A 1.000 1.000 o A 1.000 1.000
N ’ 0.001 1.000 |-

Os autovalores destas matrizes sao, respectivamente, {1, 1}, e {0,2}. Isto mostra que uma
variacao de 0.01% em A produziu uma variacao de 100 % nos autovalores, mostrando que
o problema de autovalor matricial para matrizes nao simétricas pode de fato ser muito

mal condicionado.

Teoricamente, o numero de condicao do problema de autovalor matricial pode ser
descrito como segue. Seja A um autovalor simples de A com autovetores associados a
direita e esquerda x e y, respectivamente. Se d\ é a variacao em A devido a uma variacao

0A em A, e se assumimos que o autovetor associado ao autovalore A+ X é x + dx, entao
(A+0A)(x + dx) = (A + dN\)(z + o).

Desenvolvendo os produtos indicados, observando que Ax = Ax, e desprezando termos de

segunda ordem, vem

Ad + 0Ax = \ox + d)\x.
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Agora, como y*Adx = y*Adx, multiplicando ambos os membros da equagao acima por y*,
segue que

S\ — Y 5Ax.
yrr

A desigualdade Cauchy-Schwarz garante agora

DAL _ Nlzllallyll2
16A]l2 = [y 2]

Tomando limite quando [|[§A||s — 0, seque que o numero de condi¢ao do autovalor simples

)\ satisfaz

oA llellaliyll
A< <
" A< A5 S v

(3.11)

A cota superior em (3.11) foi introduzida por Wilkinson[131]. Se A é simples, o nimero
(Ilz]l2]|lyll2)/|y* x| é determinado univocamente, e portanto estd bem definido. Este ntiimero

mede de fato a sensibilidade do autovalor A a pequenas variacoes em A.

A anélise de condicionamneto para o caso de autovalores multiplos é mais dificil porque
a funcao f é continua mas nao diferenciavel. Assim, a abordagen descrita acima nao é
aplicével, detalhes podem ser encontrados em [33].

A situagao muda drasticamente quando a matriz é simétrica (ou Hermitiana). Neste
caso, independentemente da multiplicidade do autovalor, o problema é sempre bem condi-
cionado [59].

3.2 Condicionamento de Autovalores de Polinomios
Matriciais
A andlise descrita nesta secao é restrita a polinomios matriciais regulares. Seja

Po(A) = N+ Ay N+ A

um polindomio matricial cujos coeficientes A; s@o aproximagoes dos coeficientes A; do

polinémio P,,(\) tal que
1640, 6Ay, -+, 6Am_1lla <8, 6A =A —A, 1=0:m—1. (3.12)

Seja A + 0\ um autovalor de ]sm()\) e © + dx o autovetor associado. Entao, seguindo a
definigao geral dada em (3.4), o niimero de condigdo do autovalor A, no caso de erros

absolutos, pode ser dado como segue.
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Definigao 3.2.1 Assuma que que as perturbagoes d A; satisfazem (3.12), entao o nimero
de condigdo de um autovalor simples de P,,()\), no caso de erros absolutos, pode ser
definido como [90, 121]

K\, P) = (lsi_I)I(l) sup{@}

(3.13)
Sujeito a Py, (A + 6A)(x + 6z) = 0.

Claramente, o nimero (A, P) dificilmente pode ser calculado através de (3.13). Esta

dificuldade pode ser contornada utilizando o teorema seguinte.

Teorema 3.2.2 Seja A um autovalor do polinémio matricial P,,(\) e x,y € C" os au-

tovetores associados, a direita e esquerda, respectivamente. Entao o niumero de condigao
k(\, P) € dado por

[PIAETE
A\ P) = 3.14
<P = 0B (. o1y

em que,

n= T AR A - A2,
Demonstragao: Primeiro observe que a restrigao em (3.13) é equivalente a
(Pr(A+0A) + 0P, (A4 6N))(z + 0x) =0,
em que 6P, (A\) = 6A A" + A, A AN -+ AN+ 0 A,

Expandindo P,,(A + dA) em series de Taylor e conservando termos de até primeira

ordem, segue que

SAPL(N)z + Pn(N)d)z + dPp(N)z = O(5%).

Multiplicando pela esquerda pelo autovetor a esquerda y*, segue que
S\ P, (N + y*6P,,(\)x = O(6?).

Dai, é imediato que

Y 6P (N

A= B e

+ O(6%). (3.15)
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Agora, em vista de que 04, =0, e de que

[ Al ]
A2
5Pm()\)l' = [(SAm—l, 5A’47n—27 D) 5A0] )
AL

utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

Y5 PN < yllallf Ao, 541, .., A llay/1+ A2+ A+ - X2mD ]

Substituindo esta desigualdde em (3.15) e a seguir, utilizando a restricdo (3.12), segue
que

[OA| < Iz llzllyll>
0 ly By, (M|

(3.16)

Agora, se E = yx*/(|ly||2||x]|2) e as perturbagoes dA; sao definidas como
5 71 .
(5Aj,1 ==\ E, ] = 1: m,
v

entao, em vista de que || E||z = 1, fica claro que
|| [5Am—17 5Am—2, ey 5140] ||2 — 5

Este resultado garante que a cota superior em (3.16) pode ser atingida, ou seja, as per-
turbagoes acima, tornam (3.16) uma igualdade. A prova do teorema termina entao,

tomando limite o nessa igualdade.

g

Uma outra maneira de se medir a sensibilidade de um autovalor simples é através do

nimero de condi¢ao introduzido por Wilkinson[131].

Definicao 3.2.3 Seja A um autovalor simples de P,,(\) (e portanto da matriz compan-
heira em blocos C4 associada a P,,())), e sejam r, ¢, autovetores a direita e esquerda
de C}, associados ao autovalor A. Entao o ntimero de condigao do autovalor A segundo
Wilkinson [131], ¢ definido por

14
ey = 1t )
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Para polinémios matriciais gerais, ambos os nimeros de condi¢ao k(\, P) e k(A, C4) sdo
de tamanhos comparaveis, mas potencialmente grandes. Além disso ambos precisam de
informagoes contidas nos autovetores (em geral nao disponiveis). Entretanto, conforme
veremos mais adiante, estimativas interessantes podem ser deduzidas no caso do polinomio

estar associado a problemas HR.

Os numeros de condicao descritos acima descrevem a sensibilidade de cada autovalor
individualmente, podendo existir autovalores com nimeros de condigao muito diferentes.

Ou seja, alguns autovalores podem ser muito mais sensiveis a perturbagoes do que outros.
Exemplo 3.2.4 Sensibilidade de um Problema de Autovalor Quadratico
Este exemplo considera o polinémio
Py(A) = N1 + A\ + Ay
associado ao sistema de n equacgoes diferenciais de segunda ordem
M{(t) + eCq(t) + Kq(t) = 0. (3.18)

Ou seja, aqui: Ay =eM~1C, e Ag = M'K.
Neste caso, devido ao fato do sistema ser proveniente da discretizagdo de uma EDP (ver
Cap. 2), a ordem n deve ser geralmente elevada para garantir boas solu¢oes aproximadas

do problema. As matrizes M e K sao definidas por

M=1I K= gdiag(12,22, o n?),

s
2
enquanto a matriz C' tem entradas tal que

;

0 se k + 7 for impar,

1 1
127 — se k+ jfor par e k # j,
Crj = (k+5)" (k—3)" JIOTD 7 (3.19)

™ 2T 3T

\ 60 2 ue se k=

O numero € determina a quantidade de amortecimento presente no sistema e governa
a sensibilidade do problema de autovalor: sabe-se que problemas mais amortecidos sao
em geral mais sensiveis a pequenas modificagbes no sistema. Apresentamos resultados

numéricos para n = 80, e dois valores diferentes de e.



3.2. CONDICIONAMENTO DE AUTOV. DE POLINOMIOS MATRICIAIS 63
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Figura 3.2: Esquerda: Autovalores de Po()). Direita: x(A, Cy4), € = 0.1125

Quando € é pequeno (neste caso € = 0.1125 ), comprova-se de fato que os autovalores
do polinémio sao bem condicionados (ver Figura 3.2).

Ja para e grande (e = 11.25), verifica-se que a sensibilidade dos autovalores aumenta.
Isto pode ser vista na Figura 3.3, a qual ilustra nimeros de condi¢do muito grandes (da
ordem de 107).

80 T T T T T T x 10"

or 00000 O O ©

e D

=50 —40 -30 -20 -10 0 10 20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 3.3: Esquerda: Autovalores de Py(A). Direita: x(\, Cy4), € = 11.25

Finalmente, é importante considerar um ntmero de condicao que descreva a sensi-
bilidade do problema de autovalor matricial de uma maneira global conforme dado na
proxima defini¢ao.

Definicao 3.2.5 Seja A = XAX ™! ¢ C™™ uma decomposicao de Jordan de A. O
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niumero de condicao de Jordan nas normas espectral e de Frobenius é definido por

o (X) = it {[| XJaf| X (|2} (3.20)
k(X)) = inf{||X[| ]| X r} (3.21)
Um resultado importante que relaciona o nimero de condicao global com os nimeros

de condicao individuais, cuja prova pode ser encontrada em [131], é descrito no préximo
teorema.

Teorema 3.2.6 Se A= XAX~! ¢ diagonalizdvel, entao

kp(X) = Z,-@(Aj,A).

Jj=1



Capitulo 4

Analise de Sensibilidade e de Erro

em problemas HR

A caracteristica principal dos problemas HR é que tanto os polinémios como as matrizes
envolvidas sao resultado de computacoes preliminares utilizando informacgoes aproximadas
(informagoes contaminadas por ruidos). O objetivo entao é estimar o afastamento méximo
dos autovalores computados em relacao aqueles em que as informacoes sao livres de ruidos.

A andlise de sensibilidade e de estimativa de erro é desenvolvida em duas partes.
Primeiro, sao apresentadas duas abordagens para o caso escalar, e a seguir, as mesmas
abordagens sao estendidas para o caso polinomial matricial, enfatizando as vantagens da
abordagem polinomal matricial sobre a escalar.

4.1 Sensibilidade de Autovalores: Caso Polinomial
Escalar

Os resultados tedricos apresentados dependem fortemente do condicionamento de uma
matriz retangular de Vandermonde, cujos elementos sao poténcias dos autovalores de

interesse. Comecaremos portanto, com uma andlise do condicionamento dessa matriz.

4.1.1 Condicionamento de Matrizes de Vandermonde

Seja Wy, a matriz de Vandermonde d x M definida por

LA A2 - M
1 Xy A2 ... \MA

Wy = : :2 :2 : 2: (4'1)
1 Ay A2 - A\

65
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O objetivo entio é deduzir limitantes para x(War) = ||[Was|l2||W}|l2. Algumas estimativas

preliminares e simples de serem deduzidas sao descritas a seguir.

Teorema 4.1.1 Seja W)y; uma matriz de Vandermonde como em (4.1), com \; # \;,

para j # i, |\;| < 1. Entdo, para M > d, |W}, |2 decresce monotonicamente com M, e

este decréscimo € estrito ao longo da subseqiiéncia de inteiros {d,2d,---}. Além disso, se
M=p-d, p>1, entao

-1
Wi < ey +!gzid+!\.zi — (4.2)
em que B =min|\;|, j=1,---,d.
Demonstragao: A demonstragdo pode ser encontrada em [11].
OJ

Observamos que apesar desta estimativa poder ser muito pessimista se W, for muito
mal condicionada (ou seja, ||W||; muito grande), o resultado ¢é interessante porque

mostra que ||[W},|| decresce monotonicamente com M. Ou seja, o resultado leva a es-
perar que ko(Wjs) melhore a medida que M cresce. Por outro lado, ele pode ser muito

util para fins tedricos, como pode ser visto a seguir.

Teorema 4.1.2 Seja fM a solugao de morma minima do sistema subdeterminado
WMf = AMG,

onde A = diag(\i, Ay, -+, A\g), e € o vetor e =[1,1,--- ,1]T € R Suponha que todos os

A; satisfazem |\;| =1, ou |[\;| < 1, entdo sempre que M — oo tem-se
1 full2 = 0.
Demonstracao: Observe que
1 farlls = (IWHAMellz < WA e]| < [[W3llVda™,
onde o« = max |\;[, j =1,2,--- ,d.
j
Utilizando o Teorema 4.1.1 segue que

I farll2 < W3 2 M
- \/1 + 324 4 34d 4 ... 4 F2AN/d-1)d

Tomando o limite nesta desigualdade quando M — oo, vem que || fis]l2 — 0.
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n

O vetor fjs descrito acima, é conhecido em problemas de predicao linear como vetor
) 35
de parametros preditores, em [7] podem ser encontrados mais detalhes. Neste contexto,

ele prediz a ultima coluna de Wy, ;. Este fato produz a seguinte relacao:
Wy Co = AWy, (4.3)

em que C, é a matriz companheira definida por
Co=leaesen — fM]a (4.4)
sendo e; o j-éssimo vetor canonico em RM, associada ao polinémio escalar
P\ =M tapy M+ a )\ + a.

Muitos dos resultados aqui apresentados sobre x(W),) dependem dos autovalores e
dos valores singulares de uma matriz d x d fortemente relacionada com C,, digamos F),,
definida por

Fy =Wy CWay, (4.5)

em quemW,, = Wi (WyW;,)~Y/2. Observe que a definicio acima é consistente ja que

Wy W5, é definida-positiva. O seguinte teorema descreve o espectro de F).

Teorema 4.1.3 A matriz Fyy descrita em (4.5) possui uma decomposi¢ao espectral dada
por:

Fu = QuAQy, (4.6)
em que Qy = (W Wi,)~Y2. Além disso, a matriz de autovetores satisfaz
ra(Qur) = ra(War) = [Wagll2[Wl2-
Demonstragao: Utilizando (4.5)
Fu = Wi, CWhy = (WaWiy) YV 2Wa CaWi, (Wi W)~ 2
— (W Wi PWy W AW, Wi (W W)~/
= (WuWi) " PA(Wy Wiy

Falta agora demonstrar que k2(Qy) = ko(Wy). De fato,

Qa2 Qi 1l
= [[(WarWi) 22 | (W W) 22
Wi ll2 Watllo = &2(War).

Ko (Qnr)
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O

O préximo teorema caracteriza o espectro singular de F; (veja Bazan [11, Teor. 4]).

Teorema 4.1.4 Seja Fy; a matriz definida em (4.5). Entao, seu espectro singular é

descrito por

2+ a5 — lIpalls + \/(HfMHé + [Ip1ll3)? — 41 /1]

o}(Fy) = 1,j=2,---,d—1, (4.7)
) 2+ || full3 = llpa® = %(IIfMII% + [Ip113)? — 4l f1]

2

onde p1 € a primeira coluna de Py, o operador de projecdo ortogonal sobre R(W},), e fi

€ a primeira componente do vetor fr, introduzido no Teorema 4.1.2

O condicionamento dos autovalores em relacao a perturbacoes na matriz pode ser
estimado como uma funcao da proximidade entre os valores singulares e o valor absoluto
dos autovalores, veja [104]. Assim, quanto mais préximos os valores singulares do valor
absoluto dos autovalores, mais bem condicionado é o problema de autovalor.

Os resultados sobre limitantes para k(W) sdo dados no teorema a seguir.

Teorema 4.1.5 (Limitantes para «(Wy)) Seja Wy uma matriz de Vandermonde de-
finida como em (4.1), com os \; no disco unitdrio. Defina
a =max|\;|, f=min|\;|, § =min|A; — N;|, e
j J 72k

J
Dy = D*(Fy) = [[Fullf = (M 4 -+ [Aal?)

Entao, para M > d > 2, o nimero de condi¢cdo ko(Wyy) satisfaz

Ol(FM) S KJQ(WM) S % (n+ /772 _4) ’ (48)

«

onden =p—d—+2,

d—1

D, r o) (4.9)

l+a?+at+ -4 a2N-D
Ou (e, B) = \/1+ﬁ2+ﬁ4+---+ﬁ2(1\7—1)' (4.10)



4.1. SENSIBILIDADE DE AUTOVALORES: CASO POLINOMIAL ESCALAR 69

Demonstracao: Para mostrar a desigualdade a esquerda, basta tomar a norma-2 em
ambos os lados de (4.6) e usar o Teorema 4.1.3.

Para provar a desigualdade a direita, observe que
le;Qar ll2 = lle; (WarWi) 2 lo = lle; W)
Agora, utilizando (A.7) e (A.6), segue que
kr(Wa) < p, (4.11)

sendo p descrito em (4.9). Utilizando agora Teorema 1, de Smith [104], o qual afirma que,

para uma matriz X € €C*¢ nao singular
d =2+ ko(X) + iy (X) < kp(X),
considerando que
d—24 k(X)) + ki H(X) < kp(X) & k(X)) — v[ra(X)] +1 <0,

em que v = kp(X) — d + 2; resolvendo esta inequagao do segundo grau, obtém-se:

rp(X) < % [u+\/m].

Adaptando este resultado ao problema em questao segue que

1_
Hg(WM) S 5 /<LF<WM)—d+2+\/(HF(WM)—d+2>2—4
1_
< 3 p—d+2+\/(p—d+2)2—4]:
1
2

:n+m].

n

O préximo passo é analisar o limitante superior em (4.8) como fungao de M. Observe
que o limitante depende de trés fatores: da separacao entre os A; no disco unitario, do
nimero Dyt, e de ¢y(a, 3). Porém, a contribuicao de ¢y (cr, 3) nao é muito expressiva,
uma vez que os \; estao no disco unitdrio, assim, a qualidade do limitante depende
basicamente da razao D3,/(d — 1)§?. Portanto, quando D3, for da mesma magnitude de
(d—1)d6?%, e d nao for muito grande, tem-se limitantes moderados. O préximo lema mostra

que isto é possivel.

1O ntimero Dy, conhecido como desvio da normalidade de A (departure from normality), mede quanto
uma matriz A difere de ser normal; se A é normal D(A) = 0.
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Lema 4.1.6 Seja D3, como no teorema anterior. Entdo, para cada M > d

H;l:1|>‘j|2 : 2 2 A2 - 2 : 2
(d=1)+ === > NP <Dy < (d=D+ [ ul3+ P =D NP (412)
j=1 j=1

L+l 55
e portanto,

D, = lim Dj; =(d—1) +H\)\ 2 — ZM?. (4.13)

—00
7j=1

Demonstracao: Usando o fato que o produto dos valores singulares de uma matriz
quadrada ¢ igual ao produto do valor absoluto dos correspondentes autovalores, e o Teo-
rema 4.1.4, segue que

o2 (Fa)o2(Fyy) = H|>\ 2.

Como ||Fyf||3 = 0 (Fuyr) + -+ - + 02(Fy) = 03 (For) + 02(Fuy) + (d — 2), da definigao de

D3,, obtém-se:

D3y = (d—2) + o2 (Fa) + H“']'Q ZM g (1.14)

Mas, como

1< of(Fa) < 1+ | full3, (4.15)

pelo Teorema 4.1.4, aplicando (4.15) em (4.14), obtém-se a desigualdade desejada.

Para provar a igualdade envolvendo D% em (4.13), basta tomar limite quando M — oo

em ambos os lados de (4.12), e usar o Teorema 4.1.2.

0

O Lema 4.1.6 mostra que o comportamento de D3, como funcao de M, depende da
velocidade com que || ]EMH2 converge para zero. Quando M cresce, para M grande, o
tamanho de D3, ird depender do tamanho dos );. Desta forma, pode-se concluir que,
sempre que M é suficientemente grande e |\;| &~ 1, o nimero D3, é pequeno. Conseqiien-
temente, exceto paro o caso no qual os autovalores sao muito proximos uns dos outros, a

condigao D3, < (d—1)d? deve ser satisfeita, assegurando assim, limitantes pequenos para

K,Q(WM).
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| ri | A | M |
0.8921 + 1.5788¢ | 0.6342 - 0.74632 | 0.9794 | 0.1786
9.5627 + 2.5623¢ | 0.8858 - 0.40672 | 0.9747 | 0.0644
5.7956 + 1.5529: | 0.9663 - 0.16612 | 0.9805 | 0.0644
2.7046 + 0.7247, | 0.9642 + 0.21742 | 0.9884 | 0.0100
16.4207 + 4.3999: | 0.8811 + 0.2729: | 0.9224 | 0.0100

U W DN | =~

Tabela 4.1: Parametros do sinal usado nos testes

Exemplo 4.1.7 (Andlise de x(WW),): Um problema proveniente de NMR) O ex-
emplo objetiva ilustrar o comportamento do ntimero de condigao k(W) e seus limitantes
tedricos como funcoes da dimensao M. Para tanto, utiliza-se uma matriz de vandermonde

5 x M em que os \’s, decritos na Tabela 4.1, provém de um sinal em NMR, veja [71].

O objetivo é mostrar que os limitantes para ||IW),|| e o préprio #y (W) como funcdes

de M, tornam-se pequenos a medida que M torna-se suficientemente grande.

O numero Dy, é calculado através de (4.14) e ilustrado na Figura 4.2. Na Figura 4.1

ilustra-se o rdpido decréscimento de || fy/]|* para 0, a medida que M cresce.

O comportamento do limitante (4.8), descrito na Figura 4.3, mostra que ko(W),) torna-
se cada vez menor a medida que M torna-se suficientemente grande. A desigualdade que
garante valores moderados para este limitante, D3, < (d—1)d2, é rapidamente satisfeita ja
que, se por um lado, o valor de (d—1)d% é 0.0399, por outro lado tem-se que D2, = 0.0396,
D2, = 0.0328 D%,, = 0.0308.

L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80
M

Figura 4.1: Comportamento de || far||%.
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Figura 4.2: Comportamento de D3,.
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Figura 4.3: Limitante superior para rs(Wy,), obtida no teorema 4.8: linha sélida, e
Ko(Wy): linha pontilhada, em escala logaritmica.
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4.1.2 Analise de Sensibilidade: Abordagem da Matriz Compa-
nheira

Aqui analisamos a sensibilidade do autovalor \; através do ntimero de condicao k(A;, Cy),
ou seja, a andlise ¢ feita considerando \; como autovalor de Cj,, e nao como autovalor de

PL(N).
Teorema 4.1.8 Seja \; um autovalor simples do polinomio
PN = A"+ A" a1+ -+ ag.

Seja C, a matriz companheira associada ao polinémio P,,(\). Assuma que C,, é decomposta
como Cy = Cp+Cg, em que Cp = PC,, Cq= QC,, com P sendo a matriz de proje¢ao
ortogonal sobre R(Wy;) e @ = I —P. Entao o nimero de condi¢io k(\;,C,) pode ser

calculado como

H<)\7Ca) = \/1 + ‘)‘j|2 + ‘)\j“l + .+ |>\j‘2(m71) %
XVHWT%H% +[[(Co = A1)~ CoWihey13

(4.16)

Demonstracao: Se \; ¢ um autovalor de C,, é imediato que um autovetor a esquerda
associado a \;, é £; = W e;. Por outro lado, se 7; ¢ um um autovetor a direita associado

ao mesmo autovalor, entao r; pode ser escrito como
ri = ¢; +1U;, (4.17)

sendo ¢; = Wle; € N(W,,)*, e 1; um vetor no espago N'(W,,).
E facil provar que ¢; ¢ autovetor de Cp associado ao autovalor A;. Utilizando esta

informacao, a relagao (4.17), e a equac@o A\;r; = Corj = (Cp 4+ Co)r;, vemos que
;= —(Co = NI)"'CoWe.

A existéncia da inversa acima é garantida porque \; nao é autovalor de Cg [7, 21]. A
igualdade (4.16) resulta de susbstituir os autovetores ¢; e r; em (3.17), utilizando o fato

de que eles satisfazem a condigao £ir; =1, e ¢; L ;.

Introduzindo o = max{|\;|}, prova-se que [16]
J

Vd am

VIWhes s +11(Ca = AT CaWhes 3 < IWhlay[1+ 7=
J
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Esta desigualdade mostra que a sensibilidade do autovalor A;, quando considerado como
autovetor da matriz C,, depende fortemente do tamanho da norma ||W; || e que x();, C,)

pode-se tornar grande quando |\;| ~ 1.

4.1.3 Analise de Sensibilidade: Abordagem da Matriz Compa-
nheira Projetada

Para contornar a dificuldade do ntimero de condicao poder ser grande quando |\;| ~ 1,
vamos diminuir a sensibilidade dos autovalores de interesse suprimindo de x(\;,C,) a
influéncia da componente ©; € N(W,,) na norma do autovetor a direita r; da matriz

companheira C,. Este é o assunto do proximo teorema.

Teorema 4.1.9 Seja V uma matriz m X d cujas colunas formam uma base ortonormal
para R(W}). Defina
Co =VC,V. (4.18)

Entdo o nimero de condigao k(Aj,C,) do autovalor \;, considerado como autovalor de C,,

satisfaz

R0 Ca) = L+ 2 4 N[ - 2D T (4.19)
Demonstragao: A prova deste teorema pode ser encontrada em [14].
O

Observagao 4.1.10 A matriz C, definida em (4.18) é a projegao de C, no susbespagco
gerado pelas colunas de V em termos dessa base, veja [123, Lecture 33, p. 254]. Essa
matriz é semelhante a F;, descrita em (4.5), portanto, ambas as matrizes tem os mesmos

autovalores. Isto justifica o nome da abordagem apresentada aqui.

A relevancia do resultado em (4.19) é que além da dimensado do problema ter sido
reduzido a d x d (o que reduz significativamente o custo computacional), a sensibilidade do
autovalor melhora significativamente: agora, ela depende apenas do tamanho do préprio

autovalor e do comportamento da norma ||[We;||2. Ainda mais, j& que
(VW) = VWLV W) T e = ([Wall2[ W[l = £(W).

veja [14] novamente, o teorema mostra que a sensibilidade global do problema de autoval-
ores associado a matriz C, depende do condicionamento da matriz de Vandermonde W,,.

A andlise de k(W,,) como uma funcao do grau do polinémio e dos préprios autovalores,
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desenvolvida anteriormente, mostra entao que a sensibilidade global pode ser pequena

desde que o grau seja suficientemente elevado.

Uma estimativa para x(\;,C,) pode ser dada em termos do desvio da normalidade da
matriz C,. Isso é sempre possivel ji que o espectro singular dessa matriz e D,,(C,) sdo
agora conhecidos (veja Teorema 4 e Lemma 7 em [11]). Utilizando Teoremas 3 e 5 por

Smith [104], segue o seguinte coroldrio.

Corolario 4.1.11 Seja C, a matriz definida em (4.18). FEntdo o niumero de condi¢do
k(A;,Cq) satisfaz

n—1)/2

~ n(
d—1+ ||fm||§ + H;l:1 |)‘j|2 - Zj:1 |)‘j|2
(d—1)82 ’

kA, Ca) < |1+ (4.20)

em que §; = 1Il1ki?d Ak — Ajl.
k#j

Este resultado é muito mais expressivo que aquele dado no teorema acima ja que agora
observa-se claramente que para m suficientemente grande, exceto paro o caso em que

9; = 0, deve-se ter k(\;,C,) de tamanho moderado e préximo de 1 se |\;| ~ 1.

4.2 Sensibilidade de Autovalores: Caso Polinomial
Matricial

Conforme descrito no Capitulo 2, assumiremos que os coeficientes A; do polinomia ma-

tricial P, (\) satisfazem uma relagao de recorréncia do tipo
hkAO + hk—i—lAl + hk-‘:—m—lAm—l = hk-l—ma k= 07 17 S (421)

com hy = RA*L € CP*9, R € CP*4 L € €™ e A = diag(\1, A, . . ., M), tal que todos os
autovalores de P,,(\) s@o simples e fixos, e m > d. Entao, conforme visto anterirormente,
se [ é a j-esima linha de L, [; é autovetor & esquerda de Pp,()\) associado o autovalor A;.

Os coeficientes Ay satisfazem a equacao matricial
KnXa=A"L, (4.22)
em que K, é a matriz de posto completo definida por

Km=[L A ANL--- A", (4.23)
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and Xy = [AT AT;-.. AT 7. A matriz K,, é conhecida como matriz de Krylov, ou

na area de sistemas dinamicos como matriz de controlabilidade. Em termos da matriz
companheira em blocos, a relagao acima pode ser escrita como

KmCoa = M. (4.24)
Esta equacao simplesmente assegura que os vetores

= ey = [ejL, N\jejL, ...,A;”’le;L]

j =
sao autovetores a esquerda de Uy associados ao autovalor A;.

Uma anélise de sensibilidade como aquela do caso escalar através da abordagem da
matriz companheira em blocos pode também ser dada aqui. Para isso, os autovetores a
direita de C'4 podem ser descritos analogamente como no Teorema 4.1.8, e entao uma
estimativa como aquela dada em (4.16) pode ser deduzida, com K e; em vez de W) e;.
Analogamente como no caso escalar, as estimativas assim obtidas podem ser muito pes-
simistas devido & contribui¢ao da componente em N (K,,) do autovetor & direita. Para
contornar essa dificuldade, analisaremos apenas a abordagem da matriz companheira em
blocos projetada.

Daqui em diante, a notagao serd levemente modificada com o propdsito de analisar
o efeito da dimensao dos coeficientes Ay sobre a sensibilidade do problema de autovalor.

Para tal, a matriz companheira em blocos, associada ao polinomio matricial de grau m
com coeficientes Ay € C?7*? serd denotada por C4(m,q). Em todos os casos, assume-se

que m > deq>1. O caso ¢ = 1 significa simplesmente o caso escalar.

Um resultado preliminar para nossa andlise, cuja prova ¢ analoga aquela do Teo-

rema 4.1.3, é dado no proximo lemma.
Lema 4.2.1 SejaV = ICLIQ;}Y{Q em que Q,,, = K, K. Defina
Ca(m,q) = V"Ca(m, q)V.

Entao
Ca(m,q) = (Qm,q)_l/QA(Qm,q)l/Z- (4.25)

O lemma garante que a sensibilidade global do problema de autovalor associado a matriz

companheira em blocos projetada é essencialmente governada por /£(Qy.q)-

Teorema 4.2.2 Se g > 1 and m > d sdao numeros naturais fixos, entao
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(a) O nimero de condicao do autovalor X;, considerado como autovalor de C4(m,q)),

pode ser calculado como

K(Aj; Calm, q)) = \/1 AR A DRI el (4.26)

em que e; denota o j-ésimo vetor canonico em R

(b) O numero de condigao k(Aj,Ca(m,1)) depende apenas da matriz de Vandermonde

W, descrita em (4.1) e ndo da matriz L.

(c) Assuma que m > d e que m seja fizo. Entdo, para cada q > 1 vale

K(Aj,Ca(m, q)) < £(Aj,Ca(m, 1)).

(d) Seja d; = mkin|)\j — M|, 1<k <d. Entdo, param >d e q> 1 tem-se
-y
p d d (d—1)/2
d—1+ HfTH% + Hj:l ‘)‘j|2 - E]’:1 ‘)‘j|2
(d— 1)5]2 ’

k(A Calm, ) < |1+ (4.27)

em que fT ¢ a solugcao de norma minima do sistema linear W,,x = A™e, onde
e=1[1,...,1]7 € R%

Demonstragao: Para provar (a) observe do Lemma 4.2.1 que
vi=Quiles, e uj= Q%

sdo autovetores a esquerda e a direita de C4(m, q), respectivamente, associados ao auto-

valor \;, e que eles satisfazem a proppriedade ujv; = 1. Além disso,

lvsllz = vjv; = €5 Qnige; = 1K e5ll3,

13 = wiw; = € Quges = le;Kmlls = 1+ [M1> 4 A" 4 4 [ A2,

A ltima igualdade é porque foi assumido que as linhas de L tém norma-2 igual a 1.
A igualdade (4.26) resulta da substituicdo das duas iqualdades acima na definigdo de
k(Aj,Ca(m, q)) conforme dada por Wilkinson, veja (3.17).

Para provar o item (b), observe que quando ¢ = 1 a submatriz L de K, reduz-

*
se a um vetor coluna. Neste caso, pode-se escrever Q,,; = LOW, W LA™ em que
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LV = diag(Ly1,- -+, Lyp1), e com W, sendo a matriz de Vandermonde introduzida na

secao prévia. Utilizando esta observacao e a andlise acima, segue que
— || o* Te.
Fia = [l Wanll2lWie;ll2,

o qual prova o item (b).

A prova do item (c) estd baseada no fato de que
Kk esllz < [Wejllo. (4.28)

Isto pode ser visto da seguinte maneira. Seja 1; = K e;. Entdo 1; é a solugao de norma

minima do sistema subdeterminado

Seja I/C\m definida por
K= [L(I)Wm LW, ...L(q)WmL
em que
LY =diag(Lys, ..., Lns), i=1,...,q.

Obviamente, ﬁm = KnJ com J sendo um matriz de permutacao apropriada. Defina

ainda
wit Lm*
Wi L®*

wi L@*
Entao segue que

R.KD = O[O { [ | .. 4 @@

porque as linhas de L tém norma-2 igual a 1. Isso mostra que K2 é uma inversa a direita

de K. Defina também 1) = jIE,Dnej. Entao ¢ é uma de solucao de (4.29) e

)3 = ||WJ1€]‘||§|LJ‘,1|22+ ||W%§j||§|Lj,2|2 + - i + W53 Lj o
= HWm@jH%(LJ‘J\ + [Ljol® + -+ |Ljql*)
= [[Wle;l3

A 1ltima igualdade deve-se ao fato da j-éssima linha de L ter norm-2 igual a 1. Este
resultado prova a desigualdade (4.28), porque v, é a solugao de norma minima do sistema
(4.29), e prova automaticamente o item (c).

Finalmente, o item (d) é uma consequéncia imediata do item (¢) e Corolario 9 in
Bazan [11].
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n

As propriedadees (a) e (b) garantem que a sensibilidade do autovalor depende essen-
cialmente do condicionamento da matriz de Krylov KC,,. J4 a propriedade (c) garante
reducao de sensibilidade do autovalor quando extraido de um polinomio matricial com
coeficientes A; de ordem ¢ > 1 (em teoria de sistemas, isto acontece quando as matrizes
h, representam respostas ao impulso unitario correspondentes a um sistema com entradas
miultiplas). Veremos posteriormente que a sensibilidade do autovalor usualmente diminui
significativamente quando ¢ = 2 comparado com o caso ¢ = 1, ou seja, ¢ = 2, usualmente
assegura que k(A,Ca(m,2)) < k(A Ca(m,1)).

Finalmente, a desigualdade (4.27) sugere que autovalores tal que |\;| &~ 1, ndo extrema-
mente proximos uns aos outros, (ou seja, J; nao muito pequeno), tornam-se quase perfeita-
mente bem condicionados toda vez que ||f||3 ~ 0, porque neste caso r(\,Ca(m,1) ~ 1.
E interessante notar que as condicoes N~ 1, |[fT]3 &~ 0 sao muito freqiientes em

conexao com sistemas mecanicos levemente amortecidos. Alguns exemplos podem ser

vistos em [10].

4.2.1 Analise de Sensibilidade: Um Caso Real

Exemplo 4.2.3 (Mini-Mast Model) Neste exemplo considera-se um polinémio matri-

cial associado a um sistema dinamico conhecida como Mini-Mast. O Mini-Mast é uma
viga estrutural utilizada para pesquisa em dinamica estrutural e controle ativo de vi-

bragoes na NASA Langley research Center [86]. O sistema é descrito por equagoes de
estado do tipo
{ = Azr+ Bu

i o (4.30)

em que A, B e C sao de ordem 10 x 10, 10 x 2, e 2 x 10, respectivamente (ou seja, o
modelo matemdtico considera duas entradas e duas saidas). As entradas das matrizes
A, B e C podem ser encontradas em [86]. As matrizes hj, da relagao de recorréncia (4.21)

sao portanto 2 X 2 e descritas como
hy = Ce*™*B, k=0,1,....

O sistema caracteriza-se por possuir 2 pares de autovalores muito préximos uns aos outros,

sendo portanto um excelente teste para algoritmos de identificacdo na area de engenharia
aero espacial. Os autovalores sao dados por \; = eS8t j =1:10, com At = 0.03s. As
freqliéncias e amortecimentos (descritos pela parte imaginaria e parte real dos autovalores

A;), os autovalores em moddulo, e as separagoes 0, sao descritos na Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Autovaloes e separagoes.

Modo | Fator de | Freqiiéncia |  |)] J;
J Amort. rad/s
1 0.32907 | 27.42011 | 0.99017 | 0.32299
2 0.38683 | 38.68230 | 0.98846 | 0.00982
3 0.38352 | 38.35103 | 0.98856 | 0.00982
4 0.09066 5.03555 0.99728 | 0.00011
S 0.09055 5.03176 | 0.99728 | 0.00011

Este exemplo visa ilustrar os resultados teodricos descritos no Terorem 4.2.2. Para
tanto, calcula-se o numero de condigao do autovalor \; considerado como autovalor da ma-
triz companheira projetada associada a polinomios de grau m = 10 e m = 20. Considera-se
g =1 (o caso escalar) e ¢ = 2 (o0 caso polinomial matricial). Os resultados da Tabela 4.3
mostram que o nimero de condi¢gao pode de fato, decrescer drasticamente com o aumento
de m quando ¢ > 1, tornando o autovalor muito bem condicionado, contrariamente ao
que ocorre quando ¢ = 1. Ou seja, reducao de sensibilidade é efetivamente obtida quando

o autovalor é associado a um polindmio matricial.

Tabela 4.3: Ntumeros de condi¢ao dos autovalores do Sistema.

Modo KJ()\]',CA(TI’L, 1)) H(AJ"CA(m’ 1)) K(AJ’CA(ma 2)) H’(AJ’CA(m’ 2))
J m = 10 m = 20 m = 10 m = 20
1 0.00017 x107 0.00130x 103 1.84786 1.00766
2 0.00127 x107 0.02310x10° 1.20076 1.00611
3 0.00136 %107 0.02311x103 1.71432 1.00758
4 3.10889 %107 4.75131x10° 1.52448 1.00447
5 3.11084 x107 | 4.75306x10° 2.15234 1.00587
4.3 Analise de erro: Caso Escalar
Apresentamos estimativas para o erro |\, — Xl|, [l =1,---,d, considerando que os \’s

sao extraidos a partir de uma matriz de transicao 1" calculada pelo método de subespaco
que utiliza a propriedade de deslocamente da matriz de Hankel associada ao sinal, ou

seja, a matriz T satisfaz a equacao (2.17) (veja Cap. 2), e que os N’s sdo autovalores de

T ~ T. Para tal, observe da prova do Teorema 2.1.4 (veja também (2.18) ), que a matriz
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de transicao 7" tem uma decomposicaom espectral do tipo
T = (VVa) AV V)t (4.31)

Dai, segue que a matriz de autovetores satisfaz x(V*Vyr) = k(V)y), e assim, a sensibilidade

dos autovalores A depende de x(V}s), o nimero de condi¢ao da matriz de Vandermonde.

Portanto, se T denota uma aproximacao de T', a teoria classica de perturbacao de auto-

valores, veja a relacao (A.2.6) e (4.31), garante que

N =N < T = Tlls(Var), 1<1<d. (4.32)

Deseja-se mostrar que os autovalores A\; podem-se tornar insensiveis a pequenas per-
turbacoes nos dados, sob certas condigoes.

Como o comportamento de xo(V)y) jé foi estudado anteriormente, falta estudar agora
o comportamento de |7 —T'||. O erro |T — T'||, seré analisado somente nos casos em que
T é estimada através de técnicas de quadrados minimos, como desctrito em (2.19).

Sejam Vg e 175 matrizes M x d, com colunas ortonormais, que geram o subespaco sinal

exato Sy; e o subespago sinal aproximado Sj; respectivamente. Decomponha Vg e Vg
como

we[2)-15) o (1) (5)

onde z* e y* representam a primeira e a ultima linha de Vg respectivamente, e 2* e y* a

primeira e a ultima linha de Vg respectivamente.

Observe que, para sinais livres de ruidos, a matriz T' é a Unica solucao do sistema

(2.17). Sejam A=A+ Ay, B=B+ Ap e assuma que A possui posto igual a d. Entao

o erro em 1" é:
T-T = A'B-T
= ANB+Ap)-T
— ANAT+Ap)-T
= ANAT — AT+ Ap)—T
= AN(—ALT + Ap). (4.33)

A dltima desigualdade segue do fato de que ATA=1 , pois foi assumido que rank(A) = d.

Tomando a norma-2 em ambos os lados de (4.33), tem-se:

IT =TI < JATNTN (1AAl + A5, (4.34)



82 CAPITULO 4. ANALISE DE SENSIB. E DE ERRO EM PROB. HR

uma vez que ||T']| > 1 (ver [10]). Observe que, para se obter qualquer estimativa de erro,

favoravel a andlise, Vg deve ser escolhida o mais préximo possivel de ‘75. Isto é sempre
possivel, e pode ser feito escolhendo Vg = VX, onde V é qualquer matriz M X d, com

colunas ortonormais que geram o subespaco Sy, € X € C¥*? é uma matriz unitéria que
resolve o problema de Procrustes Ortogonal:

min |[|[VX — Vs||p.

Defina G = V¢V, e considere a sua decomposicao em valores singulares G = PXQ*.
Entao, a matriz unitaria que resolve o problema de Procrustes é X = @QP*, maiores

detalhes sobre a solugao deste problema podem ser encontrados em [59, p. 601]. Usando

esta escolha de X, segue que Vg = VQP*, e assim

Vs —Vsl> = [[(VQP* — V)" (VQP" — V|
= |2 — PQ*V*Vs — VEV QP
= |2 - PQ*G" — GQP*|
= 2|I — PSP.

Da Secao A.6, no apéndice A, tem-se que os cossenos dos angulos entre os subespacos

Sy e Sy sdo os valores singulares de VZV, os quais estdo contidos em Y. Usando esta

observagao, a desigualdade acima implica em
~ 0
IAVS|| = |IVs = V|| = Zsen o, (4.35)

onde 6, algumas vezes chamado angulo de subespaco, denota o maior angulo canoénico

entre Sy e Sy, Como [|A4]l < [|AVs]| e [|Ag|l < [|AVs]|, usando estas desigualdades em

(4.35), obtem-se o seguinte resultado:

Lema 4.3.1
~ ~ 0
|7 — T < 4| AT| 1T sen 5 (4.36)

Observe que nesta estimativa ||Af|| e ||T]| dependem fortemente de M, o nimero

de linhas da matriz H (1). Isto sugere que devemos discutir o comportamento dessas

quantidades como fungoes de M. De fato, seja C' uma matriz companheira, M x M, tal
que

CVM = VMZ,
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onde V)7, é uma matriz de Vandermonde como em (2.8). Entao, como VsViViy = Vi,
pois VsV é o operador projegao ortogonal em Sy, e as colunas de Vi, pertencem a este

espaco, a equacao acima pode ser rescrita como
CVsViVy = VsViVu Z.
Usando esta igualdade, o fato de que ViVs = I e (4.31), segue entdo que
ViCVs = (VsVi)Z(VsVa) ™t = T.

Usando agora o Teorema 2 de Bazén e Toint[10], tem-se que

ITll2 = IVSOVslla < /14 |l faall3:

Daf, por causa do decrescimento de || fu/|| para zero a medida que M cresce, segue que
para M suficientemente grande, tem-se || 7’| ~ 1.

Por outro lado, observe também que || Af|| = 1/(1 — ||Z]|2) = 1/(1 = ||pu||), onde pys
¢ a ultima coluna do operador de projegao ortogonal no subespaco Sir. Isto sugere que
se ||pa|| se comporta aproximadamene como ||p/||, a qual decresce com M e permanece

préxima de 0, para M suficientemente grande (veja [10] novamente), entao || Af|| nao deve

ser muito maior do que 1. Desta forma, conclui-se que a estimativa dada no Lema 4.3.1,

depende fortemente de M, apesar da proximidade de Sy, e S v, medida pelo angulo entre

os subespagos também ser importante. Isto significa que para valores de M grandes, o

limitante (4.36) fica préximo de 2sen , a menos que Sy, esteja muito distante de S

Apesar deste resultado nao provar que os erros nas entradas da matriz de dados nao sao

propagados no calculo de T, par M suficientemente grande, ele assegura pequenos erros
em T e angulo entre subespaco suficientemente pequeno.

Substituindo (4.36) em (4.33) obtém-se o préximo teorema:

Teorema 4.3.2 O erro nos autovalores satisfaz

- ~ 0
I\ =&l < 2JJ A7) (0 + v/1? — 4) sen 27 (4.37)

onde n é dado no Teorema 4.1.5.

Como ja foi discutido na secao anterior, para valores de M suficientemente grandes, n
torna-se uma constante moderada. Assim, o comportamento de ||Af|| e ||7'|| como funcao

de M, assegura que, se Vs é suficientemente proxima de Vg, no sentido da norma de
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Frobenius, entao o limitante para o erro nos autovalores do sinal pode ser considerado

como o produto de sen € por uma constante moderada, isto é
M —Z| =O(sen ), 1<1<d. (4.38)

Serd assumido agora que Vg ¢ estimada pela SVD da matriz de dados H(l) = H(I)+ E.
O préximo corolério fornece um limitante que depende do tamanho de ||E|| e do menor

valor singular nao nulo da matriz de dados exata o4(H(l)).

Corolario 4.3.3 Assuma que uma base para Sy ¢ calculada através da SVD de ﬁ(l)

Assumindo também || E| < cq4(H(1)), a sequinte estimativa de primeira ordem para o

limitante de |T — T|| em (4.36) ocorre

=~ 7 £
T T <2 A ) —E 4.39
I7 =T < 2| AT s (439)
Conseqiientemente, o limitante do erro nos autovalores do sinal (4.37) torna-se
- ~ E
=3l < WA T 0+ VP —3) — P 1 <i<d (1.40)
oa(H(I))

Demonstracgio: Sejam a SVD de H(l) e de H(l) respectivamente:

S0

0 >

H@:[m%}[% i}[gﬂ eﬁ@z[@ %}

‘71*
‘/2*

)

onde Uy, Uy, Vi e Vi possuem d colunas. Se || E|| < oq(H(1)), entdo uma base ortonormal
para o subspago sinal aproximado (gerado pelas colunas de ﬁl), ¢ formada pelas colunas

de uma matriz M x d, digamos Ul, tal que
U, = (U, + U, P)(I 4+ P*P)~'/2, (4.41)

onde P ¢é uma matriz de ordem (M — d) x d, cuja norma ¢ da ordem de || E|| ( em [119]
podem ser encontradas maiores explicacdes), e (I +P*P)~/? é a inversa da raiz quadrada
da matriz positiva definida (I + P*P). Embora nao seja possivel encontrar a matriz P, a
sua norma || P|| é interpretada como a tangente do maior angulo canonico ©, veja Stewart

[107]. Por outro lado, como

UiUy, = UrUy = (I + P*P)™/2, (4.42)
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e, como os valores singulares desta matriz Hermitiana, sao os cossenos dos angulos
canonicos entre Sy; e Sy, apds algumas manipulagoes algébricas segue que, ||U; —Usl||r =
2sen 2. Isto assegura que U; é a matriz mais préxima de Uy, no sentido que ||U; — Uy|r

¢ minimizada. Finalmente, como

0 1]
2sen — <tan© = | P|| < ———,

2 = IPI= o)
onde a ultima desigualdade vale até a primeira ordem de aproximacao, veja Vaccaro [119].
As desigualdades (4.39) e (4.40) seguem da substituicao desta desigualdade em (4.36) e

(4.37), respectivamente.

t

Observe que a desigualdade (4.39) mostra que irdo ocorrer redugoes nos erros de en-

trada, sempre que 2 || AT|| | T]| < o4(H (1)), um fato que ¢ freqiientemente observado se M
for suficientemente grande. Por utro lado, esta desigualdade sugere escolher as dimensoes
da matriz de dados, de forma que o limitante seja minimizado para garantir um angulo
pequeno entre subespagos. Nao existe nenhum resultado tedrico sobre o comportamento
de 04(H(l)) como uma funcao de M e N, mas evidéncias empiricas e alguns resultados
tedricos recentes [10, 16], sugerem escolher a matriz de dados o mais préximo possivel de
uma matriz quadrada. Desta forma o4(H (1)) pode atingir um valor méximo, neste caso

o limitante pode ser minimizado.

4.3.1 Resultados Numéricos

O objetivo desta subsecao ¢ ilustrar numericamente as estimativas tedricas de erro obtidas
neste secao. Para tanto, utilizmos um sinal tipico da area de Ressonancia Magnética
Nuclear extraido de [71]. O sinal é modelado por (2.1) e possui 5 exponenciais. Os
parametros que descrevem o sinal, bem como a separacao entre os \’s, sao dados na
Tabela 4.1. Os parametros \;, [ = 1,---5, satisfazem |\;| = 1, e a separacao entre eles é
satisfatoria. O intervalo de amostragem é At = 0.0001s.

Para efeito de ilustracao do comportamento dos limitantes para o erro nos autovalores
I\, — A, foram calculados o limitante (4.32), o erro |\, — A, sen 6, 2sen 2 IE|/oa(H)
e |T = T||. Os autovalores X, foram calculados usando (2.17), as matrizes A ¢ B foram
calculadas a partir da SVD da matriz H(I) = H(l) 4+ E, cujas entradas sdo amostras do

sinal perturbado h = h + ¢, onde o ruido € é da ordem de 3%, isto &, ||e||/||k|| =~ 0.03.
Os resultados apresentados sao a média dos valores obtidos para 100 experimentos com
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Figura 4.4: | E||/o4(H(l)): linha continua, sen ¢: linha tracejada, 2sen %: linha tracejada
e pontilhada, em escala logaritmica.

ruidos diferentes gerados no Matlab, porém da mesma ordem. A Figura 4.4 mostra os

comportamentos de sen, 2sen £, ||E||/oq(H). Percebe-se que estes valores decrescem a

medida que a matriz H (1) torna-se uma matriz quadrada. O limitante para o erro nos

autovalores (4.32), o erro |T'— T'|| e o erro propriamente dito, nos autovalores Ay, Ay e A5
sao apresentados na Figura 4.5, na qual, percebe-se novamente que o erro nos autovalores

diminui a medida que a matriz torna-se quadrada.

12 L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 4.5: Limitante (4.32): linha continua, |7 — T|: linha tracejada e pontilhada, e
|\ — ;| paral = 2,4, 5: linhas pontilhada, tracejada e continua-pontilha, respectivamente.
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4.4 Analise de Erro: Caso Polinomial Matricial

Analogamente ao caso escalar, o objetivo é deduzir estimativas para o erro |\; — )|, em
que \; é o autovalor extraido da matrix Ca(m,q) = V*C4V, na qual é assumido que V é

uma aproximacao para V, e C'4 é uma aproximagao para a matriz companheira em blocos
Cha.
A ideia chave para desenvolver a andlise de erro para o caso polinomial matricial é

perceber que, desconsiderando autovalores nulos,
AMCa(m,q)) = AV*CAV) = A(VV*Ca).

Ou seja, a ideia é perceber que o erro no autovalor A; também pode ser estimado a partir
das matrizes VV*C'4 e VV*C 4. Para simplificar a andlise e notagao, estas matrizes serao

denotadas por Ap e Z’p respectivamente. Ou seja
Ap = VV*Cya, Ap =VV*Ca. (4.43)

Portanto, as estimativas de erro que deduziremos sao baseadas no resultado classico da

tedria de perturbacao de autovalores:
|)\J_>\]| SK’j,q||1473_*’473”27 jzla"'anv (444)

em que K;, sao os numeros de condi¢ao do autovalor A; considerado como autovalor
da matriz Ap. A principal vantagem desta abordagem é que os k;,’s s@o exatamente

os nimeros de condi¢ao k(Aj,Ca(m,q)) estudados anteriormente (veja Bazan [14]), mais

importante ainda, é que o erro em norma ||Ap — Apl|2, como veremos a seguir, é simples

de se estimar.

4.4.1 Estimativas para ||Ap — g’PHQ

Comecaremos com uma defini¢ao preliminar.

Definicao 4.4.1 Sejam S, S dois subespagos de IR"™ com a mesma dimensao. Sejam P
e P as matrizes de projecao ortogonal sobre S e S , respectivamente. Entao a distancia

entre os subespacos § and S é definida como

d(S,8) = |P - Pl. (4.45)
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Um resultado bem conhecido da drea de Algebra linear numérica é [59, p. 603]

d(S, 8) = sin(6), (4.46)

em que # denota o maior angulo canonico entre S e S. Detlhes sobre angulos canonicos

sao encontrados em [59, p. 603], veja também Apéndice A.6.

Lema 4.4.2 Sejam Ap e Zp as matrizes introduzidas em (4.43) tal que o ultimo vetor
coluna em blocos de C4, X, € a solugio de norma minima do sistema (4.22) e X4 éo

ultimo vetor coluna em bloco da matriz 6’,4. Entao

|Ap — Apllz < y/sin(9) + ], (4.47)

em que sin(0) € a distancia entre os subespagos gerados por V e )7, en=Xj— )?A.

Demonstragao: Particione os operadores de projecao ortogonal P = VV* e P =VV*
como

P:[pl,pg,...,p]\f] (§ P:[’ﬁl,ﬁg,...,ﬁ]\[], (448)
em que p; € p;, it = 1: N s@o de ordem N X q.

Utilizando (4.43) é imediato que Ap — Ap = €2, -+, €n,m]. Portanto,

(Ap — Ap)(Ap — Ap)T = el + - +enel + T — el
= P=P)P—-P)" +m" — e,

Tomando a norma-2 em ambos os membros segue que
1Ap — Ap|l3 < sin(0)” + [Inll3, (4.49)

o qual prova (4.47).

0

Observacao 4.4.3 Em problemas praticos, o subespaco span(lj) e os coeficientes X 4

sao computados a partir de uma matriz de informacoes com estrutura Hankel em blocos:

H=H+ E, em que H e E sao desconhecidas. Portanto, quantidades que aparecem

no lado direito de (4.43) dependem da quantidade de ruido nos dados e do ntimero de

condicao da matriz de informacdes x(H) . E bem conhecido que se | E||s < o4(H), entao

span()) =~ span(}V) em cujo caso sin(f) ~ 0; e a mesma conclusdo pode ser tirada em
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relacdo a ||n||2 desde que a matriz de Hankel nao seja mal condicionada. (veja, Hansen [65,
Teor. 3.21, p. 56]).

A condigao ||El|s < 04(H) depende da prépria seqiiéncia {h;} e da dimensao da ma-
triz Hankel em bloco H. Para o caso escalar (hy € C), foi provado por Bazan e Toint [16]
que essa condicao é passivel de acontecer quando a matriz de Hankel é quadrada e a di-
mensao é suficientemente grande. Na pratica, verifica-se freqiientemente que o4(H) cresce
mais rapidamente que || E||2. Porém, nada é conhecido em rela¢ao ao caso multivariavel.
Entreta-nto, existem evidéncias empiricas que tal condicao é satisfeita quando a dimensao
da matriz Hankel em blocos é suficientemente grande (desde que a sequéncia de matrices
{hx} nao seja dominada pelo ruido); alguns exemplos podem ser vistos em [6].

Finalmente, deve-se observar que, se o erro relativo nos coeficientes X & é pequeno, ou
seja se ||n||3 < || XT||3, entao, devido ao fato de que || X || approxima de zero quando N

é suficientemente grande?, conclui-se que uma estimativa razodvel para o erro em Ap é:

Subsitituindo (4.47) em (4.44) e utilizando a estimativa para x(C4(m, 1)) dada no Teo-

rema 4.2.2, obtém-se o seguinte resultado.

Teorema 4.4.4 Utilizando as mesmas notagoes do Teorema 4.2.2, a sequinte estimativa

vale

d d (d=1)/2
d—1+ ||fT||% + Hj:l |)‘j|2 - Zj:l |)‘j|2

(d—1)8? % (4.51)
x (sin(0)2 + [3)"*, j=1.....d.

YV P

Ja que os fatores do lado direito de (4.51) dependem fortemente da dimensao da matriz
de Hankel, se H é suficientemente grande e se os autovalores nao sao muito proximos uns
dos outros e préximos do circulo unitario, entao, exceto paro os casos em que o nivel de

ruido nos dados é extremamente alto, o erro nos autovalores pode ser estimado como
A= Al msin(0), j=1,....d (4.52)

Esta conclusao vem do fato de que o fator da esquerda se aproxima de 1 enquanto que o
fator da direita aproxima de sin(f). Autovalores préximos do circulo unitério aparecem
freqiientemente em conexao com estruturas dinamicas muito flexiveis. Um exemplo que

ilustra a estimativa (4.52) é dado a seguir.

2A prova de que || XT|| — 0 quando N — oo é analoga a do Teorema 4.1.2
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4.4.2 Analise de Erro: Um Caso Real (Mini-Mast)

[lustraremos a potencialidade das estimativas (4.51) como um instrumento de avaliagao
de erro nos autovalores da estrutura MIni-Mast. Para tanto, matrizes de Hankel em
blocos de varias dimensoes foram perturbadas por ruidos aleatorios com média zero e

distribuicapo Gaussiana. A seguir, foram calculados as estimativas dadas por sin(f), o

préprio erro |Xj — Aj|, a norma do erro na matriz de dados: ||E||; = |H — H|2, e oq(H),

o menor valor singular nao nulo da matriz de Hankel ( d = 10, neste caso).

Sao apresentados os valores médios de 100 realizagoes correspondentes a dois niveis de
ruido, especificados pelo desvio padrao dos ntimeros aleatérios.

Os resultados correspondente ao desvio padriao 8 x 1072 (nivel baixo) sao apresentados
na Figura 4.6 (a) e (b). A parte (a) ilustra que o4(H) realmente cresce mais rapidamente
que a norma da matriz de perturbagoes || F||2, enquanto que a parte (b) mostra que sin(6)
é de fato uma aproximacao razodvel para o erro nos autovalores (veja (4.52) ). Un fato
bastante interessante a ser observado é que o erro tende a decrescer a medida que a
dimensao da matriz de Hankel aumenta.

Os resultados correspondentes ao outro nivel de ruido, com desvio padrao igual a
4.75 x 107° (nivel alto), sao apresentados na Figura 4.7. Esta figura repete a figura

anterior mas com matrizes de maior dimensao. Neste caso o desvio padrao foi calculado

x 10" o
12 T T T T T T 10

L / N L
0.8 , 10

0.6 !

0.4 , 4 1072k

0.2

I I I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
S S

(a) (b)

Figura 4.6: Resultados utilizando ruido baixo: (a) o4(H) (linha tracejada) e valor médio
de ||E||2 (linha sdlida) como fungoes da dimensao da matriz H. (b) Valor médio do erro
maximo em valor absoluto de A; (linha sélida ) e valor médio da estimativa dada por
sin(#) (linha tracejada).



4.4. ANALISE DE ERRO: CASO POLINOMIAL MATRICIAL

91

de modo que o valor singular o4(H) seja aproximadamente dominado pelo ruido (veja

Figura 4.7-(a)). A qualidade dos autovalores estimados deteriora um pouco em relagao

aos do caso anterior, isto pode ser apreciado na Figura 4.7-(b)). Analogamente ao caso

anterior, o erro ainda tende a decrescer com o aumento da dimensao.

0.51

I
90

100

10°

10

107

I
70

I
80

I
90

100

Figura 4.7: Resultados utilizando ruido alto: (a) o4(H) (linha tracejadada) e valor médio
de [|E||2 (linha sdlida) como fungdes da dimensédo da matriz H. (b) Valor médio do erro
maximo em valor absoluto de A; (linha sélida) e valor médio da estimativa dada por sin(f)
(linha tracejada).
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Capitulo 5

Computacao de Autovalores

5.1 Introducao

Vérios problemas praticos requerem o calculo de apenas alguns autovalores da matriz as-
sociada ao problema e respectivos autovetores. Por exemplo, a instabilidade local de um
sistema dinamico préximo a um ponto de singularidade é consequéncia da existéncia de au-
tovalores, da matriz jacobiana do sistema, com parte real positiva. Uma técnica utilizada
para verificar se uma matriz tem autovalores com parte real positiva é utilizar trans-
formagoes de Mobius que leva o semiplano complexo Rez > 0, ao circulo unitério [24].
Outro exemplo é o problema de compressao de imagens digitalizadas via decomposicao
em valores singulares (SVD) (ver apéndice) da matriz de dados X: armazenam-se apenas
os maiores valores singulares e respectivos vetores singulares associados a X (a esquerda
e a direita). Uma ilustracao simples (ver [42]) é a seguinte: no Matlab vérias imagens
estao disponiveis em arquivos .mat, por exemplo, clown.mat, mandrill. mat, earth.mat,

durer.mat etc. Os comandos

load mandrill.mat; [U,S,V]=svd(X); colormap(’gray’);
image(U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)’)

produzem uma imagem com resolucao que depende da aproximacao de X a partir da
aproximagao via decomposigao parcial Uy, S, V!, em que Sy, é uma matriz diagonal formada
pelos k valores singulares dominantes (os k maiores valores singulares). O comando load
mandrill.mat cria uma variavel X na qual é armazenada a matriz de dados cuja ordem,
no caso, € 480 x 500. O comando image(X) produz a imagem original.

Os valores singulares de uma matriz A sao as raizes quadradas dos autovalores pos-

itivos da matriz A¥ A. Como calcular os autovalores de uma matriz? Computar o seu
polinomio caracteristico implica em muitas operagoes numéricas, o que pode ocasionar

muitos erros de arredondamento. E, uma vez computado, o calculo de suas raizes tem

93
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que ser feito por métodos iterativos, se a ordem da matriz for maior que 4 - nao ha formas
fechadas de resolucao de polinomios de grau > 5, conforme Teoria de Galois. Ha métodos
para a computagdo de autovalores, baseados em algebra matricial. Em Matlab (ou no
sistema iterativo Octave, distribuido com o Linux) calculam-se todos os autovalores de
uma matriz pela funcao eig. Essa fungao é construida a partir de uma implementacao
otimizada do Método QR, que é um método de decomposicao espectral muito eficiente. As
implementagoes praticas desse método tranformam o problema de calcular os autovalores
da matriz A em outro: o de calcular os autovalores da sua forma Hessemberg (ou forma
quasi-triangular). Entao procura-se desacoplar o problema (diminuir a ordem da matriz)
por iteragoes que tornam o elemento a,,—; cada vez mais préoximo de zero. E, assim, por
diante, até calcular todos os autovalores. Técnicas para zerar esses elementos abaixo da
diagonal principal da matriz de Hessemberg fazem com que a convergéncia ocorra pref-
erencialmente para os autovalores dominantes da matriz. Uma técnica de decomposicao
parcial do espectro é inserir critérios de parada quando se atinge um determinado ntimero
de autovalores convergidos.

Neste capitulo, discutiremos brevemente o método QR e apresentaremos outros mé-
todos numéricos que calculam alguns autovalores de uma matriz (ndo necessariamente
dominantes), e a seguir, discutiremos um conjunto de métodos para calcular os valores
singulares dominantes de matrizes provenientes de problemas HR. O capitulo termina
com uma breve apresentacao sobre métodos numéricos para autovalores de polinomios
matriciais.

5.2 Autovalores Matriciais

Seja A € C™" uma matriz diagonalidvel tal que os seus n autovalores, \i,..., \,, sat-
isfazem |A1| > [Ao| > |As] > ... > |A\u|. Seja {vy,...,v,} base de autovetores de C"*",
associados respectivamente aos autovalores acima. Seja xq € C™", v # 0, tal que
v = a1 + ... + a,vy,, a; # 0.

O método de poténcia (zp = Azg_1, x = 2i/ck, em que ¢ é coordenada de zj de
méximo valor absoluto) é tal que x converge para um vetor do autoespago gerado por
v1, 0 autoespago dominante de dimensao 1 (porque associado ao maior autovalor em valor
absoluto); ¢, converge para ;. E s6 observar que o vetor xj esta no subespago gerado
por uy, = AFxy. Assim,

k k
Up = AU + ... F ap AU, =

Ao\ A\
:)\]f a1V, + ag ()\—i) v2++an()\—1> Un
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e, logo, quanto maior for k, menor a influéncia das diregoes dos autovetores vs, ..., v, em
T
Em resumo, dados A e zy como acima, o algoritmo abaixo gera vetores z}s cada vez

mais préximos de [v1], o subespago gerado pelo vetor v1. A rapidez com que esse método

converge depende do quociente \i—ﬂ

2, = Axg_y
e =efzn, ol = ||zl
T = Zk/Ck

H& outras versoes do método de poténcia nas quais a normalizacao é realizada com

outras normas [59].

Exemplo: seja A = (_1 Z) Seja xy = ((1)) Assim, x; = (1/?), a =4

Ty = (5/I>’C2 =4—1/2 =7/2; x3 = <19/2i’),c3 =4 —5/7T =23/7;, x4 =

1

autovetor associado a 3, para o qual ¢, tende por sua vez.

( 65/73 ), cy =4 —19/23 = 73/23; etc. E facil ver que xj, tende ao vetor ( 1 ), que é

Podemos pensar o método de poténcia como um caso particular de métodos do tipo

. f (A)xkﬂ
Ty = )
Ck
onde f(A) é em geral uma funcdo analitica e ¢;, um normalizador, para evitar nimeros
muito grandes (note que o conceito de ntiimero grande faz sentido em aritmética de ponto
flutuante). Se tudo correr bem, o vetor de itera¢ao converge para um autovetor associado
ao maior autovalor de f(A) em valor absoluto, isto é,
max |f(\;)].
max |7
Vimos acima o método de poténcia cldssico, com f(A) = A. Observamos também que
a taxa de convergéncia depende da razao dos dois maiores autovalores em valor absoluto.
Observe que o quociente agora é entre os dois maiores autovalores em valor absoluto de
f(A); logo, se eu estiver interessado em computar Ajs, por exemplo, f deve ser de tal
modo que f(A12) seja o maior dos autovalores, em valor absoluto. Interessante seria se

tivéssemos uma funcao que fosse ao mesmo tempo facil de ser computada e para a qual a
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razao entre o segundo maior autovalor em valor absoluto de f(A) e f(A12) fosse o menor

possivel. Uma boa escolha é a funcao

F(A) = (A—pl)™,

onde p é uma estimativa do autovalor em que eu estou interessado. Nesse caso, a direcao
mais importante é aquela associada ao autovalor mais proximo de pu, ou seja, a

e

——| = max |——|.

A—p I<isn ) —
Quanto mais proximo for p de algum autovalor, mais rapido o método convergird. Assim,
além da escolha do vetor inicial, é importante a escolha do deslocamento (shift) inicial 0.
O proprio método pode dar melhores estimativas para deslocamentos durante o processa-
mento. Por exemplo, o algoritmo seguinte utiliza uma estratégia em que deslocamentos
sao atualizados a partir de iteracoes anteriores:

To # 0

Para k >'1
Uk = (A — pp—1d) oy
¢k =ik ekl = [|yrlloo
T = Yi/Ck

M = pg—1 + 1/c
Quando A é real e simétrica, se x é um vetor real nao nulo,

T Ax

r(x) =

Ty

minimiza a forma quadratica ||Az — Az||?>. Esse nimero é chamado de quociente de
Rayleigh de x. O algoritmo de iteracao inversa, nesse caso, pode ser reescrito da seguinte

forma:

|[zol]2 =1

ro = 1(0)

Para k >'1
yp = (A —rpa D)oy
z = yr/||yell2
T = 1(z))

Esse algoritmo, para matrizes simétricas, converge quase sempre (quando |[Axy —
rrTE|l2 < tol, existe um autovalor A de A tal que |rp — A| < tol [42]). A convergéncia é

em geral cubica. Ou seja, o nimero de digitos corretos triplica assintoticamente a cada
passo.
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5.2.1 Transformacoes de Mobius

Outras fungoes interessantes sao as do tipo

x+b
Jw) = r+d
Observe que f(x) =1+ (b—d)/(x+d). No caso de uma matriz A, f(A) = I+ (b—d)(A+
dI)~1, ou seja, poténcia com f nao é muito diferente do método de iteracao inversa com
deslocamento [24], [23].
Essas funcoes sao interessantes pois transformam semiplanos complexos em circulos, o
que faz com que o problema de se calcular autovalores em semiplanos resume-se a calcular

autovalores numa regiao limitada.

5.3 Meétodos de Iteracao Simultanea

Generalizar o método de poténcia para calcular alguns autovalores dominantes de uma
matriz implica em realizar algumas operacoes com os vetores resultantes da multiplicacao
matriz-vetor a fim de evitar que convirjam todos para o autoespaco dominante gerado
por vy, por exemplo, no caso de |\;| > |\]. Uma operacao seria normalizar os vetores
de algum modo, para que os vetores nao fiquem muito grandes; outra, para evitar que os
vetores se tornem linearmente dependentes, seria, por exemplo, ortogonaliza-los (Iteracao
Ortogonal), ou fazer uma decomposi¢do LU da matriz de vetores etc.

Seja A € C"™*™. Vamos supor que A é diagonalizavel, que A, ..., A, sao seus autoval-
ores e que

PO =N P W W S W

Um método interessante ¢ uma generalizacao do método de Rayleigh-Ritz para vérios

vetores [35]:

Xo € O™ P Yy e €V P YIXy =1
Para k >0
By = (V) Xi) (VT AXG)
P.D,P. ' = By,
Xk+1 = Xk‘Pk‘
Vi = 3P T

Dy, quando k cresce, tende a Ay, ..., A,. X} tende aos respectivos autovetores a direita
e Y, tende aos respectivos autovetores a esquerda. Uma implementacao de um método
de iteracao simultanea (também chamado de método de iteracao em subspago) pode ser

visto em [5].
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5.3.1 Métodos de Arnoldi

Os métodos de Arnoldi computam uma base ortonormal (), de um subespaco de Krylov -
q,Aq, A%q, ..., A7 lq - tal que QT AQ, = H,, é uma matriz de Hessemberg cujos autovalores

sao proximos de autovalores de A. O comando eigs do Matlab utiliza a versao contida no

pacote ARPACK [84].

Arnoldi Basico

Seja A € R™". Seja Q = (q1---¢,) uma matriz ortogonal tal que QTAQ = H, H

hessemberg superior. Logo, AQ = QH e, comparando colunas, temos que

k+1

AQk:Zhiin I1<k<n-1
i=1
Assim,
k
Mk Qo = Age = Y hingi =
i=1

e hip = ql Aqy, i =1, ..., k. Logo, se 1 # 0,

Q1 = T/ i1k, his1 i = |7k |2-

Dado entao um vetor ¢; unitario, o procedimento de Arnoldi é o seguinte:

To = q1
hig =1
k=20

enquanto g1 # 0
Qo1 = T/ i1k
k=k+1
T = Agy
parat=1,...,k

hik = ¢} w
Tk =Tk — Nikgs
fim

Prsre = ||7el]2
fim

Se w = Aqy, o loop externo realiza o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt; se
w = T3, 0 processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt modificado. Podemos observar

que os vetores g, ..., g formam uma base para o espaco de Krylov [q1, Aqy, ..., A¥1q1]. O
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método gera a cada k passos uma matriz ), com k colunas ortonormais tal que AQy =
QrHy + Tkef, em que Hj é uma matriz hessemberg superior. Obviamente, se r, = 0,
chegamos a um espaco invariante. No caso em que o residuo € diferente de zero, a pergunta
é se as colunas de @y geram um espago proximo a um espaco invariante por A. Nesse
caso, os autovalores de Hj seriam aproximacoes de autovalores de A. Esses autovalores
sao chamados de valores de Ritz. Dados A\, um valor de Ritz, e z, um autovetor de
Hy, associado a A\, o vetor x = Qrz é dito um vetor de Ritz associado a A. Finalmente,

observemos ainda que o método depende crucialmente da escolha do vetor inicial g.

5.3.2 Arnoldi com Recomeco

Uma estratégia para vitalizar esse método seria recomecar o método apds alguns passos,
digamos k, a partir de um novo vetor ¢ escolhido de algum modo no espacgo coluna de Q).
Como esse espago é de Krylov, ¢ é da forma p(A)g;, em que p é um polinémio de grau
(k—1). A construgao desses polinomios é feita de acordo com a parte do espectro que se
quer evitar calcular, isto é, como se diz no jargao de analista numérico, filtrar [114], [115],
[106]. Implementagdes de métodos de Arnoldi aparecem também em [85], [84], [89], [116],

[117], entre outros.

5.4 Meétodo QR

Seja A € C"™*" tal que seus autovalores, Ai, ..., \,, sdo tais que
A1 > ... > |\ > 0.

Seja A = Uy Ry, a fatoragao QR de A. Tomando U, como ponto de partida para o método

de iteracao ortogonal, obteriamos a seguinte sequéncia:

Para k>0
Ak-i—l = AUK
Uks1Ri1 := Apy1 (fatoracao QR deAg 1)

Da sequéncia acima, concluimos que

A2 =UR\Ry, ..., A" = UR,Ry_1--- R Ry,

ou seja, a cada passo k a matriz U, é a matriz unitdria da decomposicio QR de A*+L.

Assim, o primeiro vetor coluna de Uy tende ao espaco [1], o segundo, ao espago [x1, T3],

etc. Logo, U AU, tende a uma matriz triangular superior - a forma de Schur de A, com
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os autovalores na diagonal, em ordem decrescente por valor absoluto. Esse ainda nao é

o método QR, mas tem estreita ligacao com ele. O método QR se baseia no seguinte
algoritmo:

AQ =A

Para k >0
Qr Ry = Ay (fatoracdo QR de Ay)
AR = RiQr (= QF AQy)

6

Apliquemos agora o algoritmo acima a matriz A = ( 5 3

), cujos autovalores sao 7

e 2:

Y

an- (4 2) (78 2BR) -

_ [ 7-1/10 7/10
A= 1o = ( 7/10 2+1/10 ) ’

1 69 -7 V4810/10  63/+/4810
Ry = = A,
V4810 7 69 0 140/+/4810

_ [ T—4/481  98/481
Az 1= R1Q1_< 98/481 2+ 4/481 )

Observemos que a sequéncia, ja nos dois primeiros termos, mostra tendéncia de con-
vergir para a matriz diagonal formada por 7 e 2. Mas, para cada decomposicao QR sao
necessdrias O(n?) operacoes se a matriz nao é esparsa. H4 um modo desse nimero de
operacoes diminuir: operar com uma matriz conjugada a matriz original por uma matriz

unitéria, a sua forma de Hessemberg H. Uma matriz de Hessemberg superior é uma
matriz da forma

X X
X X
X X

0O -+ 0 x x
Ou seja, é uma matriz H tal que h;; = 0, se ¢ > j + 2. A matriz de Hessemberg inferior

é a transposta de uma Hessemberg superior.

[Forma de Hessemberg] VA € C™*" existe uma matriz unitdria Q tal que Q7 AQ =

H, matriz de Hessemberg superior.
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A prova da proposi¢ao acima se baseia num procedimento que gera a matriz unitaria
@ como um produto de transformagoes de Householder [59]. Notemos que uma matriz
de Hessemberg conjugada a uma matriz hermitiana é uma matriz tridiagonal. A seguir
algumas propriedades interessantes das matrizes de Hessemberg:

e a fatoragao QR de uma matriz de Hessemberg envolve O(n?) operacoes e, se ela for

tridiagonal, apenas O(n);
e sc H=QR, Qe RQ=Q"HQ sao também de Hessemberg.

Agora, observemos o seguinte exemplo:

g5 D)% )= (4)

O método convergiu acima numa sé iteracao. De modo geral, se A é de Hessemberg, o
postode Aér <neA=QR, entao R tem r linhas nulas correspondentes as r colunas
de ) que estao no espaco ortogonal ao espaco coluna de A. Assim, o produto RQ tem
r linhas nulas e o problema de autovalores de A se desacopla em problemas menores de
autovalores. A idéia é fazer entao um deslocamento em A préximo a algum autovalor. Que
deslocamento escolher? Ja vimos que o método QR tem estreita ligacao com o método
de poténcia (f(A) = A), que privilegia as diregoes associadas aos maiores autovalores de
A em valor absoluto. Se a matriz A for real e seus autovalores Ay, ..., A, forem tais que

|A1] > -+ > |An] (logo, todos reais), a entrada (n,n — 1) de Ay tende a ficar pequena,

X X
X X
A, =
k X
€

X Y

X
X
X
0 An

X
X
0
0
ou seja, a entrada (n,n) de Ay tende a A, e, assim por diante.

Vejamos entao como fica o método QR com esta estratégia de deslocamento aplicado

a mesma matriz A de um exemplo anterior:

n- (1 3) (% 4eB)- s

- C(T-113 8/13
A= 1oQo 31 = ( 8/13 24 1/13 )
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OR— L (6 8)( VB33 /033
YT Vi3s3 \ 8 —63 0 64/13v/4033

1

T—1/52420  512/52429 \ 1
( 512/52429 2 + 1/52429 ) = fG+ (2 * 1_3) !

Vemos acima que o método QR com deslocamento converge muito mais rapidamente que

o método QR simples (pelo menos nas duas primeiras iteragoes).

Método QR com deslocamento Seja A € C"*" uma matriz de Hessemberg supe-
rior. O algoritmo seguinte ¢é dito o algoritmo QR com deslocamento simples:

AO = A
Para k>0

QrRy = Ax — I (fatoracao QR de Ay — pul)
AR = RuQp + il (= Qi ArQy)

Observacoes:
1) Se A é uma matriz real ndo simétrica, ha um modo de se fazer dois deslocamentos

complexos conjugados em aritmética real [59].

2) Se A é uma matriz real, tridiagonal e simétrica, QR com deslocamento de Wilkinson
(o autovalor da submatriz A(n —1 : n,n — 1 : n) mais préoximo de A(n,n)) converge
globalmente [95].

5.4.1 Matrizes Simétricas Reais

Os algoritmos de decomposicao parcial do espectro de matrizes simétricas reais, em geral,
realizam suas operagoes sobre a forma tridiagonal (Hessemberg simétrica) da matriz.
Além dos métodos de iteracao simultanea citados na secao anterior, o método de bissecao
¢ muito utilizado (ver [42]). O método de bisecao explora bem o teorema da Inércia de
Sylvester e estd implementado no LAPACK ([2]).

Os métodos descritos para matrizes genéricas quando transcritos para matrizes simé-
tricas reais tém um comportamento mais controlado, com resultados mais precisos quanto
a velocidade de convergencia, por exemplo. O que queremos dizer é que os algoritmos sao

0s mesmos, porém implementados em aritmética real e com convergéncia assegurada em
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muitos casos (pelo menos, em aritmética exata). E o caso, por exemplo, do método QR
aplicado a matrizes de Jacobi [41]. Métodos de Lanczgs (é como se chamam os métodos
de Arnoldi no caso simétrico real) com recomegos estao bem explicados em [8]. Uma
coletanea dos resultados mais interessantes dessa referéncia, serao descritos da proxima
secao em diante, dando énfase a métodos para o calculo de alguns valores singulares da
matriz de Hankel proveniente de problemas HR. Outras referéncias sao [42], com uma

analise do método de Lanczgs em aritmética exata e em aritmética de ponto flutuante.

5.5 Computacao de Valores Singulares Dominantes

Daqui em diante, assumiremos que A € C™*" é uma matriz Hermitiana obtida de um
produto do tipo H*H, com H € C™ " tal que provavelmente o4(H) > o4.1(H). Os
métodos a serem discutidos visam calcular estimativas para os d primeiros valores singu-

lares e os subespacos singulares correspondentes, de matrizes de Hankel H provenientes
de problemas HR.

5.5.1 O Procedimento de Rayleigh-Ritz

Seja A = H*H, A € C"™", onde H denota a matriz H(l) definida em (2.6), e Q € C™*¢
uma matriz ortonormal, cujas d primeiras colunas sao aproximacoes dos d autovetores
associados aos d autovalores desejados. A idéia do Procedimento de Rayleigh-Ritz é
aproximar os d autovalores de A, pelos autovalores de B = Q*A(Q), a qual possui dimensao
d x d. Os autovalores de B sao chamados valores de Ritz. Esta aproximacao ¢é feita da
seguinte maneira:

5.1 Algoritmo Procedimento de Rayleigh Ritz
Aplicado a A = H*H. Dada Q € C™?, Q*Q = I.

Para k=1, 2, ... faca

1.AQ = H*(HQ)

2.8 = Q*(AQ)

3.Calcule os autovetores e autovalores de B, Bg; = T;9; e os vetores de Ritz
vi=Qgi,i=1,...,d

4.Calcule os residuos S; = Ay; — 1y, 1 =1,....d
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Observe que se d = 1, entao no passo 2 tem-se que B = @Q*A(Q é exatamente o
Quociente de Rayleigh Ritz, p(q, A). Assim, para d > 1 tem-se uma generalizacao do
Quociente de Rayleigh Ritz. Além disso, B é Hermitiana e positiva definida, o passo 3
pode ser calculado de maneira rapida e com baixo tempo computacional. Para aproveitar
a estrutura da matriz H, e a multiplicacao rapida, a multiplicacao do passo 1 é dividida em
duas etapas. Primeiramente é calculado HQ e a seguir H*(H()). As novas aproximagoes
dos d autovalores e autovetores desejados, sao dadas pelos valores de Ritz e pelos vetores
de Ritz, respectivamente. Parlett [95, pag. 234] demonstra trés maneiras nas quais estas
aproximacgoes sao 6timas.

A primeira pode ser vista como um coroldrio do Teorema do Minimax (veja, por

exemplo, [59]).

. JrAf
Ai(A) =
i(4) Ficcn jers [ f

(f#£0), j=1,2,....n

onde F7 é um subespaco de C™, com dimensao j.
Seja Q4 = span(Q), e G' um subespaco de Q%, com dimensao j. Assim, uma defini¢ao

natural da melhor aproximagao para \;, no subespago Q% ¢é:

*

O

;j(A) = min max Ag

0), 7=1,2,....,d.
Gicod gegi  g*g l970), J

A segunda abordagem, define uma matriz de residuos R(C) = AQ — AC' e mostra que
B = Q*AQ minimiza o residuo, isto é, | R(B)|| < [|R(C)]|.

De um terceiro modo, Parlett verifica que os valores e vetores de Ritz sao os autovalores
e autovetores da projecao de A em Q% ou seja, da matriz que gera em Q% o subespaco
mais proximo de span(A).

O valor minimo da norma da matriz de residuos, R(C'), pode ainda ser visto como
uma medida de quio perto Q7 estd de se tornar um subespaco invariante de A. Se Q¢
for um subespaco invariante de A, entao o produto Ag;, onde ¢; € uma coluna de @), serd

uma combinagao linear das colunas de @), isto é, Ag; = Qc. Assim, existe uma matriz C,
tal que R(C') = 0. Se Q% ndo é um subespaco invariante de A, entdo ndo existe nenhuma
matriz C, tal que [|[R(C)|| = 0, porém, B = Q*AQ continua minimizando R(C').

Seja agora X = (x1, o, ..., Tq) uma base ortonormal de Q¢ e A uma matriz diagonal,
A = diag(dy, d2, ..., dq), entdo [|[AX — XA| é minimizada quando z; = y; e 6; = T,
i=1,...,d. Defato: Seja Y = (y1, ..., va), ® = diag(my, ..., 179) e G = (g1, - -, ga)

[AY Y| = [AQG — QG| = [|AQ — QGOG"|| = [[AQ — QBGG™|| =
= [[AQ — @B = [|R(B)]|.
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Mesmo quando X # Y ou A # &, ainda é possivel expressar X na base @), X = QD,

onde D*D = DD* = I, pois elas geram o mesmo subespaco. Obtém-se entao
[AX — XAl = [[AQD — QDA| = [|AQ — QDAD"|| > ||[R(B)]|. (5.1)

Assim, quando Q¢ é um subespaco invariante de A, (5.1), juntamente com o fato
de B = Q*AQ satisfazer R(B) = 0, significam que, os valores e vetores de Ritz sdo

exatamente os autovalores e autovetores de A.
Quando os autovalores de A s@o bem separados, uma vez calculados os residuos s;,

pode-se facilmente obter limitantes para os valores de Ritz. Estes limitantes podem ser

obtidos a partir do teorema abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [87].

Teorema 5.5.1 Seja Q € C™4, Q*Q = I, e seja (13, y5), i = 1, ..., d, os valores e

vetores de Ritz de A, com residuos s; = Ay; — 1;y;. Entdo, cada intervalo
(i = Ilsall, 7i + | sill]

possui um autovalor de A.

Como em cada intervalo correspondente aos valores de Ritz, existe um autovalor de
A, se todos estes intervalos forem disjuntos, teremos d autovalores de A. Porém, se
alguns deles se interceptarem, podemos ter dois valores de Ritz convergindo para o mesmo
autovalor de A. No teorema abaixo, tem-se um limitante adicional para valores de Ritz

em intervalos que se interceptam, sua demonstragao pode ser encontrada em [95, cap. 11].

Teorema 5.5.2 Seja Q € C™4, Q*Q = I, e seja (13, yi), @ = 1, ..., d, os valores e
vetores de Ritz de A, com residuos s; = Ay; — 1;y;. Entdo, existem d autovalores de A,
Noyi=1,...,d, tais que

|7 = Nl < [1S]]

onde, S = (s1, ..., Sq) = AY =Y.

A determinacao de limitantes para os vetores de Ritz é um pouco mais complicada,
pois, autovetores associados a autovalores com multiplicidade algébrica # 1, nao sao uni-
camente determinados. Qualquer combinacao de autovetores correspondentes ao mesmo
autovalor, é um autovetor. Portanto, nao é possivel determinar uma estimativa de erro
para estes autovetores. Porém, este fato é irrelevante, visto que o mais interessante é
o subespaco gerado por estes autovetores. Da mesma forma, vetores de Ritz correspon-
dentes a autovalores muito proximos, tendem a ser sensiveis e darem estimativas ruins
dos correspondentes autovetores, porém, o subespaco por eles gerado pode ser uma boa

aproximacao do subespaco associado a estes autovalores muito préximos.
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5.5.2 Iteracao em Subespacos

A primeira versao da Iteracao em Subespagos surgiu em 1957, e foi introduzida por Bauer,
com o nome de Treppeniteration (iteragao escada). A Iteragdo em Subespagos pode ser
vista como uma generalizacao do Método das Poténcias, s6 que, ao invés de iterar um
vetor, a iteracao em subespacos itera d vetores simultaneamente, e obtém aproximagoes
para os d autovetores de A, associados aos d maiores autovalores. Infelizmente, esta gener-
alizacdo apresenta um problema. Suponha uma matriz inicial Q¥ = ((Ao)’ qéo), ce qc(lo)),

QUHQ = I e multiplique A iterativamente. Entdo, apds j iteracoes obtém-se
Q' =AQV = (Wq?, Hq), . Hq)).

Pela teoria do Método das Poténcias, [129, cap. 4], pode-se deduzir que todas as
colunas de )/ irdao convergir para o mesmo autovetor de A, o qual estd associado ao
maior autovalor. Este problema surge pois, as colunas de 7 tornam-se linearmente

dependentes. Para evitar isto, basta manter a ortogonalidade entre as colunas de ()7,
através de um passo de ortogonalizacao em cada iteracao. A seguir, é apresentado o

algoritmo da Iteragao em Subespacos.

5.2 Algoritmo Iteracao em Subespacos
Seja A = H*H. Dada Q© € C™4 (Q©)*Q®) =TI.

Para j =1,2,... faca:
1. ZU) = AQU-Y = H*(HQ(J'*U)

2. Ortonormalize ZV) = XU R onde RY) é uma matriz triangular superior e XU) é

unitaria.
3. Faca QU) = X0
4. Teste a convergéncia de cada coluna

Assim como no Método das Poténcias, a convergéncia da Iteracao em Subespacos
depende do gap entre os autovalores, neste caso no gap entre o primeiro autovalor nao
desejado e os d desejados. Assim, se este gap for pequeno, para obter uma convergéncia
mais rapida, basta aumentar o niimero de autovalores desejados, de forma que este gap

fique maior. O passo 1 é feito em duas etapas, para aproveitar a multiplicacao rapida.
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5.5.3 Iteracao em Subespacos com Aceleracao de Ritz

Uma maneira de acelerar a convergéncia da iteragao em subespacos, é usar o Procedimento
de Rayleigh Ritz em cada iteracdo. Apds o passo 2 do algoritmo 5.2, os vetores de Ritz sao
calculados a partir da matriz X7, e as colunas da nova Q’ serdo estes vetores. Esta idéia
foi criada por Rutishauser, na década de 60, e é chamada Iteracao em Subespacos com
Aceleragao de Ritz (SIR). Como as aproximagoes étimas dos autovetores sao calculadas em
cada iteracao, as componentes nas direcoes destes vetores sao ampliadas, o que aumenta

a razao de convergéncia.

5.3 Algoritmo Iteracao em Subespacos com Aceleragao de Ritz.
Seja A = H*H. Dada uma matriz inicial Q©) € C™*.

Para j =1,2,... faca:
1. ZU) = gQU-Y

2. Calcule a svd reduzida de Z9): [X1, %, Y]] = svd(ZY)), onde X, € C™*¢,
21 c Rdxd’ Y'l c Cdxd

3. WU = H* X,

4. Calcule a svd reduzida de W9 [Xy, ¥y, Y] = svd(WW), onde X, € C™*4,
22 c Rdxd’ }/‘2 c Cdxd

5 QU =X,

Observe que o algoritmo 5.3, nao deixa explicito passos da Iteracao em Subespacos,
nem passos da Aceleragao de Ritz. Contudo, se for considerado que a SV D é usada
somente para calcular uma base ortogonal de uma matriz, entao os passos 1,2 e 3 eqiiivalem
ao passo 2 do algoritmo 5.2. O passo 4 calcula uma base ortogonal para H*H(), e esta
base é usada como a nova (). Desta forma, o algoritmo 5.3 é equivalente ao algoritmo 5.2,
porém, com um passo extra de ortogonalizagao, o passo 2.

Para ficarem explicitos os passos da Aceleragao de Ritz, é necessario levar em conta
os efeitos dos calculos da SV D. Seja B := Q*H*HQ = Y;X2Y}" a correspondente de-
composicao autovalor para a SV D de H(Q), calculada no passo 2, assim o quadrado dos
elementos de Y1 s@o os valores de Ritz de A = H*H, e as colunas de QY] seus vetores de
Ritz. Como os vetores de Ritz sdo boas aproximagoes dos autovalores de A, eles também
sao boas aproximagoes dos vetores singulares a direita de H, os v;’s. Através da relagao
u; = 7, Huy, é facil verificar que as colunas de X sdo aproximagcdes dos vetores singulares

a esquerda de H. Analogamente, verifica-se que as colunas de X, sao aproximacoes dos
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vetores singulares a direita de H. Ou seja, o algoritmo acima apresenta dois passos da

Aceleracao de Ritz.

5.6 Método de Lanczos

O Método de Lanczos foi criado em 1950 por C. Lanczos, era utilizado para encontrar
uma matriz tridiagonal 7', unitariamente similar a uma matriz simétrica A, T' = Q*AQ,
onde @ = (q1, q2, ---, qn) € Q*Q = I. Em aritmética exata, isto pode ser feito em n
passos, porém, em aritmética finita aparecem problemas numéricos, decorrentes da perda
de ortogonalidade das colunas de (). Por esta razao, durante alguns anos o Método de
Lanczos foi substituido por métodos mais estaveis, como os métodos de Givens [56] e
Householder [68].

O interesse pelo Método de Lanczos s6 retornou em 1971, quando Paige [93] fez uma
analise de erro detalhada do método, mostrando sua eficiéncia no calculo de somente uma
parte do espectro de uma matriz simétrica. A partir dai, devido a sua simplicidade, pois
somente utiliza multiplicacoes do tipo matriz-vetor, e também devido a qualidade das suas
aproximacoes, o Método de Lanczos tem sido fonte de diversas pesquisas, especialmente
no sentido de evitar a perda de ortogonalidade das colunas de (). Inicialmente, o método
é descrito na sua forma bésica, a seguir sao apresentadas outras versoes, as quais evitam

a perda de ortogonalidade de diferentes maneiras.

5.6.1 Meétodo de Lanczos Basico

O Método de Lanczos esta baseado no fato que de é possivel, em um numero finito de
passos, transformar uma matriz Hermitiana A, em uma matriz tridiagonal 7', por meio

de transformagoes unitarias, [59].
T =Q"AQ. (5.2)

Ainda mais, se Q*AQ = T, onde T é uma matriz tridiagonal real, com os elementos
das diagonais secundérias todos positivos, entao T' e Q = (¢1, ¢2, - - ., Gn) SA0 unicamente
determinados por A e ¢;. A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [95, cap. 7).
A hipdtese de os elementos das diagonais secundérias serem positivos, nao é uma restricao

essencial.
Equacionando as j primeiras colunas de (5.2) obtém-se

AQj = Q],I‘] + Tj@?, (53)

onderjzﬁjqj+1er:(q1, ...,qj),Q;Qj:[,TjéomenorjxjdeT
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o B
bi ar o
T, = :
Bi-1
Bi1 «;j
com «; = qfAq; e B; = ||r;||. Os vetores ¢; sdo chamados vetores de Lanczos.

Similarmente, a equacao (5.3) pode ser rescrita como

Ty = BijJrl = AQj — Qg — @71%71- (5-4)

A partir desta equacao é deduzida a recursao de Lanczos, a qual dado um vetor inicial ¢,
gera a cada iteragao, um novo vetor de Lanczos, e uma nova linha e coluna sao adicionadas

a matriz 7. Os autovalores da matriz T convergem para os autovalores de A.

5.4 Algoritmo Método de Lanczos Basico.
Seja A= H*H. Dados 1o # 0, o = ||70]|-

Para j =1,2,... faca:
1. gj:= Tj—l/ﬁj—1

2. uj = Aq; = H*(Hg;)
3. rj i=u; — Bj_1g5-1
4. aj = q;r;

S. rj =T — g

6. B; == lIrll

7. Se desejar, calcule os valores de Ritz T; e vetores de Ritz ;. Se a quantidade desejada
de valores e vetores de Ritz convergiu, entao pare.

Quando é completado um ciclo, isto é, quando sao completados os passos de 1 até 6,
tem-se um passo de Lanczos. Este procedimento gera vetores de Lanczos até que 3; = 0,
o que deve ocorrer para algum j < n. Em particular, multiplos autovalores de A, forcam

B; = 0, para algum j < n (veja [131]). Os vetores de Lanczos formam uma base or-

togonal no subespago gerado por (g, Aqy, ..., A’q;) e os autovetores aproximados estao
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neste subespago. Portanto, o método nao ¢é capaz de detectar nenhum autovetor ortogo-
nal a g1, o que significa que somente é possivel determinar um autovetor, do subespago
correspondente a um autovalor muiltiplo.

Da equacao (5.4) tem-se que r; é ortogonal a g;j_; e ¢;. Pode-se mostrar, [95], que 7;
é ortogonal a todos os vetores de Lanczos (¢i, ..., ¢;). Os vetores a;q; e Bj_1¢j—1 s@o as
projecoes ortogonais de Ag; em ¢; e g;_;. Isto significa que o préximo vetor de Lanczos é
obtido da ortogonalizagao de Ag; em relagao a g; e gj_1 e os vetores ¢;, 1 < ¢ < j, formam

uma base ortogonal no subespaco de Krylov
Ki(A, q) = span{q, A1, ..., AV 'qi}. (5.5)

Usando a ortogonalidade dos vetores de Lanczos e a relagao (5.3), verifica-se que
T; = Q;AQy, isto é, T é a projegao de A em span(@);). Assim, no passo 7 do algoritmo

5.4, os valores de Ritz sao calculados como os autovalores de T}

TigP =79¢9 i=12.. 5 (5.6)

e os vetores de Ritz sao definidos por

y = Q" i=12,...j (5.7)

Os teoremas 5.5.1 e 5.5.2 mostram que a norma HAyi(j) —Ti(j)y(i) || € uma boa estimativa

da precisao dos valores de Ritz. A principio, é possivel calcular 7; e y; a partir de 7 em

cada iteragao do algoritmo de Lanczos, porém, felizmente, é possivel calcular HAyi(j )
Ti(j)y(i)H sem calcular y;. Usando (5.3), (5.6), (5.7) e o fato de ||gj41]| = 1 tem-se:

Isll = 1Ay =77y = 14Q597 = 77 Q91" |
= 4Q;9” — Qi Ty |l = 18;q551¢5" 0| (5.8)
= Bilef"g”| = By.

Assim, a convergeéncia dos valores de Ritz para os autovalores de A, pode ser verificada
pelos primeiros elementos dos autovetores normalizados de T}, evitando o cdlculo dos
vetores de Ritz. Este resultado explica porque alguns valores de Ritz podem ser precisos,
mesmo quando 3; nao é muito pequeno.

Como ja foi citado anteriormente, em aritmética finita muitas das propriedades do pro-
cedimento de Lanczos sao perdidas. Nas primeiras iteracoes, os resultados nao diferem
muito do processo exato. Até que um novo vetor de Lanczos é calculado, e este numerica-

mente deixa de ser ortogonal aos anteriores. Algumas iteragoes mais tarde, (), deixou de
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ter posto completo, isto é, suas colunas sao linearmente dependentes. E entao comecam
os problemas, a partir dai, o método comeca a gerar copias de vetores de Ritz ja calcu-
lados, pois os novos vetores de Lanczos possuem componentes nas direcoes dos vetores
de Ritz que j4 convergiram. Paige ([93],[94]) fez uma anélise detalhada do desempenho
do método em aritmética finita, e concluiu que a ortogonalidade entre os ¢’s é perdida
quando surge um (3;; muito pequeno. Na pratica, o processo nunca terminara com 3; = 0,
mas irda continuar calculando mais e mais copias do mesmos vetores de Ritz. Os erros
de arredondamento fazem contribuicoes em todas as direcoes, as quais crescem a medida
que o procedimento ¢ executado. Em resumo, de um lado, a presenca de um 3;; pequeno
indica que foi encontrada uma boa aproximacao de pelo menos um autovalor de A, e de
outro lado, isto também indica que os dificuldades numéricas comecaram.

Uma maneira de resolver este problema, é fazer uma reortogonalizacao completa, isto
¢, manter cada novo vetor de Lanczos ortogonal aos anteriores. S6 que neste caso, além do
trabalho extra para a reortogonalizacao, é necessario manter todos os vetores de Lanczos
armazenados. FEsta idéia é chamada de Lanczos com reortogonalizacao completa. E
no outro extremo, tem-se o Método de Lanczos sem reortogonalizagao, porém, com a
exigencia de uma andlise mais detalhada das aproximacoes obtidas. Entre estes dois
estao os métodos que fazem uma reortogonalizacao parcial, ou reortogonalizagao seletiva,
isto é , reortogonalizam somente quando ha necessidade. Uma maneira de nao deixar o
nimero de vetores de Lanczos ficar muito grande, é recomecgar o processo apds um numero
fixo de iteragoes, com um vetor inicial escolhido de maneira a aproveitar a estrutura da
matriz A. E neste caso a reortogonalizacao é possivel, pois somente um niumero fixo de
vetores de Lanczos é mantido na memoria. Nas proximas subsecoes, vamos dar mais

detalhes sobre alguns destes métodos.

5.6.2 Método de Lanczos com Reortogonalizagao Completa

A maneira mais direta de resolver o problema da perda de ortogonalidade, proposta pelo
préprio Lanczos, é fazer a reortogonalizacao de cada novo vetor de Lanczos em relacao

aos anteriores, obtendo assim, o seguinte procedimento

5.5 Algoritmo Método de Lanczos com Reortogonalizagao Completa (LANCR).
Seja A= H*H. Dados 1o # 0, o = ||70]|-

Para j =1,2,... faca:
1. g =rj1/Bj

3. Tj = Uj — BJ?IQJ?I
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4. aj = q;rj
d. 1 =1 — Qg
5.5r;=r;—q (gr;), v=y,7—1,...,1

6. B := [yl

7. Se desejar, calcule os valores de Ritz 1; e vetores de Ritz y;. Se a quantidade desejada

de valores e vetores de Ritz convergiu, entao pare.

Observe que r; ¢ explicitamente ortogonalizado em relacao a g; e g;—;. Consequente-
mente, é necessario manter armazenado todos os vetores de Lanczos. Esta é a desvantagem
da reortogonalizacao completa, a qual aumenta a cada iteracao. Por outro lado, este al-
goritmo tem a vantagem de nao calcular nenhum vetor de Ritz redundante, ou seja, nao

calcula mais de uma vez o mesmo vetor de Ritz. E como vetores de Ritz redundantes re-
querem um numero maior de iteracoes para convergir, o algoritmo 5.5 requer um numero

minimo de iteracoes para convergir.

Quando sao desejados somente alguns dos maiores autovalores, as desvantagens deste
algoritmo nao sao tao sérias. Normalmente os valores de Ritz correspondentes a estes
autovalores convergem primeiro, e nao sao necessarias muitas iteracoes. Isto depende
naturalmente do espectro em questao.

Como cita Parlett, [95, pag. 303], a reortogonalizagdo nao pode por si s6 garantir a
ortogonalidade numérica dos vetores de Lanczos. Quando o corrente vetor de Lanczos tem
uma componente consideravel na direcao de um dos outro vetores, entao pode haver algum
tipo de cancelamento no passo 5.5. Segundo Parlett, um passo extra de reortogonalizacao é
suficiente para tornar estes dois vetores numericamente ortogonais. Na proxima subsecao,
é visto que a reortogonalizacao completa é mais do que é necessario, e para diminuir a

quantidade de trabalho, a reortogonolizacao serd feita somente quando for preciso.

5.6.3 Lanczos com Semiortogonalizagao

As desvantagens da reortogonalizacao completa com relacao ao trabalho extra e armazena-
mento, podem diminuir a eficiéncia quando os vetores de Lanczos possuem muitas compo-
nentes, ou quando o problema requer um grande nimero de iteragoes. Isto levou muitas
pessoas a estudarem uma forma de transformar o método de Lanczos Béasico, em um
método mais estavel que o LANCR. Este estudos estao baseados nos trabalhos de Paige
([93] [94]), o qual fez uma anélise de erro, e procurou saber quando e onde comega a perda
de ortogonalidade.

Uma idéia é reortogonalizar somente quando for necessario, e somente em relacao

aqueles autovetores que perderam a ortogonalidade. O primeiro algoritmo deste tipo,
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foi feito em 1979 por Parlett e Scott [96]. Eles publicaram um artigo com um método
chamado: Lanczos com Ortogonalizacao Seletiva (LANSO), no qual a ortogonalidade é
mantida através da ortogonalizagao dos novos vetores de Lanczos em relacao aos vetores de
Ritz que j& convergiram. Em 1984, Simon [103] escreveu um artigo no qual mostrou que,
mantendo os vetores num nivel de ortogonalidade de /u, isto é, |¢/¢j11| < vu, 1 <i < j,
é suficiente para obter boas aproximacoes dos autovalores e autovetores, onde u denota a
menor unidade de arredondamento. Ele usou a nogao de semiortogonalidade, quando os
vetores de Lanczos satisfazem este nivel de ortogonalidade. Esta andlise levou a um novo

algoritmo chamado Lanczos com Reortogonalizacao Parcial (LANPR).

5.6.4 Método de Lanczos com Recomecos Implicitos

Em problemas onde nao existe um gap distinto entre os autovalores desejados e os nao
desejados, normalmente sao necessarios muitos passos de Lanczos para convergir. Assim
a reortogonalizacdo completa, apresenta uma desvantagem, pois ela exige o armazena-
mento de todos os vetores de Lanczos. Uma forma de contornar este problema, é re-
comecar as iteracoes apds um numero finito de passos de Lanczos, mantendo assim, a
quantidade de vetores a ser armazenada fixa, e a reortogonalizacao feita somente quando
for necessario. Calvetti, Reichel e Sorensen desenvolveram um método de Lanczos com
recomecos implicitos (IRL), [30], o qual é uma adaptacao do método de Arnoldi com re-
comegos implicitos, [83], para o caso Hermitiano. Este método for¢a o vetor inicial a estar
em um subespaco invariante da matriz, por meio de repetidas filtragens do vetor inicial,
usando um polinomio filtro, e recomecando as iteracoes implicitamente.

Este estudo esté baseado no trabalho de Calvetti, Reichel e Sorensen, [30], porém, esta
restrito ao calculo dos d maiores autovalores. Inicialmente, é discutido como o vetor inicial
deve ser escolhido, para que o método convirja em d iteracoes, e produza um subespaco
invariante correspondente aos d autovetores desejados. A seguir, é descrito o algoritmo
(IRL), como uma mistura do método de Lanczos, com o Algoritmo Q)R com deslocamento

implicito.

O Vetor Inicial

Quando se deseja aproximar d autovalores e autovetores, usando o método de Lanczos, a
situacao ideal é encontrar um subespagco invariante apds exatamente d iteracoes, isto é,
quando r4 da equacgao (5.3), se anula. Como ja foi visto no inicio da sec¢do 5.6.1, a iteracao
de Lanczos fica completamente definida pelo seu vetor inicial, assim, ¢; determina se a
iteracao ird convergir em d iteracoes. Surge entao uma pergunta: Quais condigoes o vetor
inicial deve satisfazer, para que se obtenha um subespaco invariante apds d iteragoes?

O teorema abaixo afirma que se ¢; for uma combinacao linear de d autovetores, entao
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a recursao terminard em d passos, com rq = 0. Além disto, a equacao (5.4), forca os
vetores de Lanczos a estarem no subespaco gerado por estes d autovetores. Assim, uma

boa escolha de vetor inicial, é como tal combinacao.

Teorema 5.6.1 Seja A,x, uma matriz simétrica, e seja AQq — Q4T = rdedT, com T
simétrica nao reduzida, passo d da fatoracao de Lanczos de A. Entaorqy = 0 se e somente
se qu = Vyx, onde

AVy = Vi (5.9)

com V;Vy =1, e Ag uma matriz diagonal de ordem d.

Demonstracao: (=) Suponha que ry = 0, entdo, AQq = QuTy. Seja T;Gy = G4l\q4
a decomposicao autovalor-autovetor de T, G3G4 = 1;, chamando V; = Q.Gg4, entao
AQuGy = QuGalg, isto é, AVy = VyA4, além disso, posto(Vy) = d, e ¢ = Qqe1 =
QuaGaGher = Vyx, com © = Gle;.

(<) Suponha agora que AV, = V Ay, posto(Vy) = d, e g1 = Vyz. Entao, para qualquer

inteiro m > 0, A"V, = V;A e assim, para todo m,
Amq1 = Adea: = VdA:lnﬂf € R(Vd)

Consequentemente, dim(K41(A, q)) < posto(V;) = d. Como Ty é nao reduzida, us-
ando uma pequena modificacao do Teorema 7.4.3 de Golub e Van Loan [59], tem-se que,
dim(K4(A, 1)) = d, e entdo 74 = 0. O

O Algoritmo IRL

Sejam d e p, nimeros pré-especificados fixos, onde, d é o niimero de autovalores desejados,
e p o niumero de passos extras que serao realizados. Apds d + p passos de Lanczos, tem-se

uma matriz (d+p) x (d+p), Hermitiana e tridiagonal T}, ,, e uma matriz Qg, € C™*(@+?)

com colunas ortonormais, tais que

Qarp = QarpTurp + TarpCusy (5.10)

onde 744, = BatpQa+p+1- Por simplicidade, vamos chamar Q) = Quyp, T = Tysp € 7 = Tayp,
e aplicar o algoritmo QR com shift, a esta fatoragao truncada de A. Seja p; um shift,
calcule a decomposicdo QR de T — pl, T — ul = X Ry, onde X;, R, € C¢tp)x(d+p)
X1X] =1 e Ry é uma matriz triangular superior.

Entao somando e subtraindo ;@ na equacao (5.10), e usando que T — ul = X Ry,

obtém-se:
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AQ—mQ - QT +mQ = rel,,
(A=mDQ = QT —ml) = reg,,
(A= mDQ - QX Ry = reg,, (5.11)

multiplicando a equacao (5.11) por X e rearranjando os termos

(A= mD(QX1) — (QX1)(RiX1) = reg,, X
AQX)) = (QX)(RaXy + ) = reg,, Xi.

Seja Qt = QX e TT = Ry X, + Il = X{TX,. Entao T é simétrica, e como T é
tridiagonal, X; é Hessenberg superior, assim, T também ¢ tridiagonal. Explicitando a

primeira coluna de ambos os lados da equacao (5.11) tem-se

(A - MlDQl = QX Rie; = Q+€1P11 = C]fLPn
onde q; = Qey, p11 = el Riey e ¢ = QVe;. Tem-se assim, uma relacio entre ¢; e ¢ .
Aplicando p shifts e usando a equagao (5.11), obtém-se:

AQT = Q+T++r6§+pf(

= @ w) (g o ¢ ) (5.12)

T
BarpeaspX

onde qgips1 = 7/Barp, QF = QX, TT = X*TX e X = X;X,...X,, X; é a matriz
ortogonal associada ao shift 4.

Observe que, como T permanece tridiagonal a cada shift, as matrizes X;, sao Hes-

senberg superiores, e os primeiros d — 1 elementos da linha d+p em X serao iguais a zero.
O que significa que:

/8d+p6§+pX = (07 07 R Bd—l—pv b*)7 onde Bd-‘rp - egﬁd—i—p'

Particionando as matrizes,

o = (Qia Q;) T+ ( T ﬁ:dede{ ) ’

Baereq T
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com [ = ey T eq e substituindo em (5.12), tem-se:

~

A : Lf faeaet
a(Q @p) = (@ aspn) | Boerea T, . (5.13)
Bapel b

Igualando as primeiras d colunas da equagao (5.13), obtém-se:

T+
AQS = Q3T +efel = (@, qm( )

d €d
onde qj,, = %T} ry = <Qp€15d+Qd+p+15d+p> e By = [lrjll. Como (Q;)*Qf = L4
e (QZ[)*qa}trl = 0, entao esta é outra decomposi¢do de Lanczos de A. O novo vetor

inicial pode ser escrito como ¢ = ¥,(A)q, onde ¥, ¢ um polindmio ménico de grau
p, cujas raizes sao os p shifts, i, po,..., 1,. Recomecando a partir desta fatoracao,
podemos calcular p passos extras de Lanczos, o que nos remete a equagao (5.10). Entao,
aplicando alternadamente p passos de Lanczos e p shifts, obtém-se o Método de Lanczos
com Recomecgos Implicitos. A cada iteragdo obtém-se aproximacoes dos autovetores, a
partir de um subespago de Krylov, de dimensao d + p, com um custo de p multiplicacoes

do tipo matriz-vetor, ao invés de d + p.

A escolha dos shifts

Os p passos QR aplicados desempenham um papel de filtragem do vetor inicial, fazendo
com que este esteja num subespago invariante apropriado, span(Vy). O lema abaixo,
extraido de [30], sugere que para eliminar o conjunto de autovalores nao desejados de
Tayp, deve-se escolher os p shifts ;1; como sendo os autovalores que estao na parte nao

desejada do espectro. Segundo Calvetti [30], estes shifts sdo chamados de shifts exatos.

Lema 5.6.2 Seja AN(Tyyp) = {11, ..., 7} U{11, - .., pp} wma particao disjunta do espectro

de Tyyp € seja

T+

hy = X T X (5.14)

onde X = X1 X,.. . Xp, e X, € implicitamente determinado pelo shift j;. Seja 3; o
elemento da posicio (j + 1) da subdiagonal de T;Lp. Se B; # 0 para 1 < j < d, entdo

Ba=0ce
TS 0
+ d
= (o' 1,);
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onde N(T;) = {1, ..., 7} e NTp) = {1, ..., up}. Além disso,
d
g = QatpXer = an?/j,
=1

onde n; € C' e y; € o vetor de Ritz associado ao valor de Ritz 7;, isto €, y; = Qaypg; com

Ta+pg; = 9577 para 1 < j <d.
Demonstracao: Para simplificar a demonstragao, vamos chamar 7' = Ty, € Q = Qayp-
Seja xgi) =X1Xs... Xje1e p§’f = el'. Quando o primeiro shift ¢ aplicado, obtém-se T —
pI = X1 R;. Explicitando a primeira coluna tem-se: —(T — py1) = :cgl). Similarmente,
P11
aplicando p shifts chega-se a:
N 1
ry=Xey=————(T —ppl)...(T— pl)ey = (T)ey,
(1) (p)
P11 -+ P11

onde $:(N) = LTI, (A — pi) e v = pib) .. o2,

v

Seja T'= GAG* a decomposicao autovalor - autovetor de T', onde
G'G=1, e AN=diag(m,...,7a, 1, -, [p)

Assim,
(T —l)=GA - )G*, ..., (T — ppl) = G(A — p,1)G",

logo

(T =) (T = pod) .. (T = ppd) = GA = pad)(A = poI) .. (A= p, [)G" =

- GAG*.

Suponha que e; = Zj:f ©;9; = Gp, onde ¢ = [p1, ..., 0arp] . Entdo x1 = (T)e; =
GAG*Gp = GAG = Gy@q, com Gy = [g1, ..., 4, g5, 1 <i < d sio autovetores associa-

dos & parte desejada do espectro, e g4 = [p1, ..., q|T. Isto mostra que as componentes

de e; na direcao dos autovetores associados a u;, 1 <17 < p sao anuladas, entao x; pode
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ser escrito como x; = ijl n;9;. Equacionando as primeiras j colunas da relacao (5.14),

tem-se uma decomposicao de Lanczos para a matriz 7', com vetor inicial z;. Usando
uma pequena modificagdo do Teorema 7.4.3 de Golub e Van Loan [59], segue que (34 = 0,

L _ (T 0 A"
portanto T, = o 7 ) Além disso,
p

d d
0 =QXer = Qu1 =Y Qg = > _ ;-
j=1 j=1

g

O Lema 5.6.2 mostra que a escolha dos shifts exatos ¢ matematicamente equivalente
a recomecar as iteragoes de Lanczos com um vetor inicial que seja uma combinagao linear
dos vetores de Ritz de A, correspondentes aos d autovalores desejados, isto é, como uma
aproximacao de uma combinacao linear dos d autovetores. O método IRL pode ser usado
para aproximar qualquer parte do espectro de A. Contudo, o lema 5.6.2 nao apresenta
nenhuma informagao sobre a razao de convergéncia, e infelizmente sob certas condicoes,
esta pode ser muito lenta. Por exemplo, o calculo dos menores autovalores, requer muitas
iteracoes até convergir, pois o método precisa trabalhar muito até vencer a influéncia
dos maiores autovalores, os quais aparecem como shifts em muitas iteragoes. Em [30],
encontra-se uma discussao sobre outros tipos de shifts.

A seguir, é apresentado um esbogo do algoritmo IRL, para aproximar os d maiores

autovalores. E assumido que

TL=>To 2 2 Tiyp

5.6 Algoritmo Método de Lanczos com Recomegos Implicitos e Shifts Exatos (IRL-ES).
Seja A = H*H. Dados 9 # 0, By = ||70]|-

1. Faga d + p passos usando o algoritmo 5.4 (reortogonalizando quando for necessario)
Repita
2. Calcule a decomposicao autovalor-autovetor de Ty, e teste a convergéncia de B(q4p)i

3. Se a quantidade desejada de pares de Ritz convergiu, calcule os vetores de Ritz e
pare.

4. Aplique o algoritmo QR com shifts p =7, j =d+1,...,d+p

5 Faga p passos de Lanczos, comegando de (5.14), e volte para o passo 2 acima.
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Como os pares de Ritz possuem diferentes razoes de convergéncia, uma forma de
aumentar a convergéncia do método, seria remover os vetores de Ritz que ja convergiram,
armazenar os de interesse e, manter os vetores de Lanczos ortogonais a estes. Com isso,
a dimensao do espaco de Krylov usado é reduzida, e como este espaco é ortogonal aos
vetores de Ritz que ja convergiram, as préximas iteracoes do método irao estimar a parte
restante desejada do espectro.

O problema de remover aproximacoes de autovalores e autovetores que ja convergiram,
¢ muito estudado, e existem muitas técnicas de deflagdo. Lehoucq e Sorensen [85], desen-
volveram regras de deflacao para o método IRL, baseadas em técnicas do método QR.
Basicamente tem-se dois tipos de deflagao. Se o valor de Ritz pertence a parte desejada
do espectro, é necessario manter o correspondente vetor de Ritz na proxima fatoracao de
Lanczos. Este tipo de deflagao é chamado Locking. E se o valor de Ritz pertence a parte
nao desejada do espectro, é preciso remové-lo das proximas iteracoes, e este é chamado
de Purging.

Convergéncia

Sera feita agora uma analise da convergeéncia do IRL-ES, considerando o caso em que se
deseja aproximar apenas os d maiores autovalores. A discussao estd baseada no trabalho
de Sorensen [106], onde primeiramente é mostrado que a medida que ocorrem as iteragoes,
os autovalores de Ty convergem para certos limites. Entao é mostrado que estes limites
sao os autovalores de A e, finalmente, que sao os d maiores.

Inicialmente sao apresentados dois lemas, que serao usados posteriormente.

. T o . . .
Lema 5.6.3 Seja M = ( el ged ), uma matriz simétrica tridiagonal. Entao as raizes
d

da equagao

B2l (T — M) teg=a — A (5.15)
sao autovalores de M.

Demonstracao: A demonstracao segue do calculo do polinémio caracteristico de M.

Seja T'= GAG*, a decomposi¢ao autovalor-autovetor de T, como
(T - X' =G(A-XI)'GY,

substituindo na equagao (5.15) tem-se:

By (5.16)
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onde (11,72, ,na) = e G e A = diag(r,- -+ ,74). Da equagao (5.16), pode-se concluir
que nenhum autovalor de M é igual a 7;, 1 <17 < d. Usando a propriedade do interlacing,
veja Glolub [59, pag. 396], tem-se:

/:L<Td<7~'d<7'd,1<-'-<7'1<7~'1 (517)

onde {71,...,7q4, 1} sdo autovalores de M.

Observe também que, se os elementos da subdiagonal de T" sao todos nao nulos, entao
pela discussao que segue o algoritmo 5.4, os 7; sao distintos, e nenhum dos 7; é zero.

O préximo lema afirma que se ¢; esta em um subespago de dimensao menor do que d,

entao algum (3; deve ser zero, e deve ocorrer a deflagao.

Lema 5.6.4 Suponha que AQ = QT + rel é uma decomposicio de Lanczos de A, e
seja B; o j-ésimo elemento da subdiagonal de T. Se q1 = vy + w(, com v* + (* = 1,
o = flwl| = 1, v'w =0 ev = E;Zlvjcj, Av; = \jv;, onde {\;} € um conjunto

arbitrario de 1 autovalores de A, entao

[Io <alta-xnl (5.18)

Demonstragao: A demonstracao pode ser encontrada em [106].
Com estes dois lemas em maos, é possivel comegar a mostrar que o IRL-ES converge.
Serao escolhidos os p menores autovalores de Ty .

Seja [ o numero da iteracao. Entao q%l) representa o vetor inicial na iteracao [, e apos

p passos de Lanczos tem-se:
0] (l) @
Qd+p Qd+p d+p rdereder

(D) T(l) C(ll)e el
Seja Ty, = C(ll)e o , com autovalores

TLIH41 > 0 2> Tal41 > P41 > 0 > Mpitl-

Aplicando p shifts tem-se:

. . (1+1) )
sonpogo - (IO ) g g o (1)),
0 T, 0

onde XU = Xl(l) .. .X,gl) sao construidos aplicando os shifts gty 41, ..., fpi41-
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- !
O préximo lema mostra que os autovalores 7;; de H, CS) convergem para alguns valores

limites.
Lema 5.6.5 Cada7;;,l =1,2,... € uma seqiéncia convergente para cada j =1,2,...,d.

Demonstracao: Como Tcﬁzp ¢é obtida através de p abordagens sucessivas de Tél), segue

apos p aplicagoes do lema 5.6.4 que
Ti1 < Tji+1 para j=1,...,d.

Como cada 7;; é um quociente de Rayleigh com relacao a A, segue que A, < 7j; < Ay,
para todo j, [ (veja Strang [109, pag. 266]). Ou seja, a seqiiéncia {7;,} ¢ limitada, e como
é crescente, entao converge. 0]

A seguir, é mostrado que o limite para o qual as seqiiéncias {7;;};2, convergem, sao
autovalores de A.

Lema 5.6.6 Seja T\ = GOAOGOH ¢ (gl nh ... nh) = e5GO. Assuma que 7; sio

disjuntos, onde 7;; — T;. entao
ﬁcﬂl] — 0, quando | — o0, j=1,...,d

e em consequéncia
14QV g — QUg il = 18n)| — o,

onde g;- = GWe; para j =1,...d.

Demonstracao: Considere a submatriz (d + 1) x (d + 1) principal de T,

d+p
o (T e
Byef ol

Do lema 5.6.3 segue que os d maiores autovalores 7;; de M ) satisfazem
Tl < Tj1 < Tjl+1,

onde a ultima desigualdade surge de p — 1 aplicacoes adicionais do lema 5.6.3.

Além disso, por manipulagoes algébricas da equacao (5.16) obtém-se:

CEPVIC) 3 e
2]—1—1(7—2)

L 0 ey

(Bn;)* = (15 — X)

(5.19)
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para qualquer raiz A. Substituindo da matriz TCEI) as quantidades apropriadas indexadas

por [, e fazendo A\ = 7;; tem-se:

d 0>

HIN( . i . 1) n;
B’ < | =70l (@ =250 = B D7 2=
= (Tzl T]l)
i=j+1
Observe que, como 7;; > 7j; > 7;; parat = 1,2,...,7—1, entao o denominador na equacao

(5.19) é maior do que 1.

A hipétese de que o os limites 7; sao distintos implica que

d ()2

. 2 n;
(Oz(l) _ le) _ 551) Z J

i—j+1 (Tt = 751)

Y

tem limites finitos para cada j. Assim, para [ suficientemente grande, existe uma constante
positiva K, tal que

(B8 ") < K|(mj1 = 73| < K|(750 = T5041)] = 0, quando I — oo,

pois cada seqiiéncia {7;;,l =1,2,---} é uma seqiiéncia crescente convergente, para cada
j=1,2,---.,d. O
vez Til v Y Hxi ¢

Uma vez mostrado que os 7;; convergem para os autovalores de A, o préximo passo ¢

~ . e . [ .
mostrar que estes sao os d maiores. Observe que o vetor inicial qp pode ser escrito como:

O = Vi(A)q
b Al

onde ;(N) = v [T2_y (AN = prs), Wi(N) = TT_, ¥s(\) e qi é o vetor inicial original.

Teorema 5.6.7 Suponha que o vetor inicial qi satisfaz viqy =v; # 0 para j =1,...,d,
onde v; € o autovetor de A associado ao autovalor \;, com os autovalores de A listados

U )

em ordem decrescente. Seja 3;° o elemento da posicao i da subdiagonal de Tcll , € assuma

que @(l) > € > 0 para todo v,l. Entao as sequéncias

Tj1 — T; = A\j quando | — oo

Demonstracao: A hipétese de ﬁl-(l) > € > 0 assegura que a separacao dos 7;; é uniforme
para todo [, de forma que os limites 7; sao distintos. Isto implica que cada 7; ¢ um

autovalor de A. Além disso, essa hipotese implica uma limitacao inferior uniforme de

\nj(-l)\ e entao, ﬁc(ll) — 0. Estas observagoes seguem do lema 5.6.3.
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Seja p(l)()\) H?Zl()\—nl) o polinémio caracteristico de TCEI) eseja pg(A) = Hle()\—n)

o polinomio limite de ﬁg). Entao:

15 (A)a" || = Hﬁd —0
e entao
(1 ! PN !
PP = vy (A)g” — 0
Assim,
. l
pa(\)) =0 ou 7" =0
para todo j = 1,...,n. Isto significa que n — d dos coeficientes da expansao de 'yj(-l),
tendem para 0, quando [ — oo. Além disso, como cada seqiiéncia {7;;,l = 1,2,...} é
convergente para j = 1,--- , d, tem-se que os d coeficientes da expansao, correspondentes

aos autovalores 7;, devem ser todos limitados inferiormente por 0, pela hipdtese ﬁi(l) > € >
0 para todo j =1,2,...,d—1 e l. Suponha agora que \;; = 74 < A;. Entao o coeficiente

da expansao

W_«oo_ o W@a W) %1\1/1(71)

v =g = v = n 7
SR TN (Al T m T a)ell S 20

onde v;; representa o autovetor de A associado ao autovalor 7, e ¢ = Z?Zl%'vi com
. S,
viv; = 0 quando 7 # j.

Assim,

(2 = (1 Wi(m)/™(M))* (%'1‘1’1(T1) 9
A2 W) /() T ()

onde os 7; sao os coeficientes da expansao de g;. Agora, as raizes ji;; dos polinomios filtros

satisfazem, A\, < p;; < 71 < Ay, de forma que:

! p _ Ip
H(H( Mzk)) S(ﬁ )\n) o
k=1 -1 Hik )\1 _/\n

pois, (11 — An) /(A1 — An) < 1. O que é uma contradi¢ao. Concluimos entdo que 73 = ;.

Um argumento similar pode ser feito para cada j, nos casos 7; < Aj, e isso conclui a

demonstracao. O
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5.7 Taxa de Convergéncia

Até este ponto, foi analisada a convergéncia do IRL, porém nao foi dito nada a respeito
da taxa de convergéncia. A seguir, sao apresentados alguns resultados que descrevem

condicoes sob os quais, obtém-se convergéncia rapida.

Lema 5.7.1 Seja A = B + 71 uma matriz Hermitiana M x M, onde B é Hermitiana
semi-positiva definida, posto(B) = d, e T > 0. Se os d autovetores associados aos d
maiores autovalores sao distintos, e se qo nao € ortogonal a nenhum destes d autovetores,
e ortogonal a mo minimo um autovetor associado a um autovalor nao desejado, entao

dim(K4L(A, q0)) = d + 1, ou seja, o método de Lanczos converge em no mdrimo d + 1
Passos.

Demonstracao: A prova deste lema decorre da propriedade: K™(A,q,) = K™(A —
71,q,) = K™(B,q,) e dim(K™(B, q,) = d + 1, para todo m > d [133]. O

5.7.1 Estimativas para o,(H(/))

Outro resultado importante em relacao a convergéncia do método de Lanczos, aplicado
ao calculo dos d maiores valores singulares, é que a taxa de convergéncia depende da

separagao entre oq e o411 (ver Teorema 6.4.1 em [65]). Quanto maior a separacao, melhor é

a taxa de convergéncia. Como nos problemas em estudo, H(¢) = H(¢)+E e posto(H) = d,

da teoria de perturbacao de valores singulares, segue que
o <|E|l, j>d+1.

Isto mostra que uma melhor separagio entre o4 e 04,1, ocorre quando ||E|| < o4 [59]. Ou
seja, o tamanho do o4, como uma funcao da dimensao do problema e das caracteristicas do
sinal, desempenha um papel importante na convergéncia do método. O seguinte teorema

fornece uma estimativa para o4, no caso em que sao utilizadas matrizes quadradas.

Teorema 5.7.2 Seja H a matriz de Hankel M x M, descrita em (2.6) para ¢ = 0. Defina
§ = ming |21 — 2], 1 < Lk < d, onde z; = €2, e f = min|z|. Entdo um limitante

inferior para oq(H) satisfaz

(1+ﬁ2+ﬁ4+‘”+ﬁ2(M71))

oq(H) > e l1 + (dl_)#} 7 (5.20)

onde v = min ||, e D3, é dada no Teorema 4.1.5.
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Demonstragao: Usando a fatoracao (2.7)
O'd<H) Z O'd(R)O'd<WM)2. (521)

A demonstragao termina aplicando nesta desigualdade a relacao (4.11) (veja a prova do

Teorema 4.8).

0

Como j4 foi visto anteriormente, no Lema 4.1.6, D3, ~ 0 quando M ¢ suficientemente
grande e || &~ 1. Além disso, em [10], é analisado o comportamento do limitante dado em
(5.21), para matrizes de Hankel retangulares, e a conclusao apresentada é que a estimativa
sera melhor, quando a matriz de Hankel for quadrada.

O teorema 5.7.2 sugere ainda que o, deve crescer com a dimensao de H, e que a esti-
mativa melhora quando os z; ficam perto do circulo unitario no plano complexo mas nao
muito préximos uns dos outros. Portanto, deve-se utilizar matrizes de Hankel quadradas,
com a maior dimensao possivel, a fim de que o4 possa vencer o tamanho da perturbacao
| E||, possibilitando assim, uma boa separagao entre 4 € 744 1.

Dos resultados obtidos do Lema 5.7.1 e Teorema 5.7.2, deduz-se que para obter con-

vergéncia rapida do método de Lanczos, no calculo dos d maiores valores singulares da

matriz de Hankel H e correspondente subespaco invariante, deve-se ter |E|| < o4, a
dimensao da matriz de Hankel deve ser a maior possivel, e o vetor inicial ¢, deve ter
fortes componentes no subespaco de interesse. Quando isto é satisfeito, pode-se esperar
que a convergencia seja rapida. Na secao seguinte é apresentado um exemplo numérico
que mostra que se ||E|| < o4, entdo o método de Lanczos converge em pouco mais de d
iteracoes, desde que vetor inicial seja escolhido adequadamente.

Finalizando esta secao, é apresentada uma escolha de vetor inicial para o método
de Lanczos, a qual mostra resultados melhores em relagao a velocidade de convergéncia,

comparado com uma escolha aleatéria. O vetor

To = ﬁ(@*fl@l’ .- -fleq = [71571, 7% ) 77'£+M72]*7

é proposto como vetor inicial. Aqui a matriz é denotada simplesmente por H. Para

justificar esta escolha, considere a decomposi¢ao em valores singulares (SVD) de H :
H=USV* = 61140 + Golials + - - - + OnNUNT -
Usando esta decomposicao, segue imediatamente que

UH'he =600, j=1,2,...,N. (5.22)
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Este resultado mostra que, se ||E|| < o4 e ||hy_1 —h, ]| < ||/hs_1]||, entdo as componentes
mais fortes do vetor ¢q estao associadas com os d primeiros vetores singulares, os quais

deseja-se aproximar.

5.8 Resultados Numéricos Sobre IRL

Para observar o desempenho do IRL em relacao a escolha do vetor inicial ¢g, a escolha de
p e do uso da multiplicacao réapida, sao apresentados resultados de alguns experimentos
numéricos realizados com um sinal proveniente de simulagoes em Ressonancia Magnética
Nuclear, [118]. Para contar o nimero de operagoes de ponto flutuante, foi usada a fungao

flops do Matlab. O sinal foi construido pela seguinte modelagem:
§j _ Eg:1Tk€i¢)ke(ak+iwk)jAt +e, j=1,2,-++,512,

onde os parametros r;, a;, w; e ¢; representam a amplitude real, o fator de decaimento,
a freqiiéncia angular e a fase, respectivamente. Os €; correspondem ao ruido, o qual, em
nossos testes foi gerado usando o comando randn do Matlab com diferentes valores de
desvio padrao (o = 5,10,15). O sinal mostrado possui 11 exponenciais, e os parametros

r1, ay, wy e ¢ sao dados na tabela 5.1.

l 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11
T 75 | 150 | 75 | 150 | 150 | 150 | 150 | 150 | 1400 | 60 | 500
o -50 | -50 | -50 | -50 | -50 | -50 | -50 | -25 | -286 | -25 | -200

wi\(2m) | -86 | -70 | -5b4 | 152 | 168 | 292 | 308 | 360 | 440 | 490 | 530
o) 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135

Tabela 5.1: Parametros do sinal, onde r; é dada em unidades arbitrarias, a; e w; em Hz e
¢; em graus.

A partir do sinal, foram geradas matrizes de Hankel de ordem 256 x 256, de acordo com

(2.6). Na figura 5.4, mostramos os 15 maiores valores singulares de H, para dois niveis
de ruido correspondentes a ¢ =5 e 0 = 15, bem como os 11 valores singulares nao-nulos
da matriz de Hankel H. Observe que para o = 5, existe um gap bem notério entre 7y,
e 012. Quando o nivel de ruido é aumentado para ¢ = 15, este gap diminui, tornando
o problema de calcular os 11 maiores valores e correspondentes vetores singulares mais
complicado. Além disso, se o ruido introduzido for muito alto, ou seja se || E|| > o011, este
ultimo valor singular pode nao ser recuperado.

Para observar o desempenho do método em relacao a escolha do vetor inicial, foram

realizados testes numéricos com ¢y aleatorio e com ¢y = H*b, para varios valores de p.

Os resultados dos experimentos sao mostrados na Tabela 5.2, onde p; denota o quociente
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9000 R
6000 2
3000 %
1000 Co $ &+ 4
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Figura 5.4: Em 0’ os 11 valores singulares de H, em 'x’ e '+’ os 15 maiores valores
singulares de H para 0 =5 e 0 = 15, respectivamente.

o | p | Recomecos | Recomecos P1 P2
ro aleatério | rg = H*b

5| D 3 0 3.2476 | 4.5251

10| 7 5 0 5.6751 | 4.2278

15| 10 8 8 1.0057 | 2.2862

15| 11 7 0 9.7371 | 3.6875

Tabela 5.2: Comparacao do nimero de operagoes de ponto flutuante para o IRL-ES, p
denota o Numero de passos Lanczos adicionais.

entre o nimero de flops gastos quando o método é inicializado com ¢y aleatério e o

nimero de flops gastos quando ¢y = H*b. Analisando os resultados numéricos dessa
tabela, concluimos que se o nivel de ruido é alto, o valor de p deve ser tomado um pouco
maior do que d, caso contrario, o valor de p, deve ser em geral, menor do que d. Além
disso, verificamos que a convergéncia é mais rapida quando o vetor inicial é escolhido
como gy = H*b. A tabela apresenta também, na terceira coluna, a razao entre o niimero
de flops do IRL-ES sem o uso da multiplicacao rdpida !, e com o uso de multiplicacao
rapida. Foram realizados os mesmos testes para outros sinais, e os resultados obtidos
foram similares.

Numerosos resultados numéricos sobre recuperacao de harmonicos sao encontrados em
Cardoso [31]. O problema de detectar a ordem do modelo exponencial foi recentemente

abordado com sucesso por Bazan em [13].

'Multiplicacdo rdpida matriz-vetor para matrizes de Hankel é feita utilizando-se a potencialidade do
algoritmo da transformada rdpida de Fourier, detalhes sdo encontrados em [8].
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5.9 Meétodos para Autovalores de Polinomios Matri-
ciais
Conforme comentado no Capitulo 1, uma maneira de calcular os autovalores de um

polinomio matricial
Pr(A) = A A™ + A A b AN A,
é através de um problema de autovalores generalizados do tipo
Ar = \Bux,

com A e B com em (1.10), isto é, através de uma linearizagao do tipo

o I, 0 - 0 ] [ I, 0 0 0 ]
0 0o I, - 0 0 I, 0 -~ 0
A—)\B= : : . : — N L . (5.23)
0 0 EEE 00 0 I, O
| A A o Ay | (0 0 0 - Ay |

Se B é nao singular, a técnica recomendada é transformar o problema de autovalor num
problema de autovalor matricial padrao, conforme descrito no Capitulo 1, Secao 1.2, a qual
funciona bem, exceto nos casos em que B ¢é mal-condicionada. Se B é mal-condicionada,
por razoes de estabilidade, recomenda-se o uso da decomposicao de Schur generalizada,
calculada pelo método QZ. O método QZ é, em certo sentido, uma generalizacao do
método QR, detalhes do método podem ser encontrados em [59, Cap. 7, pag. 382-386].

Em certos casos, o objetivo é calcular apenas alguns autovalores. Isto pode ser feito
a partir de uma fatoragao generalizada de Schur parcial, calculada através do método de
Jacobi-Davidson. Detalhes podem ser encontrados em [4, Cap. 8, Segao 8.1].

A principal desvantagem dos métodos que utilizam a linearizacao acima para resolver
o problema de autovalor polinomial matricial, é que a ordem do problema resultante
torna-se grande (¢ x m). Essas dificuldades podem ser contornadas através de técnicas
baseadas no método de Newton, detalhes podem ser encontradas em [112, 39]. Finalmente,
uma grande variedade de métodos para o problema de autovalor polinomial matricial

quadrético, utilizando diferentes linearizagdes, pode ser encontrada em [122].
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Apeéendice A

Conceitos Basicos da Algebra Linear

A.1 Notacao

Em quase todo o texto, usam-se letras mintsculas para vetores, letras gregas minusculas
para escalares, e letras maiusculas e gregas maiusculas para matrizes. A matriz nula, o
vetor nulo e o escalar zero sd@o denotados por 0. A matriz identidade é escrita como I, ou

I,, se for necessério especificar a sua ordem. A transposta da matriz A, é denotada por
AT sua conjugada transposta por A* (algums vezes denotada também como AH) isto é,
A* = AT. A inversa é denotada por A~!, a inversa da transposta por A~7, e a inversa da,
conjugada transposta por A™*.

O espago coluna de A € C™*", denotado por R(A), é definido por

R(A) ={Az: 2z € C"}
e o0 espaco nulo de A, N'(A), por
N(A) ={z: Az = 0}.
O posto de uma matriz A, rank(A), é definido por
rank(A) = dim(R(A)),

em que dim(&X’) denota a dimensdo do espaco X. O determinante de A, é escrito como
det(A), e o trago como tr(A).
A norma-2 de um vetor x € C", também chamada de norma Fuclidiana, é escrita

como ||x||2, e definida como a raiz quadrada positiva de

n
Z |z|? = 2*z.
i=1

131
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A norma Frobenius de uma matriz A € C"™*", || A||r é definida por

1Al = QY lay?)',

j=1 i=1

e a norma-2 de A é definida por

A
||A||2 — SUpH SL’||2
220 [|2[|2

Algumas vezes a norma 2 serda denotada somente por || - ||.

O subespago gerado por um conjunto de vetores {zy,%s, - ,x,} é denotado por

span{xy, o, ..., Ty}

A seguir, sao definidos alguns tipos especiais de matrizes:

Definigao A.1.1 - Seja A € C"™*"

Simétrica (Hermitiana), se AT = A (A* = A).

Positiva definida (semi-positiva definida), se é Hermitiana e se 2* Az > (>) 0 para
todo = # 0.

Unitéria, ou Ortogonal no caso real, se A*A = AA* = 1.
Normal, se A*A = AA*.

Triangular Superior, se é quadrada e se ¢ > j = a;; = 0, isto é, se os elementos

abaixo da diagonal principal sao iguais a zero.

Triangular Inferior, se é quadrada e se ¢ < j = a;; = 0, isto ¢, se os elementos acima

da diagonal principal sao iguais a zero.

Hessenberg Superior, se a;; = 0 para qualquer par 7, j tal que ¢ > j + 1.

A.2 Autovalores e Autovetores

Informalmente falando, um autovetor é um vetor que nao muda a sua direcao, quando

multiplicado por A, e seu autovalor é o tamanho da sua expansao ou contracao neste
processo.
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Definigao A.2.1 O par (z, ) é chamado um auto-par da matriz A € C"*" se x # 0 e
Az = Az (A.1)

O vetor x é chamado autovetor a direita de A, e A o autovalor associado. Se y*A = A\y*,
y € chamado autovetor a esquerda de A, associado ao autovalor A\. O conjunto de todos

os autovalores de A é denotado por A(A). A equagao (A.1) pode ser rescrita como:
(A=X)z =0, z#0
o que ocorre se e somente se (A — AI) é singular, ou equivalentemente, se e somente se:
det(A—AI)=0 (A.2)

A expressao (A.2) é chamada Polinémio Caracteristico de A, e possui grau n em A,
suas raizes sao os autovalores de A. Consequentemente, a matriz A possui exatamente n

autovalores.

Diz-se que um autovalor A possui multiplicidade algébrica p, se ele é uma raiz com
multiplicidade p do polinémio caracteristico. Se a multiplicidade algébrica de um auto-
valor for 1, ele é chamado simples, caso contrario é chamado maultiplo. Um autovalor A
possui multiplicidade geométrica 7y, se o nimero maximo de autovetores associados a A é

7, ou seja, a dimensao de N'(A — A1) é ~.

A seguir, sao apresentadas algumas propriedades dos autovalores e autovetores de
Ae

Pl. Ae AT tem os mesmos autovalores.

P2. Se \ é autovalor de A com autovetor v e A é nao singular, entdo A~! é autovalor de

A~! com autovetor v.

P4. A soma (produto) dos autovalores é igual ao trago (determinante) da matriz.

P6. Sejam wvq,...,v, autovetores de A associados a distintos autovalores Aq, ..., \x.

Entao vy, ..., v, sao LI.

P7. Se A tem n autovalores distintos, entao A pode ser diagonalizada, ou seja, existe

uma matriz X ndo singular e uma matriz diagonal D, tais que A = X 'DX.
P8. Os autovalores de A* sao A}, ... A a k-ésima poténcia dos autovalores de A.

P9. Seja p € C, se v é um autovetor de A com autovalor A\, entdao v é também um

autovetor de A — pI com autovalor A — p.
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P10. O maior autovalor de uma matriz positiva definida é real e positivo, logo os compo-

nentes do respectivo autovetor também o sao.

P11. Os autovalores de uma matriz simétrica ou de uma matriz Hermitiana sao reais.

P12. Os autovetores de uma matriz simétrica real ou de uma matriz Hermitiana, corre-

spondentes a autovalores distintos sao ortogonais.

P13. Uma matriz simétrica real pode ser fatorada em A = QAQ7, com autovalores em A
e respectivos autovetores ortogonais em ().

P14. Se A éreal, entao seu polinomio caracteristico € real, e os seus autovalores complexos

devem ocorrer em pares conjugados complexos.

P15. Os autovalores de uma matriz triangular sao os elementos da sua diagonal.

A.2.1 Condicionamento dos Autovalores

Nesta subsecao sao apresentados alguns resultados classicos da teoria de perturbacao
de autovalores, os quais fornecem medidas da sensibilidade de qualquer problema de
autovalor.

Definicao A.2.2 Seja A € C™" e seja A = XAX ! uma decomposicao espectral de A.

Os nimeros de condi¢ao de Jordan do problema de autovalor associado a A, sao definidos
por

i = mind [ XD DX o}, e = min{ [ XD DX e}, (A3)

onde D é o conjunto de todas as matrizes diagonais inversiveis.

Define-se também o nimero de condigao associado ao autovalor \;, |s;| ™!, por

*

lujllz - flv;ll2"

(A4)

Sj:

onde u; e vj sao autovetores a direita e a esquerda de A, associados ao autovalor A;.

Observagao A.2.3 Se \; é um autovalor simples, entdo = e y sdo Unicos e |s;| é unica-
mente determinado. O ntimero |s;|~! fornece uma medida da sensibilidade do autovalor

Aj, a pequenas perturbagdes nas entradas da matriz A, [131].

O teorema A.2.4 fornece uma outra forma de calcular K, quando os autovalores de A

sao simples.
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Teorema A.2.4 Se todos os autovalores de A sao simples, entdo
Kp =[5 T so| T s T (A.5)

Demonstracao: A demonstragao é encontrada em [104].

O préximo teorema fornece algumas relagoes envolvendo o niimero de condigao |s;| 7.

Teorema A.2.5 Suponha que todos os autovalores de A sao simples. Entao

n—1

D*(4) 1
L<|s;| 7t < |14+ —2 1<57< A6
onde §; = min |N; — A\p| e D(A)* = ||A||% =320, [A\j?. Além disso o niimero de condigio
1<k<n
k#j
kp(X) = | X|[p| X7 |p, satisfaz
"1 1 max; ||6;X*1||2

m < HF(X) <n-: max
J

, e (A.7)
s mim, e X1

Demonstracao: A desigualdade (A.6) e a desigualdade a esquerda de (A.7) seguem do
Teorema 5 e do Teorema 3, de Smith [104], respectivamente. Para provar a desigualdade
a direita de (A.7), defina os vetores u} = e*X = Xej, os quais sao autovetores

a esquerda e a direita de A, associados ao autovalor )\j, usando a definicao de kp(X) e

(A.4), segue que

n n
_ 2 -1
_;HXGJHQJ;HG;X ||2 Z ‘8]‘2 ’ He*X 1H2ZH€*X ||2

Basta agora, limitar os termos na soma.
O

O ntimero D(A)?, chamado desvio da normalidade de A (departure from normality),
fornece uma medida de quao perto uma matriz esta de ser uma matriz normal. Se A for
uma matriz normal, D(A)? = 0. Além disto, os autovalores de uma matriz normal sdo

perfeitamente bem condicionados.

O proximo teorema apresenta uma estimativa do erro entre os autovalores da matriz
A, e os autovalores da matriz perturbada A + F, ou seja, apresenta uma estimativa do

comportamento dos autovalores em funcao da perturbacao nas entradas da matriz.
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Teorema A.2.6 Se \ é um autovalor de A+ E € C™" ¢
XTYAX = A = diag(\y, -, \n),

entao

min) A=Al < &(X)]|E|..

AEA(A

Demonstragao: A demonstragdo pode ser encontrada em [59].

A.3 Decomposigao em Valores Singulares (SVD)

Nesta secao é apresentada uma ferramenta da Algebra Linear Computacional muito
poderosa, que facilita o trabalho com problemas de posto incompleto, e que é de fun-

damental importancia no desenvolvimento deste trabalho.

Teorema A.3.1 ( Decomposigdo em Valores Singulares (SVD)) Seja A € C™",uma
matriz com posto d. Entao existem matrizes ortogonais U € C™*™ eV € C™", e uma

matriz diagonal ¥ € C™"; tais que:

A=UxVT (A.8)
onde a matriz ¥ € da forma:
(%51
o
¥ = ’
On
COmaoy 2> 092>+ 2>203>0q11 = =0, =0.

Demonstragao: Veja [59].

Os numeros o; sao chamados valores singulares de A, enquanto os vetores u; e v; sao
chamados vetores singulares a esquerda e a direita de A, respectivamente.

Geometricamente falando, a SVD de A mostra que existem duas bases ortogonais, a
saber, as colunas de U e V, tais que a aplicacao A, de C" em C™, é representada por uma
matriz diagonal X2, cujas entradas sao ntimeros reais.

A partir das relacoes A*A = VX2V* e AA* = UX?U, verifica-se que a SVD estd
fortemente relacionada com as decomposicoes espectral das matrizes hermitianas A*A e
AA*.
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Se rank(A) = d, a equagao (A.8) pode ser rescrita como:

‘/1*

A=, L] T {VQ

:| - U121V1*, (Ag)

onde U; e Vi sao as d primeiras colunas das matrizes U e V respectivamente, Uy e V5
sao as m — d e n — d ultimas colunas das matrizes U e V respectivamente, e. Y; =
diag(oy, -+ ,04). A ultima decomposi¢ao é chamada SVD reduzida. Assim, a matriz A
pode ser escrita como um produto de matrizes de posto d, ou como a soma de d matrizes
de posto 1.

Tem-se ainda que:

N(A) = span{vgi1, - ,vn},
R(A) = span{uy,---,uq},
N(A*) = span{ugi1, - , Un},
R(A*) = span{vy,---,v4}.

A SVD também fornece informagao sobre a norma-2 e a norma Frobenius de A

1AlE = of+--+0,, p=min{m,n},
[A]l2 = o,
A

inw = o,; (m>n).

w0 el

Ainda mais, definindo-se Aj, como: A, = ¥¥_o;uvl, Kk < p, demonstra-se que (veja, por

exemplo, [59, Teor. 2.5.3]):

min  ||A — Blls = ||A — Agll2 = 0k, (A.10)

rank(B)=k
ou seja, A é a matriz de posto k£ mais préxima de A.

Abaixo, sao listadas as principais projecoes ortogonais associadas com a SVD. Suponha
que A satisfaz as condigoes do teorema A.3.1, e as matrizes U e V sao particionadas como
em (A.9), entdo:

ViVi'= projecao em N (A)+ = R(A*)
Vo Vy= projecao em N (A)
U,U;= projegao em R(A)

UsUj= projecao em R(A)T = N(A4%)
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A.3.1 Sensibilidade dos Valores Singulares

Suponha que A € C™*" possui posto d, nesta secao é feito um breve estudo dos efeitos de
uma perturbacao em A, nos seus valores e vetores singulares. O teorema a seguir, é um
resultado classico da teoria de perturbacao de valores singulares, e afirma que os valores

singulares sao bem condicionados em relagao a perturbagoes:

Teorema A.3.2 Seja A e A= A+ E € C™", m > n com valores singulares o; tal que
012092 "+20p, € 012092 "2 0p,
respectivamente. Entao:
jos —ai| < [E]2

n

dYoloi—al < Bl

i=1
Deste teorema decorre que os n — d valores singulares da matriz A sdo da ordem de || E||2,

uma vez que ogy1 = --- = 0, = 0. E desta forma a matriz A se comporta como sendo de
posto completo.

Quanto aos efeito da perturbagao nos vetores singulares, eles também sao estimados
na ordem de ||E||2, veja [105].

A.4 Pseudo Inversa

ada uma matriz a pseudo inversa de ambém con hecida como inversa de
Dad triz A € C™*", d de A, tamb hecid d

Moore-Penrose, é definida através das seguintes condigoes:

(1) AATA=A  (2) ATAAT = A
(3) (AAT)* = AAT (4) (ATA)* = ATA

Como AAT = U U, tem-se que AAT é a projecao ortogonal sobre R(A), e ATA = ViV
é a projecao ortogonal sobre R(A*). Em particular, a pseudo inversa pode ser definida
pela SVD truncada d e A:

Al = ViyTUy (A.11)

em que Uy, V1, e ¥ sdo dadas como em (A.9). Observe que se m = n, e se posto(A) = m,
entao AT = A~1,

Define-se também o numero de condi¢ao de A, por
k= || All ]| ATl2, (A.12)

o qual fornece uma medida da sensibilidade do problema Az = b, a perturbagoes em A.
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A.5 Problemas de Quadrados Minimos Lineares

O Problema de Quadrados Minimos Lineares (PQML) consiste em, dados um vetor b € C™

e uma matriz A € C™", m > n, encontrar um vetor z € C", tal que Az é a “melhor

aproximacao” para b, isto é, resolver:

min ||Az — b2 (A.13)
zeC™

O vetor x é chamado solucao de quadrados minimos, e o vetor r = b — Ax, é o vetor de
residuos.

O préximo resultado caracteriza o conjunto de todas as solugoes do PQML (A.13).

Teorema A.5.1 Seja S = {x € C"/||Ax — b||a = min} o conjunto de todas as solugoes

de (A.13). Entdo, x € S se e somente se ocorre a sequinte condi¢ao de ortogonalidade
A*(b— Az) =0 (A.14)
Demonstragao: A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [26, pag. 5].

O Teorema acima afirma que o vetor de residuos de uma solucao de quadrados minimos,
r=0b— Az, estd em N(A*). Consequentemente, qualquer solu¢cao do PQML decompde,

de maneira tnica o vetor b em duas componentes ortogonais
b=Ar+r, AxeR(A), re N(A").

Esta propriedade é ilustrada geometricamente na figura A.1.

b

/ A2
Az

Figura A.1: Interpretacao Geométrica do PQML

Da equacao (A.14) segue que a solucdo de quadrados minimos satisfaz as equagoes

normais

A*Ax = A*D. (A.15)
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A matriz A*A € C™" é Hermitiana e semi definida positiva, sendo definida positiva
se e somente se rank(A) = n. Assim, se rank(A) = n, entdo a tnica solugao de quadrados

minimos x, e o correspondente vetor de residuos r, sao dados por;
v = (A"A)T A, r=b— A(A*A) A%,

Se rank(A) < n, entdo A possui um espaco nulo nao trivial, e a solu¢ao de quadra-
dos minimos nao € unica, porém, entre todas as solugoes existe uma unica solucao que
minimiza ||z||2, veja o préximo teorema.

A SVD é uma poderosa ferramenta para resolver PQML, pois as matrizes ortogonais

que transformam A em uma matriz diagonal (A.8) nao alteram a norma-2 dos vetores.

E apresentado a seguir uma resultado que se aplica tanto a sistemas sobre-determinados

como a sub-determinados.

Teorema A.5.2 Considere o problema de quadrados minimos lineares geral

min 2]}, S = {z € €"/|}b— Az, = min},

em que A € C™" erank(A) = d < min{m,n}. Entao o problema sempre possui solu¢do

unica, a qual pode ser escrita em termos da SVD de A como

—1
ﬁ:A%:V<§ 8)UW (A.16)

1

onde X1 = diag(oyt, 05, o).

Demonstragao: A demonstragdo pode ser encontrada em [26].

A.5.1 Problemas de Quadrados Minimos Totais

Em muitas aplicagoes existem problemas onde a matriz A nao é precisamente conhecida.
Por exemplo, A pode ser disponivel apenas por medidas, ou pode ser uma aproximacao
de um operador. Assim, é necessario desenvolver métodos que levem em conta os erros

tanto em A como em b. Um destes métodos é o de Quadrados Minimos Totais (TLS).

Definicao A.5.3 Considere um sistema de equacoes sobredeterminado , tal que Az ~ b.
Dizemos que T é uma solucao do problema de quadrados minimos totais, se Z é solucao
do sistema consistente

r=b,
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em que A e b resolvem o problema

min [|(4; b) — (A; )| (A.17)
(A;b)

sujeito a

be R(A).
A solucao de um problema TLS pode ser obtida pela SVD. De fato, seja
(A;0) = UXV*, S =diag(61, -+, 0n11),

onde U*U = I, VAV = ni1 €01 > 2>0p01 > 0.

Pelo Teorema 1.2.9 em [26], os valores singulares de A,

o2 20,20
entrelacam os valores singulares de (A;b), i.e.
0120120922 +--2 0, 2> 0p > Opyl-

Assuma que posto(A) = n, ou seja que g, > 0. Se 6,41 = 0, entdo segue que b € R(A).
Neste caso, o sistema original, Az = b, é compativel, e pode-se tomar (E;r) = 0. Se

Oni1 > 0, entdao b € R(A)e do teorema de Eckart-Young-Mirsky, [70, pag |, segue que

. > . |
posto(A+I%}£~_7«)<n+1 H( 7T) HF On+1

Se ocorrer
O > Opq1 =+ Opg1, k<,

entao o minimo ¢ atingido para qualquer perturbacao de posto 1 da forma

. — . NVK < J— i N
(E;r) = —(A;0)00%, 0 €S =span|[igy1,- -+, Opi1ls
onde g1, -+ ,U,r1 520 0S vetores singulares a direita, correspondentes a Ggy1,- - ,0pni1-
Se €541 = (0,---,0,1)* é ortogonal a S, entdo o problema TLS nao possui solugao.

Assuma que é possivel encontrar um vetor ¢ € S, cuja (n+ 1)-ésima componente, v é nao

@:(i):—y(_ﬂ), x=—y'2 (A.18)

nula. Entao, com
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tem-se

—7(A+E;b+r)( v

- ) = (A+ B+ )0 = (A;b)(I — 96°)d = 0.

Portanto (A 4+ E)x = b+ r, o que mostra que x é solu¢gdo do problema de quadrados

minimos totais. Usando (A.18), a perturbagao minima pode ser escrita como

(Eir) = <) (£ ) -1 =20 )

onde
F=b—Az, =1+ |z[]3)~"

O proximo teorema fornece uma condigao suficiente para que o problema (A.17) possua
solucao tunica.

Teorema A.5.4 Sejam o1 > 01 > ---0, > 0 0s valores singulares de A. Se o, > 11,

entdo o problema de quadrados minimos totais possui solu¢ao unica.

Demonstragao: A demonstragao pode ser encontrada em [26] ou [70].

A.6 Angulo entre Subespacos
Sejam § e X dois subespacos em C™ cujas dimensoes satisfazem
p=dim(S) > dim(X) = ¢ > 1.
Os angulos principais entre S e X, 6;,--- .0, € [0, 7/2] sdo definidos recursivamente por

cos(f;) = maxmaxu'v = ujv
( ) ueS veX k

sujeito a:
Jul = |lv]=1
uw'u; = 0 1=1,---,k—1
vy, = 0 1=1,---,k—1
Observe que os angulos principais satisfazem 0 < 6; < -.- < 6, < 7/2. Os vetores

{uy, - ,uy}t e {v1, -+ ,v,} sdo chamados vetores principais entre os subespagos S e X.
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O maior angulo principal esta relacionado com a nocao de distancia entre subespacos,
que possuem a mesma dimensdo. Se p = ¢, entao dist(S, X) = /1 — cos(6,)? = sen(6,).

Se as colunas de Qs € C"™*? e Qy € C™*? definem bases ortonormais para S e X
respectivamente, entao:

max max u v = max maxy (Qx z.
u€eS vEX yeC? ze(? y <QSQX>

ull=1"Jlvll=1 lyll=1 ll=ll=1
A relacao entre os angulos principais e a SVD é dada no teorema abaixo:

Teorema A.6.1 Suponha que Qs € C™*P e Qr € C™*? sao bases ortogonais dos sube-
spacos S e X. Considere a SVD

M:QEQX:YCZ*, C:diag(01,~- ,O'p)

onde oy > 09 > -+ > 0,, Y'Y = Z*7Z = 1,. Entao os angulos e vetores principais sao
dados por
coslp, =0, U=QsY, V=QxZ.

Demonstragao: A demonstragdo pode ser encontrada em [26].
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