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Algumas Aplicacoes

1. Solucao de EDP’s: Vibracoes Livres
de uma Corda

Método de Galerkin: (Strang e Fix)

A: X — Y Op. lineare X, Y espacos com produto
interno <, >y, <, >vy.

Ax =y, x="

|deia basica: Construir xy ~ z, zny € Xy C X.

Se {¢;}, k=1: N, base de Xy,

n

TN = Z cir, Residuo: r =1y — Axy,
k=1

Os ¢}, sdo calculados através da condic3o:
r L Xy, ouequiv. <r,9;>=0. (1)
Cond. (1) é equiv. a
Ac =0, (2)
apj =< A, ; >, by =<y, >



Equacao da Onda:

Uy + €a(x)uy = Uy, x € [0, 7], € >0,
{ u(t,0) = u(t,m) = 0. (3)
u(0,2) = h(x), w(0,z) =0,

Sol. Aprox. u,(z,t) qu sin(kx)  (4)

Produto interno: < f, g >:/ f(z)g(x)dz.
0

Base: ¢y =sin(kx), k=1:n.

Residuo:
B 82'&71 4 ( )aun . a2un
T e TN e T o
=) [(t) + eal@)qu(t) + Kqu(t)] sin(ka)
k=1

Cond. de Galerkin:
rl;, & / rsin(kj)dr =0, j=1:n.
0



M=-1,, K= gdiag(l, 22,...,n%), e C tal que

Chj = /OW a(x)sin(kx)sin(jx)dx.

Calculo de q(t) = [qi(t), ..., qu(t)]':

Polinomio Quadratico Associado

P(A\) = M) +eCA+ K,
X : matriz de autovet./vet. gen. a direita de P(\)

A : matriz de autovalores

¢(t) = XeMa, o e,
As condicoes iniciais

g(0) =n, ¢(0)=0

implicam que « : € solucao do sistema linear

[)?(A]a:[g]'



Resumo:

U + €a(x)uy = Uyy, x € [0, 7], € >0,
u(t,0) = u(t,m) = 0. (6)
u(0,2) = h(x), w(0,z) =0,

Sol. Aprox.

(2, 1) = ) qi(t) sin(kz)
k=1

Método de Galerkin:
{ Mq(t) + eCq(t) + Kq(t) = 0,

(0 =heR". 0 =o0err.

Polindémio Quadrético: P(\) = MA* + eCA + K,

X, A : matrizes de autovet/vet. gen. e autoval. de

P())
Sol. de (7): q(t) = XeMa,

SERG!
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Resultados Numéricos:

Uy + €a(x)uy = Uy, x € [0, 7], € >0,
u(t,0) = u(t, ) = 0.
u(0,z) = h(x), u(0,2z) =0,

alz) =2*(r —x)* =6, 6 =27, e=0.1
Posicao Inicial:
w(0,z) = h(z) = —0.12"%(z — 7)
n = 380

Posicao da Corda em trés tempos diferentes
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ao da corda em fatias de tempo
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Posicao da corda em fatias de tempo, € = 2.5:
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2. Recuperagao de Harmonicos (HR)

Modelo Exponencial:

Sk —

M&
Q?T‘

d
E : oz]+zwj Atk

1, \j # )\k, At : Taxa Amostragem

j
ri, \j € C, \)\\

|/\ I

Problema HR: Dada s, = s, +¢, € C, k=0: L.

5

0 ‘; 2
Tempo (seg.)
Encontrar
e d : Nimero de componentes

e Estimarivas para 7, o, w; ()‘j)
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Aplicacdes Correntes:

e Ressonancia Magnética Nuclear (NMR) (valor de
pH de tecidos, concentracdo de metabolismo, etc)

e Procesamento digital de voz

e Estimativa de Frequéncias de vibracao e amorte-
cimentos de sistemas vibratorios.

e Biologia, Geofisica, etc

Dificuldades
e O nimero de componentes é desconhecido
e Os sinais s3o contaminados por ruidos

e Sinais compostos por exponenciais com parametros
muito diferentes podem fornecer curvas muito préximas
umas das outras



s1(t) = 0.305¢ /0633 4 2 202¢~1/0-225
so(t) = 0.0951e~" 4 0.8607e /0333 1 1 557¢=4/0-2,

1T
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2.1. Abordagem Polinomial (Prony 1795)

Os \'s sdo zeros de um Polinomio de grau d
d

PO =[O\ =A) = coterd+- -+ A+ 2,

j=1
com ¢; (j = 1: d — 1) satisfazendo
d

E CiSjti = 0.

J=0

Meétodo: Assumindo d conhecido, L = 2d

1. Resolver o sistema:

S1 S2 Sd Co Sd+1
S2 S3 Sd+1 C1 | Sd+2
| SL—d SL—d+1 """ SL—1 | [ Gd—1 _ | SL

2. Construir o polindmio P(\) e determinar suas raizes

>‘j _ e(ozj—I—zwj)At.

3. Usar os A's para determinar os coef. 7;.
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As raizes de um polinomio podem ser sensiveis a pe-
quenas perturbacoes nos coeficientes

Pol. Wilkinson (Wilkinson 1963)

p(N) =TT (A —3j) = (A= 1A =2)--- (A —20).
= )\20 —|—619>\19 + -0+ Cl>\—|— Co.

Polinémio com coeficientes perturbados:

PN = A0+ oA+ TN+ G

~

ci=ci(l+exry), e=10"" re[-1,1]
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Generalizacao:

[ Sy St+1 " Si+N-1 |
S S . S
H(€> _ €-+1 €.+2 E—.FN 7 6 Z 0.
| St+M—-1 St+M """ SIHMAN-2 | jro N
= VARV,
] 1 . 1 ]
M\ Ao o\
Vie=1| A A - A ,
M—1 \M-1 M—1
i >‘1 >‘2 Co )‘d Jd Mxd

A:dlag<)\17 7)\d>7 € R:diag(’rh”' 7Td)'

Teorema 1 Se M, N > d,
rank(H (£)) = n.

Consequéncia: Se osinal é livre de ruidos o niimero

de componentes do sinal pode ser detectado do
rank de H (/)
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Teorema 2 Seja
Pyn(X) = MW e AV o)+ e,
tal que c = [cg, ..., cn—1]! € solugdo de
H(l)c=—H({ + 1)ey, (8)
Entio A(P(A) = {A1,..., AU{A, AW )

Ainda mais, se ¢ € a sol. de norma minima (c*),
entdo |A(P(A\))] < 1.

Aj (7 =1:d): Zeros do sinal,
)\E:) (k=1: N —d) : Zeros esptirios.

Meétodo:

1. Resolver (8) usando M, N suficientemente grandes.
2. Encontrar as raizes de Py()\)

3. Separar as raizes \'s das A\(9)'s

e O célculo de ¢ precisa da SVD (Decomp. Val.
Singulares)

e Trabalho computacional desnecessario com /N grande.
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2.2. Abordagem de Subespaco

Matriz de Inform. : H({) = VyyA'RVL, £ > 0.
Espaco Coluna (Espaco Sinal): span(H (¢)) = span(Vyy).

1 1 ... 1
M\ ) VRN

V=1 M A - A ,

AR T

|deia chave: Se A, B sao tal que
A : M — 1 primeiras linhas de V),
B : M — 1 dltimas linhas de V),
AN = B.
Se A, B sao formadas analogamente mas a partir de

outra base V do Espaco Sinal, entdo existe T' d X d
(matriz de Transi¢do) tal que

AT =B, AT)={\,...,\}.

Como calcular ¥V ? Como calcular T' ?
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Método de Kung
A matriz de transicao é calculada via psedo-inversao:

AT = B < T = A'B.
AT - Pseudo-inversa de A.

Método: (S. Kung (1984)

1. Calcular a SVD da matriz de Informacao:

S0 [ v .
mmamwﬂ&xjhﬂzm&m.

e escolher como base do Sub. Sinal o span(Uy).

2. Particionar

Ul:[il] :[€] ,u,vE@d
Mxd v Mxd

3. Calcular a matriz de transicao de acordo com

Tk = A'B
= (I +

*

uu

JA*B.

1 — u*u
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Resumo:
e Abordagem Polinomial: As raizes do polinomio
PyA) =X +en MV e+ g

s3o calculadas como autovalores da matriz
(00 ---0 —cq

10 -0 —c
Ci=1(01--0 —c

00 - 1 —eyoa | o

e Métodos de subespaco reduzem o custo do pro-
blema de autovalor de NV x N para d X d.

e No caso de dados com ruidos a SVD associa a
parte “mais importante” da matriz de informacdes
H = H + E aos maiores valores singulares.

~

- ~ |3 0
H0)=[U Uy]| !

~

0 2

N>|<
4

*
Vs

Neste caso, utiliza-se a SVD “truncada”

~

H(0) ~ U2,V

e procede-se como no caso livre de ruidos.
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SVD (Singular Value Decomposition):

Toda matriz A m X n pode ser fatorada como

A=UxV?, (9)

U= [uly---aun]mxma V = [Ulv"'vvn]nxn
¥ = diag(o1,09,...,04)

01209+ 20, > 0pp] = Opgg =0, =0,

Decomp. (9) é equiv. a:

A= alulvlT + JQUQU2T + e 4 anunvg (10)

Resultado Importante: Se

Ay = ouv] + ogugvy 4 -+ ol (11)

Entdo: ||A — Agll2 = 0141 (12)

Consequéncia: Se g5, > 0,41 ~ 0, entdo A =~ A,
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3. Identificacao de Sistemas

U
Sistema Y

Input Output

Modelo Linear Continuo

[ a(t) = Acx(t) + Beul(t)
S { y(t) = Cex(t) + Deuft),

Modelo Linear Discreto

S . L X = Agxy + Bguy
|l yr = Cgxi+ Dguy,

A : Matriz do Sistem (n X n),

B : Matriz de Controle (n x q),

C' : Matriz de Observacgio (p x n) ,
D : Matriz de Transmiss3o (p X q),
n : Ordem do Sistema

21

Prob. 1: Dados ¢ sinais de entrada e p sinais de

saida, encontrar as matrizes A, B,C. D .
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Modelo de Segunda Ordem:
Mii(t) + Cul(t) + Ku(t) = f(t).

M, C, K : Matrizes n X n (Massa, Amortec. e Rig.)

v 28 P o7

1
301 29 )

1
I23"|'22'" 21 <
1 1 x

26 1 251 24
1 1

|14 > |1'3"' ! 12 /11

1 f’l LD L

Protétipo de um prédio de 3 andares
Prob. de Autov.: P(u)x = (Mp*+ Cu+ K)x = 0.

Autovalores : p; = o + wy,

a; : Amortecimento

w;j : Frequéncias naturais de vibragcao
x; - Modos de vibragao

Prob. 2: Dados ¢ sinais de entrada e p sinais de
saida, encontrar as frequéncias naturais, fat. de amort.
e modos de vibracdo do sistema.

Como se relacionam os sinais de entrada/saida: f, u
com os auto-pares de P(u) ?
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Sistema no dominio de Laplace:

(Ms* + Cs + K)u(s) = f(s),
u(s) = £(u(t)), f(s) = £(f(t)),

Relagdes entrada/saida:
Dom. Laplace : u(s) = H(s)f(s),
H(s) = (Ms*+Cs+K)™', s € C,(Matriz de Transf.)

Dom. Tempo : u(t fo (t —7)f(7)dr.

h(t) = £71[H(s)] (Matriz. Resposta ao Imp.)
n
= Z a:jxjre“jt - xj:ijreﬂjt,
j=1
Para ¢ entradas e p saidas:
h(t) = ¢ diag(ett!, - et el ... efnl) [,

gb [qbl) SRR ¢TL7 ?_517 s 7_&%]}9)(2717
LT [117"'7ln7l17"'7ln]q><2n

¢; : j-€ésimo modo do sistema
l; : j-ésimo fator de participagdo modal
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Como calcular os parametros modais: {¢;,l;, ii;}, a
partir de dados discretos hg, hy, ..., h?

3.1 Abordagem Polinomial Matricial

H,s(¢) : Matriz Hankel em blocos de ordem M x N
comM=rxp, N=sXayq,

he  hegr oo hepso1
Hr3(€> _ h£-|-1 h€:+2 hﬁ:-l-s 7 g Z O
i h€+r—1 hf—H“ T h€+r+s—2 |
= O,AC,,

A =diag( A1, s A, A M), A = et

¢
o= | ¢

| oA

, Cs=[LAL --- A°'L).

Teorema 3 Sempre que min{r, s} > 2n, tem-se

rank (O, ) = rank(Cs) = rank(H, 4(¢)) = 2n, £ > 0.
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Método das referéncias Multiplas
|deia chave: como
Hyo(€) = [ha(£), ha(0), ... hs(L)],
hi(l)=OANTL, j=1:5
4 matrizes Ay, Ay, ..., A1 q¢ X g, tal que
hi(0)Ag + ho(0) Ay + - - + hy(€) Ay = hy(L +1).

Equiv.:
C A ] C A ]
O,A'C, fh = O,\""L < C, 1‘?1 = N°L.
i As—l _ i As—l _
4

LA+ALA 4+ +NT2LA, (+N LA, { = AL,

= {\;,l,;} sdo auto-pares do polinémio matricial:

PN = 1IN — A N+ — A\ — Ay,
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Método: (Vold, Roklin)

1. Para ¢ fixo, encontrar A;, 7 = 1: s —1 a partir do
sistema linear em blocos

H, ()X 4= —hy(l+1).
2. Determinar auto-pares {\;,;} (I/; autovetor a es-
querda) do polindmio
PN =IX + A, X4 AN+ Ay,

a partir da matriz companheira

00 --- 0 —Ay |
I, 0 --- 0 =4

Ca= 1|01, --- 0 — Ay . (13)
00 - I, _As—l_

3. Separar os auto-pares de interesse e encontar a
matriz de modos ¢ usando a relacio ¢A*L = hy,.

e Problema de autovalor de ordem ¢ X s potencial-
mente elevada.

¢ A(Ca) = {Ay ooy Ay Aty A U2

7=1
Como separar os \'s dos \(©)'s ?
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Método de Subespaco: Opt. Pseudo-Inv. Alg.

0| [V
Ha0) =00 | 0 |V | = tasvr

Relacdo chave:
Hr,s<€ + 1> — HT,S(€>CA7 t> 0,
)
C,C'y = ACs.

()
App = VI C,Vy = (CV1)TA(CVY).

Método: (Bazan e Bavastri 1996)

1. Para ¢ fixo, calcule a SVD da matriz H, 4(¢) e
estime a ordem do sistema através do nimero de
valores singulares nao nulos dessa matriz.

2. Calcule os autovalores A's a partir da matriz Agp
e os fatores de participacao modal como

L' =[I, 0]yxgsV1X.
X sendo matriz de autov. a esq. de Apgp.

3. Calcule os modos ¢; analogamente ao metodo poli-
nomial.
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Resumo:

e Abordagem Polinomial: Os autovalores \'s sdo au-
tovalores do polinomio

PN =IX + A, X 4 AN+ A,

e calculadas da matriz companheira em blocos

00 - 0 —Ay
IO - 0 —A

Ca=|0 1, - 0 —A
00 Ty = A | (g

e Métodos de subespaco reduzem o custo do pro-
blema de (¢ X s) X (q X s) para 2n X 2n.

e No caso de dados com ruidos a SVD associa a
parte “mais importante” da matriz de informacoes

H = H + E aos maiores valores singulares.
> 0 ||V
0 X || VY

Neste caso, utiliza-se a SVD “truncada”

~

H(0) = Uy Uy)

~

H(0) ~ U2, V;

e procede-se como no caso livre de ruidos.



