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Algumas Aplicações

1. Solução de EDP’s: Vibrações Livres
de uma Corda

Método de Galerkin: (Strang e Fix)

A : X −→ Y Op. linear e X, Y espaços com produto
interno <,>X , <,>Y .

Ax = y, x =?

Ideia básica: Construir xN ≈ x, xN ∈ XN ⊂ X.

Se {ψj}, k = 1: N, base de XN ,

xN =
n∑

k=1

ckψk, Reśıduo: r = y −AxN ,

Os ck são calculados através da condição:

r ⊥ XN , ou equiv. < r, ψj >= 0. (1)

Cond. (1) é equiv. a

Ac = b, (2)

ak,j =< Aψk, ψj >, bk =< y, ψk >
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Equação da Onda:


utt + εa(x)ut = uxx, x ∈ [0, π], ε > 0,
u(t, 0) = u(t, π) = 0.
u(0, x) = h(x), ut(0, x) = 0,

(3)

Sol. Aprox. un(x, t) =
n∑

k=1

qk(t) sin(kx) (4)

Produto interno: < f, g >=

∫ π

0

f(x)g(x)dx.

Base: ψk = sin(kx), k = 1: n.
Reśıduo:

r =
∂2un
∂t2

+ εa(x)
∂un
∂t
− ∂2un
∂x2

=

n∑

k=1

[q̈k(t) + εa(x)q̇k(t) + k2qk(t)] sin(kx)

Cond. de Galerkin:

r ⊥ ψj, ⇔
∫ π

0

r sin(kj)dx = 0, j = 1: n.

⇓
{
Mq̈(t) + εCq̇(t) +Kq(t) = 0,

q(0) = ĥ ∈ IRn, q̇(0) = 0 ∈ IRn.
(5)
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M =
π

2
In, K =

π

2
diag(1, 22, . . . , n2), e C tal que

ck,j =

∫ π

0

a(x) sin(kx) sin(jx)dx.

Cálculo de q(t) = [q1(t), . . . , qn(t)]T :

Polinômio Quadrático Associado

P (λ) = Mλ2 + εCλ +K,

X : matriz de autovet./vet. gen. à direita de P (λ)

Λ : matriz de autovalores

q(t) = XeΛtα, α ∈ C2n,

As condições iniciais

q(0) = ĥ, q̇(0) = 0

implicam que α : é solução do sistema linear

[
X
XΛ

]
α =

[
ĥ
0

]
.
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Resumo:




utt + εa(x)ut = uxx, x ∈ [0, π], ε > 0,
u(t, 0) = u(t, π) = 0.
u(0, x) = h(x), ut(0, x) = 0,

(6)

Sol. Aprox.

un(x, t) =
n∑

k=1

qk(t) sin(kx)

Método de Galerkin:{
Mq̈(t) + εCq̇(t) +Kq(t) = 0,

q(0) = ĥ ∈ IRn, q̇(0) = 0 ∈ IRn.
(7)

Polinômio Quadrático: P (λ) = Mλ2 + εCλ + K,

X , Λ : matrizes de autovet/vet. gen. e autoval. de
P (λ)

Sol. de (7): q(t) = XeΛtα,

α =

[
X
XΛ

]−1 [
ĥ
0

]
.
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Resultados Numéricos:


utt + εa(x)ut = uxx, x ∈ [0, π], ε > 0,
u(t, 0) = u(t, π) = 0.
u(0, x) = h(x), ut(0, x) = 0,

a(x) = x2(π − x)2 − δ, δ = 2.7, ε = 0.1

Posição Inicial:

u(0, x) = h(x) = −0.1x7/2(x− π)

n = 80

Posição da Corda em três tempos diferentes
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Posição da corda em fatias de tempo:
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Posição da corda em fatias de tempo, ε = 2.5:
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2. Recuperação de Harmônicos (HR)

Modelo Exponencial:

sk =
d∑

j=1

rjλ
k
j =

d∑

j=1

rje
(αj+ıωj)∆tk,

rj, λj ∈ C, |λj| ≤ 1, λj 6= λk, ∆t : Taxa Amostragem

Problema HR: Dada s̃k = sk + εk ∈ C, k = 0: L.

0 1 2
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Tempo (seg.)

Encontrar

• d : Número de componentes

• Estimarivas para rj, αj, ωj (λj)



10

Aplicações Correntes:

• Ressonância Magnética Nuclear (NMR) (valor de
pH de tecidos, concentração de metabolismo, etc)

• Procesamento digital de voz

• Estimativa de Frequências de vibração e amorte-
cimentos de sistemas vibratórios.

• Biologia, Geof́ısica, etc

Dificuldades

• O número de componentes é desconhecido

• Os sinais são contaminados por rúıdos

• Sinais compostos por exponenciais com parâmetros
muito diferentes podem fornecer curvas muito próximas
umas das outras
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s1(t) = 0.305e−t/0.633 + 2.202e−t/0.225

s2(t) = 0.0951e−t + 0.8607e−t/0.333 + 1.557e−t/0.2.
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(a): s1(t), s2(t) . (b): Mesmos sinais em escala semilogaritmica



12

2.1. Abordagem Polinomial (Prony 1795)

Os λ’s são zeros de um Polinômio de grau d

P (λ) =
d∏

j=1

(λ−λj) = c0 +c1λ+ · · ·+cd−1λ
d−1 +λd,

com cj (j = 1: d− 1) satisfazendo

d∑

j=0

cjsj+i = 0.

Método: Assumindo d conhecido, L = 2d

1. Resolver o sistema:




s1 s2 · · · sd
s2 s3 . . . sd+1
... ... · · · ...

sL−d sL−d+1 · · · sL−1







c0

c1
...

cd−1


 = −




sd+1

sd+2
...
sL


 ,

2. Construir o polinômio P (λ) e determinar suas ráızes

λj = e(αj+ıωj)∆t.

3. Usar os λ’s para determinar os coef. rj.
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As ráızes de um polinômio podem ser senśıveis a pe-
quenas perturbações nos coeficientes

Pol. Wilkinson (Wilkinson 1963)

p(λ) =
∏20

j=1(λ− j) = (λ− 1)(λ− 2) · · · (λ− 20).

= λ20 + c19λ
19 + · · · + c1λ + c0.

Polinômio com coeficientes perturbados:

p̃(λ) = λ20 + c̃19λ
19 + · · · + c̃1λ + c̃0.

c̃j = cj(1 + ε ∗ rj), ε = 10−10, r ∈ [−1, 1]
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Generalização:

H(`) =




s` s`+1 · · · s`+N−1

s`+1 s`+2 . . . s`+N
... ... · · · ...

s`+M−1 s`+M · · · s`+M+N−2



M×N

, ` ≥ 0.

= VMΛlRV T
N ,

VM =




1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λd
λ2

1 λ2
2 · · · λ2

d
... ... · · · ...

λM−1
1 λM−1

2 · · · λM−1
d



M×d

,

Λ = diag(λ1, · · · , λd), e R = diag(r1, · · · , rd).

Teorema 1 Se M,N ≥ d,

rank(H(`)) = n.

Consequência: Se o sinal é livre de rúıdos o número
de componentes do sinal pode ser detectado do
rank de H(`)
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Teorema 2 Seja

PN(λ) = λN + cN−1λ
N−1 + · · · + c1λ + c0,

tal que c = [c0, . . . , cN−1]T é solução de

H(`)c = −H(` + 1)eN , (8)

Então Λ(P (λ)) = {λ1, . . . , λd}∪{λ(e)
1 , . . . λ

(e)
N−d }.

Ainda mais, se c é a sol. de norma mı́nima (c+),
então |Λ(P (λ))| < 1.

λj (j = 1: d) : Zeros do sinal,

λ
(e)
k (k = 1: N − d) : Zeros espúrios.

Método:

1. Resolver (8) usandoM,N suficientemente grandes.

2. Encontrar as ráızes de PN(λ)

3. Separar as ráızes λ’s das λ(e)’s

• O cálculo de c+ precisa da SVD (Decomp. Val.
Singulares)

• Trabalho computacional desnecessário comN grande.
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2.2. Abordagem de Subespaço

Matriz de Inform. : H(`) = VMΛlRV T
N , ` ≥ 0.

Espaço Coluna (Espaço Sinal): span(H(`)) = span(VM).

VM =




1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λd
λ2

1 λ2
2 · · · λ2

d
... ... · · · ...

λM−1
1 λM−1

2 · · · λM−1
d



M×d

,

Ideia chave: Se A,B são tal que

A : M − 1 primeiras linhas de VM

B : M − 1 últimas linhas de VM

AΛ = B.

Se A,B são formadas analogamente mas a partir de
outra base V do Espaço Sinal, então existe T d × d
(matriz de Transição) tal que

AT = B, Λ(T ) = {λ1, . . . , λd}.

Como calcular V ? Como calcular T ?
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Método de Kung

A matriz de transição é calculada via psedo-inversão:

AT = B ⇔ TK = A†B.

A† : Pseudo-inversa de A.

Método: (S. Kung (1984)

1. Calcular a SVD da matriz de Informação:

H(0) = [U1 U2]

[
Σ1 0
0 Σ2

][
V ∗1
V ∗2

]
= U1Σ1V

∗
1 .

e escolher como base do Sub. Sinal o span(U1).

2. Particionar

U1 =

[
u∗

A

]

M×d
=

[
B
v∗

]

M×d
, u, v ∈ Cd

3. Calcular a matriz de transição de acordo com

TK = A†B

= (I +
uu∗

1− u∗u)A∗B.
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Resumo:

• Abordagem Polinomial: As ráızes do polinômio

PN(λ) = λN + cN−1λ
N−1 + · · · + c1λ + c0

são calculadas como autovalores da matriz

Cf =




0 0 · · · 0 −c0

1 0 · · · 0 −c1

0 1 · · · 0 −c2
... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 −cN−1



N×N

.

• Métodos de subespaço reduzem o custo do pro-
blema de autovalor de N ×N para d× d.

• No caso de dados com rúıdos a SVD associa a
parte “mais importante” da matriz de informações
H̃ = H + E aos maiores valores singulares.

H̃(0) = [Ũ1 Ũ2]

[
Σ̃1 0

0 Σ̃2

][
Ṽ ∗1
Ṽ ∗2

]

Neste caso, utiliza-se a SVD “truncada”

H̃(0) ≈ Ũ1Σ̃1Ṽ
∗

1

e procede-se como no caso livre de rúıdos.
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SVD (Singular Value Decomposition):
Toda matriz A m× n pode ser fatorada como

A = UΣV T , (9)

U = [u1, . . . , un]m×m, V = [v1, . . . , vn]n×n

Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σn)

σ1 ≥ σ2 · · · ≥ σr > σr+1 = σr+2 = · · · σn = 0,

Decomp. (9) é equiv. a:

A = σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2 + · · · + σnunv

T
n (10)

Resultado Importante: Se

Ak = σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2 + · · · + σkukv

T
k (11)

Então: ‖A− Ak‖2 = σk+1 (12)

Consequência: Se σk � σk+1 ≈ 0, então A ≈ Ak
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3. Identificação de Sistemas

Input Output

u y
- -Sistema

Modelo Linear Cont́ınuo

S :

{
ẋ(t) = Acx(t) +Bcu(t)
y(t) = Ccx(t) +Dcu(t),

Modelo Linear Discreto

S :

{
xk+1 = Adxk + Bduk
yk = Cdxk +Dduk,

A : Matriz do Sistem (n× n),
B : Matriz de Controle (n× q),
C : Matriz de Observação (p× n) ,
D : Matriz de Transmissão (p× q),
n : Ordem do Sistema

Prob. 1: Dados q sinais de entrada e p sinais de
sáıda, encontrar as matrizes A,B,C,D .
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Modelo de Segunda Ordem:

Mü(t) + Cu̇(t) +Ku(t) = f(t).

M,C,K : Matrizes n× n (Massa, Amortec. e Rig.)
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Protótipo de um prédio de 3 andares

Prob. de Autov.: P (µ)x = (Mµ2 + Cµ +K)x = 0.

Autovalores : µj = αj + ıωj,
αj : Amortecimento
ωj : Frequências naturais de vibração
xj : Modos de vibração

Prob. 2: Dados q sinais de entrada e p sinais de
sáıda, encontrar as frequências naturais, fat. de amort.
e modos de vibração do sistema.

Como se relacionam os sinais de entrada/sáıda: f, u
com os auto-pares de P (µ) ?
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Sistema no doḿınio de Laplace:

(Ms2 + Cs +K)u(s) = f(s),

u(s) = £(u(t)), f(s) = £(f(t)),

Relações entrada/sáıda:

Dom. Laplace : u(s) = H(s)f(s),

H(s) = (Ms2+Cs+K)−1, s ∈ C, (Matriz de Transf.)

Dom. Tempo : u(t) =
∫ t

0 h(t− τ )f(τ )dτ.

h(t) = £−1[H(s)] (Matriz. Resposta ao Imp.)

=
n∑

j=1

xjx
T
j e

µjt + xjx̄
T
j e

µ̄jt,

Para q entradas e p sáıdas:

h(t) = φ diag(eµ1t, · · · , eµnt, eµ̄1t, · · · , eµ̄nt) L,
φ = [φ1, . . . , φn, φ̄1, . . . , φ̄n]p×2n,
LT = [l1, . . . , ln, l̄1, . . . , l̄n]q×2n

φj : j-ésimo modo do sistema
lj : j-ésimo fator de participação modal
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Como calcular os parâmetros modais: {φj, lj, µj}, a
partir de dados discretos h0, h1, . . . , hL?

3.1 Abordagem Polinomial Matricial

Hrs(`) : Matriz Hankel em blocos de ordem M × N
com M = r × p, N = s× q,

Hrs(`) =




h` h`+1 · · · h`+s−1

h`+1 h`+2 . . . h`+s
... ... · · · ...

h`+r−1 h`+r · · · h`+r+s−2


 , ` ≥ 0

= OrΛ`Cs,
Λ = diag(λ1, . . . , λn, λ̄1, . . . , λ̄n), λj = eµj∆t

Or =




φ
φΛ

...
φΛr−1


 , Cs = [L ΛL · · · Λs−1L].

Teorema 3 Sempre que min{r, s} ≥ 2n, tem-se

rank(Or) = rank(Cs) = rank(Hr,s(`)) = 2n, ` ≥ 0.
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Método das referências Múltiplas

Ideia chave: como

Hr,s(`) = [h̆1(`), h̆2(`), . . . h̆s(`)],

hj(`) = OrΛ`+jL, j = 1 : s

∃ matrizes A0, A1, . . . , As−1 q × q, tal que

h̆1(`)A0 + h̆2(`)A1 + · · · + h̆s(`)As−1 = h̆s(` + 1).

Equiv.:

OrΛ`Cs




A0

A1
...

As−1


 = OrΛ`+sL⇐⇒ Cs




A0

A1
...

As−1


 = ΛsL.

⇓

LA0+ΛLA1+· · ·+Λs−2LAs−1+Λs−1LAs−1 = ΛsL.

⇒ {λj, lj} são auto-pares do polinômio matricial:

Ps(λ) = Iλs − As−1λ
s−1 + · · · − A1λ− A0,
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Método: (Vold, Roklin)

1. Para ` fixo, encontrar Aj, j = 1: s− 1 a partir do
sistema linear em blocos

Hr,s(`)XA = −h̆s(` + 1).

2. Determinar auto-pares {λj, lj} (lj autovetor à es-
querda) do polinômio

Ps(λ) = Iλs + As−1λ
s−1 + · · · + A1λ + A0,

a partir da matriz companheira

CA =




0 0 · · · 0 −A0

Iq 0 · · · 0 −A1

0 Iq · · · 0 −A2
... ... . . . ... ...
0 0 · · · Iq −As−1



. (13)

3. Separar os auto-pares de interesse e encontar a
matriz de modos φ usando a relação φΛkL = hk.

• Problema de autovalor de ordem q × s potencial-
mente elevada.

• Λ(CA) = {λ1, . . . , λn, λ̄1, . . . , λ̄n}∪ {λ(e)
j }s×q−2n

j=1

Como separar os λ’s dos λ(e)’s ?
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Método de Subespaço: Opt. Pseudo-Inv. Alg.

Hr,s(`) = [U1 U2]

[
Σ1 0
0 Σ2

] [
V T

1

V T
2

]
= U1Σ1V

T
1

Relação chave:

Hr,s(` + 1) = Hr,s(`)CA, ` ≥ 0,

m
CsCA = ΛCs.

m
ABB

.
= V T

1 CAV1 = (CsV1)−1Λ(CsV1).

Método: (Bazán e Bavastri 1996)

1. Para ` fixo, calcule a SVD da matriz Hr,s(`) e
estime a ordem do sistema através do número de
valores singulares não nulos dessa matriz.

2. Calcule os autovalores λ’s a partir da matriz ABB

e os fatores de participação modal como

LT = [Iq 0]q×q·sV1X.

X sendo matriz de autov. à esq. de ABB.

3. Calcule os modos φj analogamente ao metodo poli-
nomial.
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Resumo:

• Abordagem Polinomial: Os autovalores λ’s são au-
tovalores do polinômio

Ps(λ) = Iλs + As−1λ
s−1 + · · · + A1λ + A0,

e calculadas da matriz companheira em blocos

CA =




0 0 · · · 0 −A0

Iq 0 · · · 0 −A1

0 Iq · · · 0 −A2
... ... . . . ... ...
0 0 · · · Iq −As−1




(q×s)×(q×s)

.

• Métodos de subespaço reduzem o custo do pro-
blema de (q × s)× (q × s) para 2n× 2n.

• No caso de dados com rúıdos a SVD associa a
parte “mais importante” da matriz de informações
H̃ = H + E aos maiores valores singulares.

H̃(0) = [Ũ1 Ũ2]

[
Σ̃1 0

0 Σ̃2

][
Ṽ ∗1
Ṽ ∗2

]

Neste caso, utiliza-se a SVD “truncada”

H̃(0) ≈ Ũ1Σ̃1Ṽ
∗

1

e procede-se como no caso livre de rúıdos.


