Autovalores de Polinomios
Matriciais: Sensibilidade,
Computacao e Aplicacoes

Fermin S. V. Bazan

Universidade Federal de Santa Catarina
Departamento de Matematica
E-mail: fermin@mtm.ufsc.br

http//:www.mtm.ufsc.br/~fermin
Rio de Janeiro, 30 de Julho 2003



Sensibilidade de Autovalores|

1. Condicionamento de um problema

Input Output

f: X =Y, X,Y :Esp. normados (R", C", etc.),
r € X :entrada, y= f(xr) €Y : resposta

Ex. 1: Solucdo de um sistema linear
Axr =b, x =7
f:R"— R"

b—x=f(b)=A"1

Ex. 2: Cilculo de raizes de um polindmio
PA) =0, X=?

f:C"—=C
a=lag,...,an_1]" —= X= f(a), /

a0+a1>\+---+an1)\”_1+>\”: .

Como se comporta a resposta (solu¢do) do problema
perante pequenas variacdes nos dados de entrada 7
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e Prob. bem condicionado: pequenas variacoes nos
dados de entrada produzem pequenas variacoes na
resposta.

e Prob. mal condicionado: pequenas variacoes nos
dados de entrada podem produzir grandes per-
turbacoes nos dados de saida.

Casol: X =Y =R, f:R—-R, 2#0,y=
flz) #0
dx : variacdo em &

0y = f(x + dx) — f(x) : variagdo em y

Variacdo absoluta:
oy = f(z +6x) — f(z) = f'(x)6x + O(0x)*.

O erro abs. em y devido a variagdes de tamanho |0
pode ser grande se | f'(x)| é grande !

Variacao relativa:
oy xf'(r) 0w
y  fle) @
O erro relat. em y devido a variacdes relativas em x
pode ser grande se |z f'(x)|/|f(x)| é grande !

+ O(dx),
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A sensibilidade do problema depende dos niimeros

|f'(z)] ou |zf'(x)|/|f(z)] (Ndmero de condi¢io)

y

. oy
lim sup ——, para erros abs.
0—0 6z|<8 ox

K(f)(x) = < -
lim sup Y /| a:]) para erros relat,
=0 J5r<s Y] " |zl

\

[ |f'(z)|, para erros absolutos

zf'(x)
f(z)

_/\

, para erros relativos.
\

Exemplo: Calcular y = log(x).

Neste caso, f(x) = log(x) :
_ S (=) L
S e e

k(f)(x) é grande para x = 1 e o problema é mal
condicionado.




Caso 2: X =R"™ Y =R",
[ X=Y&fiR'"=R, j=1:n
y=fz) ey = filr,...,2n), j=1:n,

= fi(x+0x)— f;(x) : variagdo da j-ésima comp.
devido a var. em todas as variaveis x;, 1 =1 : m.

= fi(z + 0x) — Z af] 5%

f; 0f;
0y <Z 5| 10 <max\6xz|2 A
< mzaxwxz- -m?XZZ; gi‘z :

Usando a norma do maximo:

10y lloc < 17 f loc |02 .
J f . matriz Jacobiana de f.

A variacdo absoluta em ¥y a variacoes absolutas em x
depende do niimero ||J f || ( Nimero de Condi¢go ?)
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Definicao 1 Numero de condicao do problema f,

no ponto x :
(
lim, sup H(SfH, (err. abs.)
) 020 yisz)<s H&CH
o oy sup ol /HéxH (err. relat.)
0 gz IF@N el

Qual a sensib. do prob. de calcular as raizes
de

p(t) =t" + an_lt"_l + -+ ait +ag, ag # 0,7

Assuma: v € uma raiz simples, ou seja,

p(v) =0, p'v)#£0.
Aqui: v: R" — C, v =v(a), a=lag,ai,...,a,-1]".
definida implicitamente através de
@] + ap @]+t (@)
—|—CL1[V<CL>] +ag = 0.

A sensib. do prob. depende da norma da matriz Ja-
cobiana:

ov Ov v

J(v) = [6‘—610’ 0—a1’ Cee 5’%—1]
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Nimero de condi¢cdo da raiz v, na norma-2 (erros abs.)

1
K(v)(a) = L+ 24 [v]4, ... 4 p P,
' (v)] \/
Para o Polinomio de Wilkinson:
20
p(t) =]t —4) = (t=1)(t—2)---(t — 20).
j=1

A raiz v = 15 tem aprox.

167 x 107 x 15"

k(v)(a) =~ = ~ 5.1 x 10",
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Qual a Sensib. do Problema de calcular a sol.
de um sistema de eq. lineares?

Problema: Ax =0, x="

Formulacao tedrica:

f:R"— R",
b— x = f(b) = A"'b ( b: dados de ent.)

Neste caso: Jacobiana: Jf(b) = AL,

( ||A_1|| (‘err. abs. )

RO =N o4
| AT

(err. relat.)

O problema de resolver o sistema linear Ax = b pode
ser muito sensivel a pequenas variacoes em b quando
|A~Y| é muito grande.

No caso de errros relativos:
£(F)(b) < [JA[[J AT

e a cota pode ser atingida para certo vetor b |
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Qual a Sensib. do Problema de calcular os
autovalores de uma matriz?

Formulac3o tedrica:
f.C"" = C,
A A= f(A)
Sujeito a Az = Az ( A: dados de ent.)

Se )\ : variagdo em \ (simples) devido a uma variagdo
0A em A, e y autovetor a esquerda

sy Y 0Ax
Yyt
Y
A _ liellallyllz
[0 Al el
oA 2yl
k(A A) < lim < :
A 4) 16A]l2—0 ||0A||2 ly* x|

k(A, A) pode ser muito grande quando |y*z| ~ 0
e neste caso o autovalor \ pode ser muito sensivel a
pequenas perturba¢des em Al (tipico para matrizes
ndo simétricas, veja exemp. pag. 56)
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2. 1 Sensibilidade de Autoval. de Pol. Ma-
triciais: Abordagem Polinomial

Po(A) = A"+ Ay Ao+ Ag : Pol. exato

PN = X" 4+ A XN+ Ay (A R A)Y)

~

Se A+ d : autovalor de P,,(\) e x + dx : autovetor
associado, e

1649, 8A1, -+, 6Amalla <6, 64, = A — A

Para autovalores simples (Tisseur e Higham 2000):

L O]
k(A P) = %12%) Sup{ 5

Sujeito a P (X + 0N)(x + 6z) = 0.

Teorema 2 Se \ autov. simples, x,y : autovet.
associados,

yll2]|]2
ly* Py (N)x],

com n = \/1+ |)\\2+ ‘)\‘4+...+ ‘)\|2(m—1).

k(N P)=n




11

2.2 Sensibilidade de Autoval. de Pol. Ma-
triciais: Abordagem da Matriz Compan-
heira

C'4 : matriz companheira em blocos assoc. a P,,(\) :

0 I, 0 --- 0
0 0 I, - 0
Cy= : S R :
0 0 R
__AO _Al _Am—l_

A : autovalor simples

¢,r : autovetores associados, a esquerda e a direita,
respect.

Nimero de Condi¢do de Wilkinson (Wilkinson 1963)

Cl|2||7
K\, C) = |||€2*‘7‘“|H2'

Ambos os numeros k(\, P) k(\,C4) sdo de tama-
nhos comparaveis
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Ex.: Um Prob. de Autovalor Quadratico.
Py(N\) = NI+ A M+ Ay : Pol. associado ao sistema

M(t) +eCq(t) + Kq(t) =0, €>0.

M = g], K = gdiag(12, v ,nQ), C = [Ck,j]

( 0 se k + j for impar,

1 1
127 — se k+ j for pare k # 7,

(k+35)"  (k—j)"

7\

ij =

™ 2.7 N 37
\ 60 2 Y

se k=7.

Os espectro de P,,(\) (equiv. de C'4) é formado por
autovalores complexos conjugados e a sensibilidade
dos autovalores depende de € e a dimensdo n
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