H-Calculo 1 - PAM
Prof.: Ivan Pontual Costa e Silva— 1* Prova (Admissao) — 24/03/10
ALUNO(A):

Leia com Atencgao:

e Contarao pontos a clareza das idéias e a precisao no raciocinio; evite escrever
em excesso ou pouco demais.

e Ao fazer as questdes 2 a 4 abaixo, mas ndo na questio 1, vocé pode fazer as
contas normalmente, sem se preocupar com as propriedades (P1)-(P12), bem
como usar propriedades basicas de médulo de nimeros reais e propriedades
de inteiros, racionais, etc., que vocé aprendeu no segundo grau, com excegao,
é claro, do que se pede explicitamente que se prove.

1) Prove as afirmagoes abaixo para ndmeros reais a,b, usando as proprieda-
des (P1)-(P12), defini¢bes e proposigoes vistas em sala, indicando claramente a
propriedade, proposicdo ou defini¢ao usada em cada passo.

a) [1.5 pt.] Se 0 < a,b, entdo a < b se, e somente se, a® < b>.

b) [1.5pt] a>0« 1 >0.
2) [2.0 pts.] Assumindo a desiguladade triangular, prove que
] = 1yl < |z =yl

para quaisquer z,y € R.

3) Admita que V/2 é irracional.

a) [1.0 pt.] Prove que para todo n € N, ﬁﬁ é irracional (Sugestdo: nao é

necessario usar inducao!).

b) [1.5 pt.] Aceite, sem provas, o seguinte fato: para todo nimero real a, existe
um ndmero natural n tal que n > a (pode parecer incrivel, mas é impossivel
provar isso usando as propriedades (P1)-(P12)!). Use isto e (a) para provar
que para qualquer ntimero real a > 0, existem um racional 7 e um irracional
itaisque 0<r<ael<i<a.

4) [2.5 pts.] Prove que o Principio de Indugéo usando o Principio da Boa
Ordenagao.

“Fu uso a palavra “prova” nao no sentido dos advogados, para os
quais duas meias-provas equivalem a uma plena, mas no sentido dos
matemdticos, para os quais uma meia-prova = 0, e se requer de uma

prova que qualquer duvida de sua validade seja impossivel.”



C.F. Gauss (1777-1855), matemdtico alemao.

“There’s no sense in being precise when you don’t even know what
you’re talking about.”

J. von Neumann (1903-1957), matemaético hiingaro-americano.



Propriedades Algébricas Fundamentais dos Niumeros Re-
ais:

(P1) a+(b+c¢)=(a+b)+c

(P2) a+0=0+a=a

(P3) a4+ (—a)=(—a)+a=0

(P4) a+b=0b+a.

(P5) a-(b-c)=(a-b)-c

(P6) a-1=1-a=a;1#0

(P7) a-at=a"'-a=1, para a #0.
(P8) a-b=1b-a

(P9) a-(b+c)=a-b+a-c

Propriedades de Ordem:

Existe P subconjunto de nimeros tais que

(P10) Para um nimero qualquer a, uma e apenas uma das seguintes
alternativas é valida:

(i) a € P,
(ii) (—a) € P,
(iii) a = 0.
(P11) Se a e b estdao em P, entdo a+b € P.
(P12) Se a e b estdao em P, entdo a-b € P.

Podemos entao definir:

a<b®Ep aE by (—a)eP



