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Resumo 
Neste artigo analisamos a co-existência de 

espécies num sistema de dois níveis tróficos, 
com duas espécies de presas e uma espécie 
predadora. Em um primeiro caso consideramos 
um sistema presa-predador com as espécies 
interagindo e, posteriormente estudamos o 
efeito switching no sistema. O efeito switching é 
o deslocamento da preferência do predador 
para um determinado tipo de presa. No  
trabalho [23], os autores estudaram esse tipo 
de comportamento,  conseguindo-se a co-
existência das espécies em um sistema de dois 
níveis tróficos com as mesmas espécies. Nele 
as funções de densidade das presas foram 
consideradas do tipo logístico incluindo  um 
efeito switching seguindo as funções de Tansky 
no caso n=1. Dando continuidade a esse 
trabalho, neste artigo analisamos a co-
existência das espécies inserindo no modelo a 
eficiência de consumo das presas pelo 
predador e considerando o efeito switching no 
caso geral. A comparação dos resultados 
obtidos nas simulações numéricas de ambos 
os sistemas, com e sem switching, mostram 
que o sistema estabiliza com a inclusão do 
efeito switching, mantendo assim a co-
existência das espécies.  

 
1. Introdução 

 O modelo clássico de Lotka-Volterra para 
multi-espécies tem gerado muitas pesquisas no 
estudo das interações de populações do tipo 
presa-predador. Uma das linhas de estudo 
considera o fato de alguns predadores 
polífagos deslocarem sua preferência para uma 
determinada presa, dependendo da freqüência 
relativa desta. Um predador que se alimenta de 
várias espécies de presa não ataca todos os 
tipos indiscriminadamente. Quando um tipo de 
presa torna-se escasso no meio ambiente, o 
predador pode parar de procurar por esta 
espécie totalmente e começar a caçar uma 

outra espécie mais abundante [10]. Este tipo de 
comportamento do predador é conhecido como 
switching, ou deslocamento da preferência do 
predador para um determinado tipo de presa 
agindo como uma influência estabilizadora na 
interação das espécies. O comportamento 
dinâmico e as propriedades switching em 
sistemas presa-predador foram estudados por 
Murdoch [7], Tansky [11], Mukherjee [16], 
Matsuda [14] entre outros. Estes e outros 
estudos realizados com o efeito switching do 
predador mostraram que este pode estabilizar 
o sistema como um todo e garantir a co-
existência e a competição permanente das 
espécies [10-14,16]. Isto está baseado em 
fatos empíricos, experimentais e teóricos 
realizados por muitos autores [1, 7-17, 19]. Em 
particular Matsuda [13] considerou que os 
efeitos switching podem ser determinados por 
comportamentos estratégicos do predador, 
denominando-os como “Evolutionary Stable 
Strategies, ESS”. Mukherjee e Roy [16] 
estudaram sistemas mais complexos 
adicionando o estudo de estabilidade 
assintótica global e local com o switching do 
predador. Já Pelletier (2000) fez um estudo dos 
modelos de multi-espécies de Lotka-Volterra e, 
usando métodos numéricos, afirma que 
sistemas mais complexos são mais estáveis 
quando considerado o efeito switching do 
predador. 
 À exceção de Mukherjee [16], todos os 
trabalhos anteriormente citados consideram 
que a função de densidade das presas tem um 
crescimento exponencial. Uma forma mais 
realística é considerar um crescimento logístico 
como foi feito em Vilcarromero [23]. Isto leva a 
uma modelagem mais complexa simulando a 
realidade com mais precisão. Em [23] foi 
mostrado a co-existência das espécies do 
sistema presa-predador com o switching do 
predador, onde o switching é caracterizado 
usando funções de Tansky [11] no caso n=1, 



atuando em cada uma das funções de 
densidade que descrevem o comportamento 
das presas. Dando continuidade a [23], este 
artigo além de considerar o comportamento 
logístico das presas leva em consideração a 
eficiência do consumo das presas pelo 
predador e o caso geral das funções de Tansky 
para o efeito switching como será visto na 
formulação do problema na Seção 2. A Seção 
3 descreve a metodologia utilizada e na Seção 
4 será feito o estudo de estabilidade e 
apresentado os resultados. Por último, nas 
conclusões, são discutidos os resultados deste 
artigo. 
 

2. Formulação do Problema 
 
 Usando o modelo geral de Lotka-Volterra 
para multi-espécies e dando continuidade ao 
trabalho desenvolvido em [23], nesta seção 
formulamos o problema a ser tratado 
considerando um sistema de dois níveis 
tróficos com duas presas e um predador. 
 Lotka [2] e Volterra [3] estabeleceram um 
modelo clássico dado por um conjunto de 
equações diferencias ordinárias da forma: 
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onde X = [x1,…,xn]´ e Y = [y1,…,yn]´ são, 
respectivamente, as densidades das presas e 
dos predadores. As funções F = [f1,…,fn]´, G = 
[g1,…,gn]´, U = [u1,…,un]´ e V = [v1,…,vn]´ 
representam a reprodução das presas 
(crescimento intrínseco), mortalidade da presa 
devido à predação, reprodução do predador e 
mortalidade do predador, respectivamente. 
 Com a intenção de trabalhar com um 
modelo mais realístico, em [23] o problema foi 
modelado usando as funções de Tansky no 
caso n=1: 
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e um crescimento logístico na população das 
presas da forma: 
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onde ri e ki são constantes positivas que 
indicam a taxa de reprodução da presa i e a 
capacidade de suporte do meio para a presa i, 
(i = 1, 2). respectivamente. 
    Neste trabalho vamos considerar uma 
população com dois níveis tróficos e três 

espécies: duas presas e um predador. 
Consideramos um crescimento logístico para 
as presas como em (2), modificamos a função 
de densidade do predador e incluimos um 
efeito switching usando as funções de Tansky 
no caso geral, como será visto mais adiante 
nas equações (4) e (5) respectivamente. 
 Para facilitar a notação do sistema de 
equações diferenciais (1), consideramos as 
duas primeiras espécies como sendo as 
presas, x1 e x2 , e a última espécie como sendo 
a do predador, x3 = y. Assim, a variável 
predatória será colocada no vetor de densidade 
das espécies X, isto é, X = [x1, x2, x3]´. 
 Partimos do suposto de que não há 
competição entre as presas e que elas não 
interagem com presas de outras espécies. 
 O problema é formulado apresentando dois 
modelos considerando-os com e sem o 
switching do predador respectivamente. 
  O modelo sem switching do predador é o 
modelo clássico de Lotka-Volterra dado por: 
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 No modelo, ri é a taxa de crescimento 
intrínseco da presa i (i = 1,2), ki é a capacidade 
de suporte do meio para a presa i (i = 1,2), r3, é 
a taxa de mortalidade do predador, ai é o 
coeficiente da eficiência de procura do 
predador em relação a presa i (i=1,2), e ci é a 
resposta numérica (taxa de reprodução) do 
predador ao consumir a presa i, (i = 1, 2). 
Todos estes valores utilizados são 
considerados constantes. 
 Modelos com switching têm efeito na 
estabilidade das populações. Isto está baseado 
em fatos empíricos, experimentais e teóricos de 
muitos autores [1, 7-17, 19]. Para o modelo 
com switching são utilizadas as funções dadas 
por Tansky [11]: 
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Na equação (4), a potência n é denominada 
intensidade do switching, fornecendo uma 
formulação geral ao modelo em estudo neste 
trabalho.  
 

 
Fig.1 Densidade populacional do modelo sem switching, 
como uma função do tempo. a)Variação no tempo das 

populações x i ,i=1,2,3. b)Retrato de fase. c)Plano de fase 

das espécies x1, x3., mostrando a instabilidade. d)Plano de 
fase das espécies x2, x3 e o seu ciclo limite. 
  
Usando essas funções temos o seguinte 
modelo com switching: 
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onde r3 é a taxa de mortalidade natural do 
predador e ci. é a resposta numérica (taxa de 
reprodução) do predador ao consumir a presa i, 
(i = 1, 2). Observe que podemos reproduzir o 
modelo clássico de Lotka-Volterra ao fazer as 
funções A1(x1, x2) e A2(x1, x2 ) como sendo as 
constantes a1, a2 (da equação (3)) 
respectivamente. 
 
3. Metodologia  
 
 Para determinar a estabilidade dos sistemas 
com e sem switching em primeiro lugar são 
obtidos os possíveis pontos de equilíbrio não 
triviais fazendo uso do método de Newton- 
Raphson. Depois, usando a matriz do sistema 
linearizado, analisamos a estabilidade dos  
pontos de equilíbrio obtidos usando o método 
de Routh-Hurwitz. Por último, escolhendo a 

condição inicial (tomando o ponto de equilibrio 
como referência) encontramos a solução do 
sistema através do método de Runge-Kutta. 

Consideremos em primeiro lugar, o modelo 
sem ação do efeito switching. As equações que 
governam o modelo foram dadas em (3) e, 
como obtido em [23], leva à extinção de uma 
das espécies. 
No segundo caso é considerado o efeito 
switching no sistema. Considerando-se as 
funções fornecidas na equação (4), o sistema é 
dado por: 
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onde os parâmetros são definidos como na 
equação (3). 
  Toda vez que o predador se alimenta de 
alguma presa, a taxa de crescimento da 
população do predador e a taxa de mortalidade 
da presa escolhida são modificados pelo 
mesmo fator, assim os termos de interação 
relativa aparecem em ambos os sistemas (3) e 
(6). 
 
4. Resultados 
 

Simulando e comparando os modelos dados 
em (3) e (6), para diversos valores de n e o 
mesmo conjunto de parâmetros, pode-se 
observar a influência estabilizadora do efeito 
switching do predador. 
 A Fig. 1 mostra as trajetórias de cada uma 
das espécies do modelo sem o switching do 
predador, dado pela equação (3). Para diversos 
conjuntos dos parâmetros ri, ki e ai escolhidos, 
observou-se a instabilidade do ponto de 
equilíbrio não trivial, em que uma das espécies, 
a espécie x1, vai para a extinção (Fig. 1 (a)) 
num intervalo de tempo menor do que 40 
unidades de tempo. Na mesma figura (1b, c, d) 
exibe o retrato de fase e os planos de fase 
desse sistema. Temos o ponto de equilíbrio 
(x1

*, x2
*, x3

*) instável cujas espécies projetadas 
no plano de fase x1x3, evoluem numa trajetória 
em que x1 vai para extinção (Fig. 1 (c)). Já na 
projeção do retrato de fase do sistema no plano 
x2x3, a trajetória é de tipo ciclo limite (Fig. 1 (d)).  
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Fig 2. Co-existência das espécies para n = 1: a) evolução 
das trajetórias de cada espécie no tempo, b) o retrato de 
fase, c) e d) os planos de fase e estabilidade assintótica. 
Constantes consideradas no modelo: r1 = 1.0, r2 = 1,5, r3 = 
1.5, k1 = k2 = 5000, a1 = 0.2, a2 = 0.5. Ponto de co-
existência: x*

1  = 6.27, x
*
2  =3.75 , x

*
3 =8.1.  

  
Considerando-se os mesmos parâmetros e 

as mesmas condições iniciais do modelo (3), 
simulamos os resultados teóricos do modelo 
com switching do predador dado pela equação 
(6). 
Nas Fig. (2), (3) e (4), podemos observar a 
evolução das trajetórias para cada uma das 
espécies em que n é igual a 1, 5, 20 e 100. 
Neste caso, também temos a estabilidade do 
ponto de equilíbrio não trivial ou ponto de co-
existência das espécies (Fig. 2 (b) e Fig. 3 (b)), 
 

 
Fig.3. Quando n = 5 o comportamento das trajetórias são 
similares no retrato e nos planos de fase. Neste caso, a 
estabilidade assintótica acontece quando as espécies 
assumem os valores x1 = 5.0, x2  = 4.6, x3 = 7.98. 
 

confirmando esses resultados nos planos de 
fase das figuras (Fig. 2 (c,d) e Fig. 3 (c,d)). Há 
uma diferença de escalas quando comparamos 
com a Fig. 1 (a) pelo fato de uma das espécies 
ir à extinção quando t está perto de 40 
unidades de tempo, enquanto que as outras 
permanecem oscilantes no tempo. Já em 
ambos casos das Fig. 2 , 3 e 4, as trajetórias 
estabilizam num tempo maior a 60 unidades 
para atingir a co-existência.  

Também, pode-se observar que quando n é 
maior que 5 a co-existência é atingida num 
tempo menor quando comparado ao caso de n 
igual a 1.  
 

 

 
 Fig. 4. Evolução das trajetórias nos casos n = 5, 20 e 100. 
Quanto maior for o valor de n, a estabilidade é atingida em 
menor tempo e a co-existência permanece. Para valores de 
n entre 20 e 100 não há muita diferença entre os valores 
dos pontos fixos obtidos para conseguir a estabilidade 
assintótica: x*

1  = 4.8, x
*
2  =4.8 , x

*
3 = 7.98..  

  
 
Conclusões 
 
 Neste trabalho foi analisada uma 
generalização do modelo clássico Lotka-
Volterra com e sem o acréscimo de um termo 



que caracteriza o efeito switching do predador. 
Ambos modelos foram comparados para 
estudar o comportamento de uma população 
de duas presas e um predador. 
 Em [21, 22], foi analisado analiticamente o 
efeito da variação da resposta funcional do 
modelo presa-predador do tipo Rosenzweig-
MacArthur. Em [24], usamos inequações 
matriciais lineares para estudar a estabilidade 
local de sistemas chaveados (ou switching 
systems) utilizando duas aproximações 
diferentes, e em [23] conseguimos a co-
existência das espécies num sistema com duas 
presas e um predador, com e sem o efeito 
switching, usando as funções de Tansky [11] 
no caso mais simples. 
 Considerando-se o modelo presa-predador 
sem acrescentar o efeito switching do 
predador, foi observado neste artigo, que para 
diferentes conjuntos de parâmetros sempre 
uma das espécies de presa vai à extinção.
 Entretanto, acrescentando-se as funções 
switching ao modelo, as trajetórias convergem 
assintoticamente para seu ponto de equilíbrio, 
Isso foi observado nos planos de fase das Fig. 
2 e 3. Isto significa que ao considerarmos o 
caso geral do switching do predador 
estabilizamos o sistema como um todo 
garantindo a co-existência permanente das 
espécies.  
 Tomando diferentes valores para n, 
constatamos (Fig. 4) que quanto maior o valor 
de n mais rápida a convergência do sistema 
para o seu ponto de equilíbrio. 
 Os resultados numéricos obtidos neste 
trabalho, assim como em [23], são a 
continuidade de uma nova linha de pesquisa na 
qual estamos trabalhando: o switching do 
predador em sistemas de populações. 
Pretendemos continuar o estudo analisando a 
estabilidade do ponto de equilíbrio usando 
outras técnicas como desenvolvidas em [24, 
25], assim como associar uma função de 
controle ao efeito switching do sistema. 
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