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Resumo

Dado um grupo localmente compacto G, definiremos o que vem a ser C*(G),
a C*-algebra de G. Provaremos que sempre existe a C*-algebra de G e que ela é carac-
terizada pelo fato de que as representacoes unitarias e continuas de G estao em bijecao
com as *-representacoes nao-degeneradas de C*(G). Sendo assim, para classificar as repre-
sentagoes de G basta classificar as s«-representagoes de C*(G), o que representa um grande
ganho de simplicidade.

No caso de G ser abeliano caracterizaremos a sua C*-algebra em termos do
teorema de Gelfand. Mais especificamente, provaremos que a C*-dlgebra de G é (isomorfa

a) Co(G), onde G é o grupo caracter de G.



Abstract

Given a locally compact group G, we will define what comes to be C*(G),
the group C*-algebra of G. We will prove that always there is the group C*-algebra of G
and that it is characterized by the fact that the continuous unitary representations of G
are in bijection with the non-degenerate *-representations of C*(G). Hence, to classify the
representations of G is enough to classify the x-representations of C*(G), what represents
a great gain of simplicity.

In the case of G to be abelian we will characterize its C*-algebra in terms
of Gelfand’s theorem. More especifically, we will prove that the group C'*-algebra of G is
(isomorphic to) Co(G), where G is the character group of G.
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Introducao

Dado uma *-algebra de Banach B, existe a C*-algebra C*(B) associada a
B, chamada a C*-algebra envolvente de B, com a propriedade que toda *-representacao
de B se “extende” naturalmente a uma *-representacao de C*(B). Desta maneira estudar
as #-representacoes de B é o mesmo que estudar as x-representacoes de C*(B).

Por outro lado, dado um grupo localmente compacto GG, podemos associar
a G a x-dlgebra de Banach Li(G), chamada a algebra de grupo de G. Uma propriedade
importante de L1(G) é que existe uma correspondéncia biunivoca entre as representagoes
unitdrias e continuas de G e as #-representacoes nao-degeneradas de Li(G). Portanto
se definirmos a C*-dlgebra de G (denotada por C*(G)) como sendo a C*-dlgebra envol-
vente de Li(G), entao existe uma bijegao entre as representagdes unitdrias de G e as
x-representagoes nao-degeneradas de C*(G).

O caso comutativo reserva uma discussao especial. Se G é abeliano entao
define-se outro grupo abeliano @, chamado o dual (ou grupo caracter) de G, como sendo
o conjunto de todos os homomorfismos continuos de G em S'. Prova-se que G ¢ um grupo
topolégico localmente compacto e que G como espaco topoldgico é homeomorfo ao espectro
da dlgebra L (G), isto é, o espago IT(E) de todos os funcionais lineares multiplicativos nao-
nulos de L1(G) em C. Prova-se ainda que o espectro de L1(G) é homeomorfo ao espectro
de C*(G). Por outro lado, o teorema de Gelfand diz que a C*-algebra comutativa C*(G)
é isomorfa a Co(Cf(E)). Como conclusao temos que se G é um grupo topoldgico abeliano
localmente compacto entdo a C*-dlgebra de G é (isomorfa &) Co(G). Este é o resultado
principal desta dissertacao de mestrado e é apresentado ao final do trabalho.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo apresentamos uma breve exposicao de resultados sobre
grupos topoldgicos e medida de Haar sobre tais grupos.

No capitulo 2, construimos a teoria de convolucao de func¢des e medidas,

necessdria para definir as dlgebras L1(G) e M(G) (a algebra de medidas complexas sobre



(), e damos algumas propriedades de tais dlgebras relacionando-as sempre que possivel
as propriedades de G.

Dedicamos o capitulo 3 a uma breve exposicao da teoria de algebras de
multiplicadores. Uma pergunta interessante é: qual é a algebra de multiplicadores de
Li(G). A resposta para esta questao é M(G). A prova desse resultado é dada no final do
capitulo 3.

No capitulo 4, apresentamos uma introducao a teoria representacgoes de
algebras e de grupos e estudamos a conexao entre elas. E neste capitulo que provamos
a existéncia da bijecao entre o conjunto das representagoes unitarias e continuas de um
grupo G e as x-representagoes nao-degeneradas da &dlgebra de grupo L;(G). Provaremos
isto usando a teoria de algebra de multiplicadores.

Dedicaremos o capitulo 5 para definir o que vem a ser o dual de um grupo
abeliano G. E neste capitulo que provaremos que G é homeomorfo A m

O capitulo 6 contém o teorema principal desta dissertagao. Com este teo-
rema provaremos que se G é um grupo abeliano (localmente compacto) entao a C*-dlgebra
de G é Cy(G). Para provarmos este resultado é necessério construirmos a teoria de C*-
algebras envolventes.

Por fim, o ultimo capitulo é um apéndice, onde expomos os resultados da

teoria de medidas, integracao e dlgebras necessarios para todo o trabalho.



Capitulo 1

Grupos Localmente Compactos

A importancia da classe de grupos localmente compactos vem do fato que
sobre tais grupos existe uma tdnica (a menos de multiplicacdo por constantes) medida
invariante sob translacdo a esquerda [direita], chamada a medida de Haar & esquerda
[direita).

A primeira secao deste capitulo serd dedicada a construcao e exposigao
das propriedades bésicas de grupos topolégicos. Na segunda secao estudaremos as pro-
priedades basicas das medidas de Haar a esquerda e a direita relacionado-as por intermédio

da funcao modular.

1.1 Grupos Topoldgicos

Assumimos nesta secdo que o leitor tenha um conhecimento de grupos e
topologia. Citamos apenas alguns poucos tépicos. O leitor interessado em saber mais

sobre grupos pode encontrar em [7] e sobre topologia em [8].

Definigao 1.1.1. Um grupo topoldégico é um grupo GG, munido de uma topologia no

qual as funcoes
(i) p: G x G — G, onde p(z,y) = xy (produto), e
(ii) i : G — G, onde i(z) = ™! (inversdo),

sao continuas.

Observagao 1.1.2. Na definicao acima a topologia em G x G é a “topologia produto”.

Os abertos “basicos”nesta topologia sdo os conjuntos da forma V' x W, onde V e W sao



abertos em (G. Desta maneira um aberto A de G x G deve ter a forma

A=W xwy),

el

onde I é um conjunto de indices e {V;}icr € {W;}ics s@o familias de abertos em G.

Exemplo 1.1.3. Seja G qualquer grupo e considere em G a topologia discreta, ou seja,
a topologia no qual todos os subconjuntos de G sao abertos. Entao a topologia de G x G
também é a discreta. Assim qualquer fungdo com dominio G ou G x G é continua. Em

particupar p e ¢ sdo continuas e portanto G é um grupo topolégico.

Exemplo 1.1.4. Seja G qualquer grupo e considere em G a topologia cadtica, ou seja, a
topologia no qual os tinicos abertos sao () e G. Assim qualquer fungao com contradominio

G é continua. Em particupar p e ¢ sdo continuas e portanto G é um grupo topolégico.

Exemplo 1.1.5. Os grupos aditivos (R,+) e (C,+) sdo grupos topoldgicos com relagao

a topologia usual.

Exemplo 1.1.6. Os grupos multiplicativos (R—{0},-) e (C—{0}, ) sao grupos topoldgicos

com relacao a topologia usual.

Exemplo 1.1.7. O grupo GL, (C) das matrizes complexas nxn inversiveis com a operacao
de produto de matrizes usual e a topologia induzida de cv (considerando-se GL,,(C) como
um subconjuto aberto de (C"Q) é um grupo topoldgico. Analogamente o grupo GL,(R)
das matrizes reais n x n inversiveis é um grupo topoldgico (com a topologia induzida de

R"™).

Exemplo 1.1.8. Seja G um grupo topoldgico e suponha que H é um subgrupo de G.
Entao H com a topologia induzida de G (isto é, a topologia onde os abertos de H sao da
forma AN H onde A é um aberto de G) é por si préprio um grupo topoldgico. Como tal,

é chamado um subgrupo topolégico de G.

Teorema 1.1.9. Seja G um grupo topoldgico e a € G. Entao as fungoes:

(i) ap: G — G; op(z) = ax (translagdo a esquerda por a) e



(i) pa: G — G; pa(x) = za (translagao a direita por a)

sao homeomorfismos.

Prova: E facil ver que as fungoes
WJj:Gox— (a,2) EGXG e j,:Go2x (x,0) EGXG

sao continuas. Assim, como a funcao p é continua segue que 4p = P oy j € Py = P 0 J, SA0
continuas.

Agora um simples célculo mostra que (,p) ' =,-p e (pa) "' = p,-1. Entao

1 1

e (pa)”" sdo continuas.

Logo 4p € py sao homeomorfismos. |

pelo mesmo argumento acima (qp)~

Corolario 1.1.10. Todo grupo topolégico G é homogéneo, isto é, para todos x,y € G
existe um homeomorfismo f de G em G tal que f(z) =y.

Prova: Sejam z,y € G. Entao f = p,-1,, ¢ um homeomorfismo e

fl@) =2y =y. u

Para um espaco topoldgigo X e x € X denotaremos por viz(z) o conjunto de
todas as vizinhancas abertas de z. Todas as vizinhancas neste trabalho serao consideradas
abertas. Um sistema fundamental de vizinhangas de = é uma subcolegao 3, C viz(z)
tal que para todo V' € viz(x) existe U € 3, tal que U C V. Uma base de X é uma colecao
0 de subconjuntos de X tal que todo aberto de X pode ser escrito como uniao de elementos
de (.

Seja G um grupo, x € G e V,W subconjuntos de G; entao denotaremos
por VW, o conjunto {vw : v € V,w € W}; V? serd o conjunto VV, V3 serd V2V e
assim por diante; usaremos ainda as notagoes xV e Vi para os conjuntos {z}V e V{z}

respectivamente. Finalmente V ~! denotard o conjunto {v=!:v € V}.

Teorema 1.1.11. Seja G um grupo topoldgico e a € G. Seja By um sistema fundamental
de vizinhancas de e. Entao as familias {aU : U € [y} e {Ua : U € [y} s@o sistemas
fundamentais de vizinhangas de a em G. Em particular, as familias {zU : x € G,U € [y}

e{Uz:2 € G,U € By} sao bases de G.



Prova: Seja W qualquer subconjunto aberto de G, com a € W. Temos que ,-1p é um
homeomorfismo. Assim ,-1p(W) = {a7'w : w € W} = a~'W é um aberto em G e
e =ata € a”'W. Ou seja a 'W € viz(e). Como By é um sistema fundamental de
vizinhancas de e, existe U € By tal que e € U C a W, isto é, aU C W.

Logo {aU : U € } ¢é um sistema fundamental de vizinhancas de a em G.
Analogamente {Ua : U € 8} é um sistema fundamental de vizinhancas de a em G.

Seja agora A aberto em G e a € A. Entao, como {aU : U € [y} é um
sistema fundamental de vizinhangas de a, existe U € 3y tal que aU C A. Logo {zU : x €
G,U € By} é uma base de G. Analogamente {Uz : x € G,U € By} é uma base de G. N

Lema 1.1.12. Seja X um conjunto nao-vazio. Suponha que § é uma colecao de subcon-

juntos de X tal que

i) UU=X;e
Uep

(ii) para todo Uy,Usy € (3, e para todo x € Uy NUy, existe U € ftal que x € U C Uy NUs.

Entao 7 ={ |J U : A C 3} é uma topologia em X tal que # é uma base para 7.

UeA
Prova: Note que X = JU € 1el) = JU € 7. Seja {U;}icr uma colecio de
Uep Ueod
subconjuntos de 7. Entao cada U; tem a forma U; = |J U onde A; C 3. Assim

UcA;

UUi: UU €.

el Ue U A;
i€l

Sejam agora Uy = |J U eU; = |J V elementos de 7. Note que por (ii) para cada
UeA VeAr
UecAieV e Ay temos UNV € 7. Assim

U NUs = U Uunv | er
UeA,VEAL

Logo 7 é uma topologia em X e claramente por definicao de 7, 8 é uma base para 7.

Teorema 1.1.13. Seja G um grupo topoldgico e By um sistema fundamental de vizi-

nhancas de e. Entao

(i)ee N U;

U€Bo



(ii) para todo U € By, existe V € By tal que V2 C U;

(iii) para todo U € By, existe V € By tal que V1 C U;

(iv) para todo U € [y, e x € U, existe V' € By tal que 2V C U;

(v) para todo U € By, e # € G, existe V € (B tal que 2Vz~! C U; e
(vi) para todo U,V € [y, existe W € 3y tal que W Cc UNV.

Reciprocamente, seja G um grupo e seja By uma familia de subconjuntos de G para a qual
(i),(ii),. . . ,(vi) valem. Entao existe uma tnica topologia sobre G tal que G é um grupo
topolégico e By é um sistema fundamental de vizinhangas de e nesta topologia.

Prova: Suponha que G é um grupo topolégico e [y é um sistema fundamental de vi-
zinhancas de e. E claro que (i) vale. Para provar (ii) seja U € fy. Como p é continua e
ple,e) =e-e=e € U, existe A € viz(e,e) em G X G tal que p(A) C U. Bom, A tem a
forma A = |J V; x W;, onde V;, W; sao abertos em G. Como (e,e) € A, existe ig € I tal
que (e, e) 62%0 x Wi, ou seja, Viy, Wi, € viz(e). Como fp é um sistema fundamental de
vizinhangas de e, existe V € By tal que V' C Vi, N W;,. Assim V2 C V;,W;, C p(A) C U.
O item (iii) segue facilmente do fato de a aplicagao inversao ¢ ser continua. O item (iv)
segue do teorema 1.1.11. A fim de provar (v) seja U € [y e x € G. Entao Ux € viz(z).
Assim por 1.1.11 existe V € (g tal que 2V C Uz, ou seja, zVz~! C U. O item (vi) segue
da definicao de (.

Para a reciproca, seja 3y uma colecao de subconjuntos de G satisfazendo

(i),(ii),...,(vi). Seja 8 = {zU : z € G,U € fBy}. E claro que |J U = G. Sejam
vep
11U1, 20U € B e x € 11U NaoUs. Entao :cl_lx elUe x;lx € Usy. Assim por (iv) existem

V1, Vo € By tal que :L‘flxvl cUpe x;leQ C U;. Ou seja, V7 C 21Uy e Vo C xoUs. Por
(vi) existe U € [y tal que U C Vi N V,. Assim aU C z(Vy N Va) C x1Up NagUs. Segue
do lema 1.1.12 que a colegao 7 = { |J U : A C §} é uma topologia em G e (3 é uma base
para esta topologia. ved

Seja zg € G e A subconjunto aberto de G tal que zg € A. Entao existe
x€GelUE P tal que zg € U C A. Ou seja, 2~ lzg € U. Assim existe V € By tal que
x txgV C U, isto é, 2oV C 2U. Segue que {zoU : U € By} é um sistema fundamental de
vizinhancas de xg em G. Em particular §y é um sistema fundamental de vizinhangas de e

em G.

Finalmente provaremos que G é um grupo topoldgico. Sejam a,b € G e



U € By. Por (i) existe V € Sy tal que V2 C U. Por (iv) existe W € Bg tal que b"'Wb C V.
Assim (b~'Wb)V C V2 C U. Portanto W (bV) C bU e dai (aW)(bV) C abU. Segue que p
é continuo.

Seja a € G e U € [By. Por (ii) existe W € 3y tal que W~ C U. Por (iv)
existe V € By tal que a='Va C W. Daf aV~ta™! = (a7'Va)~! ¢ W~! C U. Portanto
(aV)~t=V~la=! Cc a~'U. Isto mostra que i é continua. Logo G é um grupo topoldgico.

Seja 7’ outra topologia tal que G é um grupo topolégico e By é um sistema
fundamental de vizinhancas de e nesta topologia. Entao pelo teorema 1.1.11 § também é

uma base para 7. Logo 7 = 7'. [

Teorema 1.1.14. Todo grupo topoldgico G tem um sistema fundamental de vizinhangas
de e consistindo de vizinhancas U tais que U~ = U (conjuntos tendo esta propriedade
sao chamados simétricos).

Prova: Seja U vizinhanca de e e tome V = U NU~!. Entdo claramente V = V=1, V
é uma vizinhanca de e e V. C U. Segue que 3y = {UNU"! : U € viz(e)} é um sistema

fundamental de vizinhancas simétricas de e. |

Corolario 1.1.15. Seja G um grupo topolégico. Para toda vizinhanca U de e, existe uma
vizinhanca V de e tal que V C U.

Prova: Seja V uma vizinhanca simétrica de e tal que V2 C U. Tome z € V. Entédo
2V NV # (. Assim existem vy,v9 € V tais que zv; = v9. Portanto z = 1)21)1_1 cevVv-l=

VZcU. ]

Queremos fazer aqui algumas observagoes sobre axiomas de separacao. Seja

X um espago topolégico. Dizemos que X é:

(i) To se para todos z1,29 € X, x1 # x9, existe A C X aberto e ¢ € {1,2} tal que
miGAemg_igéA.

(ii) Tp se para todos x1,22 € X, x1 # x9, existem Aj, A2 C X abertos tais que x; € A;

ex; ¢ As_; parai=1,2.

(iii) T2 ou Hausdorff se para todos 1,29 € X, x1 # x9, existem Ay, Ay C X abertos

tais que A1 N Ay =0 e x; € A; parai=1,2.



(iv) regular se para todo z € X e para todo F' C X fechado com x ¢ F', existem

A, B C X abertos taisque ANB=0,zr€ Ae F C B.

(v) normal se X é Hausdorff e para todos Fi, Fy fechados disjuntos em X existem

A, Ay abertos disjuntos em X tais que F; C A; para i = 1,2.

E claro que se X é T entao X é Ty ese X é T entao X é T;;. Mais ainda,
se X é regular e Ty entao X é Hausdorff. De fato, sejam x1,29 € X, 21 # x2. Como X
é Ty, existe A C X aberto e i € {1,2} tal que x; € A e x3_; ¢ A. Entdao F = A° é um
fechado em X tal que x35_; € F e x; € F. Pela regularidade de X existem U,V C X
abertos tais que UNV =0, z; e U e FF C V. Como x3_; € F segue que x3_; € V. Logo
X é Hausdorff.

Se X é normal entao vale o importante lema de Urysohn que diz o
seguinte: dados Fy, Fy fechados disjuntos em X existe uma fun¢ao continua f : X — [0, 1]

tal que
0 sexe

f(@) = ;
1 sex e Fy

ou seja, f‘Fl =0e f|F2 =1.

Teorema 1.1.16. Seja G um grupo topoldgico Ty. Entao G é regular e sendo assim
Hausdorff.

Prova: Seja F' C G fechado tal que e € F. Entao U = F¢ é uma vizinhanca de e. Assim
existe V' € viz(e) tal que V C U. Entdo tomando A =V e B = V* temos que A e B sio
abertos, ANB =0, e € Ae F C B. A conclusao é que G satisfaz o axioma da regularidade
(item (iv) acima) em z = e. Como G é homogéneo, G satisfaz o axioma da regularidade

em qualquer ponto, ou seja, G é regular. |

Vejamos agora um exemplo de uma topologia sobre um grupo que nao o

torna um grupo topoldgico.

Exemplo 1.1.17. Seja G um grupo infinito arbitrario. Seja 7 = {A C G : A° é finito} U
{0}. Note que 7 é a menor topologia T} em G. De fato, se G é T} entao todo subconjunto
finito de G é fechado. Note agora que (G,7) nao é Hausdorff. De fato, se A, B sdo
subconjuntos abertos e nao vazios de GG entao por definicao A¢ e B¢ sdo conjuntos finitos.

Como G ¢ infinito entao nao podemos ter AN B = () pois se este é o caso terfamos G como



a uniao disjunta de A° e B€ e portanto G seria finito. Assim (G, 7) é um espago topoldgico

T (e assim Tp) que nao é Hausdorff. Em particular (G, 7) ndo é um grupo topolégico.

Teorema 1.1.18. Seja G um grupo topolégico e seja A, B subconjuntos de G. Se A é
aberto entdo AB e BA sao abertos. Se A, B sdo compactos entdo AB é compacto. Se A
é fechado e B é compacto entdo AB e BA sao fechados.

Prova: Note que AB = |J Ab. Logo se A é aberto entdao AB é aberto sendo uma uniao
de abertos. AnalogamentgegA = |J bA é aberto se A é aberto. Suponha agora que A, B
sdo compactos. Entdao Ax B é umbgﬁbconjunto compacto de G X G. Logo AB = p(A x B)
é compacto pois p é continua. Suponha finalmente que A é fechado e que B é compacto.
Suponha que z;y; — z em G, onde {z;} e {y;} sdo nets de elementos de A e B respecti-
vamente. Sendo B compacto, podemos passar para uma subnet e assumir sem perda de
generalidade que y; — y em B. Mas entao z; = (xzyz)y;1 — zy~' em G. Sendo A fechado
isto implica que zy~! € A, e assim z = (2~ ')y € AB. Logo AB é fechado. Analogamente

BA é fechado. |

Observagao 1.1.19. Nao é verdade que o produto de dois conjuntos fechados em um
grupo topologico é fechado. De fato, no grupo topoldgico aditivo R considere os sub-
conjuntos fechados Z e aZ, onde a é qualquer nimero irracional. Entao Z + aZ é um
subconjunto denso de R que nao é R. De fato, note que Z + aZ nao é s6 um subconjunto
mas sim um subgrupo de R. Segue que o seu fecho Z + aZ é um subgrupo fechado de R.
Por outro lado, qualquer subgrupo fechado A de R ou é {0} ou é R ou é bZ para algum
b > 0. De fato, suponha que A # {0}. Entao existe b = inf{a € A : a > 0}. Temos dois
casos: b=0ou b > 0.

Se b = 0 entao dado € > 0 existe a € A com 0 < a < €. Assim se z € R,
tomando ng = min{n € N : na > x}, temos que (ng — 1)a < z < nga. Segue dai que
Inga — x| < a < e. Isto mostra que A = A = R.

No caso em que b > 0 teremos que A = bZ. De fato, primeiro note que b €
A = Aeassim bZ C A. Por outro lado, se a € A tomando ng = min{n € N: (n+1)b > a}
temos npb < a < (ng+1)b. Segue que a = ngb pois se npb < a entdo a —npb é um elemento
de A que satisfaz 0 < a — ngb < (ng + 1)b — nogb = b, contradizendo a definigao de b. Logo
A =bZ.

E claro que Z+ aZ nao é {0}. Suponha que Z + oZ = bZ para algum
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b > 0. Entao existem ni,no € Z talque 1 = bn; e a = bno. Segue que a = Z—f € Q. Uma
contradigdo. Logo Z + aZ = R. Mas Z + aZ # R. De fato, basta tomar r € Q —Z. Assim
r & Z + o pois e 1 = m + an para m,n € Z entdo, a = =" € Q (note que n # 0 pois

r ¢ 7).

Definigao 1.1.20. Seja G um grupo topoldgico. Para cada U € viz(e) seja Ly = {(z,y) €
GxG:xlyeU}e Ry ={(z,y) € GxG:yz~! € U}. As familias

(L(G)=A{Ly :U eviz(e)} e (r(G)={Ry:U € viz(e)}

sao chamadas as estruturas uniformes a esquerda e a direita respectivamente sobre

G.

Definigdo 1.1.21. Sejam G, G grupos topolégicos com identidades e e € respectivamente,
e seja f uma aplicacio de G em G. Dizemos que f é uniformemente continua a

esquerda se vale o seguinte:
V'V € viz(é),3U € viz(e) tal que (f(z), f(y)) € Lv,¥ (z,y) € Ly.
Analogamente define-se continuidade uniforme a direita.
Assim f é uniformemente continua & esquerda se
YV € viz(€),3U € viz(e) : f(z)  f(y) € V,¥(z,y) € G, com z 'y € U.
e a direita se
YV € viz(é), U € viz(e) : f(y)f(z)™t € V,¥(z,y) € G, com yz~! € U.

Em particular, se f uma funcao real ou complexa definida sobre G, note

que f é uniformemente continua a esquerda se vale o seguinte:
Ve > 0,3U € viz(e) em G : |f(y) — f(z)] <&, V(z,y) € G, com z 1y € U.

Ou seja,

Ve > 0,3U € viz(e) em G : |f(zu) — f(2)| < e,Vz € G,Vu € U.
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Analogamente, f é uniformemente continua & direita se

Ve > 0,3U € viz(e) em G : |f(ux) — f(x)| < e,Vu € U,Vz € G.

Exemplo 1.1.22. Uma fungao f real ou complexa definida sobre R ou sobre C ¢é uni-
formemente continua & direita (igual & esquerda, pois R e C séo grupos abelianos) se, e

somente se, vale o seguinte:
Ve > 0,30 >0:[f(2) — f(z +w)| <¢&,Vz,Vw com |w| < 0.

Obviamente, qualquer fungao uniformemente continua a esquerda ou a di-

reita é continua. Em alguns casos vale a reciproca como mostra o seguinte teorema.

Teorema 1.1.23. Seja G um grupo topoldgico, e seja f € Co(G), ou seja, f é uma
funcdo continua de G em C que se anula no infinito'. Entdo f é uniformemente continua
a esquerda e a direita sobre G.

Prova: Seja ¢ > 0. Seja K C G compacto tal que |f(w)| < § para todo w ¢ K.
Para cada K C G, como f é continua, existe U, vizinhanca de e simétrica em G tal que
|f(x) = f(y)| < §, para todo y € xU,. Para cada x € G, seja V, vizinhanca simétrica de e

em G tal que V,2 C U,. Como K é compacto e K C |J zV,, existem 1,...,2, € K tal
rzeK

n n
que K C |J x;Vy,. Tome U = Vi, e sejam z,y € G, com x7ly € U. Temos trés casos:
i=1 i=1

(1)x€K0u(2)y€K0u(3);¢Key¢K.
(1) Se z € K entao z= € z;V,, para algum i € {1,...,n}. Assim y € 2U C z;V,,U C
:UZ-V:,i C z;Uy, e também, x € x;V,, C mngi C z;U,,. Portanto z,y € z;U,,. Dai,
€ €
[f(2) = f)l < [f(2) = flz)l +[fly) = f@)l < 5+ 5 =€
(2) Se y € K, entao, como x € yU, o mesmo argumento acima mostra que neste caso

também temos que |f(z) — f(y)] < e.

(3) Finalmente se x ¢ K e y ¢ K entao |f(z)| < §, e |f(y)

< % . Portanto

@) = ] < @I+ W) < 5 +5 =

IDiz -se que uma funcéo f : X — C, onde X é um espaco topolégico, se anula no infinito se, para
todo € > 0, existe um compacto K C X tal que |f(z)| < € para todo z ¢ K.
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Logo em qualquer caso |f(z) — f(y)| < €, e portanto f é uniformemente continua &

esquerda. Analogamente se prova que f é uniformemente continua & direita. |

Teorema 1.1.24. Sejam G e G grupos topoldgicos com elementos identidade e e € respec-
tivamente, e seja f : G — G um homomorfismo (isto é, f(xy) = f(x)f(y) para todos z,y €
G). Se f é continua em e entao f é uniformemente continua a esquerda e a direita sobre G.
Prova: Seja V € viz(é). Como f é continua em e e f(e) = €, existe U € viz(e) tal que
f(U) c U. Assim se 2,y € G e 2~ 'y € U entdo f(z) 'f(y) = flz~'y) c f(U) C U.
Logo f é uniformemente continua & esquerda. Analogamente f é uniformemente continua

a direita. [ |

O leitor interessado em saber mais sobre grupos topoldgicos, estruturas

uniformes e continuidade uniforme, pode ver na referéncia [1].

1.2 A Medida de Haar

Nesta secdo G sempre serd um grupo topolégico localmente compacto?.

O pré-requisito para a leitura desta secao é um bom conhecimento da teoria
de medida e integracao. Por conveniéncia, expomos os resultados necessarios no apéndice,
citando referéncias para o leitor interessado nas provas. Comecamos esta secdo com um
dos teoremas mais importantes da analise harmonica, o teorema da existéncia da medida
de Haar. Nao demonstraremos este teorema por sua demostracao ser muito extensa e nao
trazer nenhuma técnica importante para o resto do trabalho. Para o leitor interessado, a

demonstragao deste fato pode ser encontrada na péagina 207, teorema 7.16 de [3].

Teorema 1.2.1. Seja G um grupo topoldgico localmente compacto. Entao existe uma
medida A : Bg — [0, 00], onde B é a o—algebra dos Borelianos de G (veja A.1.4) regular

(veja A.1.19) e nao-nula tal que
ANzE) = A\NF),Vz € G,VE € Bg (X é invariante por translacao a esquerda).

Mais ainda, se p : Bg — [0,00] é outra medida regular nao-nula que é invariante por

translagdo a esquerda entao existe uma constante positiva ¢ > 0 tal que p = cA.

2Um espaco topolégico X é dito localmente compacto se X é Hausdorff e todo ponto de X contém
um sistema fundamental de vizinhancgas cujo fecho é compacto.
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Definigcao 1.2.2. Qualquer medida A como no teorema acima é chamada uma medida
de Haar a esquerda para GG. O conjunto de todas as medidas de Haar a esquerda serd

denotado por Haar(G).

Observagao 1.2.3. Dada uma medida de Haar a esquerda A entao ¢é ficil ver que a
medida Ay : Bg — [0,00], dada por \g(E) = A(E™!), é uma “medida de Haar &
direita” em G, ou seja, uma medida regular ndo-nula que é invariante por translagdao a
direita (A\g(Ez) = M\4(E),Vx € G,VE € Bg). Tal medida é tinica a menos de multiplicacao

por constantes positivas.

Definigao 1.2.4. Dada uma medida de Haar a esquerda X seja
Li(G,\) ={f:G — C: f é Boreliana e/ |fld\ < oo}
G
o espago das fungoes integraveis com relagao a A. Defina I, : L1(G,\) — C

I\(f) = /G FANYF € Li(G ).

Entao I, é chamada a integral de Haar a esquerda associada a A.

Se A € Haar(G) escrevemos fG fdA\ como fG f(x)dx, fG f(y)dy, e assim por
diante. Desta maneira dx,dy, ... indicarao sempre integragao com respeito a medida de

Haar a esquerda.

Observagao 1.2.5. Obviamente, dada uma medida de Haar a direita Ay, também temos

a “integral de Haar a direita” associada a Ay,

I, : Li(G,\g) = C

I, (f) = /G Jdha, Vf € Li(G\Ag)

Lema 1.2.6. Seja A € Haar(G). Temos que A\(U) > 0, para todo U C G aberto nao-vazio.
Prova: Suponha que existe U C G aberto nao-vazio tal que A(U) = 0. Entao A(zU) =0

para todo = € G. Segue que \( |J zU) = 0. De fato, suponha que \( |J zU) > 0. Entao,
zeG zelG
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como A é regular existe K C |J zU compacto tal que \(K) > 0. Como {zU : = € G}
xelG

n
é uma cobertura aberta para K, existem z1,z,...z, € G tais que K C |J z;U. Dai
i=1

)\(Lnj z;U) < i Az;U) = 0. Isto contradiz o fato de ser A(K) > 0. Logo A( | zU) = 0.
- Z:j&gora note que |J zU = G. De fato, seja ug € U (lembre queméc;é 0). Seja
z € G e tome xg = zug ' Enté(fezG: xoup € zoU C |J zU. Assim A(G) = A\(J zU) =0.
Ou seja, A = 0. Uma contradicao. Logo A\(U) >0 g:r(; todo U C G aberto n%eonazio. |

Teorema 1.2.7. Seja A € Haar(G) e seja Cyo(G) o conjunto das fungoes f : G — C que
sdo continuas e tem suporte® compacto. Entdo I : L1(G,\) — C é um funcional linear

(ndo necessariamente limitado) tal que
(i) In(f) > 0,Vf € Coo(G), f nao-negativa e nao-nula; e

(ii) In(af) = IN(f),Vf € L1(G,\), onde f(x) = f(az).

Prova: E claro que I, é linear. Seja f nao-negativa e nao-nula em Cyo(G). Seja g € G
tal que f(z¢) > 0. Entdo, como f é continua existe U € viz(zo) tal que f(z) > 3f(z0),

para todo x € U. Assim

i) = [ sir= [ fayde> [ 3@ (e)ds = 31 @N©) >0

Isto prova (i). Note agora que para todo E € B¢ e para todo a € G temos

/G ()N = /G xp(az)ds = /G Yoot p(@)dz = @™ E) = A(E) = /G oy

Segue que [, ,0d\ = [,0d\ para toda fungdo simples (veja A.1.11) o
sobre G. Escrevendo, se necessdrio, f = (f1 — f2) + i(fs — f1), onde as f/s sdo fungodes
nao-negativas em L1(G), podemos supor sem perda de generalidade que f é uma funcao
nao-negativa. Seja {o,}, uma sequéncia nao-decrescente de fungoes simples nao-negativas
tal que nh_)rréo on(z) = f(x) para todo z € G (veja A.1.12). Entao também é verdade que
7}1—{20 aon(T) =¢ f(x) para todo z € G. Segue do teorema da convergéncia mondtona

(A.1.26) que

/af(x)dz: lim [ ,o(z)dr = lim U(m)d:c:/f(x)dx.
G G G

n—oo G n—oo

3Para uma funcdo f : X — C, onde X é um espaco topoldgico, o suporte de f é definido como sendo
o fecho em X do conjunto {z € X : f(z) # 0}.
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Ou seja, (ii) vale. [ |
Teorema 1.2.8. Existe um unico homomorfismo A : G — (0, 00) tal que
A(Az) = A()A(A),

para toda A € Haar(G), A € Bg e z € G.

A funcgao A é chamada a fungao modular de G.

Prova: Seja Ao € Haar(G). Defina paraz € G, uy : Bg — [0, 00] pondo p,(E) = Ao(Ex).
E facil ver que iy € uma medida regular e p,(A) > 0 para todo A C G aberto nao-vazio.

Agora note que para z € GG temos
e (2E) = Mo((2E)2) = hol=(Ex)) = () = pia(E).

Assim p, € Haar(G). Dai existe uma constante positiva, chame ela de
A(x), tal que py = A(z)Ag. Ou seja, A\o(EFz) = A(x)\o(E),VE € Bg.

Note que se ¢, é outra constante positiva tal que p; = c, \g entao para todo
A C G aberto nao-vazio temos c; = )‘fo(élx)). Isto mostra que temos definida uma unica

fungdo A : G — (0,00) tal que A\g(Ex) = A(z)\o(E), para todo z € G e E € Bg. Agora,

se A é outra medida de Haar a esquerda para G entao existe uma constante positiva ¢ tal

que A = cAg. Assim para todo z € G e para todo E € Bg temos
MEy) = cAo(Ex) = cA(z)\o(E) = A(z)\(E).

Resta mostrar entao que A é um homomorfismo. Sejam x,y € G. Entao

dado A aberto nao-vazio temos

~ Ao(Azy)  Ao(Azy) Mo(Ax)
A = = Naldn) 2@

= A(y)A(z) = Ax)Ay)- u

Teorema 1.2.9. Dados A € Haar(G), z € G e f € L1(G) temos

IN(fs) = Ale™HIN(S),
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isto &,
/Gf(za:)dz:A(a:_l)/Gf(z)dz.

Prova: Como no teorema 1.2.7 basta notar que para todo E € B¢ temos

/ Xe(zx)dz = / XEe-1(2)dz = N(Ez™') = A(z HA(E) = A(xl)/ xe(z)dz. W
G G G

Queremos provar agora que a funcao modular é continua. Para tanto,
precisamos de um lema, que é uma versao simplificada do lema de Urysohn vélida para

espacos localmente compactos.

Lema 1.2.10. Seja X um espago localmente compacto. Se F' é um fechado e K é um
compacto disjunto de F' entao existe uma funcao f : X — [0, 1] tal que flp=0ef, =1
Prova: Seja X = X U {oo} o compactificado de Alexandrov de X (o compactificado no
qual se acrescenta um ponto no infinito, veja teorema A.6.3 de [6]). Seja F o fecho de F
em X. Como K é compacto segue que K é um fechado em X que é disjunto de F. Assim,
pelo lema de Urysohn (note que X é compacto e portanto normal), existe f : X — [0,1]

continua tal que ﬁK =1le f‘F = 0. Basta tomar agora f = ﬁX.
Corolario 1.2.11. A funcao modular A é continua.

Prova: Basta mostra que A é continua em e, sendo um homomorfismo (veja 1.1.24).
Sejam A € Haar(G) e f uma fungdo nao-negativa e ndo-nula em Cpo(G). Entdo temos

I(f) > 0. Assim, pelo teorema 1.2.9,

- I)\(f:v—l)
A==

Seja U € wiz(e) tal que U é compacto e seja w uma funcdo nio-negativa

em Cpo tal que w({s € G : f(s) >0}U) = 1 (a fungio w existe pelo lema 1.2.10 e pelo
teorema 1.1.18). Seja € > 0 e tome V € viz(e) tal que V C U e |f(u) — f(v)] < %

sempre que u~ v € V. Entdo se x € V, temos

< el\(f)w(s)

|f(sz™) = f(s)] < (@) Vs e G. (1.1)

De fato, seja s € G. Se f(s) > 0 entdo w(s) = 1. Assim a equacao 1.1 é

satisfeita. E se f(sz~!) > 0 entdo w(s) = w(sz~'z) = 1. Neste caso também a equagao 1.1
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¢é satisfeita.

Logo a equagao 1.1 vale. Assim

/Gf(zarl)dz—/Gf(z)dz

Portanto,

g/G\f(zx1)—f(z)]dz§e/Gf(z)dz,Va:€V.

fG fzz=Ydz — fo(z)dz
fo(z)dz

Ad) - 1] =

‘SE,Vl‘GV n

Definigao 1.2.12. Um grupo G é chamado unimodular se A(x) = 1,Vx € G.

E facil ver que um grupo é unimodular, se e somente se, o conjunto das
medidas de Haar a esquerda e a direita coincidem. E ébvio que todo grupo abeliano é

unimodular.

Teorema 1.2.13. Todo grupo compacto é unimodular.
Prova: Seja G um grupo compacto. Como A é um homomorfismo continuo entdo A(G)

¢ um subgrupo compacto de (0,00). Segue que A(G) = {1}. [

Teorema 1.2.14. Para todo E € Bg temos E~' € Bg e

)\(El):/EA(lm)dx.

Prova: E claro que E~! € B pois a funcioi : G — G; i(r) =27}

, ¢ um homeomorfismo.

Defina as aplicagoes

p:Bg — (0,00 u(E)=ANE™")

v:Bg—[0,00]; v(E)= /E ﬁdm.

Sendo que A é uma medida regular é facil ver que pu e v sao medidas regu-
lares.
Também, sendo que A é nao-nula e 1/A é uma fungao continua positiva,

segue que u e v sao medidas nao nulas.
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Agora note que p e v s&o invariantes por translacdo a direita. De fato, para

xo € G e E € Bg temos

n(Bzo) = M(Ewo)™) = Aag "E™) = ME™) = u(E),

1 1 _ 1
B0 = [ ggie = [ xen @ i = [ xeeai x5 =

A(mo)/GXE(x)A(;xo)dx = /E Azx)dx =v(E).

Assim, por unicidade da medida de Haar & direita, existe ¢ > 0 tal que

Seja agora U uma vizinhanca simétrica de e, com U compacto, tal que

e

— 1‘ <eVrxel.
Note dai que

() - @) = | [ (5~ Ds| < [ 1575 e < a@) = A0 ) = (),

e assim,

Logo ¢ =1 e portanto p = v, ou seja,

MNEY = [E A(lm)dx. [

Corolario 1.2.15. Para f : G — C Borel mensuravel temos

/Gf(x_l)dx:/(}f(x)ﬁdx.

Prova: Note que se f = xg, com F € Bg entao,

/Gf(xl)dx:/GXE(xl)da::/GXEl(m)da::)\(E1):/EA(1m)dx:

1 1
/GXE(w)mdmZ/Gf(m)A(m)dx.
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Agora, como na demonstracao do teorema 1.2.7, o resultado segue primeiro

extendendo para fungoes simples e depois para qualquer funcao Borel mensurével. |

Exemplo 1.2.16. Seja G um grupo discreto. Entao é facil ver que a medida de contagem
(AM(E) = ntumero de elementos de F) é uma medida de Haar & esquerda e a direita para

G. Em particular todo grupo discreto é unimodular.

Exemplo 1.2.17. Seja G um grupo localmente compacto que nao é discreto. Seja A uma
medida de Haar a esquerda em G. Entao A(F) = 0,VE C G enumerével.

De fato, seja U um conjunto aberto nio-vazio em G tal que U é compacto.
Entao 0 < A(U) < oo. Temos que U ¢ infinito pois se U fosse finito G seria discreto.

Assim existe E, subconjunto de U enumeravel e infinito. Se A({e}) # 0 entdao \(U) >

A(E) = %:EA({iU}) = ;EA({e}) = 0.
: Logo /\gg{e}) = 0 e o resultado segue.

Exemplo 1.2.18. Seja G = R o grupo aditivo dos nimeros reais. Entao a medida de

Lebesgue é uma medida de Haar a esquerda e a direita para G.
Exemplo 1.2.19. Seja G um grupo topoldgico com as trés seguintes propriedades:

(i) Como espaco topoldgico, G é um subconjunto aberto de R™, para algum n. Entao
cada ponto z € G tem a forma z = (z1,...,x,). Desta maneira a fun¢ao produto

p: G x G — G; p(z,y) = xy pode ser escrita como

p(x7y) = (pl(ml?"'v:pnayla"'7yn)?"'7pn(xla"'7$nayla---ayn))-

existem e sao

(i) A funcdo p é de classe C!, ou seja, as derivadas parciais gg ;, 3—5}2

continuas em G X G (j,k=1,...,n).

(iii) Para cada a € G, seja 0, [d,] a transformacao de G em G definida por o,(z) = az,
[0q(xz) = za], para todo =z € G. Isto é, o, e 0, sao translagdes & esquerda e a
direita respectivamente sobre G. A terceira propriedade que exigimos de G é que o
Jacobiano das transformacoes o, e d, sejam constantes, isto é, elas dependem apenas

de a.

Denotaremos o Jacobiano de uma transformagao 7 por J(7). Para a € G,
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defina S(a) = |J(04)| e D(a) = |J(04)|. Sendo o4 0 0 = 04 temos
S(ab) = [J(oa 0 0v)| = |J(0a)J(o0)| = | (0a)||J ()] = 5(a)S(b)-

Similarmente D(ab) = D(a)D(b). Note que o, e d sao a tranformacao identidade sobre G.
Assim S(e) = D(e) = 1. Segue que S e D sao homomorfismos de G no grupo multiplicativo
(0, 00).

Afirmamos que

E):/Eﬁdx

é uma medida de Haar a esquerda para G e

E):/Eﬁdx

é uma medida de Haar a direita para G.
De fato, usando o teorema de mudanga de varidveis em R™ temos para todo

xg € G e para todo conjunto mensuravel E:

- L v [ W)Wl
Moo= [ S e S o S0

xo
= = E
/ S(y)S(xo) d / dy (E)

N L[ 1)) 1
o) = [ i ‘/JME)D(x)d [ Doy = [, pgyty =)

As integrais de Haar a esquerda e a direita para G serao portanto:

[ e,
N = [ §sdnvs e 1i(@)

[,
f)_/GD(x)d NVf e Li(G).
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Note agora que

1 1
( 0) FExq S(.%')

D(.%'o) -
/E 5SS ™ = S Jp 5w)

Portanto a funcao modular para G é

A =

NS

Exemplo 1.2.20. Seja G = R* o grupo multiplicativo dos nimeros reais nao nulos.
Temos que 04(2) = 0q(x) = ax ¢ J(04)(z) = J(da)(z) = a,Vx € G. Assim S(a) = D(a) =
|a|. Portanto As(E) = A(E) = [, ‘—glc‘dx,VE C G Boreliano,

e

=t = [ 1= [T I8 vre i)

G W oo |7
Se G = C* C R? é o grupo multiplicativo dos numeros complexos nao nulos
entao
A(E) = () = / L drdy,VE € Bg
ETt+Y

T2

f(z,y)

cx % + 9

I(f) = 1a(f) =

dxdy,¥f € L1(G).

De fato, se a = a1 + iaz = (a1,a2) € G e z =z + iy = (z,y) € G entado
oa(x,y) = 0a(z) = da(2) = az = (a1 +iaz)(x + iy) = (m1z — agy) + i(azx + ary) =

(a1x — agy, asx + ary). Dai

J(0a)(2) = J(04)(2) = det ( o ) — @ +ad
a9 al

0 1

Note que G pode ser visto como subconjunto de R?, fazendo

Exemplo 1.2.21. Seja G = { ( Y ) cx,y ERjx # O} como subgrupo de GLa(R).

G ={(z,y) € R :x #0}.
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O produto de G fica sendo (x,y)(z,w) = =

0 1 0 1
rz TW+Y
= (zz, 2w + y).
0 1
Entao O (a,b) (mvy) = (a7 b)(.’IJ,y) = (aa:, ay + b) € 5((1,1)) (mvy) = (Q?, y)(a’7 b) =
(az,bx + y)
) a 0 5 a 0
Assim ']<U(a,b))(x7y) = =a" e J(é(a,b))(xvy) = = a.
0 a b 1

Daf S(a,b) = a® e D(a,b) = |a|. Portanto as medidas de Haar & esquerda e & direita sdo

repectivamente
1
As(F) = / —dedy,VE € Bg,
EX
e
1
M(E) = | —dzdy,VE € Bg.

E as integrais de Haar associadas sao respectivamente

Is(f):/Gf(x;y)dmdy:/_Z/_z f(xéy)dmdy,

x T

e
o o0
G ’1“ —oo0 J —o0 ’1“
A fungao modular é
D(x,y) _|zf 1
Az, y) = =— =—.
V=S @ T
Em particular, G nao é unimodular.
) Tl T12
Exemplo 1.2.22. SeJa G = GLQ(R) = 1T € R,Z’n%‘gg — I921%12 7& 0
T21 T22

Vamos olhar G como um subconjunto de R*, G = {(z11, 712,21, T22) €

R* : 211792 — 212791 # 0}

. a1l a2 Tl T12
Sejam A = = (a11,a12,a21,a22) € Ge X = =

a1 022 To] 9o
(11,712,721, T22) € G. Entao

a a X x
O'A(X) —AX — 11 12 11 12

a21 Q22 T21 T22
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= (allxll + a12221, 011712 + @12%22, a21211 + A22T21, A21X12 + a22$22)-

Assim
ail 0 a2 0
0 ann 0 a2
J(o4)(X) = det
as 0 ago 0
0 an 0 ax
= a11(a11a39 — A12a21a92) + a1 (a39a91 — a11a12a92) =
9 9 2 9 _
= a71a3 — G1la12a21a22 + G195 — G11Q12021022 =
= a%la%Q — 2@11@12@21@22 + a%Qagl = (a11a22 — a12a21)2 = det(A)Q.
Analogamente J(04)(X) = det(A)?. Assim
1
)\S(E) = )\d(E) = 2d$11d$12d$21d$22,VE € Bg
g (T11222 — T12221)
e

T11,T12,T21, T
I(f) = 1a(f) = G li 21 222) dxy1dziadrode,Vf € Li(G).
¢ (T11222 — 212791)

Observagao 1.2.23. Se G = GL,(R) entao contas andlogas as feitas acima para n = 2

mostram que

1 1
M(E)=XM(F) = | ———dx11dxia...d = [ ———dX,VFE € Bg.
s(B) = Aa(E) /E et ndonz.- v, /E x| G
Exemplo 1.2.24. Sejam G1,Go,...,G, grupos topoldgicos localmente compactos e seja
A; uma medida de Haar a esquerda para G;, i = 1,2,...,n. Entao a medida produto

A X Ag... X Ay

é uma medida de Haar & esquerda para G1 X G X ... X Gj,.
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Capitulo 2

Convolucoes e Algebras

Associadas

Neste capitulo G sempre serd um grupo topolégico localmente compacto e
Co(G) como usual denotard o espago das funcoes continuas que se anulam no infinito. O
dual de Cy(G) sera denotado por C§(G). Assim Ci(G) € o espago de Banach dos funcionais
lineares e limitados sobre Cy(G). O subconjunto das fungoes reais e nao-negativas de Co(G)
serd denotado por C; (G).

O leitor interessado em obter mais informagoes sobre convolugoes de fungoes

e medidas pode procurar em [1] ou [3].
2.1 Convolugio de Medidas e a Algebra M(G)

Queremos nesta se¢ao introduzir operagoes (um produto de convolucao e
uma involugao) no espago de Banach M (G) das medidas complexas e finitas definidas
sobre os Borelianos de G de tal forma que M(G) seja uma *-algebra de Banach. Como
M (G) pode ser identificado com o dual de Cy(G) (veja A.2.6) basta definir tais operagoes
em Cj(G).

Definigao 2.1.1. Para L € C}(G) e f € Co(G) denotaremos por Lf : G — C a funcio
definida por Lf(x) = L(,f) para todo = € G.

Lema 2.1.2. Seja f € Co(G), e seja L € C¢(G). Entao Lf € Cp(G). Mais ainda, a

aplicacio Co(G) > f — Lf € Co(G) define um operador L linear e limitado tal que
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IZ] < [IZ]]-
Prova: Seja € > 0 e escolha V' € viz(e) tal que |f(u) — f(v)] < Ty Para todo w,v € G
tal que uv~—! € V. Isto pode ser feito pois f é uniformemente continua & direita. Entdo se

z,y € G sdo tais que xy~! € V, temos

€

| f Ty flloo =sup|f(zs) — f(ys)| < 77+
s€G L]

e assim

ILf(z) = LE W)l = |IL(f) = LGAI < L0l f =y fll < e

Isto mostra que Lf é continua [de fato, uniformemente continua & direita]. Para mostrar
que Lf se anula no infinito suponha primeiro que f € Cy (G). Seja u € M(G) tal que
L(g) = J5 9dp, para toda g € Co(G). Seja K C G compacto tal que |u|(K¢) < M=

Existe também F' C G compacto tal que |f(z)| < WE(GV para todo z ¢ F. Temos que

Z1@] = LGN < G = [ Fendil) = [ i)+ [ 5@,

E claro que

€
[ andlul(s) < 171l (57) < 5.
Também, se f(zy) > W, temos xy € F; e se em adicdo y € K, temos x € Fy~! C

FK~!. Desta maneira se x € (FK )¢ temos

€

[ fandieltn) < lul() g <

N ™

Logo, para todo = € (FK~1)¢ |Lf(z)| < e. Portanto, como FK~! é compacto, Lf €
Co(G). Para o caso geral em que f € Cy(G), escreva f = f1 — fo+ i(fs — f1), onde
fi € Cf(G) para j = 1,2,3,4 e note que Lf = Lf; — Lfs+ i(Lfs — Lfs). Isto prova
a primeira parte do lema. Agora, é ficil ver que L é um operador linear e temos para

f c Co(G),
[Lflloo = sup [Lf(2)] = sup [L(: f)| < sup [[L]|[lo flloo = L] flloo-
z€G z€G z€G

Logo L ¢ limitado e || L|| < ||L]|. [

Definicao 2.1.3. Para L, M € Cg(G) defina L« M = Lo M. Segue imediatamente do
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lema 2.1.2 que L« M € C§(G). Assim temos definido um produto * em C§(G) que serd

chamado o produto de convolugao.

Teorema 2.1.4. Cj(G) com o produto de convolugao é uma algebra de Banach.

Prova: J4 sabemos que C§(G) é um espago de Banach. Segue do lema 2.1.2 que para
L,M € Ci(G) temos ||[L * M|| = |[Lo M| < ||L|||M]| < ||L||||M]. Assim a norma de
C§(G) é compativel com o produto de convolucao. E facil ver que para L, M,N & Ci(G)
e a € C temos

a(Lx M) = (al)*M = Lx*(aM);
L«(M+N)=L+«M+LxN, e
(L+M)*«N=LxN+ M %N.

Falta mostrar portanto que * é associativa, ou seja,
L« (M*N)=(LxM)xN.

Para xz,y € G temos N(mf)(y) = N(y(af)) = N(f) = Nf(:z:y) =
+(Nf)(y). Desta maneira N (;f) =, (N f). Disto inferimos que M x N f(z) = M*N (. f) =
M(N(.f)) = M(z(Nf)) = M(Nf)(z). Isto é, M x N = M o N. Assim,

Lx(M#+N)=Lo(M*N)=Lo(MoN)=(LoM)oN = (Lx*DM)=xN. [ ]

Definigao 2.1.5. Para L € C§(G), seja L* o funcional sobre Cy(G) definido por L*(f) =

L(fs), onde f.(z) = f(z~1) para todo x € G.
Teorema 2.1.6. Para L, M € Cj(G) e a, f € C tem-se:
() I* € C3(G);
(i) (oL + BM)* =aL* + BM*;
(iii) (L*)* = L;
(iv) (L* M)* = M* % L*;

(v) |L*| = |LI*; (veja A.2.7 para a defini¢ao de |L|)
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(vi) L[] = [L]]-

Em particular C§(G), com o produto de convolugao e a involugdo Cj(G) > L — L* €
C}(G), é uma *-algebra de Banach.

Prova: As afirmagoes (i),(ii),(iii) e (vi) sdo muito simples, e omitimos suas provas. Para
provar (iv), sejam p e v medidas em M (G) representando L e M respectivamente. Entao

para ¢ € Cy(QG),

(L M)*() = /G /G B (@) dv () dps(z) /G /G Sy Tz v (y)du(z)

- /G /G Sy T D du(e)du(y).

Agora da definigao 2.1.5 temos que

para toda 1 € Cy(G). Desta maneira temos

Lo = |

G

T () )dv(y) = /

G

T, d)du(y) = /G /G ST dp(z)dv(y).

Logo (L * M)*(¢) = M* % L*(¢), para toda ¢ € C;j(G). Agora provamos (v). Pelo
teorema A.2.7 e a defini¢ao 2.1.5, se ¢ € COJF(G)7 temos

1L7|(¢) = sup{|L(v7)| : ¥ € Co(G), [¢¥] < ¢}
Para 1 € Co(G) tal que 9] < @, temos [T7] = [1] < 6" e assim |[L(F7)| < |L|(¢") =
|L|*(¢) (note que ¢ é nao negativa e |L|(¢*) é um nidmero nao negativo). Segue que
|L*| < |L|* sobre Cy (G). Desta maneira,

e assim |L|* = |L*| sobre Cy (G); isto implica que |L*| = |L|* sobre Co(G). |

Definicao 2.1.7. Considere a aplicagao
F:M(G)>p— ®, € CiG),
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onde ®,(f) = [ fdu, para toda f € Co(G).
Sabemos que F' é um isomorfismo de espagos de Banach (veja teorema A.2.6).
Introduzimos em M (G) a estrutura de x—algebra de Banach de tal forma que F' seja um

s-isomorfismo de tais dlgebras. Ou seja, dados p,v € M(G) definimos

prv=F1d,+d,)

e
pt = F @),
Nosso objetivo agora é explicitar formulas para p*xv e p*. Comecamos com
W

Teorema 2.1.8. Seja p uma medida em M(G). Temos que:

(i) p*(A) = u(A-1) e |u*|(A) = |u|(A") para todo A € Bg; (veja A.2.2 para definicio
de |pl)

1) uma funcao f esta em L se e somente se f, esta em € Ly e neste
i funca L em Ly(G, |u* | L1(G, |u

/G fy = W

Prova: Para provar (i) considere primeiro um subconjunto aberto U de G. Seja {K, }n

caso temos

[{F,.}»] sequéncia de compactos tal que K,, C K41 CU [F, C Fp.1 CU e

W [(UNUKR) = 0 [|[u/(UN\NUF,) = 0]. Para cada n = 1,2,... seja
L,=K,UF;'e tomg wn € Ciy(G) tal quenw‘Ln =1, wn),e = 0 e wp(G) C [0,1] (wn
existe pelo lema 1.2.10). E facil ver que 1111350 wn(z) = 1y(x), para |u*|—quase todo = € G
e T}gréo(wn)*(x) = 1y-1(x) para |pu|—quase todo z € G. Desta maneira, pelo teorema da

convergéncia dominada (veja teorema A.1.26), temos

,u*(U):/ d,u*:/ lydp® = lim /wnd,u*:
U G n—eeJa

lim [ (wp)«dp = lim /(wn)*d,u:/ lg—1dp = pw(U1).
G n—eeJa G

n—oo

A aditividade de p e p* mostra que p*(F) = u(E~1) para todo E C G fechado. Segue do
teorema A.2.3 que se |u*|(B) = 0, para B € Bg, entdo |u|(B~!) = 0. Seja agora A € Bg

29



o0

arbitrario. Entdo A pode ser escrito na forma A = (|J F,) U B, onde {F,}, ¢ uma
n=1

sequéncia nao decrescente de compactos e B é um conjunto Borel mensuravel disjunto de

o
U F), e tal que |p*|(B) = 0. Entao temos
1

n=

e e}

pH(A) = lim " (Fy) = lim p(Fy )+ p(B=1) = p((|J B ') UBY) = (A7)
n=1
m
Assim (i) vale. Para provar (ii), considere primeiro uma funcdo o = ) a;l4;, onde
j=1

a; € Ce Aj € Bg, para j =1,2,...,m. Usando (i) temos

/Jdu* =Y (A =Y mwu(A;h) = / oxdp.

Se f € Li(G,|p*]), existe uma sequéncia de fungoes {0}, de fungbes simples tal que
lim o,(y) = f(y) e lo1(y)|] < |o2(y)] < ... < |f(y)|, para todo y € G. O teorema da
n—oo

convergéncia dominada ( A.1.26) agora nos dé que
lim opdp* = / fdu™*,

e 0 caso anterior mostra que

/Jnd,u*:/ (on)«dpa.
G G

Mais ainda, temos

[ lonldtt = [ louldlal = [ 1ol
G G G

o teorema da convergéncia mondtona ( A.1.26) implica que lim |o.| = |fs| estd em
n—oo

Li(G, |u|), e desta maneira o teorema da convergéncia dominada implica que

lim / (an)*d,u:/ﬁd,u.

Segue que (it) vale para f € Li(G,|u*|). Se fi € Li(G,|u|), entdo f = (fi)« estd em

Li(G,|u*]), sendo (pu*)* = p. Desta maneira (ii) estd provado. |

Teorema 2.1.9. Seja u,v € M(G). Entao |u*v| < |u|* |v].
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Prova: Seja ¢ € Cf (@) e suponha que f € Co(G) com |f| < ¢. Sejam L =&, e M = ®,

‘/M Fduz
:' | | renavwin)| <
_ / 'd!u! //\f 29)ldlv|(y)dlp|(z) <

- / oyl (y)dlul(x) = (L] *|M))().
GJG

(como em 2.1.7). Entao

(L M)()| ILMf!—'/Mf e

Desta maneira |L M(f)| < (|L| «|M|)(¢) para toda f € Cy(G), com |f| < ¢. Isto mostra
que

L+ M|(¢) < (L] * [M[)(¢), V¢ € Cy (G).
Logo | v| < |p| * |v]. u
Teorema 2.1.10. Seja 7 a aplicagdo G x G 3 (z,y) — zy € G e seja u,v € M(G). Se

f € Li(G,|ul*|v|) entao for € L1(G x G, |uxv|) ( veja A.1.28 para a definicao de p X v)

/Gfd(u*y):/x ford(pxv) = //fa:ydu Vdp(a //fxydu )dv(y).

Prova: Iremos provar somente a primeira igualdade acima. As igualdades restantes sao
consequéncias imediatas do teorema de Fubini. Seja F' C G compacto. Seja € > 0. Existe
U C G aberto tal que F C U e |u| *|v|(U) < |u| * |V|(F) + €. Seja f € Coo(G) tal que
fir =1 fiye =0e f(G) C[0,1] (f existe por 1.2.10). Entdo

L eerdqu iy = [ [ seavioidpe <
L [ senaviepa) = [ rau <o) <

/G Lyd(Jul # |v]) = [ul * W) < |l * |(F) +c.

Desta maneira temos

[ teordQul x vl < Jul « |(F), 2.
GxG
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para todo F' C G compacto. Segue que a equacao 2.1 vale para qualquer F C G o-
compacto (unido enumeravel de compactos). Agora considere A C G tal que |u|*|v|(A) =
0. Seja D um conjunto d-aberto (interseccao enumeravel de abertos) em G tal que A C D
e |u| % |v|(D) = 0. Seja E C 7~!(D) compacto. Entdo 7(E) é um subconjunto compacto

de D e 1g < 1;(g)o 7. Assim pela equagao 2.1, temos

Il  [v](E) = / Lpd(| % v]) <

GxG

/ Legy o Td(|p] x [v]) < [u]* [v](7(E)) <
GxG
< |p| = V(D) = 0.

Daf |pu|x|v|(E) = 0, paratodo E C 7~1(D) compacto. Consequentemente |u|x |v|(771(D)) =
0 e portanto |u| x |[v|(t71(A4)) = 0. Assim provamos que se |u| * [v|(A) = 0 entdo
lu| x [v|(t71(A)) = 0. Agora considere qualquer B € Bg. Entdo B = F U A, onde
FNA=(, F éoc—compacto, A € Bg e |u|*|v|(A) =0. Entao lgor =107+ 1poTe

assim
/ 1 o rd(lu] % [v]) = / La o rd(lul x |v]) + / 1 o rd(u] % [v)
GxG GxG GxG

< |l X (77 (A)) + [l [VI(F) = |ul * [v|(F) = [u]  [v|(B).

n
Segue que se f € Li(G,|p|*|v]) é uma funcao simples, ou seja, tem a forma f = > aylp,,
=1

-
onde By € Bgeap >0, parak=1,2,...,n,entdo for1 € L1(G x G, |u| x |v]) e

/ ford(ul x Iv)) < / F(lul * ). (2.2)
GxG G

Agora considere f € Ly(G, |u| * |v]) com f > 0. Seja (f,) sequéncia de
funcgoes simples tais que 0 < f1 < fo < ... < f, <...<fe nlggo fn(z) = f(x) para todo
x € G (veja A.1.12). Entao 0 < fio7 < foor < ... < foTe Ji_)IgoanT(CL‘,y) = for(z,y),
para todo z,y € G. O teorema da convergéncia mondtona ( A.1.26) e a equacao 2.2 agora

implicam que

L rordiutx = im [ poorduixipl) < tim [ fu(ul o) =
[ a2
G
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Segue que se f € L1 (G, |u|*|v]) entdo for € L1(G x G, |u| x|v|). Para f € L1(G, |u|*|v|)

escrevemos || f|| = [ |fld(|u| * [v]); é 6bvio do teorema 2.1.9 que

‘/Gfd(uw)

Mais ainda, usando 2.3 vemos que

| (rendux
GxG

<|Ifl (2.4)

S[;GVoﬂMMXhM - K;GMWTMM*WD
/Wﬂam*wozwm.@@
G

IN

Agora considere os funcionais lineares,

fkﬁéfﬂMMOefH (f o 7)d( x v)

GxG

sobre L1(G, || * |v|). Estes funcionais (obviamente lineares) coincidem sobre Cy(G) e sdo

limitados pelas equagoes 2.4 e 2.5. Pelo teorema ( A.1.29) estes funcionais coincidem sobre

todo L1 (G, |p| * |v]). [ |

Coroldrio 2.1.11. Sejam p,v € M(G) e T a aplicacao G X G 3 (z,y) — zy € G. Entao

para todo A € Bg temos

(i) pxv(A) =pxv(r = Jgv(@ (@) = [ p(Ay=")dv(y).

Prova: Seja A € Bg. Entao 14 € Li(G, |p| * |v]). Assim,

wxv(A) = /1Ad,u>(<l/—/ laoTd(u xv) = / Lyd(p xv) =
GxG

= (uxv)(r //uwydu du(y):G/ y) =

u(Ay=Y)di(
//mewwwmz/uﬂmw@mmzjwammy .
GJG G G

2.2 Convolucgio de Funcées e a Algebra L;(G)

Nesta secdo mostraremos que o produto de convolucao e a involugao de
M (G) podem ser interpretadas para dar origem a operagoes de convolugao e involugao em

Li(G).
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Defini¢ao 2.2.1. Uma medida p € M(G) é dita absolutamente continua se p é ab-
solutamente continua com relagdo & A (onde A é uma medida de Haar & esquerda). O

subconjunto de M(G) de todas as medidas absolutamente continuas serd denotado por

M, (G).

Lema 2.2.2. Seja A € Bg. O conjunto Vi = {p € M(G) : |u|(A) = 0} é um subespago
fechado de M (G).

Prova: Sejam p,v € V4 e a € C. Do teorema A.2.4 temos |ap +v| < |af|p| + |v|. Segue
que ap + v € V4. Assim V4 é um subespago linear de M(G). Seja (un)n C Va4 e seja
p € M(G) tal que p, — p. Entao para todo B C A temos

lu(B)| = |pn(B) = (B)| = [(n — p)(B)| < [ppn — pl(B) < |lptn — pl|-

Logo ||p]|(A) = 0 (veja teorema A.2.3) e portanto p € V4. [ |

Teorema 2.2.3. O conjunto M,(G) é um ideal bilateral fechado em M (G). Mais ainda, a
aplicagao L1(G,\) = L1(G) 3 f — py € My(G), onde ps(A) = [, fdA, é um isomorfismo
linear isométrico de Li(G) sobre M,(G).

Prova: Pelo teorema A.2.3 a definigao A.2.8 uma medida p € M(G) estd em M,(G) se
e somente se |p|(F) = 0 para todo F' C G compacto tal que A\(F') = 0. Assim M,(G) =
() Vr,onde I ={F C G: F é compacto e A(F)) =0} e Vp = {u € M(G) : |u|(F) = 0}.
ggllo lema 2.2.2 cada Vg é fechado em M(G). Logo M,(G) é fechado. Seja u € M,(G)
e v € M(G). Seja F compacto tal que A\(F) = 0. Entdo A(Fy~!) = A(y"HA(F) = 0,
para todo y € G e assim |p|(Fy~!) = 0, para todo y € G. Usando o teorema 2.1.9 e o

corolario 2.1.11 obtemos

[ v|(F) < Jul* |v|(F) = /G l(Fy~)d|vl(y) = 0

e assim pu* v € M,(G). Evidentemente temos |u|(z7!F) = 0, para todo = € G e desta

maneira

v s il (F) < o]+ [ul(F) = /G @™ F)dv| (@) = 0.

Isto mostra que v * u € M,(Q); isto é, M,(G) é um ideal bilateral em M(G). A segunda

parte do teorema segue do teorema A.2.9. |
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Definicao 2.2.4. Sejam f,g € L1(G) e p € M(G). Sejam v,n medidas em M(G) tal que
dv = fd)\ e dn = gd\. Pelo teorema 2.2.3, as medidas p*v e v p e vkn estdo em M, (G).

Defina

u*f:d(Z:y), frp=

d(v * )
A

d(v*n
e fxg= (d)\ )

Chamamos p* f, f * u e f * g convolugoes.

O objetivo agora é obter representagoes explicitas para pux f, fxue f*g.
Precisamos primeiramente de um resultado técnico de teoria de medida que é apresentado

no teorema a seguir. Antes disso, um lema.

Lema 2.2.5. Sejam 1 < p < oo e f € L,(G). Entao existe um subconjunto o-compacto
E de G tal que f(z) = 0 para A-quase todo = € E°.

Prova: Considere a medida x definida por u(E) = [ |f[Pd\. Entao p é uma medida reg-
ular e 1(G) < co. Assim existe E o-compacto tal que u(E°) = 0, ou seja, [p. |f[PdA = 0.
Segue que f(x) = 0 para A-quase todo x € E°. |

Teorema 2.2.6. Seja 1 < p < co. Suponha que f € L,(G) e 7: G x G — G a aplicacao

1 1

(x,y) — y 'z ou (z,y) — zy . Sejam ® : G — C uma fungdo Borel mensurdvel e

€ M(G). Suponha que existe ¢ > 0 tal que

(i) /G /G () B ) f o ()| dedlel () < clllly

onde p’ é o conjugado de p: 1 + L =1, e dz = d\(z)) para todo ¢ € Copo(G). Entdo a
P

D=

integral

(i) hz) = /G (y)f o r(z,y)du(y)

existe e é finita para A-quase todo x € G e define uma fungao h € L,(G) com |[h| < c.

Prova: Pelo teorema A.2.5 existe g : G — C Borel mensurével tal que du = gd|u| e
lg| = 1. Existe E o-compacto em G tal que |u|(E¢) = 0. Podemos supor sem perda de
generalidade que g(E¢) = 0. Seja ¢ € Coo(G); entao existe Ay, C G compacto tal que
¥(A7) = 0. Defina H : G x G — G por H(z,y) = ¢(2)f o 7(z,y)®(y)g(y). Entdo H é
Borel mensurdvel sobre G x G e se anula fora do conjunto o-compacto A, x E. Desta

maneira podemos aplicar o teorema A.1.28, citando (i), para obter

/G/GH(x’y)dde(y):/G/GH(fUa?J)dWl(y)dx-
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Pelo teorema A.1.28 e (i), a integral

[ el = @) [ (o n)@nwswdl)
G G

existe e é finita para A—quase todo x € GG, e define uma funcao Borel mensurével.

Para x € GG, definimos

h(z) = /G f o7 (z,y)B(@)g(x)dlu|(z) = /G f o 7(,1)®(@)du(x)

desde que a integral exista, e definimos h(x) = 0 caso contrério. Vemos que ©h é Borel
mensuravel para toda ¥ € Cyo(G). Pelo teorema A.1.21, h é Borel mensurével.

Pelo lema 2.2.5 podemos supor que existe S subconjunto o-compacto tal
que f(S¢) = 0. Seja B = ES se 7(x,y) = y~ 'z e seja B = SE se 7(x,y) = zy~ L.

Obviamente B é o-compacto e é facil ver que temos h(B€) = 0. Desta maneira temos

/ |h(z)|Pdx = sup{/ |h(z)[Pdx : F é compacto}.
G F

Mas por (i) temos que

[ h@ystoydsl < el

e desta maneira o teorema A.1.29 mostra que h € L,(G) e ||h||, < c. ]

Teorema 2.2.7. Para u € M(G) e f € L1(G) temos

(i) p = [o fly~'z)du(y), para A-quase todo = € G, e || fll1 < lullllflli; e
(il f*p@) = [, A zy~1)du(y), para A-quase todo x € G e || fx plly < || fll1flll.

Prova: Seja v € M,(G) tal que dv = fd\. Para ¢ € Cyo(G), temos

/wduw—//wya: 2)dadu(y).

Usando o teorema 1.2.7, podemos escrever

/wdu*y_//qp (yL2)dzdu(y) (2.6)
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Temos ainda que

/G /G (@)1 (5 )l dadlul(4) < [blloe /G /G | (@) dedla| ()

= [[Plloo [ flI2lliall = ol ool I ell- (2.7)

-1

Usando o teorema 2.2.6 com 7(x,y) =y~ 'z, ® =1 e ¢ = ||u||||v| obtemos que

= / Fly~ a)duly)
G

existe para A—quase todo x € G e define uma funcdo h em Li(G) e ||h]1 < [Jull|lv] =

leellll £1l1- Mais ainda, usando as equagoes 2.6 e 2.7, vemos que

Lovir= [ [ v@se oammis = [ [ v adwduty)
_ /G¢du*u:/qup*fd>\

para toda ¢ € Cyo(G). O teorema A.1.29 agora mostra que ||u* f —h||; = 0, e isto implica

(i). Para (ii) seja 7(z,y) = 2y~ !, ® = A~ e ¢ = ||v||||p||. Entdo para 1 € Coo(G), temos

/G/Iw(x)A—l( Flay™)|dad| ) (y /A ) /|¢ ) fy-1 (2)|ded|p|(y) <
< [ Aw il / @zl @) = [ ol [ 17@dzdlilw) =

= [[Plloo 1 lleell = [0 lloo [l 12l

Agora, argumentando como no item (i) acima, segue que a integral

= / Ay ™) f @y Hdu(y)
G

existe para A-quase todo x € G e define uma fungao h em L(G) tal que || f*xpu—h|; = 0.1
Corolério 2.2.8. Seja € M(G).
(i) Para toda f € L1(G) temos

p o f(x / fyz)du(y
a integral sendo finita para A—quase todo x € G;
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(i) Se f € L1(G) e se definimos f* = f. % entdo f* € L1(G) e ||f*|1 = ||flli. Mais
ainda, se du = fdA entao du*™ = f*d\.

Prova: O item (i) segue dos teoremas 2.1.8 e 2.2.7. Para provar (ii) note que pelo

/G|f*|d)\=/G|ﬁ%|d)\:/G|f|d)\.

Assim f* € Li(G) e ||f*||l1 = || f]|1. Agora para ¢ € Cy(G), temos

/G by = /G Fodp = /G G2 fdx = /G b.Fdr = /G OT xdr = /G b

Pelo teorema A.2.6 isto prova (ii). |

corolario 1.2.15 temos

Teorema 2.2.9. Para f,g € L1(G), temos

(i) frg(x) =[5 fWgly z)dy;

(i) fx*g(= fG )dy,
(iii) frg(x)= oA f(zyNgly)dy;
(iv) frg(z) = oA “Hglyz)dy.

Cada igualdade valendo para A—quase todo = € G.
Prova: As igualdades (i) e (iii) seguem do teorema 2.2.7 e da definicao de f * g. Para

provar (ii), usamos o teorema 1.2.7 e escrevemos

/Gf(y)y wdy—/fwy (zy)~ dy—/fwy )

Para provar (iv) usamos o teorema 1.2.9 e escrevemos
/ A(y™)f ey g(y)dy = A(x)/ A((yz) ™) f (x(ya) g (ya)dy =
G G
= [ A6 et .

As férmulas de convolugao 2.2.7(i-ii) para p € M(G) e f € L1(G) podem
ser extendidas para f € L,(G) (1 < p < 00). Os seguintes dois teoremas descrevem como

isto acontece.
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Teorema 2.2.10. Seja f € L,(G) (1 <p < o0) e p€ M(G). Entao a integral

/ o) du(y) = u+ ()
G

existe e é finita para A-quase todo z € G e define uma fungao p * f € L,(G), com

e Fllp < el -

Prova: Vamos aplicar o teorema 2.2.6. Seja 7(x,y) =y~ 'z, ® =1, e ¢ = ||ull|f]l,- Se

¥ € Coo(G), entao a desigualdade de Holder implica que

/ [fy™ )y (@)lde < [lp-1 Flpllelly = I1F 1]y

e portanto

/ / o) £y~ ") dad |l (y / VIl sl &) = 1l L el

O resultado agora segue do teorema 2.2.6. |

Para a convolucdo f * p, com f € Ly(G), nosso resultado é menos elegante
que para u* f. Esta diferenca aparece por causa da distingdo entre as medidas de Haar a

esquerda e a direita.

1
Teorema 2.2.11. Seja p € M(G) e suponha que [, A™# d|p|(y) é finito, onde 1 < p < oo
ep =-L5 (I'=00e = =0). Seja f € L,(G). Entéo a integral

| AWy i) = £+ )
existe e ¢ finita para A\-quase todo = € G e define uma funcao f * y € L,(G), com
-5
151l < 51 | A7 dlulo)
Prova: Para aplicar o teorema 2.2.6, seja
1 1 -3
ray) oy #=AT e o= Ifl, [ AW P dulw)

Seja ¥ € Cyo(G). Pela desigualdade de Holder e o teorema 1.2.9 temos

/ Py @) ldz < |y Il = A7 Il 1l

39



E portanto

|| 1w@at )y Hldediulo)
GJG

IN

[ 86 Ul pdlal) =
6l l5l | ) dlul)

O resultado agora segue do teorema 2.2.6. |

Corolario 2.2.12. Temos como consequéncia que:

(i) se f € L1(G) e g € Ly(G) (1 < p < o0) entdo a integral

fgle) = /G Fay)gly™)dy = /G gy z)dy

existe e é finita para A-quase todo & € G e define uma fungao f * g € L,(G), com

1F* glly < 1 111lgllp-

=

(i) se f € Ly(G) e g€ Li1(G) ese A » g € L1(G) entao a integral

f*g(x)=/GA(y‘l)f(wy‘l)g(y)dyz/Gf(fvy)g(y‘l)dyz/Gf(y)g(y‘lw)dy

existe e é finita para A-quase todo & € G e define uma fungao f * g € L,(G), com

_ L
1+ gllp < IF1I[1A 7 gll1-

Prova: A afirmacao para f € Li(G) e g € Ly(G) segue diretamente de 2.2.10 e a
afirmacao para f € L,(G) e g € L1(G) segue diretamente de 2.2.11.

Lema 2.2.13. Seja p € [1,00) e seja f € Ly(G) = Ly(G,Bg, ). Para todo € > 0, existe

uma vizinhanga U de e em G tal que
sf —tfllp <€, ses,teG e st™tel.

Isto é, a aplicagao = —,f de G em L,(G) é uniformemente continua a direita. Para todo

t € G fixado e todo € > 0, existe uma vizinhanca V' de e tal que
I fs = fillp <€ se setV.

Isto é, a aplicacao = — f, de G em L,(G) é continua.

Prova: Seja ¢ € Coo(G) tal que ||f — ¢[|, < § (veja teorema A.1.29). Seja F' compacto
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tal que ¢(F€) = 0 e seja W uma vizinhanca simétrica de e tal que W é compacto. Seja U

uma vizinhanca de e tal que U C W e tal que
€ _1
[6(a) = o(b)] < AWEF) 7,
para todos a,b € G, com ab~! € U. Se st~! € U, temos que

/ b(sz) — B(tz)[Pdx _/ |p(st™ta) — ¢(x)|Pdx = /WF\gb(stlx) — ¢(x)[Pdx < (g)f’;

isto é, [|s¢ —¢o|l, < §. Usando o teorema 1.2.7, podemos escrever

sf =tfllo < Nlsf =s0llp + lls@ —:@llp + led =2 fllp =

€ €

Isto prova que a aplicacao = +—, f é uniformemente continua & direita.

Escolha agora ¢ € Coo(G) tal que ||[¢—f|| < iA(t)%. Seja W um vizinhanga
simétrica de e tal que W é compacto e W C {z € G : A(z) < 2P}. Seja E um conjunto
compacto tal que ¥(E°) = 0 e seja V uma vizinhanga simétrica de e em G tal que V.C W
e tal que b=la € V implica [1(b) — (a)| < i)\(EW)fiA(t)%. Entao se s = tv, onde

v € V, temos do teorema 1.2.7 que

s — Gully = Nt — telly = AE) 77 [l — ]l

1
= A@™YH > [/ Wl (xv) — p(x)|Pde " < i

Como acima obtemos

Hﬂ—ﬁM:=HM—ﬁMSWm—wa+W%—wM+Wm—Mb
- < 5|1 F = ¢l + [ — wellp + AEDF |l — £l

e A(
€ €
4 4
Observagao 2.2.14. A aplicagdo =z — f, de G em Ly(G) ¢é uniformemente continua a
esquerda para todo f € L,(G) se e somente se G é unimodular. De fato, suponha que G

¢ unimodular. Pelo coroldrio 1.2.15, f, também pertence a L,(G). Dado € > 0, usamos o

lema 2.2.13 para escolher uma vizinhanga U de e tal que ||s(f«) —¢(f+)|lp < € sempre que

41



st™! € U. Entao 'y € U implica que

1fe = Fylly = W (fo = fy)ellp = lla=1 (Fi) =1 (F)llp <€

Suponha agora que G nao é unimodular. Seja U uma vizinhanga simétriczci de e tal que
U é compacto. Seja x1 = e; tendo escolhido z,,_1, escolha x,, € <nU1 :ckU> (note que x,
existe pois G nao é compacto). Seja Wi uma vizinhanga Simétricka:tle e tal que W c U
e A(W1) < % (isto é possivel pois G ndo é discreto). Tendo escolhido W,_1, seja W,
uma vizinhanga simétrica de e tal que W2 C W, _1 e A(W,,) < 27". Finalmente, seja
W = Ej x,Wh,. Note que A(W) < § 27" < oo e assim 1y € Ly(G). Para mostrar que
T — (1{;/1)36 nao ¢ uniformemente cor?c?rllua a esquerda, seja V' uma vizinhanga simétrica de
e tal que V C Wj. Escolha um inteiro positivo m tal que 2'=™ < A(V)). Entdo V N We 4
deve ser nio-vazio pois se V. C W,,_1 entdao A(V) < A(W,,,_1) < 21=™; tome qualquer
elemento v de VN WS _,. Mostraremos que x,, Wpv é disjunto de W. Assuma que
Ty Winv N2, Wy, # 0, para algum n. Entao z,w,v = z,w), para w, € Wy, e w), € W,,
e assim z, 'z, € W, VIW, 1 ¢ W3 C U, ou seja z,,, € z,'U; segue dai que n < m.

Lz, € U e portanto n = m.

Por outro lado, como U é simetrica também temos que z.,
Desta maneira v = w,,'w!, € W, W,,, = W2 C W,,_1, que é uma contradi¢io. Sendo
Ty Winv C Wo e x,, Wyv é disjunto de W, é facil ver que ||(1w) — (1w ),-1]|p > 0. Agora,

para todo y € G, temos

1Aw)y = Aw)yo-1llp = A7 () — (L) [ (2.8)

Sendo que G nao é unimodular, A(G) é (um grupo) nao-limitado em (0, o), e assim o lado
direito da equacio 2.8 pode ser feita arbitrariamente grande. Sendo (yv—!)"ly =v €V,

isto mostra que x — (1), nao é uniformemente continua & esquerda.

Teorema 2.2.15. Se f € L1(G) e g € Loo(G) entdo a integral

h(z) = /Gf(wy)g(y‘l)dy

existe para todo x € G e define uma funcao h que é uniformemente continua a direita e
limitada sobre G e temos [|h|lcc < ||f]1]|glco- A fungao h serd denotada por f * g (por

motivos ébvios). Mais ainda, se g € Cy(G) entao f * g € Co(G).
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Prova: Suponha primeiro que f € L1(G) e g € Loo(G). Note que

/ [f@y)g(y™Dldy < llzf1llgello = 1F Il glloo-

Assim h(x) existe e é finito para todo z € G e ||h]loo < ||fl1]|9]lcc- Agora, para s,t € G

temos,

Fxa(s) - [+ g(t)] < /G F(s9) — £ o@Dy < llaf =l lgloo.

Segue do lema 2.2.13 que f * g é uniformemente continua & direita.

Suponha agora que f € Cy(G) e g € Co(G). Sejae > 0e F,K C G
compactos tal que f(z) = 0, para z € F¢ e |g(x)| < W, para r € K¢ Entdo FK é
compacto e |f x g(z)| < € para todo x € (FK)¢. De fato, se © ¢ FK entdao y 'z ¢ K,

para todo y € F'. Dai

1F *ga)] = \ /| f(y)g(ylx)dy‘ < [ 1lloty )iy =

[ 15t 0ldy < 111 =
- M

para todo = ¢ F'K. Segue que se f € Coo(G) e g € Cp(G) entao f * g € Co(G).
Finalmente, seja f € L1(G) e g € Co(G). Seja {f,} sequéncia de fungoes

em Coo(G) tal que || fr, — f]l1 — 0 quando n — co. Entdo cada fungao f, *x g € Cyp(G) e

[ fn % g — f*gllec <|lfn— fllillgllc — 0, quando n — oo.
Logo f g € Co(G). [ |

Coroldrio 2.2.16. Seja A € B tal que 0 < A\(A) < co. Entdo AA~! contém uma vizi-
nhanca da identidade.
Prova: Considere f = 14 e g = 14-1. Entao f € L1(G) e g € Loo(G). Pelo teo-

rema 2.2.15 f * g é continua e temos

(f * 9)e / Faty™ ey = [ 1407y = X(4) >0,

Assim existe V € viz(e) tal que f*g(x) > 0 paratodo x € V. Mas note que se x € (AA~1)¢
entdo f * g(x) = 0. Logo V. C AA™L. |
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Teorema 2.2.17. Seja G um grupo topoldgico localmente compacto. As seguintes afirmacgoes

sao equivalentes:
(i) G é um grupo abeliano;
(i) M(G) é uma &lgebra comutativa;
(iii) L1(G) é uma algebra comutativa;

(iv) existe um x—subsemigrupo comutativo A de M(G) tal que para todo aberto nao

vazio U de G existe p € AT tal que u(U) =1 e u(U°) = 0.

Prova: Para cada a € G, defina ¢, : Bg — C, onde €,(E) = 1g(a). E facil ver que
€ € M(G). Sejam a,b € G, e note que para f € Cy(G) temos

/ F(ea s ) / / f(ey)dea(x)dey(y / f(ay)dey(y) = f(ab) = /G fdea,

Segue que €, * €, = €4p, para todo a,b € G. Assim, se G nao é abeliano entdao M (G) nao é
comutativa. Suponha agora que G é abeliano. Sejam p,v € M(G). Entao para f € Cy(G)

temos

/fdu*y //fxydu )dv(y //fy:nd,u Ydv(y) =
//fya:du du(z /fdz/*,u.

Logo p* v = v * p para todo pu,v € M(G) e portanto M(G) é comutativa. Assim (i) é
equivalente a (ii).

Se M(G) é comutativa entdo qualquer sub-algebra de M (G) é comutativa;
em particular M,(G) é comutativa e portanto L;(G) é comutativa. Assim (i7) implica
(13i). Se L1(G) é uma &lgebra comutativa entao a algebra M,(G) também é comutativa.
Assim (iii) implica (iv).

Suponha agora que (iv) vale e seja A qualquer x—subsemigrupo de M (G)
tal que para todo aberto nao vazio U de G existe um p € A" tal que p(U) = 1 e
uw(U¢) = 0. Suponha que G nao é abeliano, isto é, ab # ba, para algum a,b € G. Entao
por continuidade do produto de G (e como G é Hausdorff) existe uma vizinhanga simétrica
V de e tal que

(VbaV) N (VaVb) =0 (2.9)
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Escolha V; vizinhanca de e tal que V; C V. Agora escolha v € AT tal que
v(b='V;) =1 e v((b=117)¢) = 0. Seja S(v) o suporte de v (veja teorema A.1.20). Temos
que b1V é fechado e

V(671 TR)) < w671 VA)) =,

Assim S(v) C b~1V; C b~V seja ¢ qualquer elemento de S(v)~! C Vb. Agora seja W
vizinhanca simétrica de e tal que W C V e a='Wa C V. Finalmente, seja € AT tal que
w(Wac) =1 e pu((Wac)¢) = 0. Iremos mostrar que pu* v(aV') # v * pu(aV); isto ird violar

(iv) e mostrar que (iv) implica (i). Pelo coroldrio 2.1.11 temos

p*y(aV):/Gl/(xl(zV)du(:z:):/W v(z"taV)du(zx).

ac

1

Se x € Wac, entdo © € Wac = aa 'Wac C aVe, e assim ¢! € 27 'aV. Em outras

palavras, o conjunto aberto z~'aV intersepta S(v), e assim v(x~1aV) > 0. Segue que

p*v(aV) > 0. Completemos agora a prova mostrando que v * p(aV) = 0. Temos

vk pu(aV) = /Gu(a:_laV)du(:c) = /b w(ztaV)dy(z).

,1‘/

Sexeb 'V,entdoz ' € Vbe
(z7raV) N (Wac) C (VeaV) N (VaVe) =0
pela equacdo 2.9. Consequentemente i (z~'aV) = 0 paratodoz € bV e vxpu(aV) = 0.1

Exemplo 2.2.18. Seja G um grupo discreto. Entéao a dlgebra M,(G) coincide com M(G).

De fato, se G é discreto entao ja sabemos que A é a medida de contagem:

numero de pontos de £ se E ¢ finito
AME) =

00 se E ¢é infinito

Assim A\(F) = 0 somente para E = (). Logo toda u € M(G) satisfaz u(E) = 0 sempre que
AE) = 0.

Exemplo 2.2.19. A algebra M(G) contém uma unidade, a saber a medida €.. De fato,
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temos para p € M(G),

/Gfd(u*ee):/G/Gf(xy)du(w)dee(y) = /G/Gf(ary)dee(y)du(x)=
- /G F(@)du(z) = /G Fd

/fdee*u //fwyde‘e Japu(y /f Japu(y /Gfdu-

Logo 1% €. = €¢ % 1 = i, para toda pu € M(G). Em particular, se G é discreto, M,(G) tem

unidade.

Teorema 2.2.20. Se G é nao-discreto entao M,(G) [equivalentemente L;(G)] nao tem
unidade.

Prova: Assuma que p € M,(G) e que px v = v, para toda v € M,(G). Como G é nao
discreto temos |u|({e}) = 0 (veja exemplo 1.2.17). Assim existe U vizinhanga de e tal
que |p|(U) < 1. Seja V vizinhanca simétrica de e tal que V2 C U e A(V) < oo; entdo

1y € L1(G) e temos para quase todo x € V' que

/ (y~")dp( )'

/ (o) duly).  (210)

L=1y(z) =p*ly(z) = /le(y_lx)dﬂ(y)

IN

Agora, se y ¢ U entdo y ¢ 2V C V2 C U, para todo x € V. Assim o7 1y ¢ V, e assim
y~lz ¢ V-1 =V, para todo z € V. Dai

/ 1y (y~ ) d]p|(y) = / 1y (y~2)d]ul (y) < / 1dlul () = |ul(U) < 1.
G U U

Isto contradiz a equagao 2.10. |

Definigao 2.2.21. Seja A uma algebra normada. Uma wunidade aprorimada em A é uma
net {e; }ier tal que ||e;]| < 1, paratodoi € I e
limze; = lime;xz =,

el i€l

para todo x € A.
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Teorema 2.2.22. A dlgebra M,(G) [equivalentemente L;(G)] contém uma unidade apro-
ximada.
Prova: Vamos provar que a &lgebra L1(G) tem uma unidade aproximada.

Seja I = {U € viz(e) : A(U) < oo} e olhe I como conjunto dirigido da

maneira usual: U >V se U C V (U,V € I). Para cada U € I, seja fy = e note que

1y
AO)
fu € L1(G). Provaremos que a net { fi}yer é uma unidade aproximada para L1(G). Seja

e > 0. Seja Uy € I tal que
ly—1f—fll <e

para todo y € Uy (tal Uy existe pelo lema 2.2.13). Entao para todo U € I, com U > Uy

temos

[fo=f—flh= / |fu * f(x) — f(x)|de =
G

/ fo) ) dy — / F(@) fo(y)dy

< / [ 1t = ) ()| dyde =

- /(/|fy ) >|dx>fU<>

— /U byt f — fll fo(y)dy < e.

dz <

Assim hn}l fu=f=f. Agora tome Uy € I tal que | f[1|A(y™")—1] < §, e A(y_l)ny_l —
1€
flli < §, para todo y € Up (tal Uy existe pelo lema 2.2.13 e o coroldrio 1.2.11). Entao

para todo U € I, com U > Uy temos

i = [ Aot < [ 1 - A s < 5 )
/If fu(z /A dy) f(z)|dz =

= /\/fU(y)f(x Ydy — /A )f(z)dy|dz <

< |1t = r@iam) o tdyds -

= [ (L1 = @) Ay -

= [ 1= e >fU<y>dys§ (212)
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Das equacgoes 2.11 e 2.12 segue que

Logo lim f x fy = f. |
iel

Teorema 2.2.23. Um subespaco fechado A de M,(G) é um ideal & esquerda [direita] de
M, (G) se, e somente se, 4 € A e z € G implicam que €, x u € A [ €, € A].
Prova: Seja A um ideal a esquerda fechado em M, (G) e seja {v; }ier uma unidade apro-

ximada para M,(G). Entao para p € A e z € G temos

€xx b =1lime, * (15 % p) =lim(e, % v;) x u € A,
i€l el

sendo que cada €, x v; € M,(G) e A é um ideal & esquerda fechado.

Suponha reciprocamente que u € A e x € G implicam que €, * 4 € A, onde
A é um subespaco fechado de M,(G). Sejam v € M,(G) e py € A. Seja ® € M,(G)* para
o qual ®(A) = 0. Pela observagao A.1.25 existe g € Loo(G) tal que

®(u) = /ngu,

para toda u € M,(G). Entao temos

‘1>(V*uo)=/09d(l/*uo)Z/G/Gg(wy)duo(y)dV(ﬂﬁ)=

LU [ stewdes@dmatlavte) = [ @t pojivta) <o

pois €, * g € A para x € G e P(A) = 0. Assim provamos que para todo ® € M,(G)* tal
que ®(A) =0, temos P(v * ) = 0. Segue do teorema de Hahn-Banach que v x up € A.M

Coroldrio 2.2.24. Um subespago fechado B de L1(G) é um ideal a esquerda [direita] de
L1(G) se, e somente se, f € B e x € G implicam que . f € B [f, € B|.

Prova: Basta notar que se f € L1(G), x € G e se u € M,(G) é tal que du = fd), entdo

dlez 1) = (=1 f)dN e d(pxep) = (A fo-1)dA. u
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Capitulo 3

Multiplicadores

Definiremos neste capitulo o que vem a ser a algebra de multiplicadores de
uma dada &lgebra B, denotada por M(B). Veremos que quando B é uma *-algebra de
Banach entdao M (B) é uma *-algebra de Banach com unidade que contém B como ideal
essencial. Mais ainda, provaremos que M (B) é caracterizada por ser maximal entre todas
as dlgebras que contém B como ideal essencial. Como exemplos ilustrativos demostraremos
que M(Coo(X)) = C(X) (a &lgebra das fungdes continuas sobre X), M(Co(X)) = C*(X)
(a 4lgebra da fungoes continuas e limitadas sobre X) e que M(L1(G)) = M(G) (onde
G é qualquer grupo localmente compacto). Usaremos a teoria de multiplicadores no
capitulo seguinte, onde provaremos que existe da bijecao entre o conjunto das repre-
sentacoes unitarias e continuas de um grupo G e as x-representacoes nao-degeneradas
da dlgebra de grupo L1(G). Mais informagoes sobre a teoria de multiplicadores pode ser

encontrada em [9] ou [10].

3.1 Definicao e Propriedades da Algebra de Multiplicadores

Definicao 3.1.1. Seja B uma &lgebra. Um multiplicador em B é um par (L,R) €
L(B) x L(B) ((L(B) é o espaco dos operadores lineares (nao necessariamente limitados)

de B em B) tal que para todos a,b € B:
(i) L(ab) = L(a)b;
(ii) R(ab) = aR(b);
(i) R(a)b = aL(b).
M (B) é o conjunto dos multiplicadores de B.
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Exemplo 3.1.2. Seja B qualquer dlgebra e x € B. Defina L, : B — B, Ly(a) = za e
R, : B — B, R;(a) = azx. Entao é facil ver que (Ly, R;) € M(B).

Exemplo 3.1.3. Seja B um espaco vetorial qualquer. Defina em B o produto trivial:
xy = 0, para todo z,y € B. Entao as condigoes (4), (ii) e (ii7) acima sao todas identidades

para qualquer (L, R) € L(B) x L(B). Ou seja, M (B) = L(B) x L(B).

Exemplo 3.1.4. Seja X um espaco localmente compacto. Seja B = Cyo(X). Dada
f € C(X) defina L¢(g) = fg e R¢(g) = gf, para todo g € Cpo(X). Entao é facil ver que
(Ly, Ry) € M(Coo(X)).

Exemplo 3.1.5. Seja agora B = Cy(X), onde X é um espago localmente compacto. Dada
feChX)={fe€C(X): félimitada} defina L;(g) = Rs(g) = fg para todo g € Co(X).

Exemplo 3.1.6. Seja B uma algebra normada comutativa com unidade aproximada (veja

definigao 2.2.21). Entao para cada (L, R) € M(B) temos L = R. De fato, temos
bL(a) = R(b)a = aR(b) = R(ab) = R(ba) = bR(a), VY a,b€ B.

Como B tem unidade aproximada segue que L(a) = R(a), para todo a € B. Ou seja,

L=R.
Teorema 3.1.7. Seja B uma algebra. Para (L1, Ry), (L2, R2) € M(B) e a € C defina as
operagoes

1. (L1, R1) 4+ (L2, Ro) = (L1 + Lo, Ry + R»);

2. a(L1,Ry) = (aLy,aRy);

3. (L1, R1)(La, Re) = (L1Ls, RoRy). (Note a troca de ordem na segunda coordenada.)

Se B possuir involucao defina para T' € L(B), T*(x) = T'(z*)*. A partir dai defina:
(leRl)* = ( T?LT)

Entao (Ll,Rl) + (LQ,RQ) S M(B), a(Ll,Rl) c M(B), (Ll,Rl)(LQ,RQ) c M(B) € no

caso de B ter involugao (L1, Ry)* € M(B). Ou seja, M(B) é uma algebra (com involucao
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no caso de B o ser).

Prova: Todas as afimacoes sao facilmente verificadas. |

Teorema 3.1.8. Seja B uma &algebra de Banach com unidade aproximada {e;};cr. Se
(L, R) € M(B) entao ||L|| = ||R|| < co. Se definimos ||(L, R)|| = ||L|| = ||R||, entao M (B)
é uma algebra de Banach com unidade (I, 1), onde I : B — B é o operador identidade.
Prova: Primeiro vamos demonstrar que os operadores L e R sao fechados. Seja {z,}, C
B tal que z,, —» z € B e L(x,) — y € B. Entao para todo a € B,

aL(z) = R(a)x = R(a) lim =z, = lim R(a)x, = lim aL(z,) = ay,

n—>oo0 n—>o00 n—>o00

ou seja, alL(z) = ay, para todo a € B. Como B tem unidade aproximada segue que
L(z) =y. Logo L é fechado. Analogamente R é fechado. Como B é de Banach segue do
teorema do grafico fechado que L e R sao limitados.

Agora note que

1€
< (sup [[L(es) Dllall < [ L] llal,
el

[B(a)|| = lim [[R(a)e;|| = lim [[aL(e;)|| < sup[laL(e;)]]
i€l i€l T

ou seja, |R|| < ||L||. Analogamente, ||L|| < ||R||. Logo ||L|| = || R]] < occ.

Temos que
(L1, R1)(L2, R2)|| = [[(L1La, ReR1)|| = ||L1La|| < [|L1||[|L2|| = [[(L1, R)||[|(L2, R2)]l,

para todo (L1, Ry),(La,Re) € M(B). Assim M(B) é uma é&lgebra normada. Para
(S,T) € L(B) x L(B) (aqui L(B) é o espaco dos operadores lineares e limitados de B
em B) defina a norma ||(S,T)| = max{||S|],||T||}. Entao L(B) x L(B) é um espaco de
Banach e M(B) é um subespaco de £(B) x L(B). Para provar que M (B) é de Banach
basta portanto mostrar que M(B) é fechado em L£(B) x L£(B). Mas isto é trivial. E
também ébvio que (I, 1) é unidade para M (B). [ |

Teorema 3.1.9. Se B ¢ uma *-dlgebra de Banach com unidade aproximada entao M (B)
¢ uma x-dlgebra de Banach com unidade. E se B é uma C*-édlgebra entdo M (B) ¢ uma

C*-algebra com unidade.
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Prova: Suponha primeiro que B é uma *-algebra de Banach (lembre que numa tal dlgebra

temos ||z*|| = ||z||, para todo z). Entao para (L, R) € M(B) temos

IL7]] = sup [|[L*(2)]| = sup [[L(z")*|| = sup [[L(z")[| = sup [[L(z)[| = [|L]].
llz]|<1 ll=l|<1 ll=l|<1 llzll<1

Analogamente, ||R*|| = ||R||. Assim
ICLs RY (| = (R, LA = IL7] = [R7]| = LIl = [|R[| = [|(L, R)]].

Logo M(B) é uma *-algebra de Banach com unidade.

Suponha agora que B é uma C*-algebra. Entao, é um fato, que B tem uma
unidade aproximada (veja teorema 8.4, pagina 405 de [3]). Dai, como provado acima, B
ja é uma x-dlgebra de Banach com unidade. Basta entdo provar que ||(L, R)*(L,R)| =

I(L, R)||?, para todo (L, R) € M(B). Seja (L, R) € M(B). Entdo note que
IL@)II* = || L(2)*L(z)|| = | R(L(2)")z]| = [|R* (L(x))"|| < | R*(L(x))"|[]]].

Dai

IL|? = sup [|L(2)|* < sup |R*(L(x))*|| = |R*LI|
=<1 =<1

e portanto

ILI? < |R*LI < (IR*I LI = [1L]%,

donde |R*L| = ||L||*>. Logo
I(Z, R)*(L, R)|| = ||(R*L, RL*)|| = | R*L|| = IL|I* = (L, R)|]*.

Portanto M (B) é uma C*-dlgebra com unidade. [ |

Definigao 3.1.10. Seja B uma édlgebra. Dizemos que um ideal bilateral I C B ¢ essencial

se para todo b € B satisfazendo bl = {0} ou Ib = {0} tem-se b = 0.

Exemplo 3.1.11. E facil ver que Coo(X) é um ideal essencial em todas as algebras Co(X),

C’(X) e C(X). Em particular, segue que Co(X) é um ideal essencial de C*(X).

Exemplo 3.1.12. Seja G um grupo localmente compacto. Entao Li(G) é um ideal

essencial de M(G) (aqui estamos identificando L1(G) com M,(G)). De fato, seja u €
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M(G), p # 0. Entéo existe f € Coo(G) tal que [, fodp # 0. A desigualdade

[ f(y) = pox f(@0)] < ly-1 (fe) —o-1(F) lloollel

e a continuidade uniforme a direita de f,, mostram que p * f é uma fungdo continua.

Também, temos (p* f)(e) = [ fedp. Assim || fll1 = [ fldA >0

Teorema 3.1.13. Seja B uma algebra de Banach com unidade aproximada. Defina
ip: B— M(B); ig(z) = (Lg, R;), onde L,(a) = za e Ry(a) = ax, para todo z,a € B.
Entao a aplicagao ip é um homomorfismo isométrico de B em M (B) e ip(B) é um ideal
essencial em M (B). No caso de B ser uma x-dlgebra de Banach temos também que ip
preserva .

Prova: E f4cil ver que ¢p ¢ um homomorfismo e que ip preserva * no caso de B ser uma
x-algebra de Banach.

Note que para todo a € B,

[La(2)|| = llaz|| < flallllzll, V2 € B,
ou seja ||Lq|| < [la|l. Mas ||Lq(e;)]] = ||laei]| — [la||. Assim ||Lq|| = ||al|. Isto diz que ip é
isométrica.
Seja (L,R) € M(B) e a € B. Entao (L, R)(Lq, Ry) = (LLgy, Ry R). Mas
LLy(7) = L(ax) = L(a)x = Lq)(z)
e

R.R(x) = R(z)a = 2L(a) = Ry (),

e assim (L, R)(La, Ra) = (Lpa), Ri()) = i8(L(a)) € ip(B). Portanto ip(B) é um ideal
de M(B).
Suponha agora que (L, R) € M(B) e (L,R)ig(B) = {(0,0)}. Entao

(L, R)(La, Rq) = (LL(a),RL(a)) = (0,0),

para todo a € B. Assim L(a)r = xL(a) = 0, para todo a,z € B. Como B tem

unidade aproximada isto implica que L(a) = 0, para todo a € B, ou seja, L = 0. Dai
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IR|| = ||L|| = 0, ou seja, R = 0. Analogamente, se ig(B)(L,R) = 0 entdo L = R = 0.
Logo ip(B) é um ideal essencial de M (B). [ |

Observagao 3.1.14. A partir do teorema acima podemos supor que se B é uma algebra
de Banach com unidade aproximada, entao B pode ser considerada dentro de uma algebra
de Banach M (B) com unidade tal que B é um ideal essencial de M (B). No caso de B ser
uma *-algebra de Banach, M (B) também ¢é uma -dlgebra de Banach e no caso de B ser

uma C*-algebra M (B) também ¢é uma C*-dlgebra.

Teorema 3.1.15. Se B é uma algebra de Banach com unidade aproximada e se A é uma
algebra de Banach que contém B como ideal entao existe um homomorfismo ¢ de A em
M(B) que é a identidade sobre B (no caso em que A é x-algebra i também preserva ).
Mais ainda, se B é um ideal essencial de A entao i é injetivo.

Prova: Para cada a € Aeb € B temos ab,ba € B. Assim temos definida as aplicagoes
L,:B>x+—ar€eB e R,:B>xz+> zac€B.

E facil ver que (Lo, Ry) € M(B). Defina i : A — M(B), i(a) = (La,Rs). Entéo ¢
facil ver que 7 é um homomorfismo. Suponha agora que B é um ideal essencial de A e que
i(a) = (La, Ry) = (0,0). Entao Lo(z) = Ry(x) = 0, para todo = € B, ou seja ax = za = 0,

para todo x € B. Como B é um ideal essencial de A segue que a = 0. Logo i é injetiva.l

O teorema acima nos diz que M (B) é maximal entre todas as algebras que

contém B como ideal essencial.
3.2 A Algebra de Multiplicadores de Cj(X)

Seja X um espago localmente compacto. Ja vimos no exemplo que cada
f € C*(X) define um multiplicador s = (Ly, Ry) € M(Co(X)) (veja exemplo 3.1.5).
Iremos mostrar nesta secao que a aplicacao f +— py € um x-isomorfismo de C*(X) sobre

M(Cy(X)) e assim (por abuso de notacio) poderemos escrever que M (Cy(X)) = C*(X).

Teorema 3.2.1. Seja X um espaco localmente compacto. A aplicagdo

®:C"(X) 3 fr pp = (Ly, Ry) € M(Co(X))
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é um *-isomorfismo.
Prova: Pelo exemplo 3.1.11 e o teorema 3.1.15 temos que ® é um *-homomorfismo injetor.
Basta mostrar entao que ® é sobrejetor. Seja u = (L, R) € M(B). Como Cy(X) é uma
algebra comutativa temos L = R (veja exemplo 3.1.6). Assim basta mostrar que L = Lj
para algum h € C*(X).

Fixe o € X e U € viz(xp). Suponha que f € Cp(X) é tal que f(xz) =0
para todo z € U. Seja g € Cp(X) tal que g(zg) =1 e g(U¢) =0 (veja 1.2.10). Entao note

que

L(f), = L(f)g., = L(f9),, = L(0)},, = 0.

2o

Daf L(f),, = 0 para todo f € Co(X) com f(z) = 0 em algum U € viz(zy).
Suponha agora que f € Cy(X) é tal que f(xg) = 0. Para cada n € N

%, para todo z € V,,. Seja U, € viz(z) tal que U,

seja Vi, € viz(xp) tal que |f(z)] <
é compacto e U, C U, C V. Seja g, € Co(X) tal que Injp = 0e nlye = 1. Tome
fn = fgn- Bntdo fu, =0e fa,. = fi,.. Note que|fn(z)—f(z)] = [f(2)(1—gn(2)] < 2,
para todo z € X en € N. Assim || f, — flloc < % para todo n € N, ou seja, f, — f em
Co(X). Como L é limitado temos L(f,) — L(f). Mas L(fn)

Assim L(f)

= 0, para todo n € N.

|zq

= 0, para toda f € Co(X) com f(zo) = 0. Segue que L(f), = L(g),, se

2o E

fig € Co(X) e f(xo) = g(zp). Defina agora h : X — C da seguinte forma: para x € X
seja f € Co(X) tal que f(x) =1 e defina h(z) = L(f)|,. Pela discussdo acima h estd bem
definida. Vamos provar que h € C*(X). De fato, primeiro note que se f, € Co(X) é tal

que || fz]| <1 e fi(x) =1 entao

()| = [L(fe)), | < L) < LM < (1L,

para todo z € X. Isto diz que h é limitada. Agora fixe xp € X. Seja U € viz(xg) tal
que U é compacto. Seja fz, € Co(X) tal que f:vo\U = 1. Entao para todo z € U temos
feo(z) = 1 e assim h(z) = L(fs)],- Como h coincide com uma fungao continua numa
vizinhanga de x¢ entdo h é continua em zg. Logo h € C°(X).

Finalmente tome f € Co(X) arbitrdria e z € X. Seja g € Cp(X) tal que
g(x) = 1. Entao h(x) = L(g)|, e assim

L(f), = L(Ng,, = L(f9), = L(9f), = L(9)fi, = L(9) . fi. = P [|, = f(@)h(2),
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para todo x € X, ou seja L(f) = fh. Como f foi arbitraria temos R=L =L, =R;,. N

3.3 A Algebra de Multiplicadores de Cjo(X)

Iremos mostrar nesta segdo que M (Cpo(X)) = C(X).

Teorema 3.3.1. Seja X um espaco localmente compacto. A aplicacao
D C(X) > f — (Lf,Rf) € M(C()()(X))

é um *-isomorfismo.

Prova: Pelo exemplo 3.1.11 e o teorema 3.1.15 temos que ® é um *-homomorfismo injetor.
Basta provar que ® é sobrejetor. Para isso seja (L, R) € M(Cyy(X)). Como Cpyy(X) é
comutativo L = R. Fixe U C X aberto tal que U é compacto. Seja Iy = {f € Cpo(X) :

fiye = 0}. Note que Iy é um ideal de Cpo(X) e é fécil ver que a aplicagao
CO(U) agHgEIU,

onde g denota a extensao por zero de g, é um x-isomorfismo. Mais ainda temos L(Iy) C Iy .
De fato, seja f € Iyy. Suponha que f > 0. Entao f = /fv/f edai L(f) = L(V/f)Vf € Iy.
Agora, se f € Iy é qualquer entao escreva f = (f1 — f2) +i(fs — f4), onde f; € Iy e
fi >0, parai=1,2,3,4. Entao como L é linear segue que L(f) € Iyy. Assim Ly = Ly, :
Iy — Iy é um multiplicador de Iy =2 Co(U). Pelo teorema 3.2.1 existe fyy € C*(U) tal que
Ly(g) = fug, para toda g € Co(U). Entdo para cada U C X aberto, como U compacto
existe fy € CP(U) tal que Ly(g) = fug, para toda g € Co(U). Seja = € X arbitrario e
tome U € viz(x) tal que U é compacto. Defina F' : X — C pondo F(z) = fy(z). Seja
V € viz(x) tal que V é compacto. Seja g € Iyny C Iy N Iy tal que g(x) = 1. Entdo note
que

fu(x) = fu(z)g(x) = Lu(g), = L(g), = Lv(9)), = fv(@)g(z) = fv(z).

Assim F' estd bem definida. Vamos provar agora que F' € C'(X). Fixe zg € X. Seja Uy €
viz(zo), Up compacto. Entdo para todo x € Uy temos Uy € viz(x). Assim F(x) = fy, (),
para todo x € Up. Seja € > 0 e tome xg € U C Uy tal que |fy,(z) — fu,(x0)| < €, para
todo z € U. Entao |F(x) — F(z¢)| < €, para todo x € U. Logo F € C(X). Finalmente
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seja f € Coo(X) e v € X. Seja U € viz(x) tal que U é compacto. Seja g € Iy tal que
g(z) = 1. Entao

L(f), = L(f)g,. = L(f9). = Lu(f9), = fu(x)f(x)g(x) = F(x)f(z).

Logo L(f) = F f para todo f € Cpo(X), ouseja L = Lp. [ |

3.4 A Algebra de Multiplicadores de L;(G)

Provaremos nesta se¢ao que M (L1(G)) = M(G). O leitor interessado pode

encontrar mais sobre este fato em [9] ou [10].

Teorema 3.4.1. Seja G um grupo localmente compacto. Entao a aplicagao
@ M(G) 3 i (L Ry) € M(L1(G)),

onde L,(f) =puxfeR,(f)=f*pu, paratoda f € L1(G) é um *-isomorfismo.

Prova: Pelo exemplo 3.1.12 e o teorema 3.1.15 segue que ® é um x-homomorfismo in-
jetivo. Basta provar que ® ¢é sobrejetivo. Seja (L,R) € M(L1(G)). Considere A =
Co(G) N L1(G). Em A introduza a estrutura algébrica de Cy(G) e a norma

[flla = WSl + [ flloo, ¥ f € A

Entao A é uma *-algebra de Banach. De fato é facil ver que A é uma x-dlgebra. Seja {f}n
uma sequéncia de Cauchy em A. Entao {f,}, é uma sequéncia de Cauchy em Cy(G) e
em Li(G). Assim existem f € Cy(G) e g € L1(G) tais que f,, — fem Co(G) e fr, = ¢
em Li(G). Entao existe uma subsequéncia { fy, }r de {fn}n tal que f,, () — g(x) para
A-quase todo x € G (veja A.1.27). Segue que f(x) = g(z) para quase todo x € G. Assim
f=gem Li(G). Entao f, — f em Li(G). Segue que f,, — f em A. Logo A é um espago

de Banach. Agora note que para f,g € A temos

1fglla = FgllL + 11 fgllc = /G [f(@)g()lde + [ fglloo <

£ llllglloo + 1l flloollglico < NIfllallglloc < [lfllallglla-
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Assim A é uma *-algebra de Banach.
Se f € Li1(G) e g € A entao segue do teorema 2.2.15 que f x g € Co(G),
ou seja L1(G) * A C A. Seja agora f € Aee>0. Como f € Cy(G), f é uniformemente

continua & direita e assim existe U € viz(e) tal que U~! = U, U é compacto e
If(s) = f(t)| <e, Vstlel.

Assim se y € U temos |f(y~'z) — f(x)| < ¢, para todo x € G. Tome fy % Entao

fu € L1(G) e temos
(fu* (@) |—|/fU (v e)dy — f( |—|/fU [l 'e) — f(@)dy| <

/U fo@)Fa) - F(@)ldy < e,

para todo = € G. Assim ||fu * f — f|loo < €. Bom, ja sabemos que a net {fy}yer, onde
I = {U € viz(e) : U = U eU é compacto}, é uma unidade aproximada para L;(G)
(veja demonstragao do teorema 2.2.22). Logo existe V' € I tal que ||fy x f — f]1 < e
Tomando W = U NV temos que ||fw * f — f|la < e. Logo Li(G) * A é denso em A. Pelo
teorema de Cohen-Hewit (veja teorema 32.22, pg 268 de [2]), para toda f € A e para todo
e >0, existem g € L1(G) e h € B tal que

(i) f=gxh,
(i) llgll <1,
(ifi) ||f — hlla < e

Em particular para f € Cy(G) existem g € Li(G) e h € A tal que f = g * h. Dai,
L(f)=L(g+h) = L(g9) xh € L1(G) * A. Em particular L(f) é uma funcéo continua para
toda f € Cpo(G). Assim fica bem definido o funcional

®:Coo> fr— L(fe)(e) € C.

Afirmamos que ® € Cj,(G). De fato, é facil ver que ® é linear. Seja f € Cpo(G) C A e
e > 0. Entao f, =g=*h, onde g € L1(G), ||g][1 <1eh e B, com || fx — hl|la < €. Dali,

IL(f) ()] < NL(f)lloo = [1L(9) * hlloc < [[L(g)ll1][Allcc <
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ILglllth = fu + felloo < IILNUIR = Filloo + [[fxlloo) < NENI(e+11£llo0);

para todo € > 0. Segue que |L(f.)(e)| < ||L||||f|lcc- Logo ® € C§y(G). Por outro lado,
como Cpo(G) é denso em Cp(G) temos que Cjy(G) = C5(G) = M(G). Assim existe
w e M(G) tal que
o(1) = [ s
isto é,
L)) = [ fn

para toda f € Cy(G). Note agora que para f € L1(G) temos

A™H)(f *6p-1)(e) = Ala™) /G Ay fey™)dd,—(y) =

para A\-quase todo x € G. Assim para f € Cyo(G) temos

L(f)(z) = Aa™)(L(f) * 6,-1) e),

para A-quase todo z € G. Note agora que L(f) * d, = L(f * ), para todo z € G. De

fato, para cada x € G, defina as aplicagoes

Ly L1(G) — Ly(G);  Lo(f) = 6p % f =1 f

R, : Li(G) = L1(G); Ry(f) = f*6,=A(z 1) fom1.

E facil ver que o par (L, R,) € M(L1(G)). Agora note que a algebra Ly (G)
é “superassociativa”, ou seja, se (L1, Ry), (L2, Re) € M(L1(G)) entdao L1Ry = RoL;. De
fato, por Cohen-Hewit novamente temos que Li(G) é idenpotente, ou seja, para toda

f € L1(Q), existem g,h € L1(G) tal que f = g x h. Dal,
LiRy(f) = L1Ry(g * h) = La1(g * Ra(h)) = Li(g)Ra(h) =

Ry(L1(g) * h) = Ra(L1(g * h)) = RoL1(f).

Em particular temos LR, = R,L, isto é, L(f % 6,) = L(f) % J, para toda f € Li(G).
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Assim

L(f)() = Al V() # 6,m1(€) = Al YL(f * 5p1)(e) =
— Al / (f+ 85 e / / A V)b, (2)dp(y)

= Az I/A (v 'z)duly /fy 'z)du(y) = (ux f)(2),

para A\-quase todo z € G. Logo L(f) = puxf, paratoda f € Cyo(G). Segue que L(f) = puxf,
para toda f € Li(G), ou seja, L = L,. Agora note que

R(f)xg=[fxL(g)=f*Lulg) = f*pxg=Ru(f)*g,

para todos f,g € L1(G). Segue do teorema 2.2.22 que R(f) = R,(f), paratodo f € Li(G),
isto é, R = R,. Assim (L,R) = (Ly, R,) e portanto a aplicagao

M(G) 3 i (L Ry) € M(L1(G))

¢ um *-isomorfismo. Assim podemos escrever: M(L1(G)) = M(G). [
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Capitulo 4

Representacoes

Neste capitulo estudaremos a conexao entre representacoes unitarias de um
grupo localmente compacto G e as x-representagoes de M, (G), ou seja, as x-representagoes
de L1(G). Podemos citar [1] ou [3] como referéncias mais detalhadas sobre representacoes

de algebras e grupos.
4.1 Representacoes de Algebras

Definicao 4.1.1. Seja A uma &algebra. Uma representacao de A sobre um espago de
Hilbert H é uma aplicacao linear 7 : A — L(H) que também é um homomorfismo. Isto
é, para cada © € A, w(z) é um operador limitado sobre H, e para todos z,y € A e
a € C, temos w(z +y) = w(x) + 7(y), m(azx) = an(z) e n(zy) = m(x)7(y). Se A é uma
x-algebra, e se 7 satisfaz também a condicao m(z*) = w(z)*, para todo x € A entdo 7 é
chamada uma *-representacao de A sobre H. Um subespaco M de H é dito invariante

se w(z)(M) C M para todo x € A.

Teorema 4.1.2. Seja m uma *-representacdo de uma #-algebra A sobre um espaco de

Hilbert H. Sao equivalentes:

(i) o subespaco linear H, de H gerado pelo conjunto {m(a)§ : a € A,{ € H} é denso

em H;e
(i) se w(a)¢ = 0 para todo a € A entao & = 0.
Se em adicao, A tem unidade entao os itens acima também sao equivalentes a:

(iii) (1) = 1g, onde 1 é a unidade de A e 1y é o operador identidade sobre H.
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Prova: Suponha que (i) vale. Seja { € H tal que 7(a)§ = 0, para todo a € A. Entao

para todon € H e a € A temos

(m(a)n, &) = (n,7(a)*§) = (n,7(a*)§) = 0.

Em outras palavras, £ € H. Mas H, é denso em H e portanto H:- = {0}. Logo £ =0 e
portanto (ii) vale.
Suponha agora que (ii) vale. Seja & € H:-. Entdo paratodoa € Aenec H

temos

(m(a)é,m) = (&, m(a™)n) =0,

ou seja, m(a) = 0, para todo a € A. Por hipétese, temos £ = 0. Isto mostra que H# = 0.
Logo H, é denso em H e isto mostra que (i) vale.

Suponha agora que A tem unidade e que vale (i). Entao para a € A e
¢ € H temos 7(1)7(a) = w(1-a) = w(a)é. Segue que 7(1)n = n para todo n € Hy. Mas
por hipétese H, é denso em H. Logo (1) = 15 e portanto vale (iii).

E claro que (iii) implica (i). |

Definicao 4.1.3. Uma #-representacao de uma x*-dlgebra é dita nao-degenerada se

satisfaz as condigoes (i) e (i7) do teorema acima.

Definicao 4.1.4. Uma representacdo m de uma &lgebra A sobre um espago de Hilbert H
¢ dita ciclica se existe um vetor £ € H tal que o subespago linear {7(a){ : a € A} é denso

em H. O vetor £ é chamado vetor ciclico.
Obviamente toda *-representacao ciclica é nao-degenerada.

Teorema 4.1.5. Seja m uma *-representacdo nao-degenerada de uma *-algebra A sobre
um espaco de Hilbert H. Entao H é a soma direta de subespagos, { H; };, que sao fechados,
dois a dois ortogonais, e invariantes sob 7 e tal que 7, restrita a H;, é ciclica para todo 1.
Para £ € H, seja &; a projecao de £ em H;. Entao w(a) = > m(a)§;.

i

Prova: Veja teorema 21.13, pagina 315 de [1]. |

Definigao 4.1.6. Seja A uma *-dlgebra. Um funcional linear positivo é um funcional

linear p : A — C que satifaz:

p(a*a) >0, para todo a € A.
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Exemplo 4.1.7. Suponha que A é uma *-dlgebra, que m é uma *representacao de A
sobre um espago de Hilbert H, e que £ é um vetor de H. Entao a funcao p(a) = (w(a)&, )

é um funcional linear positivo sobre A.

Lema 4.1.8. Seja A uma x-dlgebra de Banach, B um x-ideal (ndo necessariamente

fechado) de A, e p um funcional linear positivo sobre B. Entao
[p(b*ab)| < lal|p(b™b),

paratodoa € Aeb € B.
Prova: Ver corolario 18.14, pagina 474 de [3]. [

Teorema 4.1.9. Seja B uma *-algebra de Banach e suponha que A é uma *-algebra que
contém B como ideal. Seja 7 : B — L(H) uma *-representagao nao-degenerada. Entao
existe uma tnica *-representacao 7 : A — L(H) que extende 7.

Prova: Suponha primeiro que 7 é ciclica com vetor ciclico £y € H. Entao Hy = {m(z)& :
x € B} é um subespaco denso em H.

Para a € A defina 7(a)(mw(z)&) = m(ax)&p, para todo x € B. Temos que
17 (a) (7w (2)€0)|I* = lIm(az)&ol|* =

(m(ax)&o, m(ax)éo) = (m(z"a*ax)o, &o).

Se p: B — Ry; p(x) = (m(x)&, &) segue que p é um funcional linear

positivo. Dai pelo lema 4.1.8 p(z*a*ax) < ||a*a||p(z*z), ou seja,
(m(z"a"az)éo, &o) < llaa”|[(m(a"2)€0, o) = lla”alll|m(z)&l|*.

Segue que ||7(a)(m(x)&o)| < ||a*a||%||7r(x)§0\|. Assim 7(a) : Hy — Hy estd bem definido
e é um operador linear e limitado. Assim existe tnica extensdo de 7(a) sobre H que
continuaremos denotando por 7(a) : H — H e temos 7(a) € L(H). Como a € A foi
arbitrario temos definida uma aplicacdo 7 : A — L(H) tal que 7(a)(m(x)€o) = 7(ax)&p,
para todo a € A e para todo x € B.

E f4cil ver que 7 é uma *-representacao e para b € B temos
7 (b)(m(z)0) = 7 (ba)éo = 7 (b)(m(2)S0),
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ou seja, 7(b) = w(b) em Hy. Segue que 7(b) = 7(b) em H. Assim 7 extende 7.
Suponha que 7 : A — L(H) é outra *-representacao que extende . Entao

para a € A e x € B temos
7(a)(m(2)é) = 7(a)(7(2)€0) =

(ax)éo = m(az)éo = 7(a)((z)&o),

ou seja, 7(a) = 7(a) em Hy, para todo a € A. Segue que 7(a) = 7(a) em H, para todo
a € A, ou seja T = 7.

O caso nao ciclico agora segue do teorema 4.1.5. |

Exemplo 4.1.10. Seja B qualquer x-algebra de Banach com unidade aproximada. Entao
M(B) (a algebra de Multiplicadores de B) é uma *-algebra de Banach que contém B
como ideal (veja observagao 3.1.14). Assim pelo teorema acima qualquer *-representagao

nao-degenerada de B se extende univocamente a uma s-representagao de M (B).

4.2 Representacoes de Grupos

Definigcao 4.2.1. Uma representacao unitaria de G sobre um espaco de Hilbert H é
uma aplicacao V : G 3 x — V, € U(H) (onde U(H) denota o conjunto dos operadores

unitérios sobre H) tal que
(i) Ve =1y, (onde 1y denota o operador identidade sobre H );
(ii) Vay = ViV, para todos z,y € G.

Um representacao unitaria V' de G sobre H é chamada ciclica se existe um vetor £ € H

tal que o subespaco gerado pelo conjunto {V,€ : x € G} é denso em H.

Observagao 4.2.2. Note que se V : G — U(H) é uma representacao unitaria, entao
Vi=Vl1=V,

para todo x € GG. De fato, cada operador V, é unitdrio e V,V,-1 =V, = 1.
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Teorema 4.2.3. As seguintes condigoes sobre uma representagdo unitdria V' de G sobre

H sao equivalentes:

(i) a funcdo G 3 x — (V,&,n) € C é Borel mensuravel, para todos §,n € H;

(ii) a funcdo G 3 x — V& € H é Borel mensuravel, para todo £ € H.

Prova: Fixe £, € H e note que para todo z € G, como V, € U(H), temos
IVa€ = nll* = (Va&, Vi) — (Va&om) — (1. Val) + (n,m) =

(€,6) —2Re(Va&,m) + (n,n).

Assim se § > 0 temos
{zeG: |Vl —n|* <6} = {z € G: 2Re(Vo&,m) > (£,€) + (n,m) — 6}

Isto mostra que (i) implica (ii). E claro que (ii) implica (). |

Definicao 4.2.4. Uma representagao unitaria V : G — U(H) satisfazendo as condigoes

do teorema acima é dita Borel mensuravel.

Teorema 4.2.5. As seguintes condigoes sobre uma representagdo unitdria V' de G sobre

H sao equivalentes:

(i) a funcao G > z — (V,&,n) € C é continua, para todos &,n € H;
(ii) a funcdo G 3 x — V€ € H é continua em e, para todo £ € H;

(iii) a funcao G 3 x — V£ € H é continua, para todo £ € H.

Prova: Fixe £ € H e note que para todo z € G, como V, € U(H), temos
Vi = Veg | = [[Vag = €]* =

= (Va&, Va€) — (Va£, &) — (€, V) 4 (€,€) = 2(§,€) — 2Re (Vg §).

Isto mostra que (i) implica (7). Para mostrar que (i7) implica (#i7) basta notar que para

z,y € Ge& € H tem-se

1Va€ = Vil = [IVy(Vy=1.6 = Ol = [[Vy=128 =&
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Finalmente, é claro que (4i7) implica (7). [ |

Definigao 4.2.6. Uma representagao unitaria V : G — U(H) satisfazendo as condigoes

do teorema acima é dita continua.

Teorema 4.2.7. Seja H um espago de Hilbert separdvel e suponha que V' é uma repre-
sentacao unitaria de GG sobre H. Entao V é continua se e somente se é Borel mensuravel.

Prova: Suponha que V' é Borel mensuravel. Fixe £ € H e ¢ > 0. Seja
A={zeC:|Vat €] < 3}
Por hipétese A é Boreliano e temos
AT =faiwe A = {eT s Vag gl < 5} = Lo Vg -l < 5} =
={a Ve -l < J) = {we G Vit —€ll < 5} = 4,
ou seja, A é simétrico. Se z,y € A, entdo
[Vay€ — &Il < [[Vay€ = Vil + Vo€ — €l = [[Vy§ — &l + [[Va€ = &Il <,

eassim A2 C {x € G : ||V€—¢| < €}. Sendo H um espago métrico separavel o subconjunto
{Va€ : x € G} de H também ¢é separdvel. Desta maneira existe uma sequéncia {z,,}, de

elementos de G tal que {V,,, }, é denso em {V,{ : z € G}. Se y € G, entdo para algum k,

temos
€
Vi~ Vil = lle ~V,1,ll < 5.
o
e portanto y € xxA. Em outras palavras, G = |J z,A. Segue que A contém um sub-
n=1

conjunto compacto F tendo medida positiva. Pelo coroldrio 2.2.16, FF~! contém uma

vizinhanca U de e, ou seja,
UCFFl'cAc{zecq:||Vo&—¢| <e).

Isto mostra que a aplicacao

Gozxw—V,€EH
é continua em e, ou seja, que V é continua.
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E claro que se V é continua entao V' é Borel mensuravel. |

Exemplo 4.2.8. Seja G um grupo localmente compacto nao-discreto. Entao G admite
uma representacao unitdria, Borel mensuravel e ciclica que nao é continua.

De fato, seja l2(G) o espago de Hilbert de todas as fungoes & sobre G tais
que Y |&(x)|? < 0o, com as operacdes pontuais e o produto interno (£,7) = 3 &(x)n(z).
Sejanga fungao em I2(G) tal que d(e) = 1 e §(x) = 0 para = # e. ParaJ:;Ge G, seja
Vp€ =,-1 &, ou seja, V,, é o operador sobre I3(G) tal que Vi £(y) = &(zty).

E fécil ver que V' é uma representagao unitaria de G.

Note que V.6 é a funcao sobre G cujo valor em = é 1 e zero em qualquer
outro ponto de G. Segue que o subespaco gerado pelo conjunto {V,d : z € G} é denso em
l2(G), ou seja, V ¢ ciclica com vetor ciclico d.

Para £,n € l2(G), sejam A e B conjuntos enumeréveis fora do qual £ e 7,

respectivamente, se anulam. Note agora que

(Va&om) = > Valym(y) = > €@ ym(y).

yeG yeG

Daf é facil ver que (V;&,7n) = 0 para todo ¢ BA~!. Sendo assim a representacio ¢ Borel
mensuravel. Agora, tomando & como sendo a fungdo que é 1 em = = e e 0 caso contrério,
en =& temos que &,n € I3(G) e pela fomula acima segue que (V,&,n) vale 1 sez =e e 0

caso contrario. Logo V nao é continua.

Teorema 4.2.9. Seja V : G — U(H) uma representacao unitéria e Borel mensurdvel de

G. Entao para cada pu € My(G) existe um tnico operador 7, € L(H) tal que

(o = [ (Va€md(a)
para todos £,n € H. A aplicacao
T My(G)>p—m, € L(H)

é uma *-representagao de M,(G). Mais ainda, se V é continua entdo 7 é nao-degenerada.
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Prova: Fixe i € My(G) e seja B, : H x H — C;

Bu(,n) = /G (Vb m)du(),

para todos £, € H. E fécil ver que B,, ¢ uma forma sesquilinear! e temos

[Bu(&;m)| < /G|<Vm£,77>|du(f6) < (1€l

para todos £, € H. Segue que (veja proposigao 2.4.4, pagina 45 de [6]) existe um unico

operador 7, € L(H) tal que

(musm) = By(€,m) = /G (Va (),

para todos &, € H.
E claro que Tty = Tp+ Ty € Tay = oy, para todos p, v € My(G) e o € C.

Agora note que

(wuné}n>:=j/<v’§77du*l/ ]/L/“ Vaylesn)elir(y)dp() =

//vvmmfw //vsnwu<m:
— /G (m, &, Vin)du(x) = /G (Vem, &, mydu(z) = (mumé,n),

para todos &,n € H. Logo 7y, = m,m, para todos u,v € M,(G). Também, note que

(m=€,m) :/G<Vx§,n>du*(w)=/G<Vm—1§,77>du(x) =

— [ Weduta) = [ (Ven.€lauo) =
G G
= (mun, &) = (m6,m),

para todos §,n € H. Logo m~ = ), para todo p € M,(G). Portanto m é uma *-
representagao de M,(G).

Suponha agora que V é continua. Provaremos que 7 é nao-degenerada.

'Uma aplicacdo B : X x Y — C, onde X,Y sdo espacos vetoriais sobre C, é chamada uma forma

sesquilinear se B ¢ linear na primeira coordenada e conjugado-linear na segunda coordenada, isto é,
2

2 2 —
B(Y_ asxi, Y. Biy;) = Y. «ifB;B(xi,y;), para todos 1,22 € X, y1,y2 € Y e a1,a2,61, 02 € C.
i=1 j=1 i g

i,j=1
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Suponha que £ € H e m,{ = 0, para todo u € M,(G). Entao para todo n € H e
1€ Mo(G),
0= (men) = [ (Van)aula),

ou seja,

[ W@z =0,
G

para toda f € Li1(G) e todo n € H. Segue que (V;£,n) = 0, para todo = € G e todo
n € H. De fato, suponha que para algum a € G e n € H temos (V,&,n) # 0. Suponha,
por exemplo que Re(V,£,n) > 0 (os outros casos sao andlogos). Seja a > 0 e U € viz(a)

tal que U é compacto e Re(V,£, 1) > a, para todo x € U. Entdo f = 1y € L1(G) e temos

/ (Vo) f (2)dar = / Re(Vaé,myde + i / Im(Voé,myda £ 0.
G U U

Logo (V;&,m) = 0, para todo = € G e todon € H. Em particular, se x = e e n = £ obtemos

]I = 0, ou seja, & = 0. Logo 7 é uma *-representacio nio-degenerada de M, (G). |

Teorema 4.2.10. Seja m : M,(G) — L(H) uma x-representacido nao-degenerada de
M,(G). Entao existe uma tunica representacao unitéria e continua V : G — U(H), tal
que

(mam) = /G (Vb m)du(),

para todos &, € H e p € My(G).
Prova: Sabemos que a dlgebra de multiplicadores de M, (G) é M (G). Assim existe uma
Unica *-representagao 7 : M(G) — L(H) que extende 7 (veja 4.1.10) .

Defina V,, = 7(e,), € G. Note primeiro que
Viy = T(€ay) = T(ez * €y) = T(€x)T(ey) = Vi Vi,

para z,y € G. Como 7 é ndo-degenerada temos que 7 também é ndo-degenerada. Assim

Ve = 7t(e.) = 1. Agora note que para x € G temos
Vi=7(e) =7(el) = 7leg—1) = Vo1 = V, 1.

Assim V, € U(H) para todo x € G. Logo V : G 5 x — V, € U(H) é uma representacao

unitaria de G.
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Mostraremos agora que V é continua. Fixe £ € H e u € My(G). Seja
f € L1(G) tal que du = fdX. Note que para € G temos

Hvxﬂ'pé - 7T,u£|| = ||7rez*,u£ - 77#5” <

< lew * o= pllligll = llz-2f = FINEN-

Isto mostra que a aplicacao G' > = +— V,m,§ € H é continua para todo { € H e todo
€ My(G). Por outro lado, como 7 é ndao-degenerada o espago linear gerado pelo conjunto

{mu€: &€ Hipe My(G)} é denso em H. Segue dai que V' é continua.

>~

Fixe agora &,n € H. Entao a aplicagao p — (m,&, 1) pertence a My (G)*
Li(G)* =2 Loo(G). Assim existe h € Loo(G), tal que

(mu&,m) = /G h(y)du(y).

Note que para v € M,(G) temos

(Vam o) = (Tepson) = /

G

h(y)de, * v(y) = / h(zy)dv(y).

G

Assim, para p € M,(G),

/G (Vamy &, m)du(z) = /G /G () dv(y)dp(z) = /G B(2)dpux v(z) = (mumyfn).

Como 7 é nao-degenerada segue que

(mu€,m) = /G (Va&,mydu(),

para todos &, € H e todo pu € M,(G).
Finalmente, suponha que V) e V2 sio representacoes unitérias e continuas

de G sobre H tal que

/ (Ve nydpu(r) = / Ve, nydu(x),
G G

para todos £, € H e todo u € M,(G). Entao o mesmo argumento usado no teorema 4.2.9
mostra que (Vm(l)f,m = <Vm(2)£,77> para todos &, € H e todo x € G. Logo v =y
para todo z € G, isto é, V) = V(2. [ |
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Teorema 4.2.11. Para p € M(G) e ¢ € Ly(G), seja m,¢ = p* ¢ (veja 2.2.10). Cada
operador 7, ¢ um operador linear e limitado sobre o espaco de Hilbert Lo(G), e a aplicagao
p — m, é uma *-representacao fiel de M(G), chamada a representacao regular de
M(G).
Prova: A linearidade de 7, é 6bvia e a limitacao segue do teorema 2.2.10. Para ¢ €
Coo(G), temos

(wx V) %6 = e (v 9)

para todos u,v € M(G), ou seja Ty ¢ = mu(my,¢). Sendo que Coo(G) é denso em Lo(G)
segue que Ty, = T,T,. E fécil ver também que T4, = T, + Ty € Ty, = amy,, para todos

wu,v € M(G) e a € C. Agora, para ¢, 9 € Cpo(G) temos pelo coroldrio 2.2.8 que

Ome) = [ 0w [ Dlmidnty
//qb P (yz)dadu(y //qby L) (x)dedu(y) =

:/ / Sy~ x)du(y) () de = (mud, ).
GJG

As duas aplicagoes acima de Fubini séo justificadas facilmente pois ¢, € Coo(G). Sendo
que Coo(G) é denso em La(G), segue que m,+ = 7};, para todo u € M(G). Assim 7 é uma
x-representagao de M(G). Seja agora, u € M(G), u # 0. Entao existe f € Coo(G) tal que
Jo fedpp # 0. A desigualdade

[ f(y) = pox f(@)] < Hly-1(fe) —o-1 (Fo)lloolliel

e a continuidade uniforme a direita de f. (veja teorema 1.1.23) mostram que p x f é

continua; também temos

px fle /f*du

Desta maneira || f||> = [, |u* f|*dX é positivo, isto ¢, 7, f ¢ um elemento nao-nulo de
Ly(G).
Logo m é uma *-representagao fiel de M(G). |

Corolario 4.2.12. A aplicagao 7 : L1(G) 3> f +— 7wy € L(L2(G)), onde m¢(p) = f* ¢, é
uma x-representacao fiel e nao-degenerada de L1(G), chamada a representagao regular

de L (G).
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Prova: Note que a representagao em questao é a restrigao sobre L1(G) da representacao
regular de M (G). Logo 7 é uma *-representagao fiel de L1 (G) por 4.2.11. Falta provar que
7 é nao-degenerada. Vamos provar o item (i) do teorema 4.1.2. Para isso basta mostrar
que se ¢ € Cyo(G) e se {f;} é uma unidade aproximada de Li(G) entao f; x ¢ — ¢ em
L2(G) (lembre que Coo(G) é denso em Lo(G)). Mas de 2.2.15 segue que

1fix & = lloo < [1fi* Plloo + [|Plloc < [ fillll@lloc + [[0lloc < 2/[]]co,

para todo 7. Assim

Iiv0=0l8 = [ 1fi 6= 6%ax < 211+ 6 — 6l 0,
G
Ou seja, fi*x ¢ — ¢ em La(G). |

Exemplo 4.2.13. Pelo corolario acima e por 4.2.10 existe uma representagao unitaria e

continua V' de G sobre Lo(G) tal que

(mp % 6,0) = (f % 6,9) = /G Vo, ) f (z)dz,

para todos ¢,1 € Lo(G) e f € L1(G). Mais ainda, pela demostragdo do teorema 4.2.10
temos que V, = 7, , onde 7 é a unica extensao de 7 a M(G). Entao por unicidade 7 deve

ser a representacao dada pelo teorema 4.2.11. Assim para ¢ € Lo(G) temos

Vo) =T, = €z % @ =5—-10.

A representagao unitaria e continua V' é chamada a representagao regular de G. Com-

pare este exemplo com 4.2.8.

Exemplo 4.2.14. Seja x : G — S' um homomorfismo, ou seja, x(zy) = x(z)x(y), para
todos z,y € G. Como S! pode ser identificado com U(C), a aplicacio G > = — x(z) €
U(C) é uma representacao unitaria de G.

Reciprocamente, seja V' : G — U(H) uma representa¢ao unitéria de di-
mensao 1, ou seja, a dimensao de H é 1. Entao existe £ € H, [|£]| = 1, tal que todo n € H
tem a forma n = af, onde a € C. Assim, para cada = € (G, existe um nimero complexo,
que denotaremos por x(z), tal que V& = x(x)¢. Como V, é um operador unitério devemos

ter que |x(x)| =1, isto é, x(z) € S'. E como V,,, = V,Vj, devemos ter x(zy) = x(z)x(y),

72



para todos =,y € G. Assim y : G — S! é um homomorfismo. E facil ver que V é continua
se, e somente se, x é continuo.

Desta maneira, existe uma correspondéncia natural entre os homomorfismos
continuos de G em S e o conjunto das representacdes unitérias e continuas unidimensionais
de G. Quando o grupo G é abeliano o conjunto de todos os homomorfismos continuos de G
em S' serd chamado o “dual”’de G e serd estudado em mais detalhes no préximo capitulo.

Suponha agora que x : G — S' é um homomorfismo continuo, ou seja,
X é uma representagdo unitdria e continua unidimensional de G. Vamos achar qual é a

s-representagao m da algebra L (G) associada a x, como no teorema 4.2.9. Temos que

i) = [ @i = ([ x@s@an) € = {( [ xfaa) .

para todos &,n € L(C). Assim 7(f) é o operador dado pela equacao

()€ = ( / x(m)f(x)dx) 6 (L)

Identificando £(C) com C, 7 passa a ser o homomorfismo de L;(G) em C dado pela
equacao

w(f) = /G x(@) (@)

Como x(e) = 1, existe a > 0 e uma vizinhanca U de e em G tal que U é

compacto e Re(x(z)) > a, para todo z € U. Assim f =1y € L1(G) e

w0 = [ x@e)s = [ sade = [ Retxionis+i | im0

A conclusdo é que 7 é um elemento do espectro da dlgebra Li(G) (veja A.3.10).

Exemplo 4.2.15. Fixe t € R e seja x : R — S definido por
(@) =€, (zeR).

Entao é facil ver que x é um homomorfismo continuo. A #-representacao m associada a x

como no exemplo acima é dada pela equacao

w(f) = /Re_imf(x)dz, (f € L1(G),t € R).
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Mas a equacao acima € a definicao da transformada de Fourier da funcao f avaliada no

ponto ¢, ou seja, f(t). Assim 7 ¢ o elemento do espectro da dlgebra L;(R) dado por

w(f) = f(t), para toda f € L1(R).

Exemplo 4.2.16. Seja V : R — U(L2(R)) a aplicagao definida pela equagao
(Vo) = e ™€),  (z,t €R,E € Ly(R).

Entao é facil ver que V' é uma representacao unitéaria e continua de R no espago de Hilbert
Ly(R). Queremos calcular a #-representacao nao-degenerada 7 associada a V', como no

teorema 4.2.9. Temos, para f € L1(R) e £, € Lo(R), que

w1 = [ Vet syt = | ( / e—it%(t)%dt) F()de =

= [ [eewnms@in = [ [ e wded -

_ /R ( /R e—itxf(x)dx> E(t)n(t)dt.

Assim a s-representagao 7 : R — L(L2(R)) é dada pela equacao

(m()E)(E) = (/R 6“:’“ﬂf(ﬂﬂ)d96> £t) = fDEW),  (f € Li(R),€ € Ly(R), ¢ € R).

Portanto m é a *-representagao que age sobre Lo(R), multiplicando cada £ € Ly(G) pela

transformada de Fourier de f € L;(R).

Existe uma generalizacao do exemplo acima para qualquer grupo abeliano.
Esta generalizagao envolve o dual do grupo e a nocao de transformada de Fourier de uma
funcao integravel arbitraria definida sobre o grupo. Vamos explorar esta generalizagao

mais tarde, depois de ter definido e estudado em mais detalhes estes conceitos.
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Capitulo 5

Caracteres de Grupos Abelianos

Este capitulo é dedicado ao estudo de “caracteres” sobre grupos abelianos
localmente compactos. Desta maneira, neste capitulo G denotard sempre um grupo
topoldgico abeliano localmente compacto. Material extra sobre caracteres de grupos

abelianos pode ser encontrado em [1].

5.1 O Grupo Caracter

Definigcao 5.1.1. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Um caracter sobre
G ¢é um homomorfismo continuo x : G — S*.

A~

O conjunto de todos os caracteres sobre G sera denotado por G e sera
também chamado o dual ou grupo caracter de G.

O dual G ¢ de fato um grupo se definimos nele as operagoes pontuais. Desta
maneira se x1,x2 € G entdo o produto xix2 é definido como: (x1x2)(x) = x1(x)x2(x)

para todo = € G.

Teorema 5.1.2. O dual de G é um grupo abeliano com relagao ao produto pontual, onde o
clemento identidade ¢ a funcéo identicamente 1 ¢ o inverso de um elemento y € G éx € G.

Prova: Todas as afirmagoes sao facilmente verificadas. |

Exemplo 5.1.3. Considere o grupo G = Z. Provaremos agora que Gé (isomorfo &) S*.
Note que se x € Z entdo x(n) = x(1 +1+...4+1) = x(1)x(1)... x(1) = x(1)*, para
todo n € N e x(—n) = x(n)~! = x(1)™, para todo n € N. Assim x é completamente

determinado por seu valor em n = 1 e x(1) pode ser qualquer niimero em S*.
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Defina ¢ : S1 — G, pondo ¢(z) = x., onde x,(n) = 2. E facil ver que
¢ é um homomorfismo injetivo e pela discussao acima ¢ ¢é sobrejetivo. Logo ¢ é um

isomorfismo.

Exemplo 5.1.4. Considere agora a dlgebra do grupo Z, ou seja, a algebra A = [1(Z) =
Ly(Z). Provaremos que o espectro de A, ou seja, o espago localmente compacto A dos
funcionais lineares nio nulos e multiplicativos sobre A (veja A.3.10) é (homeomorfo &) S*.

Para cada n € Z seja €, = 1y} € l1(Z). Note que €, = ¢} para todo n € Z.

De fato, ja vimos que €, * €, = €4+ Para todo n,m € Z. Mais ainda, para cada f € [1(Z)

temos f = > f(n)e,.

nez

—

Seja ¢ € 11(Z) e seja z = ¢(e1). Como ¢ é multiplicativo temos |z

n| =
|p(en)| < I9]lllen]lr < 1, para todo n € Z. Segue que z € S*.
Defina F : ll(/i) — S! pondo F(¢) = ¢(e1). Sejam ¢, € ll(/i) tais que
¢(e1) = (€e1). Entao para f = > f(n)e, € [1(Z) temos
nez

S(f) =D f(n)dler)” =D fFn)v(e)" = b(f).

nez neL

Segue dai que F é injetiva. Se z € S1, defina ¢(f) = > f(n)z". E fécil ver que ¢ € ll(/i)
e temos ¢(e1) = z. Logo F' é uma bijecao. e

Seja {¢;}icr uma net em ll(/i) e suponha que ¢; — ¢ € ll(/Z) Entao
®i(f) — ¢(f) em C para todo f € [1(Z). Em particular ¢;(e;) — ¢(e1). Isto mostra que
F ¢é continua. Suponha agora que ¢;(e1) — ¢(e1). Entao ¢i(en) = ¢(e1)™ — ¢(er)™ =
®(en), para todo n € Z. Segue que ¢;(f) — ¢(f) para todo f € D = { > ane, :
K ¢ um subconjunto finito de Z e a,, € C para todon € K}. Como |[¢| < 1n1§§ra todo
Y € ll(/i) e D é denso em [1(Z) segue que ¢;(f) — &(f) para todo f € [1(Z). Logo F é
um homeomorfismo.

Segue dos exemplos acima que existe uma bijecao entre Ze ll(/i) Este re-
sultado vale em geral como mostra o teorema a seguir. Note que nao podemos perguntar
se esta bijecdo é um homeomorfismo pois nao temos definida uma topologia em G. Pos-
teriormente definiremos uma topologia no qual esta bijecao é de fato um homeomorfismo.

Mais ainda, com esta topologia G serda um grupo topoldgico. Para comegar precisamos de

um lema, que por si s6 ja é interessante. Uma consequéncia imediata desse lema diz que se
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um homomorfismo de G em S! é Borel mensuravel entao ele é necessariamente continuo.

Um demonstracao alternativa para este fato pode ser encontrada na pagina 236, coroléario

12.6 de [3].

Lema 5.1.5. Sejam G e H grupos topolégicos localmente compactos. Seja A a medida

de Haar sobre G. Suponha que H é separavel e seja 7 : G — H um homomorfismo que é

Borel mensurdvel sobre algum A € Bg, com 0 < A\(A) < oo. Ou seja, 7-H(B)N A € Bg

para todo B € By. Entao 7 é continua sobre G.

Prova: Seja Wy e W vizinhancas simétricas da identidade em H tal que W2 C W,.
00

Seja {y1,...,Yn, ..} subconjunto enumeravel e denso de H. Entao |J Wy, = H. Assim

n=1

A= @1 7Y Wy,) NA. Como 0 < A\(A) < oo, existe algum n tal que
0 < A7t (Wy,) N A) < .
Pelo corolario 2.2.16, existe V', vizinhanca da identidade em G, tal que
VC(r i (Wyn) NA) (' (Wy,) N A~

Entdo para x € V, temos © = ab~!, onde 7(a) = w1y, e 7(b) = wayy,, e onde wi,ws € W.
Assim 7(z) = 7(a)7(b) "' = wiwy ' € WW ™! = W2 C W. Desta maneira 7 é continua

na identidade e portanto é continua sobre G (veja teorema 1.1.24). |

Teorema 5.1.6. Para cada y € G defina

by Li(G) = C; o (f) = / @) f (@)de

G

o —

Entao ¢, € Li(G). Reciprocamente, dado ¢ € L/(E) existe x € G tal que ¢ = oy- Ou
seja, a aplicacao

GBXHQZ)XEL/(E)

é uma bijecao.

Prova: Como yx é continua temos em particular que x é Borel mensurdvel. Também,

[ K@@ = [ |5l < oo

Dai, Xf € L1(G), para toda f € L1(G). Assim ¢, estd bem definida. Note agora que se
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f,9 € L1(G) entao

Oy (f % g) = /Gm(f * g)(x)de = /Gx—x)/Gg(y‘lw)f(y)dydx =

= —x _13: X = x)g(x)dx =
- /G ( /G @)y~ x)dz) f(y)dy /G ( /G Na)g(e)de) f(y)dy

—( /G X )y /G X@g(@)dr) = by () (9)-

Assim ¢, é um homomorfismo. Sendo x(e) = 1, existe U vizinhanca de e em G tal que U

é compacto e Rex(z) > 1, para todo z € U. Assim f =1y € L1(G) e

O (f) :/Uidw:/URex(x)dx—i/UImX(x)dx;Ao.

Logo ¢, € L/(E) (é claro que ¢, é linear).
Suponha agora que ¢ € L/(E) Sejam f,g € L1(G), com ¢(f) # 0,¢(g) #
0, esejaa € G. Note que, como G é abeliano (e assim unimodular) temos g* (o f) = (g4)* f.

De fato, para A-quase todo = € G temos

g+(af)(z) = /G o) ()~ 2)dy = /G flay™ z)g(y)dy = /G ™ D)glya)dy = (ga)xF ().

Dai
¢(g)¢(af) - ¢(g *q f) - (25(9(1 * f) - ¢(ga)¢(f)

Assim

¢af) _ ¢(ga)
o(f)  olg)”

Fazendo f = g na equacao acima obtemos que ¢(,f) = ¢(f,) e assim

Defina y(a) = (ﬁgff))’ paraa € G e f € L1(G), com ¢(f) # 0.

Se ¢(g) = 0 entdo ¢(pg) = 0 para todo b € G. Para ver isso, escolha
f € L1(G) com ¢(f) =1 e escreva

o(bg) = ¢(f)o(bg) = &(f *b9) = ¢(fo * g) = ¢(fp)P(g) = 0.
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Assim temos x(a)¢(g) = ¢(a9), para toda g € L1(G). Entao para a,b € G temos:

x(ab) = ¢((ap) f) = ¢(a(6.f)) = x(a)d(pf) = x(a)x(b)o(f) = x(a)x(b).

Sendo ¢ um funcional limitado (e ||¢|| < 1) temos que

Ix(@)] = o) < M9llllafll < llaflls = I£1]1-

Sendo x(e) = 1 segue que x é um homomorfismo de G em S*.
Agora provaremos que x é continuo. Temos que L1(G)* = Ly (G). Assim

existe uma fungao Borel mensurdvel e limitada h tal que

o(f) = /G f(@)h(x)da.

Escolha f € L1(G) tal que ¢(f) = 1. Seja E o-compacto em G tal que f(E€) =0 . Entao
) ((@7IE)) = (of)(x71E®) = f(E°) = 0, para todo x € G. Desta maneira para cada

r € G, temos

X@) =66 = | Fuhly)dy = / Ly 15 (9)af (9)h(y)dy =
Gz G
- / 1p(ay) f (ay)dy = / 15(y) f ()b~ y)dy.
G

G

Agora seja F' subconjunto compacto de G tal que A\(F') > 0. A funcgao

(z,y) = 1p(@)1p(y)ha" y) f(y) (5.1)

¢é Borel mensuravel, se anula fora do conjunto o-compacto F' x E e satisfaz

/ / 1p(2) 15 () [z~ )| | @) ldydz: < [hl]oo]l FILACF) < 0.
GJG

Segue que a funcao dada pela equagao 5.1 pertence a L1(G x G,A x ) = L1(G x G). O

teorema de Fubini agora implica que a funcao

z— /G Lp(@) L)k ) fy)dy = 1(@)x(x)

¢é Borel mensuravel sobre G. Isto é, a funcao x é Borel mensurédvel sobre F, e assim x é
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continua sobre G pelo lema 5.1.5.
Sejam f,g € L1(G), com ¢(g) = 1. Sejam E, F o-compactos em G tais que
f(E°) =0e g(F° =0. Entao EF é o—compacto e (f x g)((FF)¢) = 0 e assim podemos

escrever

o(f) = o(f)plg) = ¢(f *g) = /Gh(y)(f * g)(y)dy = /GlEF(y)h(y)(f * 9)(y)dy =

= /G Ler(y)h(y) /G f(x)g(x™ y)dzdy = /G /G lerW)h(y)f(x)g(z™ y)dyde =

= / / Ler(zy)h(zy) f(x)g(y)dyde = / ( / L-1gr(y)h(zy)g(y)dy) f(z)de =
GJG E JG

E

- /E ( /G 1p(y)h(ey)g(y)dy) f (x)dz = / &) f(a)dz = /G @) f ().

Logo ¢ = ¢,. Assim para provar que aplicacao
G2 x+— ¢y € Li(G)

é uma bijecao, falta provar que ela é injetiva.

Sejam x1,x2 € G e suponha que Y1 # X2, ou seja, que exista a € G tal
que xi(a) # x2(a). Suponha por exemplo que Rexi(a) > Rexs(a). Entao existe uma
vizinhanca U de a, com U compacto, e um niimero positivo a > 0 tal que Rey1(z) —

Rexa(x) > «, para todo x € U. Entao f = 1y € L1(G) e temos

Re(y, (1) = (1)) = el | (000) — (@) f(a)de) =

G

= / (Rexi(z) — Rexz(x))dx > aA(U) > 0.
U
Logo ¢y, # ¢y,. Argumentos similares aplicam-se para os casos Rexi(a) < Rexs(a) e

Imxi(a) # Imx2(a). u

L —

Temos que L1(G) é um espago topoldgico localmente compacto com a
topologia de Gelfand, ou seja, a menor topologia que torna todas as fungoes

f m — C; f(qb) = ¢(f), continuas. A partir da bijecao

G3x— oy € Li(G),
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podemos olhar f como uma funcao definida em G fazendo
F00 = o) = 0,(1) = [ X@ (@)
G

Ou seja, f: G — C com f(x) = Jo x(x) f(x)dx, para todo x € Ge feL(Q).
Definicao 5.1.7. Seja G um grupo abeliano localmente compacto.

(i) Para cada f € L1(G), a funcdo f : G — C, dada por

F00) = F(6y) = dnlf) = /G X@)f (@)dz.

¢é chamada a transformada de Fourier de f.

(i) A A—topologia em G é a menor topologia que torna todas as funcdes f, f € Ly(G),

continuas. Uma base para esta topologia sdo os conjuntos da forma

A(fro-o o faiexo) = {x € G 1filx) — filxo)| <€ Yi=1,...,n},

onde f; € L1(G), e >0, xo € GeneN.

Teorema 5.1.8. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Entao:

(i) G com a A-topologia é um espaco topolégico localmente compacto, e a funcao G>

X — ¢y € L/(E) é um homeomorfismo e para cada f € Li(G), temos f € Co(G).
(ii) a aplicacdo I': L1(G) — Co(G), onde T'(f) = f é um *-homomorfismo contrativo.

Prova: Todas as afirmacoes seguem da definicdo da A-topologia e do teorema A.3.12.H

O teorema acima diz que G com a A-topologia é um espaco topoldgico
mas nao um grupo topoldgico. O que acontece é que a A-topologia nao é adequada para
provar que G é um grupo topolégico. Definiremos uma outra topologia em G, chamada a
P-topologia que coincide com a A-topologia mas que é mais adequada para se provar que

G é um grupo topolégico. Precisamos primeiro de um lema.

Lema 5.1.9. Seja f € L1(G), e seja € > 0. Entao existe uma vizinhanca U de e depen-

dendo de f e € com a seguinte propriedade:
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Sexg,z € G, xo0,X € Gséotaisque f(Xo) =1l,zeUzoex € A(feo [555X0)
entao

Ix(x) — xo(zo)| < e

Em particular, a aplicagao (x,x) — x(z) de G x G em S! é continua.
Prova: Seja U vizinhanca de e tal que ||sf — f|l1 < § sempre que st™! € U. Para

arbitrarios xg, x € Ge o, x € G tais que f(Xo) =1, temos
x(2) = xo(z0)| = Ix(2) = x0(z0) f (x0)| <

< Ix(@) — x(@) FOO] + Ix(@) F(x) — x(20) FO)| + x(z0) F(x) — x0(0) f(x0)| =
— 1= FOOI+1GN0) = Go NN + 1o N ) = Geo ) (x0)]-

A dltima igualdade acima segue do fato que

@) F0) = (@) /G X )y = /G Mg f (y)dy =

Como I' é contrativa segue que

—

GHOO = PO < llaf =ao £l
Assim, se (z,x) € (Uzo) X (A(f,z0 f55; X0)) temos
[X(z) = xo(z0)| <

Para provar que a aplicacio G x G' 3 (z,x) — x(z) € St é continua, seja
€>0e (z9,x0) € G x G. Tome qualquer f € L1(G) tal que f(xo) = 1 [por exemplo, seja
fo € Cf(G) tal que fo(e) =1 e tome f = #{%dw. Entao f(xo) = Jo xo(x) f(z)dr =
fG de = 1]. Agora aplique o resultado recém demonstrado para achar a

foO(f’? )da
vizinhanga V' = (Uzo) % (A(f,zo f5 55 X0)) de (2o, x0) em G x G tal que

’X(x) - XO('%'O)’ < €, para todo (.Z',X) ev. u
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Definicao 5.1.10. Para todo conjunto compacto F' C G e todo € > 0, seja

P(Fe)={xeG:|x(z)—1] <e Yz e F}.

Teorema 5.1.11. A familia g = {P(F,¢) : F C G compacto ,e > 0} é um sistema fun-
damental de vizinhangas de x = 1 para alguma topologia sobre G (chame essa topologia
de P), tal que G com a P-topologia é um grupo topolégico. Mais ainda, a P-topologia co-
incide com a A-topologia. Assim G éum grupo topoldgico abeliano localmente compacto.
Prova: Primeiro vamos verificar que as condigoes (i)-(vi) do teorema 1.1.13 valem para
a familia 5. Primeiro note que as condigoes (i),(iii) e (v) sao triviais para 3. Se x1, x2 € G

sao tais que |xi(z) — 1] < § e |x2(z) — 1] < §, entao temos

ha@ha(@) =11 < ha@he(@) = @) + he@) -1 < 5 +5 =

tal que P(F, §)P(F, 5) C P(F,e¢). Isto verifica (ii). Se x € P(F,¢), entdo max{|x(z) — 1] :
z € F} = a < ¢ sendo x é continua e F é compacto. E facil ver que P (F,e—a) C P(F,e).
Isto é (iv). Dados P(F,€) e P(Fy,¢€p) temos

P(F U Fy,min(e, €9)) C P(F,e) N P(Fo,€o).

Logo (i)-(vi) do teorema 1.1.13 valem. Assim, pelo teorema 1.1.13, existe uma topologia
sobre GG, que chamamos de P, tal que G com esta topologia é um grupo topolégico e 3 é
um sistema fundamental de vizinhancas de 1 nesta topologia.

Agora provaremos que a P-topologia e a A-topologia coincidem. Note
que pelo teorema 1.1.11 a familia {xoP(F,¢€) : P(F,¢) € 3,x0 € G} é uma base para a P-
topologia. Suponha que F' é um compacto de G, que € é um nimero positivo e que yg € G.
Seja x € xoP(F,¢€), ou seja XalX € P(F,e). Entao |Xal(x)x(x) —1| < ¢, para todo z € F.
Assim a = maxer|xy (z)x(z) — 1| < e. Note daf que x5 xP(F,a) C P(F,e¢), ou seja,
XP(F,a) C xoP(F,€). Seja f € Li(G) tal que [, fd\ = f(1) =1, e seja U € viz(e) como
no teorema 5.1.9. Sendo F' é compacto, existem x1,...,z, € F tais que F' C CJ Uz;.
Agora suponha que x € A(f,z; fies [, sen f3 53 1). Para todo z € F temos nglUmk,

para algum k = 1,...,n e x € A(f,z, f;§;1). Aplicando agora o teorema 5.1.9, inferimos

que [x(z) — 1] < a, isto é, x € P(F,a). Assim A(f,o; frao [ san f3551) C P(F,a).
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Portanto
€

A(vaX(:mf)’X(:mf)a R X(:an); g; X) =

o))
=XA(frar for v [ 3 1) C xP(F,) C xoP(F\e).

Isto mostra que xoP(F,¢) é aberto na A-topologia, para todo F' C G compacto, todo
e > 0 e todo xo € G. Sejam agora fi,...,fn € Li(G), 6 > 0 e xo € G. Tome
X1 € A(f1s-- fas0;x0). Entéo |fi(x1) — fi(xo)| < 0, para todo i = 1,...,n. Seja
filx1) — fi(xo)|. Entdo e < 8. Tome @ =0 —e. Se x € A(f1,..., fa; % x1)

€ = maxizl,_._m

entao

A~

1Fi(x) = filxo)| < 1fi(x) = fibx)l + 1 filx1) = filxo)l < a+e =4,

para todo i = 1,...,n. Assim x1 € A(f1,..., fnssx1) C A(f1,---, fn;0;x0). Podemos

supor que f; # 0, para todo ¢ =1,...,n. Tome F' C G compacto tal que

(6%
Zd)\ R
[ i<

1 1
Il Al falle

para todoi = 1,...,n. Seja ¢g = Fmin( ). Entao, se x € P(F,¢y), podemos

escrever

—

GRG0 - )] = | /G v fxd — /G VLA <

g/ |fi||x—1rcu+/ Fillx - 11dA <
F Fec

«

2

= Q.

Seo/ \fi\dx+2/ ldr< 4
F FC 2

Desta maneira P(F,ey) C A(Xl_lfl, . ,Xl_lfn; a;1). Ou seja,

X1P(F,e0) C A(f1,---, fasasx1) € A(f15-- -5 fn3 05 X0)-

Isto motra que A(f1,..., fn;0;x0) é aberto na P-topologia. Logo a P-topologia coincide

com a A-topologia e portanto G é um grupo topoldgico abeliano localmente compacto. B

Observagao 5.1.12. Note que pelo teorema 5.1.11, umanet {x; }; em G converge para y €
G se, e somente se, {x:}i converge uniformemente para y sobre compactos - significando

que para todo € > 0 e todo F' C G compacto, existe ¢g tal que

Xi(z) — x(@)| <€, VzeF, Vizxi.

84



Teorema 5.1.13. Se G ¢ compacto, entdo G ¢ discreto. Se G ¢é discreto entdo G é
compacto.

Prova: Suponha primeiro que G é compacto. Seja A um subgrupo de S! e suponha que
|z — 1] < /3 para todo z € A. Entao é facil ver que A = {1}. Desta maneira, como G
é compacto entdo P(G,v/3) = {1}. De fato, se x € P(G,+/3) entdo x(G) é um subgrupo
de S' e |z — 1| < /3, para todo z € x(G). Isto implica que x(G) = {1}, ou seja, x = 1.
Logo P(G,v/3) = {1} é um aberto em G. Segue que G ¢ discreto.

Se G ¢ discreto entdao L1(G) tem uma unidade, a saber, a fungao f = 1.

Logo G~ L (@) é compacto pelo teorema A.3.12. |
Teorema 5.1.14. Sejam G, ..., G, grupos topoldgicos abelianos localmente compactos.

Para (Xl,...,xn)eél x ... x Gy defina

X1y osXn] :G1 X ... X Gy = C; X1, Xn] (@1, -y 2n) = x1(z1)x2(22) - . X (T0)-

Entao a aplicagao

0:G1x...xGy— (Grx...xGn) O(X1, s Xn) =D Xnl,

é um isomorfismo topoldgico (ou seja, um isomorfismo que também é um homeomorfismo).
Prova: E ¢bvio que cada funcio [x1, ..., xn] € (G1X...XGp). Assim 6 ests bem definida.
E fcil ver que 6 é um homomorfismo injetivo. Seja ¢ € (G1 X ... x Gy,). Entéo para todo

(x1,...,2n) € G1 X ... x G, temos

(X1, . xn) = V(x1, €61, ... en)0(e1, 22,63, .. €n) .. (€1, ., En1,Tn),

onde e; é a unidade de G;, i = 1,...,n. Se definimos
Xi(xi) = Pler, ... €i1,Ti, €41, €n)
entdao y € G;, paratodoi=1,...,ne O(X1,---yXn) =1. Assim 6 é um isomorfismo.
Se P(F,e) ¢ uma vizinhanga da unidade em (G; x ... x G,fese F; é a

projecao de F' sobre G; entao

—)) C P(F,e).

€
)
n

O(P(Fi, <) x ... x P(F,
mn
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De fato, se (x1,.--,Xn) € P(F1,£) X ... x P(Fy,, <) entdo

0(X15 -5 Xn) (@1, 0) — 1 = [xa(z1)xa(22) - - - Xn(2T0) — 1

€ €
S‘Xl(xl)_l‘+’XZ(QUZ)_H+"'+’Xn(xn)_1’<E+...+E:57

para todo (x1,...,2,) € F1 X ... X Fy,. Segue que 6 é continua.
Se P(Fj},€;) é uma vizinhanca da unidade em Gy, se F = (FyU{e;}) x...x

(Fy, U{en}) e se € =min(ey,...,€,), entao
P(F,¢) C O(P(Fy,e1) X ... x P(Fy, e)).

De fato, se ) = 0(x1,...,Xn) € P(F,¢) entao [¢(z1,...,x,)—1| <€, paratodo (z1,...,2z,) €
F. Como (€1,...,6-1,%i,€i41,-..,6n) € F, para todo z; € F; temos em particular que
Ixi(zi;) — 1| < e < ¢, para todo x; € Fj, ou seja, x; € P(F,¢;), para todo i = 1,...,n.

Segue que A~ é continua. Logo # é um isomorfismo topolégico. |

Lema 5.1.15. Seja G um grupo abeliano compacto, e seja x € G, x # 1. Entao

/G x(z)dz = 0.

Prova: Para todo a € G, temos

/G X(@)dz = /G X(az)dz = x(a) /G (@)

Assim se a € G é tal que x(a) # 1 entdo a equagao acima obriga termos fG x(x)dx = 0.1

Teorema 5.1.16. Seja G um grupo topoldgico abeliano compacto, e seja H um subgrupo
de G tal que, para todo a # e em G existe x € H tal que x(a) # 1. Entao H = G.
Prova: Seja A = {zn: aixi s o € C,x; € Hyn € N}. Sendo H um subgrupo de G 6 facil
ver que A é uma *—sljg—élgebra de C(G) que contém as fungoes constantes.

Se a,b € G e a # b entdo existe x € H tal que y(ab™1) # 1, isto &,
x(a) # x(b). Desta maneira A separa pontos de G. Pelo teorema de Stone-Weierstrass
(veja teorema A.6.9, pagina 234 de [6]), A é uniformemente denso em C(G).

R n
Agora assuma que existe x € G\H. Seja Y a;x; € A(a € C,x € H,n € N)
i—1

(2
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tal que

n
Ix =Y aixillo@ < 1.

i=1

Podemos supor sem perda de generalidade que os x}s sdo distintos. Assim pelo lema

anterior
AG) = / dx > / X = ) aixidA =
G G i=1
-3 [ xdh- Yo [
#3203 o [ xidh = AG) + (Z |a@-|2> AG) 2 A(G).
i=1 j=1 G i=1
Uma contradicio. Logo G = H. |

5.2 Exemplos de Grupos Caracteres

Agora que ja temos as ferramentas necessarias podemos achar o grupo

caracter de varios grupos elementares.

Exemplo 5.2.1. Considere o grupo G = S' = {z € C: |z| = 1}. Para cada n € Z, defina
fn: S — S onde f,(z) = 2", para todo z € G. Entdo H = {f, : n € Z} é um subgrupo
de G que separa pontos de G pois a aplicacao identidade de G é f;. Segue que H = G.
Defina agora ¢ : Z — G, onde o(n) = fn. E facil ver que ¢ é um homo-
morfismo e pela discussdo acima ¢ é sobrejetor. Suponha que f, = f,, n,m € Z. Entao

n

2" = z™ para todo z € G. Assim n = m. Logo ¢ é um isomorfismo topolégico (¢ é um

homeomorfismo pois Z e G sao discretos).

Exemplo 5.2.2. Considere o grupo G' = Z. J4 vimos que a aplicacio ¢ : S' 3 a — ¢(a) =
Xa € G, onde Xao(n) = a™, é um isomorfismo. Queremos agora mostrar que ¢ é também
um homeomorfismo. Seja € > 0 e F' um subconjunto compacto de Z, ou seja, F' é um
subconjunto finito de Z. Para cada i € F, seja d; > 0 tal que |a’—1| < €, para todo a € S*,
com |a—1| < §;. Tome § = min;epd;. Entao |a’—1| < ¢, para todo a € St, com |a—1| < 4.
Em outras palavras ¢(Bgi(1,8)) C P(F,¢), onde Bgi(1,6) = {z € S : |z — 1] < 6}. Segue

que ¢ é continua (em 1 e portanto continua em todos os pontos sendo um homomorfismo).
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Em particular ¢ é uma bijecao continua definida no grupo compacto S!. Segue que ¢! é

continua. Logo ¢ é um isomorfismo topoldgico.

Exemplo 5.2.3. Seja n um inteiro positivo, e considere o grupo G = Z,, = {0,1,...,n — 1}

com adigao mddulo n. Defina a aplicacao
¢:Zn 31— fi=9¢() €G,

onde f;(k) = (),
Se ky,ko € {0,1,...,n — 1} e k; = ky entdo k; = ko + kon, para algum
ko € {0,1,...,n — 1}. Dal

(27rii€1l (27rik2l) (QWZkOZ)

2mikol
) = e n e = 6( n )

e

Assim cada f; estd bem definida e é facilmente vista para estar em G.

Suponha agora que [ = . Entdo [ = m + kgn, algum ky. Dai

2mikl 2mikm
) o

filk) = e w el — £ (K).

Assim f; = f,. Assim ¢ estd bem definida. Note agora que

2mwik(l+m) )

fler(E) = 6( n = 6( " e(T) = fl(E)fm(E)
Assim

¢l +m) = ¢(l+m) = frym = fifm = (1)d(M).

Ou seja, ¢ é um homomorfismo.

2mikl )

Agora, se f; = fmn entdo fi(k) = fu(k), para todo k € Z. Dai e

2mwikm) 2mil 2mwim

(T ), para todo k € Z. Em particular, () = (TR e portanto 27”1 = %Tm + 2wk,

para algum kq. Assim [ = m + nkg, ou seja, | = 7. Portanto ¢ é injetiva.

Note agora que f; = ¢(1) separa pontos de G. De fato, se f1(k) = fi(l)

entio eFn0) = (5. Assim k = 1+ nkg, para algum kg, ou seja, k = [. Segue que O(Zn)

é um subgrupo de G que separa pontos de Z,,. Logo ¢(Zy,) = G. Ou seja, ¢ é sobrejetiva.

Logo ¢ é um isomorfismo topolégico.
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Exemplo 5.2.4. Considere o grupo G = Zy, X ... X Zy,, onde ny,...,ns sao inteiros
positivos.
Do exemplo 5.2.3 acima e do teorema 5.1.14 vemos que G 6 isomorfo com

o préprio G. Todo caracter de G tem a forma

.kl ksl
_— 2 19 4 4 Esls
(kla akn) l—>€[ i n1 ot )]’
onde 0 <[; <ng, parai=1,...,s.

Exemplo 5.2.5. Considere o grupo aditivo G = R. Vamos provar que o dual de R ¢
(topologicamente isomorfo a) R.
Ty

Para cada y € R, seja x,(z) = ™Y, para todo z € R. Entao é ficil ver que

X € G. Defina a aplicagao

¢:R3y—dy) =xy €G.

Queremos provar que ¢ é um isomorfismo topoldgico. E f4cil ver que ¢
é um homomorfismo. Primeiro provaremos que ¢ é injetiva. Suponha que y,z € R e
é(y) = xy = Xz = ¢(2). Entao temos eV = ¢i%  ou equivalentemente, =% =1, para

T i

Yy—=z

temos e@W—2) = ¢i™ — _1. Assim devemos

todo x € R. Se y # z entao tomando x =
ter y = z, ou seja, ¢ € injetiva.

Provaremos agora a sobrejetividade de ¢. Seja x € G e defina A = {z €
R : x(z) = 1}. Entdao A é um subgrupo fechado de R. Segue que A = {0}, A = R ou
A = bZ para algum b > 0 (veja 1.1.19).

Se A = R entdo xy = 1 tal que x(z) = e = xo(z), ou seja, x = Xo-
Assim neste caso ¢ é sobrejetora. Assuma que A = {0}. Entao x([0,1]) é um subconjunto
compacto e conexo de S! contendo 1: isto é, um arco ou {1}. Por hipétese, x([0,1]) ndo
é {1}, e assim existe a € (0,1] tal que x(a) = e, onde m é um inteiro nio-nulo. Mas

m 271

entao x(ma) = x(a)™ = e“™ = 1 uma contradi¢ao com nossa hip6tese. Portanto podemos

supor que A = bZ, onde b > 0 (note que b é o menor elemento positivo de A). Sendo

) =e2’ ou

e 0 < % < b, temos X(g) = —1. Sendo X(%)Q = X(g) = —1, devemos ter x(%

X(g) = e 2% Se a segunda igualdade vale, trocamos x por X e assim podemos supor sem
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perda de generalidade que X(%) = e3’, Suponha agora que ja provamos que

b 2mi
x(gp) = e

para algum inteiro positivo k. Entao devemos ter

b 2mi
X(rgp) = €37,
ou
b 2mi_ | o
X(gr) = e

Assuma que a segunda igualdade vale. Entao X([kaﬂ, 2%]) ¢ um subconjunto compacto

e conexo em S' que contém 1 ou —1. Desta maneira para algum a € [2,6%, 2%] temos

x(a) =1 ou x(a) = —1. Em ambos os casos x(2a) =1e 0 < 2a < 22% = 21%1 <b. Isto

contradiz o fato que b = min{a € A : a > 0} e assim

E 6bvio agora que x(rb) = 2™ para todos os nimeros reais diadicos! r.

2mix

Por continuidade temos y(zr) = e*™* para todo x € R. Ou ainda,

= X2x ().
Isto mostra que ¢ é sobrejetiva. Assim ¢ é um isomorfismo de grupos.

Falta mostrar que ¢ é um homeomorfismo. Primeiro suponha que {y;};
¢ uma net em R tal que y; — 0. Seja ¢ > 0 e K C R compacto. Como a funcao
C 3 z '+ e* € C é continua, existe § > 0 tal que |e* — 1| < € para todo z € C, com |z| < 4.
Seja M = sup |z|; M ¢é finito pois K é compacto. Dai existe jo tal que |y;| < MLH para

zeK
J > jo. Assim, se x € K e j > jo temos |izy;| < M|y;| < 6 e dai

(@) — 1] = e 1] <e.

Isto mostra que ¢ é continua (veja 5.1.12). Suponha finalmente que {y;}; ¢ uma net em

'Um nimero diddico é um nimero da forma 55> onde n € Z e k € N. O conjunto dos niimeros
diddicos formam (6bviamente) um subconjunto denso de R.
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R e que x,; — 1 em R. Seja K o compacto [0,1] e e = 2. Entao existe jp tal que
x(@) =1 = | — 1] < 2,

para todo j > jo e todo € [0,1]. Em partucular temos zy; # m e xy; # —m para todo
J > jo e todo x € [0,1]. Segue daf que |y;| < 7 para todo j > jo. Assim podemos supor
sem perda de generalidade que |y;| < 7 para todo j. Agora, tomando o compacto K = {1}

obtemos que €% — 1. Daf, como |y;| < 7 temos
iy; = log(e™7) — log(1) = 0.

Ou seja, y; — 0. Isto mostra que ¢~ ! é continua. Logo ¢ é um isomorfismo topoldgico.
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Capitulo 6

A C*—algebra Envolvente

Um dos principais objetivos da teoria de representagoes é a classificacao
de todas as x-representacoes de uma dada x-dlgebra de Banach B. Por esta razao é
interessante achar que toda tal dlgebra B d& origem a uma C*-dlgebra C*(B) (chamada
a C*-algebra envolvente de B) tal que as #-representacoes de B e as de C*(B) entao em
uma correspondéncia bijetiva natural. Isto mostra que a teoria de x-representacoes de
C*-algebras é tao geral quanto as de *-algebras de Banach arbitrarias. Mais sobre a teoria

de C*-algebra envolvente pode ser encontrado em [3].
6.1 A (*-algebra Envolvente de uma Algebra

Nesta secao fixaremos uma *-algebra de Banach B e provaremos que sem-
pre existe a sua C*-dlgebra envolvente C*(B). A C*-dlgebra envolvente de B pode ser
pensada como uma “fotografia” de B usando “luz” que registra somente as propriedades
de B que aparecem na estrutura de suas x-representagoes. Sendo que C'*-algebras sao vas-
tamente mais simples em estrutura que *-dlgebras de Banach arbitrérias, tal “fotografia”

frequentemente resulta em um grande ganho de simplicidade.

Definicao 6.1.1. Seja B uma x-algebra de Banach. Uma C*-seminorma em B é uma

fungao p: B — R tal que para todo a,b € Be a € C
(i) pla+b) < pla) + p(b);
(i) p(aa) = |afp(a);
(iii) p(ad) < p(a)p(b);
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(iv) p(a*a) = p(a)*.
O conjunto de todas a C*-seminormas em B serd denotado por C,(B).

Observagao 6.1.2. Note que se p: B — R, é uma C*-seminorma em uma *-dlgebra de
Banach B entdo p(b*) = p(b), para todo b € B. De fato, de (iv) temos p(b*b) = p(b)2.
Por outro lado de (4ii), p(b*b) < p(b*)p(b). Assim p(b)? < p(b*)p(b) e assim p(b) < p(b*).
Como b € B foi arbitrario podemos trocar b por b* e concluir que p(b*) < p((b*)*) = p(b).

Logo p(b) < p(b*) < p(b) e portanto p(b*) = p(b).

Teorema 6.1.3. Sejam B uma x-dlgebra de Banach e p € C%,(B). Defina N = N(p) =
{b € B:p(b) =0}. Entdo N é um ideal em B e o completamento do espago quociente %
com respeito a norma ||b+ N|| = p(b) é uma C*-algebra.

Prova: E facil ver que N é um ideal em B. Assim % é uma algebra com as operacoes
naturais (veja exemplo A.3.5). Como p(a*) = p(a) para todo a € B, temos N* C N.
Assim a fungao * : % — %; (b+ N)* =b* + N estd bem definida e é facil ver que é uma
involucdo em £. Segue da definicdo de C*-seminorma que a fungdo ||b+ N|| = p(b) é uma
norma em £ que satisfaz ||(a + N)(b+ N)|| < [la+ N|[|lb+ N e [[(a + N)*(a + N)|| =
la+ N2 Assim £ é uma -algebra normada (ndo necessariamente completa) que satisfaz

|(a+ N)*(a+ N)|| = |la + N||?. Logo o completamento de £ é uma C*-slgebra. ]

Exemplo 6.1.4. Seja 7 : B — L(H) uma *-representagdo de B, onde H é um espaco
de Hilbert. Defina p: B — Ry; p(b) = ||w(b)||. Entao p é uma C*-seminorma em B. O

teorema a seguir mostra que todas as C*-seminormas sao da forma acima.

Teorema 6.1.5. Dada p uma C*-seminorma em B, existe uma *-representacao m de B
tal que p(b) = |7 (b)||, para todo b € B.
Prova: Sejam N = {z € B : p(z) =0} e A = @ o completamento de £ como no
teorema 6.1.3. Entdo A é uma C*-dlgebra e assim existe uma #-representagao isométrica
m : A— L(H), onde H é algum espaco de Hilbert (veja teorema 3.4.15 de [6]).

Seja agora mg : B — %; mo(b) = b+ N e g : % — A a inclusao de % em
A. Defina agora m = my oigomy : B — L(H). Entao 7 é uma x-representacao e como mq

é isométrica temos:

[7@)]| = [l (b+ N)|| = [[b+ N = p(b),
para todo b € B. |
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Corolario 6.1.6. Seja p uma C*—seminorma em uma *-algebra de Banach B. KEntao
p(b) < ||b|| B, para todo b € B (|| - ||z denota a norma de B).
Prova: Pelo teorema 6.1.5 existe uma *-representagao 7 de B tal que p(b) = ||7(b)|| para

todo b € B. Assim p(b) = ||7(b)|| < ||b|| 5, para todo b € B (veja teorema A.3.2).

Definicao 6.1.7. Seja B uma *-algebra de Banach. Uma C*-algebra envolvente de
B é uma par (A, 7), onde A é uma C*-dlgebra e 7 : B — A é um *-homomorfismo com a
seguinte propriedade:

Para qualquer C*-dlgebra A; e qualquer x-homomorfismo ¢ : B — A;

existe um tnico x-homomorfismo ¢ : A — A; tal que pom = ¢. Ou seja, o seguinte

diagrama
B a A
é
£
Ay
comuta.

Definicao 6.1.8. Seja B uma *-algebra de Banach, sejam A1, Ay C*-élgebras e mm; : B —
A; #-homomorfismos para i = 1,2. Dizemos que o par (A, 71) é isomorfo ao par (As, m9)
(e denotamos (Aq,m) = (Ag,m2)) se existe um *-isomorfismo 7 : A; — As tal que o

diagrama

1

2

Ao

comuta.
Teorema 6.1.9. (Unicidade da C*-dlgebra envolvente) Sejam (Aj,71) e (Ag.me), C*-

algebras envolventes para uma *-algebra de Banach B. Entao (Aq,m) = (Ag, m2).

Prova: Segue da definicgdo de C*-dlgebra envolvente que existem x-homomorfismos
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T : Ay > Ay ey Ay — Ao tal que Ty omg = 7 € Mo 0T = Ta.

P} ™

B _Ag B _Al
. : - ~
™1 ™2
p P
A1 A2
Note dai que o diagrama
B ik Ay
™1 _ _
1072
Ay

comuta, pois 1 o Ty 0 w1 = 71 0 T = 7. Mas o diagrama

1

B

A

Ida,
A

também comuta. Segue (por unicidade) que 71 o Ty = Id4, .

Aplicando o mesmo argumento com o par (Ag, m3) concluimos que
7~T2 9} 77['1 = IdA2 .

Assim 71 e Ty sado *-isomorfismos e 7 = 7y 1 Basta tomar agora m = 7o para satisfazer

a defini¢do 6.1.8. [ ]

Pelo teorema acima existe no maximo uma C*-dlgebra envolvente. Quere-
mos agora mostrar que sempre existe a C'*-algebra envolvente de uma dada *-algebra de

Banach.

Teorema 6.1.10. (Existéncia da C*-algebra envolvente) Existe a C*-algebra envolvente
para qualquer *-algebra de Banach.

Prova: Seja B uma x-dlgebra de Banach. Defina ps(b) = sup p(b) (note que py(b) é
p€C, (B)
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finito por 6.1.6). E fécil ver que p, € C* (B). Seja N = {b € B : py(b) =0} ={be B :
p(b) = 0, para todo p € C},(B)}. Seja A = @ o completamento de £ com respeito a
norma ||b+ N|lg = ps(b). Entao (A4, ] - |jo) é uma C*-dlgebra por 6.1.3.

Seja w: B — A; w(b) = b+ N. Entdo 7 é um *-homomorfismo. Queremos
mostrar que (A, ) é a C*-algebra envolvente de B. Para isso sejam A; uma C*-algebra e
¢ : B — A; um x-homomorfismo. Defina ¢y : % — A1; ¢o(b+ N) = ¢(b). Suponha que
a+ N =b+ N, ou seja, a —b € N. Entao p(a — b) = 0, para todo p € C%,(B). Agora,
se pg(x) = ||@(z)|, x € B, entdo pyg € CF,(B). Assim pg(a —b) =0, isto é, ¢(a) = ¢(b).
Isto mostra que ¢g esta bem definida. E facil ver que ¢g é um *-homomorfismo. Temos
ainda que [|¢po(b+ N)|| = [|¢(b)|| = pg(b) < ps(b) = ||b+ N|lo. Entao existe uma extensao
continua de ¢q:

QEZA—>A1.

Assim ¢ é um s-homomorfismo e ¢(b+ N) = ¢o(b+ N) = ¢(b) para todo b € B. Ou seja,

¢ = ¢om. Isto diz que o diagrama

comuta. Se (51 : A — Ay é outro x-homomorfismo tal que ¢ = (51 o entao

01(b+ N) = 61(m (b)) = d(b).
Assim ¢ = ¢ sobre By. Segue ¢ = ¢ em By = A.

Logo (A,7) é a C*-dlgebra envolvente de B. |

Devido a existéncia e unicidade denotaremos por (C*(B),7*(B)) a C*-
algebra envolvente de uma *-dlgebra de Banach B. As vezes, quando o *-homomorfismo

7 (B) estiver subentendido, nos referiremos a C'*-algebra envolvente apenas como C*(B).

Teorema 6.1.11. Seja B uma x-algebra de Banach. Para 7w : B — L(H), *-representacao
de B, seja 7 : C*(B) — L(H) a unica x-representagao de C*(B) tal que 7 o 7*(B) = 7.

Entao a aplicagao m — 7 é uma bijecao entre o conjunto das *-representacoes de B sobre
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H e o conjunto das *-representacoes de C*(B) sobre H.
Prova: O teorema segue da definicao de C*-dlgebra envolvente, sendo que £L(H) é uma

C*-algebra. ]

Exemplo 6.1.12. Seja B qualquer espago de Banach com uma involugao * no qual [|b*| =
|b]] para todo b € B. Defina em B o produto a-b = 0, para todo a,b € B. Entao
(C*(B),7*(B)) = ({0},0). De fato, se ¢ : B — A; é um *-homomorfismo, onde A; é uma
C*-dlgebra entio [[¢(b)[|* = [l6(0)*¢(0)]| = [[#(b*b)|| = [|$(0)[| = 0. Assim ¢ = 0: {0} —

Ay é o tinico *-homomorfismo tal que ¢ o0 = ¢.

O objetivo agora é caracterizar a C*-dlgebra envolvente de uma *-dlgebra

de Banach comutativa em termos do teorema de Gelfand ( A.3.12).

Teorema 6.1.13. Se B é uma x-dlgebra de Banach comutativa entao C*(B) é uma C*-
algebra comutativa.

Prova: Usando as notagoes do teorema de existéncia da C'*-algebra envolvente temos que

onde N é um ideal de B. Logo C*(B) ¢ comutativa se B é comutativa. |

Observagao 6.1.14. A reciproca do teorema acima nao ¢ verdadeira (veja exemplo 6.1.19).

Defini¢do 6.1.15. Seja B uma *-dlgebra de Banach. Denotaremos por B, o subespaco

fechado de B consistindo dos elementos ¢ de B (veja A.3.10) que satisfazem:

o(b*) = ¢(b) paratodo b € B.

Um elemento de B é chamado simétrico se estd em B,.

Lema 6.1.16. Seja B uma *-dlgebra de Banach. Entao o espectro de C*(B), ou seja, o
espago C'/*(F ) dos funcionais lineares multiplicativos nao-nulos (veja A.3.10) é homeomorfo
a B,.

Prova: Sabemos que (C*(B),7*(B)) = ((—%),ﬂ) onde N = {b € B : p(b) = 0, para todo
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p € C:(B)} em(b) = b+ N, para toda b € B. Assim podemos supor sem perda de
generalidade que C*(B) = @ e (B)=m.

Note que os elementos de By sdo exatamente os x-homomorfismos nao-
nulos de B em C. Entao, por definigao de C*(B), para cada ¢ € B, existe um tnico

s-homomorfismo ¢ : C*(B) — C tal que o diagrama

comuta. Ou seja, ¢(b+ N) = (¢ o 7)(b) = ¢(b), para todo b € B. Como ¢ é nao-nulo
devemos ter ¢ nao-nulo. Assim ¢ € Cf@

Portanto temos definida uma aplicagao
H:Bs;> ¢+— ¢ € C*(B),

onde, para cada ¢ € Es, ¢ é o tinico elemento de C/*@ tal que ¢ o = ¢.
Dado ¢ € C'/*(E), defina ¢(b) = 9 o w(b). Entdo ¢ = ¢. Segue que H é
uma bijecao. Queremos mostrar que H é um homeomorfismo. Para isso basta mostrar

que para qualquer net {¢;}; em B, e ¢ € By, temos

o —

¢i — ¢ em By <= ¢; — ¢ em C*(B),

onde a topologia em B, é a topologia induzida de E’, ou seja, a topologia de Gelfand
(veja A.3.10). Suponha primeiro que ¢; — ¢ em C'/*@, ou seja, ¢;(x) — ¢(x), para todo
x € C*(B). Entdo, em particular, se x = b+ N, b € B temos ¢;(b+ N) = ¢;(b) — ¢(b) =
d(b+ N). Assim ¢; — ¢ em B,. Suponha agora que ¢; — ¢ em B,. Entdo ¢;(b) — ¢(b),
para toda b € B. Ou seja, ¢ij(b+ N) — ¢(b+ N), para todo b € B. Mas @ = C*(B).
Assim segue que ¢;(x) — ¢(x) para todo = € C*(B). De fato, tome x € C*(B). Entéo

dado € > 0, existe b € B com [|(b+ N) — z|| < §. Tome g tal que

0i(0) =) < 5. Vi,
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Entao

|6i(x) — d(x)] < |di(x) — Gs(b+ N)| + [i(b+ N) — d(b+ N)| + |¢(b+ N) — d(z)| <

lz—(b+N+ St |o+N) -z <S+S18=¢, Vi
3 3 3 3

Logo ¢i(z) — ¢(z), para todo = € C*(B) e portanto H é um homeomorfismo. [ |

Teorema 6.1.17. Seja B uma x-algebra de Banach. Se a C'*-envolvente de B é comutativa

(por exemplo se B é comutativa) entao
(C*(B),m(B)) = (Co(B,),T),

onde

I':B— Cy(B,); T'(b)=h,

sendo b(¢) = ¢(b), ¢ € By a transformada de Fourier de b restrita a By (veja A.3.10).
Prova: Como no lema acima, podemos supor que C*(B) = @ e m(B) = 7, onde,
N ={be B:p(b) =0, para todo p € C},(B)} e m(b) = b+ N, para todo b € B.

Pela demonstracao do lema 6.1.16 temos que a aplicacao

o —

(onde ¢ é o tinico elemento de C*(B) satisfazendo ¢ o 7*(B) = ¢) é um homeomorfismo.
Defina, a partir dai,

F:C*(B)>xw— F(zx) € Co(Bs),

onde F(x)(¢) = Z(¢). Queremos mostrar que F' é uma *-isomorfismo. Mas, o teorema de

Gelfand ( A.3.12) nos diz que a aplicacao

o —

I':C*(B)>zw— 1€ Cy(C*(B))

é um *-isomorfismo e, portanto, temos F'(z) = I'(x) o H, para todo x € C*(B). Segue que

F é um *-isomorfismo.
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Agora note que para b € B e ¢ € B, temos

— -

(Fom™(B))(0)(¢) = F(b+ N)(¢) = (b+ N)(¢) =

= ¢(b+ N) = 6(b) =T(0)(9).

Assim F o m*(B) =T, ou seja, o diagrama

B B o(B)
r F
Co(By)
comuta. Logo (C*(B),n*(B)) = (Co(Bs),T). |

Exemplo 6.1.18. Seja B = C(D), onde D = {z € C : |z| < 1}, com as operagoes de

soma e multiplicagao usuais, a norma do supremo, e a seguinte involugao:

[(z) =1z, V[felD).

Entao é facil ver que B é uma *-dlgebra de Banach.
Defina para z € D, 0, : B — C; 6,(f) = f(z). Entao é facil ver que §, € B,
para todo z € D e temos que §, é simétrico se, e somente se, z = z. De fato, se Zg # 2o,

existe f € C(D) tal que f(Zg) # f(20). Assim

0z (f7) = [7(20) = f(Z0) # f(20) = 020 (f)-

Logo nem todo ¢ € B é simétrico. Mais ainda, do corolario 8.8, pagina 361 de [3], temos
que a aplicaggo D 3 z — §, € B ¢ um homeomorfismo. Assim, B é homeomorfo & D e
B, é homeomorfo & D NR = [—1,1] (pois J, é simétrico se e somente se z = Z). Assim
por 6.1.17 C*(B) = C([—1,1]). Mais ainda, é ficil ver que o *-homomorfismo 7*(B) é
dado por restricdo de uma fungao de C(D) sobre C([—1,1]). Ou seja, 7*(B)(f) = f| 1)
para toda f € C(D).
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Exemplo 6.1.19. Considere agora
B ={feC(D,M(C)) : para cada x € [-1,1], f(z) é um multiplo da matriz identidade},

onde M5(C) é o conjunto das matrizes complexas 2 x 2 ¢ C'(D, M3(C)) é o conjunto das
fungdes continuas de D em M3(C) (a norma de M2(C) é a norma de operadores). Equipe

B com as operagoes de soma e produto pontuais (de matrizes), a norma

£l = sup [|f(2)llaz(c),
zeD
onde | - ||az,(c) denota a norma em Mz(C), e a involugao
ff(z) = f(Z)*, paratoda f € Bez € D,

onde f(Z)* denota a transposta conjungada da matriz f(Z). Entao é ficil ver que B com
as operagoes acima é uma *-algebra de Banach (ndo comutativa).

Queremos achar (C*(B),n*(B)). Vamos provar que (C*(B),n*(B)) =
(C[-1,1],m), onde w : B — C([-1,1)); n(f)(z) = a, para toda f € C(D), onde ay
é o numero complexo tal que f(x) = a,1, sendo I a matriz identidade 2x2. Vamos fazer
isso usando a definicao de C*-algebra envolvente.

Seja A uma C*-dlgebra qualquer e w4 : B — A um s-homomorfismo.

Suponha que f € B e f| i 0. Defina

f(z) selIm(z)>0
0 se Im(z) <0

fi(z) =

0 se Im(z) >0
f(z) selIm(z)<0

fa(z) =
Entao fi € B,i=1,2e f = fi + fo. Mas note que f/f; =0,¢=1,2. Assim
lw(fll* = llw(fo)* m(f)ll = I (f7 f)ll = O,

para i = 1,2. Assim n(f;) = 0, ¢ = 1,2 e portanto n(f) = 7(f1) + 7(f2) = 0. Segue

que 7(f) = m(g), para todas f,g € B com f|[ Entao estd bem definida a

“11) = Iy
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aplicacao

Ta:C([=1,1]) — A 7a(f) = malf),

onde f é qualquer funcao em C'(D) tal que ﬁ 11 = f. (Note que pelo menos uma f existe
pelo teorema de extensao de Tietze). E facil ver que T4 é um *-homomorfismo. Também,

note que

(Tao ﬂ)(f) = 7%A(f|[_1’1]) = ﬂA(f)?

ou seja, o diagrama

TA

comuta.
Obviamente, se 74 : C[-1,1] — A é outro x-homomorfismo que faz o

diagrama acima comutar entdo 74 = 74. De fato, suponha que

%(f‘[fl,l]) - ﬂ'A(f) - 7~1'A(f\ [,171])7 Ve C(D>

Pelo teorema de extensdo de Tietze m é sobrejetiva. Logo 7a(g) = 7a(g), para toda
g € C([~1,1]). Portanto 74 = 74 e assim (C*(B),7*(B)) = (C([-1,1], 7).

Este exemplo mostra que a C*-dlgebra envolvente C*(B) pode ser comu-
tativa sem que a x-algebra de Banach B seja. Ele também mostra que o processo de
construir a C*-dlgebra envolvente nao é “injetivo”. Duas x-dlgebras de Banach diferentes

podem ter a mesma C*-dlgebra envolvente.

6.2 A (C*-algebra de um Grupo

Nesta sec@o fixaremos um grupo localmente compacto G. Assim como no
estudo de representacoes de dlgebras, no estudo de representagoes de grupos é interessante
saber classificar todas a representacGes unitarias de G. Ja vimos no capitulo 4 que as
representacoes unitarias e continuas de G estao em correspondéncia biunivoca com as *-
representagoes nao-degeneradas da *-dlgebra de Banach L;(G). Assim, como a C*-algebra

envolvente preserva propriedades de #-representacoes, é natural definir a C'*-dlgebra de G

102



como sendo a C*-algebra envolvente de L1 (G).

Definicao 6.2.1. Seja G um grupo topolégico localmente compacto. A C*-algebra de
G, denotada por (C*(G),7*(G)), é por definicao a C*-algebra envolvente da *-algebra de
Banach L;(G) = L1(G, A), onde A é uma medida de Haar & esquerda em G.

Teorema 6.2.2. Seja G um grupo localmente compacto. Para V : G — U(H), repre-
sentacao unitdria e continua de G, seja my : L1(G) — L(H) a unica *-representacao

nao-degenerada de L;(G) dada pela equagao:

(my ()€, m) = /G<Vx§,n>f(x)dx onde {,ne He feL(G) (vejad.2.9)

Entao a aplicacao V — 7y (onde 7y : C*(G) — L(H) é a tnica x-representacao de C*(G)
tal que Ty o m(G) = my (veja 6.1.11)) é uma bijegao entre o conjunto das representagoes
unitarias e continuas de G sobre H e o conjunto das *-representagoes nao-degeneradas de
C*(G) sobre H.

Prova: E f4cil ver que a aplicacao m — 7 do teorema 6.1.11 preserva nao-degenerecéncia,
ou seja, ™ é nao-degenerada, se e somente se, 7 é ndo-degenerada. Assim o presente teorema

segue de 4.2.9, 4.2.10 e 6.1.11.
O objetivo agora é caracterizar a C*-algebra de um grupo abeliano em
termos do teorema de Gelfand ( A.3.12).

Lema 6.2.3. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Entao cada ¢ € IT(E) é

—_—

simétrico, ou seja, L1(G), = L1(G).

Prova: Pelo lema 5.1.8 ¢ = ¢, para algum x € G. Isto 6,

o(f) = /G f(@)x(@)de, para toda f € Li(G).

Lembre agora que f*(x) = f(z~!) (G é abeliano e portanto unimodular).

Assim
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Teorema 6.2.4. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Entao

(C*(@),m(G)) = (Co(G),T),

onde

T:L1(G) — Co(GQ); T(f)=f, paratodo f € L1(Q),
e onde f fG da: X € G ¢é a transformada de Fourier de f (veja 5.1.7).
Prova: Segue de 5.1.8, 6.1.17 e 6.2.3. [ |

Uma consequéncia imediata do teorema acima é que

C*(R) = Co(R), C*(8') =Co(Z), C*(Z)=C(S") e C*(Zy)=C(Zy)

~ —

jAqueR=R, S1=7 72=S5'eZ, =17,

Exemplo 6.2.5. Seja G qualquer grupo abeliano localmente compacto. Defina a aplicacao

V : G — U(Ly(G)) pela equacio:

(V) () =x(@)&(x),  (z€ G, € Ly(G),x € G).

Entao é facil ver que V' é uma representacao unitaria de G no espago de Hilbert Lg(é).
Queremos calcular a s-representacio 7y : Co(G) — L(L2(G)) associada a V' como no
teorema 6.2.2. Primeiro precisamos calcular a s-representacio my : L1(G) — L(L2(QG))

associada a V' como no teorema 4.2.9. Temos, para f € L1(G) e {,n € Lg(@), que

(mv (D)) = /G Wi s = [ ([ Msoo@dx) f (@) =

/ / 2)dydz — / / 700 f (2)dwdy —
:/G</GMf(x)da:> S(X)de=/éf(x)€(x)mdx=<f£,77>~

Assim 7y (f)€ = f€, para toda f € Ly(G) e € € Ly((G). Portanto my ¢é a *-representacio
de L1(G) que age sobre Ly(G) multiplicando cada & € Lo(G) pela transformada da fungao
f € Li(G).
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Segue agora que a x-representacao 7y associada a V é dada pela equacao

#(h)E=h¢,  (heCo(G),€ € Ly(@).

~

Logo a *-representacao 7y de Cy(G) associada a V' é a x-representagao “multiplicacao” que

A~ ~ A~

age sobre Ly(G) multiplicando cada fungao £ de La(G) pela fungao h de Cy(G).

No caso em que o grupo G é R o exemplo acima foi feito em 4.2.16. Vamos

ver como fica o exemplo acima no caso do grupo Z. Neste caso, como Z = S', um
elemento tipico de Z tem a forma x(n) = 2", para algum z € S'. Assim a representacio

V :Z — U(Lz(SY)) tem a forma
(Vab)(2) = 27"€(2),  (n€Z,E € La(5h),2 € 5Y).

A x-representacio 7y : Li(Z) — L(Lo(S')) associada a V fica sendo

(mv())E)(2) = <%z"f<n)> £(2).
E a #-representacio 7y : C(S') — L(L2(SY)) é dada por
() = h(2)E(=),  (h € C(SY),€ € Ly(5), 2 € S,
No caso em que o grupo G é S temos V : ST — U(Ly(Z)),
(V-)(m) = =7"6(m), (2 €5L€€ Ia(T),n € 7),
my s Li(SY) = £(La(Z),
9 = ([ i) e, (e LS € L@ e D)

ey : Co(Z) - ‘C(LZ(Z))v

(v (h)E)(n) = h(n)s(n),  (h € Co(Z),€ € La(Z),n € Z).
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Apéndice A

Apeéendice

Como dito na introdugao, este apéndice serve para o leitor apenas como um
sistema de referéncia, nao contendo a demonstragao dos resultados. O leitor interessado

nas provas pode olhar em referéncias como [1], [3], [5], [6], [11] e [12].

A.1 Medida e Integracao

Nesta secao revisaremos alguns conceitos basicos de medida e integracao.

Comegamos com a nogao fundamental de uma o-algebra de conjuntos.

Definigao A.1.1. Uma o-algebra de um conjunto X, é uma colecao B de subconjuntos

de X que satisfaz:
(i) X € B;
(ii) se A € Bentao A € B; e
(iii) se {A,}22, C B entao E.—j1 A, €B.

Um espago mensurdvel é um par (X, B) consistindo de um conjunto X e uma o-algebra

B de X.

Desta maneira, uma o-algebra é nada mais que uma colecao de conjuntos

que contém o expaco todo e é fechado sob a formacao de complementos e unides enu-
o0 oo

meraveis. Sendo () A4, = (U A4%)°, é claro que uma o-algebra é fechada sob formacao
n=1 n=1

de interseccoes enumerdveis; mais ainda, toda o-algebra sempre contém o conjunto vazio

(sendo 0 = X°).
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Exemplo A.1.2. A colegdo P(X) de todos os subconjuntos de X é uma o-algebra, como
também ¢é a colegao de dois elementos {(), X }. Estas sdo chamadas as o-dlgebras triviais;

se B é qualquer o-dlgebra de X, entdo {0, X} C B C P(X).

Exemplo A.1.3. A interseccao de uma familia arbitraria de o-dlgebras de X é também
uma o-algebra de X. Segue que se S é qualquer colecao de subconjuntos de X, e se
definimos B(S) = N{B : S C B, B é uma o-élgebra de X}, entdao B(S) é uma o-algebra
de X, e é a menor o-dlgebra de X que contém a familia S; chamaremos B(S) como a

o-algebra gerada por S.

Exemplo A.1.4. Se X é um espago topoldgico, escreveremos By = B(7), onde 7 é a
topologia de X; membros desta o-algebra sao chamados conjuntos Borelianos e Bx ¢

chamada a Borel o-algebra de X.

Exemplo A.1.5. Suponha que {(X;,B;) : i € I} é uma familia de espagos mensurdveis.
Seja X = H X, o produto cartesiano, e seja 7m; : X — X; a i-ésima projecao coordenada,
para cadalile I. Entao a o-dlgebra produto B = [[ B; é a o-dlgebra B = B(S), onde
S ={m;1(A;): A; € Bi,i € T}, e (X, B) é chamado (ieelspago mensuravel produto.

Exemplo A.1.6. Se (X,B) é um espaco mensuréavel, e se Xo C X é um subconjunto
arbitrédrio, defina B, = {AN X : A € B}; equivalentemente, B, = {i—Y(A) : A € B},

onde i : Xg — X denota a aplicagao inclusao de X em X. A o-dlgebra B o é chamada

a o-algebra induzida por B.
Definicao A.1.7. Se (X;,B;), i = 1,2, s@o espac¢os mensuraveis, entao a fungao f : X1 —
X, é dita mensuravel se f1(A) € By para todo A € Bs.
Teorema A.1.8. As seguintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) a composicao de aplicagoes mensuraveis é mensuravel;

(i) se (X;,B;), i = 1,2, sdo espagos mensuraveis, e se By = B(S) para alguma familia
S C P(X3), entao uma fungdo f : X; — Xo é mensuravel se e somente se f1(A) €

BB para todo A € S;

(iii) se X;, i = 1,2 sdo espagos topoldgicos, e se f: X1 — X9 é uma aplicagao continua,
entdo f é mensurdvel como uma aplicacao entre os espagos mensurdveis (X;, Bx;,),

1=1,2;¢€
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(iv) se (X,B) é um espaco mensuravel, e se f,g : X — R sao fungbes mensuraveis
(com respeito a Borel o-dlgebra sobre R), entdo cada um das seguintes fungoes é

mensuravel: |f], af + bg (onde a,b sdo nimeros reais arbitrarios), e fg.

Observacao A.1.9. A funcao caracteristica de um subconjunto £ C X é a funcao real

sobre X, sempre denotada por 1g, que é definida por

1 sexeF
0 sex¢ E

1g(x) =

E facil ver que 1g é mensuravel se e somente se E € B.

Na sequéncia, estaremos interessados com fungoes de valores infinitos. Es-
creveremos R = R U {00, —00}. Usando qualquer bijecdo razodvel entre R e [—1,1] -

digamos, a dada pela aplicagao

+1 se r = 00
f(z) =

z ,
THal sex €R

- podemos ver R como um espago topoldgico (compacto), e assim equipé-lo com a corre-
spondente Borel o-algebra. Se temos uma fungao real extendida - isto é, uma aplicacao
f:X — R-ese Béuma o-dlgebra sobre X, diremos que f é mensuréavel se f~1(A) € B
para todo A € By. E fécil ver o seguinte: dada uma aplicacio f : X — R, seja
Xo = fYR), fo = f|X0, e seja B‘XO a o-algebra induzida sobre o conjunto Xg; entao
a fungao real extendida f é mensuravel se e somente se as seguintes condi¢bes sao satis-
feitas: (i) f~'({a}) € B para a € {—o0,x}, e (ii) fo: Xo — R é mensurdvel.

Se X é um conjunto e se {f, : n € N} é uma sequéncia de fungoes reais

sobre X, definimos as fungoes reais extendidas liminf f,, e lim sup f,, da maneira ébvia:
(liminf f,)(z) = liminf f,(x),

(limsup fy,)(x) = limsup f,(x).

Teorema A.1.10. Suponha que (X, B) é um espago mensurdvel, e suponha que {f, : n €

N} é uma sequéncia de fungoes reais sobre X. Entao:

(i) sup,, fn € inf,, f, s@o fungdes reais extendidas mensuraveis sobre X;

(ii) liminf f, e limsup f, sdo funcoes reais extendidas mensurdveis sobre X; e
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(iii) o conjunto C' = {z € X : {fn(x)} converge para um nimero real finito} é men-
suravel, isto é, C' € B; mais ainda, a fungao f : C' — R definida por f(z) = lim,, f,(z)
¢ mensuravel (com respeito a o-dlgebra induzida B, o). (Em particular, o limite pon-
tual de uma sequéncia de fun¢ées mensuraveis que converge pontualmente é também

uma fun¢ao mensurével.)

n
Definicao A.1.11. Um funcao simples é uma funcdo da forma ) a;1g,, onde ay, ..., a, €

=1
R, Ey,...,E, € BencN.

Teorema A.1.12. Se f : X — R é qualquer fungdo mensurédvel nao-negativa, entao existe

uma sequéncia {f,}, de fungoes simples ndo-negativas sobre (X, B) tal que:
(i) fi(z) < fo(x) < ... < fu(z) < fop1(z) < ..., para todo z € X; e

(ii) f(xz) =lim, f,(z) = sup,, fn(x) para todo z € X.

Vamos agora dar a importante no¢ao de medida.

Definicao A.1.13. Seja (X,B) um espago mensuravel. Uma medida (positiva) sobre

(X, B) é uma funcao p : B — [0, 00| com as seguintes propriedades:

(ii) p é enumeravelmente aditiva - isto ¢, se {E,}, é uma sequéncia enumerdvel em B

de conjuntos dois a dois disjuntos entao
[e.e] oo
,U'( U En) = ZM(En)
n=1 n=1

Um espago de medida é uma tripla (X, B, u), consistindo de um espago mensuravel

junto com uma medida definida sobre ele. Uma medida p é dita finita se p(X) < oo.

Listamos agora algumas consequéncias elementares da defini¢do no proximo

teorema.
Teorema A.1.14. Seja (X,B, 1) um espago de medida; entao,

(i) p é “monétona”: isto é,se A,B € Be AC B entao u(A) < u(B);
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(ii) p é “enumeravelmente subaditiva”: isto é, se F,, € B para todo n = 1,2,..., entao

[e.e]

o
p(J En) <D w(E);
n=1 n=1
iii ¢ “continua inferiormente”: isto é, E4 C Ey C ... C E, C ... é uma sequéncia
I

crescente de conjuntos de B, entao

[e.e]
M(U Ep) = lim p(Ey);
n—oo
n=1
(iv) p é “continua superiormente se restrita a conjuntos de medida finita”: isto é, se
Ey D FEy D ... D FE, D ... é uma sequéncia decrescente de conjuntos em B, e se

w(Eq) < oo, entao

n—oo

p([) En) = lim pu(Ey).
n=1

Listamos agora alguns exemplos de medidas.

Exemplo A.1.15. Seja X qualquer conjunto, seja B = P(X) e defina pu(E) como n se E
é finito e tem exatamente n elementos, e defina p(E) como oo se E é um conjunto infinito.
E fcil ver que g é uma medida sobre (X, P(X)), ¢ é chamada a medida de contagem

sobre X.

Por exemplo, se X = N, se E, = {n,n+ 1,n+2,...}, e se u denota a

medida de contagem sobre N, vemos que {E,}, é uma sequéncia decrescente de conjutos
oo

em N, com () E, = 0; mas u(E,) = oo para todo n, e assim lim, u(E,) # u(NpnEy);
n=1

desta maneira, se nao nos restringimos a conjuntos de medida finita, uma medida nao

precisa ser continua inferiormente - veja teorema A.1.14.

Exemplo A.1.16. E um fato, cuja prova nao daremos aqui, que existe uma unica medida
m definida sobre (R, Br) com a propriedade que m([a,b]) = b — a sempre que a,b € R,
a < b. Esta medida é chamada a medida de Lebesgue sobre R. (Desta maneira a medida
de Lebesgue de um intervalo é o seu comprimento.)

Mais geralmente, para qualquer n € N, existe uma tunica medida m"
n

definida sobre (R™,Bgrn) tal que se B = []la;,b;] é a “caixa”’n-dimensional com lados
i=1
n
[a;, b;], entao m"™(B) = [](b; — a;); esta medida é chamada a medida de Lebesgue n-

=1
dimensional; desta maneira, a medida de Lebesgue n-dimensional de uma caixa em R"” é
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o seu volume (n-dimensional).

Dado uma espaco de medida (X, B, ;1) e uma fungao nao-negativa e (B, Bg)-
mensuravel f : X — R, existe uma tinica maneira natural de associar um valor (em [0, co])
a expressao [  fdp. O teorema a seguir como isto é feito. Levamos o leitor interessado

na prova em olhar em referéncias padrao como em [5].

Teorema A.1.17. Seja (X, B, u) um espago de medida; denote por M a classe de todas
as fungoes f : X — [0,00] que sdo (B, Bgr)-mensurdveis. Existe uma tnica aplicac¢do

Mi>fw [ + fdp € [0,00] que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) [y lgdp = p(E), para todo E € B;
(ii) se f,g € My e a,be [0,00) entao [y (af +bg)dp=a [y fdu+b [ gdu;

iii) para qualquer f € M, , temos
+

[ sau=tim [ fodn,
X noJx

para qualquer sequéncia nao-decrescente {f,} de fungdes simples que converge pon-

tualmente para f.
Teorema A.1.18. Seja (X, B, 1) um espago de medida. Sao verdadeiras:

(i) uma fungao f: X — C é (B, Bc)-mensuravel se e somente se Ref e Imf sao (B, Br)-
mensuraveis, onde, é claro, Ref e Imf denotam as partes real e imaginaria de f,

respectivamente;

(ii) uma funcao f : X — R é (B, Br)-mensuravel se e somente se f = maz(f,0) (a parte
positiva de f) e f- = max(—f,0) (a parte negativa de f) sao (B, Br)-mensuraveis;
(iii) se f: X — Centao f = (f1— f2) +i(f3— fa), onde {f; : 1 < j < 4} sao funcoes nao-
negativas definidas por f1 = (Ref)+, fo = (Ref)—, fs = (Imf)y e fy = (Imf)_.

Mais ainda, temos que 0 < f;(x) < |f(z)| para todo z € X;

(iv) se f,g: X — [0,00) s@o fungbes mensurdveis nao-negativas sobre X tal que f(z) <

g(x), entao [y fdu < [y gdp.

Usando o teorema A.1.18, podemos falar de integral de uma apropriada

funcdo complexa. Desta maneira, diremos que uma funcao f : X — C é integravel com
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respeito a uma medida p se (i) f é (B, Bc)-mensuravel, e se (ii) [y |fldu < oo. (Isto faz
sentido sendo que a mensurabilidade de f implica a mensurabilidade de |f|.) Mais ainda

se {f;j : 1 <j <4} s@o como no teorema A.1.18(iii) acima, entdo podemos definir

/deuz(/Xfldu—/xfzdu)+73(/Xf3du—/xf4du)-

E facil verificar que o conjunto das fungoes u-integréaveis formam um espaco vetorial e que

a aplicagao f+— [ « Jdp define um funcional linear sobre este espago vetorial.

Definicao A.1.19. Seja X um espacgo topoldgico e Bx a o-dlgebra dos Borelianos de X.

Uma medida p: Bx — [0,00] é dita regular se

(i) p(K) < 00,VK C X compacto;

(ii)) uw(E) =sup{u(K): K C E compacto},VE € By, u(E) < oo; e
(iii) pu(F)=inf{u(U):U C X aberto, E C U},VE € Bx.

Teorema A.1.20. Seja X um espacgo localmente compacto e seja p uma medida regular
sobre (X, Bx). Entao, existe um tnico subconjunto fechado E de X tal que u(E°) =0
e tal que u(ENU) > 0se U é abertoem X e UNE # (. (O conjunto E é chamado o

suporte de p e é denotado por S(p).)

Teorema A.1.21. Seja X um espago localmente compacto e f uma funcgao real ou com-
plexa sobre X. Considere X equipado com a g-algebra dos Borelianos e seja p uma medida

regular sobre (X, Bx). Entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) f é mensurével;
(ii) fly é mensurdvel para todos os subconjuntos U abertos de X tal que pu(U) < oo;
(ili) flx é mensurdvel para todos os subconjuntos compactos K de X; e

(iv) f¢ é mensuravel para todas as fungoes ¢ € Cgh(X), onde Cgy(X) é o espago das

fungGes continuas nao-negativas definidas em X e que tem suporte compacto.

Observagao A.1.22. O espaco Li(X, B, p):
Se (X,B,u) é um espago de medida, seja £1 = L£1(X,B, 1) o espago vetorial de todas
a funcdes p-integraveis f : X — C. Seja N = {f € L1 : [ |f|du = 0}; nao é dificil

mostrar que uma fungao f pertence a N, se e somente se, f se anula em p-quase todo
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lugar, significando que p({z € X : f(z) # 0}) = 0. Segue que N é um subespago vetorial
de L£1; defina L1 = L1(X, B, 1) como sendo o espago quociente £1/N; (desta maneira duas
fungoes integraveis definem o mesmo elemento de L precisamente quando elas concordam

em p-quase todo lugar de X); mais ainda, é verdade que a equagao

1l = /X | Fldy

pode ser pensada para definir uma norma sobre L. (Estritamente falando, um elemento de
Lj nao é uma fungao, mas toda uma classe de equivaléncia de fungoes, (quaisquer duas das
quais concordam em quase todo lugar), mas a integral na equagao acima depende somente
da classe de equivaléncia da funcado f; em outras palavras, a equacao acima define uma
semi-norma sobre £; que, por sua vez, ¢ uma norma sobre o espago quociente Lj.) Mais

ainda, é também verdade que L1 (X, B, ) é um espago de Banach.

De maneira exatamente similar, os espagos L,(X,B, 1) (1 < p < o0) sado
definidos; sendo que os casos p € {1,2,00} irdo ser de importancia para nés, e sendo que

nao usaremos outros valores de p neste trabalho, discutiremos somente estes casos.

Observagao A.1.23. O espago Lo(X, B, u): Seja Lo = Lo(X, B, 1) o conjunto das fungdes
f : X — C (B,Bc)-mensuraveis tal que |f|?> € L£1; para f,g € L, defina < f,g >=
Jx fadp. E verdade que L5 é um espaco vetorial e que a equacao || f|l2 =< f, f >3 define
uma semi-norma sobre Lo; como antes, se definirmos N' = {f € Ly : ||f|l2 = 0}(=conjunto
das fungoes mensuraveis que sao 0 g.s.(quase sempre)), entao a seminorma || - |2 descende
para uma norma sobre o espago quociente Lo = L9/N. Como no caso de Ly, olhamos
os elementos de Ly como fungoes (e ndo como classes de equivaléncias de fungoes) com a
condic¢ao de considerar duas func¢oes como sendo as mesmas se elas concordam q.s. Quando
for necessario chamar a atencao sobre a medida em questdo, usaremos expressdes como
f = g n—quase sempre. E um fato - talvez nao muito surpreso - que Lo é um espago de

Hilbert com respeito a definicao de produto interno natural.

Observacgao A.1.24. O espago Lo (X, B, u):

O caso Ly, reserva uma discussao especial por causa de certas caracteristicas da norma
em questdo. Naturalmente, queremos, aqui, olhar funcGes mensuraveis limitadas com a
norma sendo dada pela “norma do supremo”. A tnica complicacao é causada por sermos
forgados a considerar duas fungbes mensurdveis como sendo identicas se elas concordam

q.s. Sendo assim, o que acontece sobre um conjunto de y-medida nula deveria ser relevante
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para a discussao. Desta maneira, por exemplo, se estamos trabalhando com a medida de
Lebesgue m sobre R, entao sendo m(A) = 0 para todo conjunto enumerével, deverfamos
olhar a fungao f(x) = 0 Va como sendo a mesma que a fungao g que é definida como f
fora do conjunto N dos naturais mas satisfaz g(n) = n, para n € N; note que g é néo
limitada, enquanto que f é.

Sendo assim, defina Lo, = Loo(X, B, 1) como sendo a classe de todas as
funcoes (B, Bc)-mensurdveis que sao essencialmente limitadas; desta maneira f € Lo
precisamente quando existe F € B tal que u(X — E) = 0 e f é limitada sobre E; desta
maneira os elementos de L, sao fungoes mensuraveis que sao “limitadas q.s.”.

Defina ||f|loc = Inf{K > 0 : existe N € B tal que p(N) = 0 e |f(z)] <
K sempre que z € X — N}.

Finalmente defina Lo, = Loo(X, B, 1) como sendo o espago quociente Ly, =
Loo /N, onde, como antes, N é o conjunto das fun¢oes mensuraveis que se anulam q.s. (que

é também o mesmo que {f € L : || f||coc = 0}). Segue entao que Ly, é um espago de Banach.

Observagao A.1.25. E um fato que se X é um espago topoldgico localmente compacto, se
p é¢ uma medida regular sobre (X, Bx) e se 1 < p < 0o, entao o espaco dual de L, (X, B, 1)

pode ser naturalmente identificado com L,y (X, B, ), onde o “indice dual”p’ é relacionado

a p pela equacao % + 1% = 1, ou equivalentemente, p’ é definido por:

P
o = o1 sel <p<oo

oo sep=1
onde a “dualidade”é dada por integracao, desta maneira: se f € L, e g € Ly, entao ¢é

verdade que fg € Ly e se definimos

¢g(f):/ngdu, f €Ly

entdo a correspondencia g — ¢4 estabelece o isomorfismo isométrico L, = (Ly)*.
Listamos alguns resultados béasicos sobre teoria da integracao.
Teorema A.1.26. Seja (X, B, 1) um espago de medida:

(i) (Lema de Fatou) se {f,} é uma sequéncia de fungbes mensurdveis nao-negativas

/ liminf f,dp < liminf </ fnd,u> .
X X
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(ii) (teorema da convergéncia monétona) suponha que {f,} é uma sequéncia de fungoes
mensuraveis nao-negativas sobre X, suponha que f é uma funcdo mensuravel nao-
negativa, e suponha que para para quase todo z € X, é verdade que sequéncia
{fn(z)} é uma sequéncia nao-decrescente de nimeros reais que converge para f(z);

entao,
/ fdp = lim / Jndp = sup / fndp.
X X X

(ili) (teorema da convergéncia dominada) suponha que {f,} é uma sequéncia em L, (X, B, u)
para algum p € [1,00); suponha que existe g € L, tal que |f,| < g q.s, para cada
n; suponha que a sequéncia {f,(z)} converge para f(z) para u-quase todo = € X;

entdo f € Ly, e || fn — fll, = 0 quando n — oo.

(iv) (desigualdade de Holder) se f € L,(X,B,u)eg € Ly (X, B, ) entao fg € L1(X, B, )

e llfgll < I lpllglly -

Observagao A.1.27. Reciprocamente, é verdade que se {f,} é uma sequéncia que con-
verge para f em Ly, entdo existe uma subsequéncia, digamos {f,, : k € N} e uma g € L,
tal que | fn, | < g q.s, para cada k, e tal que { fy, (x)} converge para f(z) para pu-quase todo
x € X; tudo isto para p € [1,00). Desta maneira, médulo a necessidade de se passar a uma
subsequéncia, o teorema da convergéncia dominada essenciamente descreve a convergéncia

em Ly, desde que 1 < p < oo.

Teorema A.1.28. Sejam (X,Bx,u) e (Y,By,v) espagos de medidas, onde X,Y sao
espacos localmente compactos e u, v sao medidas regulares. Seja B = Bx x By a o-dlgebra
produto, que é definida como a o-algebra gerada por todos os “retangulos mensuraveis”’

- isto é, conjuntos da forma A x B, A € Bx, B € By.

(i) Existe uma unica medida A (que é usualmente denotada por p x v e chamada a

medida produto) definida sobre B com a propriedade que

)\(A X B) = /L(A)I/(B), VAeBx, Be€DBy.

(ii) (teorema de Fubini) Suponha que f € L1(X x Y, B, \); entao,

(a) Y 5y +— f(z,y) € C (resp. X 3 z +— f(x,y) € C) é uma funcdo complexa

(By, Bc)-mensuravel (resp. (Bx,Bc)-mensurdvel) que pertence a L1 (Y, By, v)
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(resp. L1(X,Bx,un)), para u-quase todo = € X (resp. para v-quase todo
yeyY)

(b) afuncao z — [y f(z,y)dv(y) (resp. y — [y f(z,y)du(z)) definida como sendo
0 onde a integral nao existe, é uma funcao complexa (Bx,Bc)-mensuravel
(resp. (By,Bc)-mensuravel), que define um elemento de Lq(X,Bx,pu) (resp.

L1(Y, By, v)); mais ainda,

J ([ i) aua = [ an= [ ([ sendute)) vt

(iii) Seja f uma funcdo complexa ou real extendida sobre X x Y que é mensuravel e se

o0
anula fora de um conjunto |J A,, onde cada A,, € B e A(4,) < co. As trés integrais
n=1

)fXfo(%y)d/\(xay), foY (z,y)dv(y)du(x), foX (z,y)dp(x)dv(y)

sao finitas e iguais umas as outras se e somente se uma das integrais

b) [xuy [f@ldXz,y),  [x [y [f@yldv(y)du(z), [y [x 1@ y)ldp@)dv(y)
¢ finita.

Teorema A.1.29. Seja p € [1,00) e (X, Bx, ) um espago de medida regular (ou seja p

regular), onde X é um espago localmente compacto.

(i) O espago vetorial Cyo(X) das fungdes continuas f : X — C de suporte compacto, é

um subespaco denso de Ly,

(ii) Para f € Ly, temos
11l = sup(l [ fdul 6 € Con(X), [l < 1)
(iii) Se f: X — Ry é uma fungdo mensurdvel tal que
sup{/F fPdp : F é compactoF C X} = oo

entao

sup( | fodu: &€ CH(X), [olly <1} = .
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Teorema A.1.30. Seja (X, B, 1) um espaco de medida, e seja f : X — [0, 00) uma funcao

integravel nao negativa. Entao a equacao

v(E) = /E fdp = /X Lp fdy

define uma medida finita sobre (X, B), que algumas vezes é chamada a “integral in-

definida”de f; esta medida tem a propriedade que
EeB, pulE)=0= v(E)=0. (A1)
Se medidas u e v sdo relacionadas como na equacao A.1, a medida v é dita

absolutamente continua com relagao a u.

Teorema A.1.31. (Radon-Nikodym) Sejam p e v medidas regulares definidas sobre o
espago mensuravel (X,By), onde X é um espago localmente compacto. Suponha que
v é absolutamente continua com relacdo a u. Entdo existe uma fungdo nao-negativa

g € L1(X,Bx, ) com a propriedade que

V(E):/gdu, V E € By;
E

a funcao g é unicamente determinada p-q.s. pela exigéncia acima, no sentido que se g1 é
outra fungao em L1 (X, Bx, pt) que satisfaz a condigao acima, entdo g = g1 p-q.s.

Mais ainda, é verdade que se f : X — [0, 00) é qualquer fungao mensurével,

/X fdv = /X fodu.

Desta maneira, uma medida (regular) é absolutamente continua com respei-

entao

to a u se e somente se ela aparece como integral indefinida de alguma fungao nao-negativa
que ¢ integravel com respeito a u; a funcao g, cuja u-classe de equivaléncia é unicamente
determinada por v, é chamada a derivada de Radon-Nikodym de v com respeito a u, e

ambas das seguintes expressoes sao usadas para denotar esta relagao:

d
g="" dv = gdp.
dp
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A.2 Medidas Complexas

Definicao A.2.1. Seja (X,B) um espaco mensurdvel. Uma medida complexa sobre

(X, B) é uma aplicagao u : B — C satisfazendo:

(ii) p é enumeravelmente aditiva - isto é, se {E,}, é uma sequéncia enumeravel em B

dois a dois disjuntos entao
oo o0
,U'( U En) - ZM(En)
n=1 n=1

O conjunto de todas a medidas complexas sobre X serd denotado por M (X).

Note que uma medida (positiva) u : B — [0,00] é uma medida complexa

se, e somente se, p é finita, ou seja, u(X) < oo.

Teorema A.2.2. Suponha que p é uma medida complexa sobre (X, B). Defina |u| : B —
[0, 00] pondo

oo
|u|(E) = sup{z |w(Ey)| : {En, ..., E,} é uma particao de E}.
n=1

n

({E1, ..., Ey} é uma particao de E se os E.s sao dois a dois disjuntos e |J E; = E.) Entao
i=1

|| ¢ uma medida (positiva) finita.

Dada uma medida complexa p sobre (X, B) como acima, a medida positiva
|| é chamada a medida de total variagao de p, e o nimero [|u|| = |p|(X) é chamada a

variacao total da medida pu.

Teorema A.2.3. Seja X um espaco localmente compacto e p uma medida complexa sobre

(X,Bx). As seguintes condigoes sobre FE € By sao equivalentes:
() [(F) = 0:
(ii) p(A) = 0 para todo subconjunto mensurdvel A de E; e
(iii) p(F') = 0 para todo subconjunto compacto F' de E.

Teorema A.2.4. O conjunto M (X) com operagoes de soma e produto escalar pontuais

e norma £ — ||p|| é um espago de Banach. Mais ainda para u,v € M(X) temos
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(1) faul = lallul; e
(i) |+ vl <|p[+[v].
Dada p € M(X) é possivel escrever

p= (1 — p2) +i(ps — pa),

onde pi, po, ps, g sd@o medidas positivas e finitas tais que se f € Li(X,B,|u|) entdao
feLi(X,B, ;) parai = 1,2,3,4. Desta forma definimos

[ tan=[ sam [ )il | sana [ dus)

Teorema A.2.5. Seja 1 € uma medida complexa sobre (X,B) e f € L1(X, B, |u|). Entao

@) | [x fdpl < [x |fldlpl; e

(ii) existe uma funcao mensurével g tal que |g(z)| = 1 para todo = € X e
/X f(x)dp(z) = /X f(x)g(@)dlp|(z) paraf € Li(X,B,|ul).
Teorema A.2.6. Seja X um espago localmente compacto. Se p € M(X) entdo a equagao

01 = [ sdn

X

define um funcional linear limitado ¢, € Cy(X)*. Mais ainda a aplicacao
M(X) 3 p— ¢, € Co(X)"

é um isomorfismo isométrico de espacos de Banach.

Teorema A.2.7. Seja X um espaco localmente compacto e seja ¢ qualquer funcional em

Co(X)*. Para toda f € Cf (X), seja

91(f) = sup{[é(g)] : g € Co(X), lg] < [}

Entao |¢| pode ser extendido a um funcional linear nao-negativo em Co(X)*. Mais ainda,

usando a notagdo do teorema acima, se p € M(X) temos [¢,] = ¢y,
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Definicao A.2.8. Sejam p uma medida conplexa e A uma medida positiva. Dizemos que
é absolutamente continua com respeito a A se a medida positiva || for absolutamente

continua com respeito a A.

Teorema A.2.9. Seja X um espaco localmente compacto. Sejam p uma medida complexa
sobre (X,Bx) e A uma medida (positiva) regular sobre (X,Bx). Segue do teorema de
Radon-Nikodym que se p é absolutamente continua com respeito a A como acima entao

existe uma tunica funcao g € L1(X, Bx, \) que denotaremos por g = % tal que

/ngdu=/xfdk,

para toda f € L1(X,Bx,\). Mais ainda, vale que a aplicagao
du
M(X) 35 p~— € Li(X,Bx,\)

é um isomorfismo isométrico de espacos de Banach.

Seja p uma medida complexa sobre um espago de medida (X, B). O teorema
de Lebesgue sobre convergéncia dominada é vélido para integrais com respeito a . Mais
precisamente, se f é um p-q.s limite de uma sequéncia { f,, },, de fun¢des mensuréveis sobre
X e se existe uma fungao g € L1(X, B, i) tal que |fn(x)| < g(x) para p-quase todo = € X,
entao nlg]go Jx fadp existe e é igual a [y fdpu.

Discutiremos agora medidas produtos i X v onde u,v sao medidas com-
plexas. Sejam (X, Bx) e (Y, By) espacos mensuraveis, onde X,Y sao espagos localmente
compactos. Suponha que p, v sao medidas complexas sobre (X, Bx) e (Y, By) respectiva-
mente. Entao existe uma tnica medida complexa, denotada por px v sobre (X xY, Bxxy)
tal que

uxv(Ax B)=puAv(B) Y AecBx, BeBy.

Mais ainda vale que

[ x v = |p] x [v].

O teorema de Fubini para medidas complexas também é valido. Ou seja,

se f € L1(X xY,|u x v|) entao,

(a) Yoym— f(z,y) € C (resp. X 3 2+ f(z,y) € C) é uma fungao complexa (By, Bc)-

mensuravel (resp. (Bx, Bc)-mensuravel) que pertence a L1(Y, By, |v|) (resp. L1(X, Bx, |i|)),
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para p-quase todo x € X (resp. para v-quase todo y € Y);

(b) a funcao x — [, f(z,y)dv(y) (vesp. y — [y f(z,y)du(z)) definida como sendo
0 onde a integral nao existe, é uma funcao complexa (Bx,Bc)-mensuravel (resp.
(By, Bc)-mensuravel), que define um elemento de L1 (X, Bx, |u|) (resp. L1(Y, By, |v]));

mais ainda,

/X(/Yf(w,y)dV)(y)du(w):/)(Xy fd(uXV)=/Y(/X [z, y)dp(z))dv(y).

A.3 Algebras Normadas

Nesta secao esbogaremos a teoria elementar de dlgebras de Banach. Apre-
sentamos aqui somente parte da teoria, o necessirio para o nosso estudo de M(G) e suas

sub-algebras.

Definicao A.3.1. Seja A um espacgo vetorial sobre C. Suponha que se tem definido um

produto em A, ou seja, uma aplicagdo A x A > (z,y) — xy € A que satisfaz:
(i) 2(yz) = (zy)z;
(i) z(y+2)=zy+zze(z+y)z=xz+yz e
(iii) (ax)y = z(ay) = a(zy),

para todos z,y,z € A e a € C. Entdao A é chamada uma &dlgebra. Uma algebra
com unidade é uma algebra tendo uma identidade multiplicativa 1 # 0; uma algebra
comutativa é uma dlgebra para o qual zy = yx, para todo =,y € A.

Um &lgebra de Banach (resp. dlgebra normada) é um espaco de Ba-
nach (resp. espago vetorial normado) que é também uma dlgebra e satisfaz a seguinte

condicao:
(V) llzyll < [l /iyl

para todos z,y € A. Se A tem unidade iremos exigir que
(v) 1]} =1.

Uma x-algebra é uma algebra A com uma “involugdo”, ou seja, uma

aplicacao * : A > x — z* € A que satisfaz:
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(i) (az +y)* =z +y*;

L

(i) (ay)* = ya*; e
(it) () = o

para todos z,y € Ae a € C.
Uma *-algebra normada é uma x-algebra A que também é uma algebra

normada e que satisfaz:
(iv) [z = [l]-

para todo x € A.
Uma x-algebra de Banach é uma *-dlgebra normada que é completa.

Uma C*-algebra ¢é uma *-algebra de Banach que satisfaz:
(v) llo*z|| = fl=]|*.

para todo x € A.
Um homomorfismo de dlgebras é uma aplicagdo ¢ de uma algebra A

em uma algebra B que é linear e também multiplicativo:

b(zy) = 6(x)6(y), para todos 7,y € A.

Se as algebras A e B sdo x-algebras e se ¢ preserva *, significando que

o(z*) = ¢(x)*, paratodo z € A,

entao ¢ é chamado um *-homomorfismo. O homomorfismo ¢ é contrativo, se ||¢(z)|| <
|lz|l, para todo z € A e é isométrico se ||¢p(x)| = ||z||, para todo x € A. Uma repre-
sentagao (resp. *-representagao) de uma algebra (resp. *-algebra) A sobre um espago
de Hilbert H é um homomorfismo (resp. *-homomorfismo) 7 de A em L(H) (o espago dos
operadores lineares e limitados de H em H).

As algebras A e B sao isomorfas se existe um homomorfismo bijetivo, ou
seja, um isomorfismo ¢ de A em B. Se A e B sdo x-dlgebras exigimos ainda que ¢ preserve

*.

Um subespaco linear I de uma algebra A é um ideal & esquerda se para

todos z € I, a € A implicam que ax € I. Um subespaco linear I é um ideal a direita se
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para todos x € I, a € A implicam que xa € I. Um ideal bilateral, ou simplesmente, um

ideal é um ideal & esquerda que também é um ideal a direita.

Teorema A.3.2. Toda x-representacao m de uma *-algebra de Banach A é contrativa,

isto é, ||m(a)|| < ||lal]ja para todo a € A.

Exemplo A.3.3. O espago B(X) de todas as fungoes complexas limitadas sobre um
conjunto X é um exemplo de C*-algebra comutativa, com respeito as operagdes pontuais
Cisto &, (f + 9)(@) = f(z) + g(2), (@f)() = af(x) e (fg)() = f(x)g() -, a involugio
*() = T&) e a norma || = sup | (2)].

xre

Exemplo A.3.4. Se A é uma algebra normada, e se B é um subespaco vetorial de A que
é fechado sob multiplicagao, entao B é uma algebra normada por si prépria (com respeito
a estrutura induzida por A) e é chamada um sub-dlgebra normada de A; uma sub-
algebra normada B de uma &lgebra de Banach A é uma algebra de Banach (na estrutura
induzida) - isto ¢, uma sub-dlgebra de Banach - se, e somente se, B é um subespaco

fechado de A. Similarmente, se define *-sub-dlgebra e C*-subalgebra.

Exemplo A.3.5. Seja A uma dlgebra normada e I um ideal bilateral fechado em A. Seja
A/l = {z+ 1 : 2z € A} o espaco quociente. Para x + I,y + 1 € A/I e a € C defina
(z+D)+@w+D)=@+y) +1,a(z+1)=(ax)+ I, (z+)(y+1I)=azy+1Ie

|z +I|| =inf{||z — 2| : z € I} = dist(x,I).

Com estas operagoes, A/I é uma algebra normada, e A/I é uma &lgebra de Banach se A

0 é. Se A tem unidade 1 e ||1|| =1, entdo 1+ I é a unidade de A/I e ||1 + I|| = 1.

Exemplo A.3.6. Suponha que A é uma dlgebra normada nao-completa, e denote por A
o seu completamento como espaco de Banach. Entdo A adquire uma estrutura natural
de dlgebra de Banach de tal forma que a multiplicacdo, quando restrita ao elemento de
A, coincide com a multiplicacdo inicial de A e sendo assim A é uma sub-algebra normada
densa de A. Da mesma forma se temos uma #-algebra normada (ndo-completa) A, o seu
completamento A é uma x-dlgebra de Banach, tal que A é uma *-sub-algebra normada

densa em A.

Exemplo A.3.7. Seja X qualquer espago localmente compacto. Entao o conjunto Coo(X)
da fungoes complexas continuas sobre X que se anulam fora de um compacto, é uma *-

sub-dlgebra normada (nao-completa) de B(X). O completamento de Co(X) é a x-dlgebra
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de Banach Cy(X) - que na verdade é uma C*-dlgebra - das fungoes complexas continuas
sobre X que se anulam no infinito (f : X — C se anula no infinito se para todo € > 0
existe K C X compacto tal que |f(z)| < € para todo x ¢ K).

Em particular, se X é uma espaco compacto de Haudorff, entdo o espaco

C(X) de todas as fungoes continuas sobre X é uma C*-algebra.

Exemplo A.3.8. Seja G um grupo topolégico localmente compacto. Entao, como visto
no capitulo 2, o espagco M(G) de todas as medidas complexas sobre G é uma *-algebra
de Banach com unidade. M(G) é comutativa se, e somente se, G é abeliano. O conjunto
M,(G) de todas a medidas em M (G) que sao absolutamente continuas em relagao a medida
de Haar, é uma #-sub-algebra de Banach - mais ainda um ideal - em M (G) que é isomorfo

com a x-dlgebra de Banach L;(G).

Agora mostramos que qualquer algebra pode ser incluida em uma &algebra

com unidade.

Teorema A.3.9. Seja A uma dlgebra. Seja A, o conjunto de todos os pares (z,\), com

x € Ae )\ €C. Defina para (x,\), (y,u) € Ay e a € C:
(i) a(z,\) = (az,aN);
(i) (2,A) + (g, p) = (@ +y, A+ p); e

(iil) (=, \)(y, p) = (vy + Ay + pz, A).

Entao A, é uma &lgebra com unidade (0,1), e o conjunto {(z,0) : x € A} é um
ideal de A, que é isomorfo com A. A algebra A, é comutativa se, e somente se,
A é comutativa. Se A é uma x-algebra entdo A, também é uma *-dlgebra com a

involugao:

(iv) (z,\)* = (2%, N).
E se A é uma algebra normada (resp. &algebra de Banach, C*-dlgebra) entao A,
também é uma &lgebra normada (resp. dlgebra de Banach, C*-4lgebra) com a norma:
(V) @A)l = sup oy + Ay

yeA[lyll<1

A algebra A, como acima é chamada a unitizagao de A.
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Definicao A.3.10. Seja A uma algebra. Um funcional linear multiplicativo ¢ sobre

A é um funcional linear nao-nulo sobre A que é multiplicativo:

¢(zy) = ¢(x)¢(y), para todos z,y € A.

Em outras palavras ¢ é um homomorfismo de A sobre C.
A colecao de todos os funcionais lineares multiplicativos sobre A é chamado
o espectro de A e é denotado por A. Para cada z € A, a transformada de Fourier de

x é definida como sendo a funcao z : A — C dada por
z(¢) = ¢(x), para todo ¢ € A.

A topologia de Gelfand para A é a menor topologia sobre A para o qual todas as fungoes

Z sao continuas. Uma base para essa topologia é formada pelos conjuntos
A@1, @2, 0036 00) = {6 € At [£(6) — £i(d0)] < e, para todo i =1,...,n},

onde z1,..., 2, €A, >0, o€ AenecN.

Teorema A.3.11. Seja A uma algebra de Banach. Todo funcional linear multiplicativo

¢ sobre A ¢ limitado, e [|¢]| < 1. Se A tem unidade e ||1|| = 1 entao ||¢|| = 1.
Teorema A.3.12. Seja A uma &lgebra de Banach comutativa. Entéo,

(i) o espectro de A, A é um espaco localmente compacto (com respeito a topologia de

Gelfand), que é compacto no caso em que a édlgebra de Banach A tem unidade; e

A~

(ii) para cada © € A a sua transformada de Fourier & é uma funcao em Cy(A) e a

aplicacao I' : A 5 z — & € Cy(A) é um homomorfismo contrativo de algebras de

Banach que preserva * no caso de A ser uma *-dlgebra de Banach.

(iii) (Gelfand-Naimark) se A é uma C*-algebra comutativa entdo a aplicacdo I' é um

*-isomorfismo isométrico.

O teorema A.3.12(iii) mostra que toda C*-dlgebra comutativa ¢ da forma

Co(X) onde X é um espagco localmente compacto.
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