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À minha Mãe, Maria Salete Böing Buss
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Resumo

Dado um grupo localmente compacto G, definiremos o que vem a ser C ∗(G),

a C∗-álgebra de G. Provaremos que sempre existe a C ∗-álgebra de G e que ela é carac-

terizada pelo fato de que as representações unitárias e cont́ınuas de G estão em bijeção

com as ∗-representações não-degeneradas de C ∗(G). Sendo assim, para classificar as repre-

sentações de G basta classificar as ∗-representações de C ∗(G), o que representa um grande

ganho de simplicidade.

No caso de G ser abeliano caracterizaremos a sua C ∗-álgebra em termos do

teorema de Gelfand. Mais especificamente, provaremos que a C ∗-álgebra de G é (isomorfa

a) C0(Ĝ), onde Ĝ é o grupo caracter de G.
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Abstract

Given a locally compact group G, we will define what comes to be C ∗(G),

the group C∗-algebra of G. We will prove that always there is the group C ∗-algebra of G

and that it is characterized by the fact that the continuous unitary representations of G

are in bijection with the non-degenerate ∗-representations of C ∗(G). Hence, to classify the

representations of G is enough to classify the ∗-representations of C ∗(G), what represents

a great gain of simplicity.

In the case of G to be abelian we will characterize its C ∗-algebra in terms

of Gelfand’s theorem. More especifically, we will prove that the group C ∗-algebra of G is

(isomorphic to) C0(Ĝ), where Ĝ is the character group of G.
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A Apêndice 106

A.1 Medida e Integração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

A.2 Medidas Complexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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Introdução

Dado uma ∗-álgebra de Banach B, existe a C∗-álgebra C∗(B) associada a

B, chamada a C∗-álgebra envolvente de B, com a propriedade que toda ∗-representação

de B se “extende” naturalmente a uma ∗-representação de C ∗(B). Desta maneira estudar

as ∗-representações de B é o mesmo que estudar as ∗-representações de C ∗(B).

Por outro lado, dado um grupo localmente compacto G, podemos associar

a G a ∗-álgebra de Banach L1(G), chamada a álgebra de grupo de G. Uma propriedade

importante de L1(G) é que existe uma correspondência biuńıvoca entre as representações

unitárias e cont́ınuas de G e as ∗-representações não-degeneradas de L1(G). Portanto

se definirmos a C∗-álgebra de G (denotada por C∗(G)) como sendo a C∗-álgebra envol-

vente de L1(G), então existe uma bijeção entre as representações unitárias de G e as

∗-representações não-degeneradas de C∗(G).

O caso comutativo reserva uma discussão especial. Se G é abeliano então

define-se outro grupo abeliano Ĝ, chamado o dual (ou grupo caracter) de G, como sendo

o conjunto de todos os homomorfismos cont́ınuos de G em S1. Prova-se que Ĝ é um grupo

topológico localmente compacto e que Ĝ como espaço topológico é homeomorfo ao espectro

da álgebra L1(G), isto é, o espaço L̂1(G) de todos os funcionais lineares multiplicativos não-

nulos de L1(G) em C. Prova-se ainda que o espectro de L1(G) é homeomorfo ao espectro

de C∗(G). Por outro lado, o teorema de Gelfand diz que a C ∗-álgebra comutativa C∗(G)

é isomorfa a C0(Ĉ∗(G)). Como conclusão temos que se G é um grupo topológico abeliano

localmente compacto então a C∗-álgebra de G é (isomorfa à) C0(Ĝ). Este é o resultado

principal desta dissertação de mestrado e é apresentado ao final do trabalho.

O trabalho está organizado da seguinte maneira:

No primeiro caṕıtulo apresentamos uma breve exposição de resultados sobre

grupos topológicos e medida de Haar sobre tais grupos.

No caṕıtulo 2, constrúımos a teoria de convolução de funções e medidas,

necessária para definir as álgebras L1(G) e M(G) (a álgebra de medidas complexas sobre
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G), e damos algumas propriedades de tais álgebras relacionando-as sempre que posśıvel

as propriedades de G.

Dedicamos o caṕıtulo 3 a uma breve exposição da teoria de álgebras de

multiplicadores. Uma pergunta interessante é: qual é a álgebra de multiplicadores de

L1(G). A resposta para esta questão é M(G). A prova desse resultado é dada no final do

caṕıtulo 3.

No caṕıtulo 4, apresentamos uma introdução à teoria representações de

álgebras e de grupos e estudamos a conexão entre elas. É neste caṕıtulo que provamos

a existência da bijeção entre o conjunto das representações unitárias e cont́ınuas de um

grupo G e as ∗-representações não-degeneradas da álgebra de grupo L1(G). Provaremos

isto usando a teoria de álgebra de multiplicadores.

Dedicaremos o caṕıtulo 5 para definir o que vem a ser o dual de um grupo

abeliano G. É neste caṕıtulo que provaremos que Ĝ é homeomorfo à L̂1(G).

O caṕıtulo 6 contém o teorema principal desta dissertação. Com este teo-

rema provaremos que se G é um grupo abeliano (localmente compacto) então a C ∗-álgebra

de G é C0(Ĝ). Para provarmos este resultado é necessário constrúırmos a teoria de C ∗-

álgebras envolventes.

Por fim, o último caṕıtulo é um apêndice, onde expomos os resultados da

teoria de medidas, integração e álgebras necessários para todo o trabalho.
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Caṕıtulo 1

Grupos Localmente Compactos

A importância da classe de grupos localmente compactos vem do fato que

sobre tais grupos existe uma única (a menos de multiplicação por constantes) medida

invariante sob translação à esquerda [direita], chamada a medida de Haar à esquerda

[direita].

A primeira seção deste caṕıtulo será dedicada a construção e exposição

das propriedades básicas de grupos topológicos. Na segunda seção estudaremos as pro-

priedades básicas das medidas de Haar à esquerda e à direita relacionado-as por intermédio

da função modular.

1.1 Grupos Topológicos

Assumimos nesta seção que o leitor tenha um conhecimento de grupos e

topologia. Citamos apenas alguns poucos tópicos. O leitor interessado em saber mais

sobre grupos pode encontrar em [7] e sobre topologia em [8].

Definição 1.1.1. Um grupo topológico é um grupo G, munido de uma topologia no

qual as funções

(i) p : G×G→ G, onde p(x, y) = xy (produto), e

(ii) i : G→ G, onde i(x) = x−1 (inversão),

são cont́ınuas.

Observação 1.1.2. Na definição acima a topologia em G × G é a “topologia produto”.

Os abertos “básicos”nesta topologia são os conjuntos da forma V ×W , onde V e W são
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abertos em G. Desta maneira um aberto A de G×G deve ter a forma

A =
⋃

i∈I

(Vi ×Wi),

onde I é um conjunto de ı́ndices e {Vi}i∈I e {Wi}i∈I são famı́lias de abertos em G.

Exemplo 1.1.3. Seja G qualquer grupo e considere em G a topologia discreta, ou seja,

a topologia no qual todos os subconjuntos de G são abertos. Então a topologia de G×G

também é a discreta. Assim qualquer função com domı́nio G ou G × G é cont́ınua. Em

particupar p e i são cont́ınuas e portanto G é um grupo topológico.

Exemplo 1.1.4. Seja G qualquer grupo e considere em G a topologia caótica, ou seja, a

topologia no qual os únicos abertos são ∅ e G. Assim qualquer função com contradomı́nio

G é cont́ınua. Em particupar p e i são cont́ınuas e portanto G é um grupo topológico.

Exemplo 1.1.5. Os grupos aditivos (R,+) e (C,+) são grupos topológicos com relação

a topologia usual.

Exemplo 1.1.6. Os grupos multiplicativos (R−{0}, ·) e (C−{0}, ·) são grupos topológicos

com relação a topologia usual.

Exemplo 1.1.7. O grupoGLn(C) das matrizes complexas n×n inverśıveis com a operação

de produto de matrizes usual e a topologia induzida de Cn2
(considerando-se GLn(C) como

um subconjuto aberto de Cn2
) é um grupo topológico. Analogamente o grupo GLn(R)

das matrizes reais n× n inverśıveis é um grupo topológico (com a topologia induzida de

Rn2
).

Exemplo 1.1.8. Seja G um grupo topológico e suponha que H é um subgrupo de G.

Então H com a topologia induzida de G (isto é, a topologia onde os abertos de H são da

forma A ∩H onde A é um aberto de G) é por si próprio um grupo topológico. Como tal,

é chamado um subgrupo topológico de G.

Teorema 1.1.9. Seja G um grupo topológico e a ∈ G. Então as funções:

(i) aρ : G→ G; aρ(x) = ax (translação à esquerda por a) e
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(ii) ρa : G→ G; ρa(x) = xa (translação à direita por a)

são homeomorfismos.

Prova: É fácil ver que as funções

aj : G 3 x 7→ (a, x) ∈ G×G e ja : G 3 x 7→ (x, a) ∈ G×G

são cont́ınuas. Assim, como a função p é cont́ınua segue que aρ = p ◦a j e ρa = p ◦ ja são

cont́ınuas.

Agora um simples cálculo mostra que (aρ)
−1 =a−1ρ e (ρa)

−1 = ρa−1 . Então

pelo mesmo argumento acima (aρ)
−1 e (ρa)

−1 são cont́ınuas.

Logo aρ e ρa são homeomorfismos. �

Corolário 1.1.10. Todo grupo topológico G é homogêneo, isto é, para todos x, y ∈ G

existe um homeomorfismo f de G em G tal que f(x) = y.

Prova: Sejam x, y ∈ G. Então f = ρx−1y é um homeomorfismo e

f(x) = x(x−1y) = y. �

Para um espaço topológigo X e x ∈ X denotaremos por viz(x) o conjunto de

todas as vizinhanças abertas de x. Todas as vizinhanças neste trabalho serão consideradas

abertas. Um sistema fundamental de vizinhanças de x é uma subcoleção βx ⊂ viz(x)

tal que para todo V ∈ viz(x) existe U ∈ βx tal que U ⊂ V . Uma base de X é uma coleção

β de subconjuntos de X tal que todo aberto de X pode ser escrito como união de elementos

de β.

Seja G um grupo, x ∈ G e V,W subconjuntos de G; então denotaremos

por VW , o conjunto {vw : v ∈ V,w ∈ W}; V 2 será o conjunto V V , V 3 será V 2V e

assim por diante; usaremos ainda as notações xV e V x para os conjuntos {x}V e V {x}
respectivamente. Finalmente V −1 denotará o conjunto {v−1 : v ∈ V }.

Teorema 1.1.11. Seja G um grupo topológico e a ∈ G. Seja β0 um sistema fundamental

de vizinhanças de e. Então as famı́lias {aU : U ∈ β0} e {Ua : U ∈ β0} são sistemas

fundamentais de vizinhanças de a em G. Em particular, as famı́lias {xU : x ∈ G,U ∈ β0}
e {Ux : x ∈ G,U ∈ β0} são bases de G.
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Prova: Seja W qualquer subconjunto aberto de G, com a ∈ W . Temos que a−1ρ é um

homeomorfismo. Assim a−1ρ(W ) = {a−1w : w ∈ W} = a−1W é um aberto em G e

e = a−1a ∈ a−1W . Ou seja a−1W ∈ viz(e). Como β0 é um sistema fundamental de

vizinhanças de e, existe U ∈ β0 tal que e ∈ U ⊂ a−1W , isto é, aU ⊂W .

Logo {aU : U ∈ β} é um sistema fundamental de vizinhanças de a em G.

Analogamente {Ua : U ∈ β} é um sistema fundamental de vizinhanças de a em G.

Seja agora A aberto em G e a ∈ A. Então, como {aU : U ∈ β0} é um

sistema fundamental de vizinhanças de a, existe U ∈ β0 tal que aU ⊂ A. Logo {xU : x ∈
G,U ∈ β0} é uma base de G. Analogamente {Ux : x ∈ G,U ∈ β0} é uma base de G. �

Lema 1.1.12. Seja X um conjunto não-vazio. Suponha que β é uma coleção de subcon-

juntos de X tal que

(i)
⋃
U∈β

U = X; e

(ii) para todo U1, U2 ∈ β, e para todo x ∈ U1∩U2, existe U ∈ β tal que x ∈ U ⊂ U1∩U2.

Então τ = { ⋃
U∈A

U : A ⊂ β} é uma topologia em X tal que β é uma base para τ .

Prova: Note que X =
⋃
U∈β

U ∈ τ e ∅ =
⋃
U∈∅

U ∈ τ . Seja {Ui}i∈I uma coleção de

subconjuntos de τ . Então cada Ui tem a forma Ui =
⋃

U∈Ai

U onde Ai ⊂ β. Assim

⋃

i∈I

Ui =




⋃

U∈
⋃

i∈I

Ai

U


 ∈ τ.

Sejam agora U1 =
⋃

U∈A1

U e U2 =
⋃

V ∈A2

V elementos de τ . Note que por (ii) para cada

U ∈ A1 e V ∈ A2 temos U ∩ V ∈ τ . Assim

U1 ∩ U2 =


 ⋃

U∈A1,V ∈A2

U ∩ V


 ∈ τ.

Logo τ é uma topologia em X e claramente por definição de τ , β é uma base para τ .

Teorema 1.1.13. Seja G um grupo topológico e β0 um sistema fundamental de vizi-

nhanças de e. Então

(i) e ∈ ⋂
U∈β0

U ;
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(ii) para todo U ∈ β0, existe V ∈ β0 tal que V 2 ⊂ U ;

(iii) para todo U ∈ β0, existe V ∈ β0 tal que V −1 ⊂ U ;

(iv) para todo U ∈ β0, e x ∈ U , existe V ∈ β0 tal que xV ⊂ U ;

(v) para todo U ∈ β0, e x ∈ G, existe V ∈ β0 tal que xV x−1 ⊂ U ; e

(vi) para todo U, V ∈ β0, existe W ∈ β0 tal que W ⊂ U ∩ V .

Reciprocamente, seja G um grupo e seja β0 uma famı́lia de subconjuntos de G para a qual

(i),(ii),. . . ,(vi) valem. Então existe uma única topologia sobre G tal que G é um grupo

topológico e β0 é um sistema fundamental de vizinhanças de e nesta topologia.

Prova: Suponha que G é um grupo topológico e β0 é um sistema fundamental de vi-

zinhanças de e. É claro que (i) vale. Para provar (ii) seja U ∈ β0. Como p é cont́ınua e

p(e, e) = e · e = e ∈ U , existe A ∈ viz(e, e) em G × G tal que p(A) ⊂ U . Bom, A tem a

forma A =
⋃
i∈I

Vi ×Wi, onde Vi,Wi são abertos em G. Como (e, e) ∈ A, existe i0 ∈ I tal

que (e, e) ∈ Vi0 ×Wi0 , ou seja, Vi0 ,Wi0 ∈ viz(e). Como β0 é um sistema fundamental de

vizinhanças de e, existe V ∈ β0 tal que V ⊂ Vi0 ∩Wi0 . Assim V 2 ⊂ Vi0Wi0 ⊂ p(A) ⊂ U .

O item (iii) segue facilmente do fato de a aplicação inversão i ser cont́ınua. O item (iv)

segue do teorema 1.1.11. A fim de provar (v) seja U ∈ β0 e x ∈ G. Então Ux ∈ viz(x).

Assim por 1.1.11 existe V ∈ β0 tal que xV ⊂ Ux, ou seja, xV x−1 ⊂ U . O item (vi) segue

da definição de β0.

Para a rećıproca, seja β0 uma coleção de subconjuntos de G satisfazendo

(i),(ii),. . . ,(vi). Seja β = {xU : x ∈ G,U ∈ β0}. É claro que
⋃
U∈β

U = G. Sejam

x1U1, x2U2 ∈ β e x ∈ x1U1 ∩x2U2. Então x−1
1 x ∈ U1 e x−1

2 x ∈ U2. Assim por (iv) existem

V1, V2 ∈ β0 tal que x−1
1 xV1 ⊂ U1 e x−1

2 xV2 ⊂ U2. Ou seja, xV1 ⊂ x1U1 e xV2 ⊂ x2U2. Por

(vi) existe U ∈ β0 tal que U ⊂ V1 ∩ V2. Assim xU ⊂ x(V1 ∩ V2) ⊂ x1U1 ∩ x2U2. Segue

do lema 1.1.12 que a coleção τ = { ⋃
U∈A

U : A ⊂ β} é uma topologia em G e β é uma base

para esta topologia.

Seja x0 ∈ G e A subconjunto aberto de G tal que x0 ∈ A. Então existe

x ∈ G e U ∈ β0 tal que x0 ∈ xU ⊂ A. Ou seja, x−1x0 ∈ U . Assim existe V ∈ β0 tal que

x−1x0V ⊂ U , isto é, x0V ⊂ xU . Segue que {x0U : U ∈ β0} é um sistema fundamental de

vizinhanças de x0 em G. Em particular β0 é um sistema fundamental de vizinhanças de e

em G.

Finalmente provaremos que G é um grupo topológico. Sejam a, b ∈ G e

7



U ∈ β0. Por (i) existe V ∈ β0 tal que V 2 ⊂ U . Por (iv) existe W ∈ β0 tal que b−1Wb ⊂ V .

Assim (b−1Wb)V ⊂ V 2 ⊂ U . Portanto W (bV ) ⊂ bU e dáı (aW )(bV ) ⊂ abU . Segue que p

é cont́ınuo.

Seja a ∈ G e U ∈ β0. Por (ii) existe W ∈ β0 tal que W−1 ⊂ U . Por (iv)

existe V ∈ β0 tal que a−1V a ⊂ W . Dáı aV −1a−1 = (a−1V a)−1 ⊂ W−1 ⊂ U . Portanto

(aV )−1 = V −1a−1 ⊂ a−1U . Isto mostra que i é cont́ınua. Logo G é um grupo topológico.

Seja τ ′ outra topologia tal que G é um grupo topológico e β0 é um sistema

fundamental de vizinhanças de e nesta topologia. Então pelo teorema 1.1.11 β também é

uma base para τ ′. Logo τ = τ ′. �

Teorema 1.1.14. Todo grupo topológico G tem um sistema fundamental de vizinhanças

de e consistindo de vizinhanças U tais que U−1 = U (conjuntos tendo esta propriedade

são chamados simétricos).

Prova: Seja U vizinhança de e e tome V = U ∩ U−1. Então claramente V = V −1, V

é uma vizinhança de e e V ⊂ U . Segue que β0 = {U ∩ U−1 : U ∈ viz(e)} é um sistema

fundamental de vizinhanças simétricas de e. �

Corolário 1.1.15. Seja G um grupo topológico. Para toda vizinhança U de e, existe uma

vizinhança V de e tal que V ⊂ U .

Prova: Seja V uma vizinhança simétrica de e tal que V 2 ⊂ U . Tome x ∈ V . Então

xV ∩ V 6= ∅. Assim existem v1, v2 ∈ V tais que xv1 = v2. Portanto x = v2v
−1
1 ∈ V V −1 =

V 2 ⊂ U . �

Queremos fazer aqui algumas observações sobre axiomas de separação. Seja

X um espaço topológico. Dizemos que X é:

(i) T0 se para todos x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, existe A ⊂ X aberto e i ∈ {1, 2} tal que

xi ∈ A e x3−i /∈ A.

(ii) T1 se para todos x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, existem A1, A2 ⊂ X abertos tais que xi ∈ Ai

e xi /∈ A3−i para i = 1, 2.

(iii) T2 ou Hausdorff se para todos x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, existem A1, A2 ⊂ X abertos

tais que A1 ∩A2 = ∅ e xi ∈ Ai para i = 1, 2.
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(iv) regular se para todo x ∈ X e para todo F ⊂ X fechado com x /∈ F , existem

A,B ⊂ X abertos tais que A ∩B = ∅, x ∈ A e F ⊂ B.

(v) normal se X é Hausdorff e para todos F1, F2 fechados disjuntos em X existem

A1, A2 abertos disjuntos em X tais que Fi ⊂ Ai para i = 1, 2.

É claro que se X é T2 então X é T1 e se X é T1 então X é T0. Mais ainda,

se X é regular e T0 então X é Hausdorff. De fato, sejam x1, x2 ∈ X,x1 6= x2. Como X

é T0, existe A ⊂ X aberto e i ∈ {1, 2} tal que xi ∈ A e x3−i 6∈ A. Então F = Ac é um

fechado em X tal que x3−i ∈ F e xi 6∈ F . Pela regularidade de X existem U, V ⊂ X

abertos tais que U ∩ V = ∅, xi ∈ U e F ⊂ V . Como x3−i ∈ F segue que x3−i ∈ V . Logo

X é Hausdorff.

Se X é normal então vale o importante lema de Urysohn que diz o

seguinte: dados F1, F2 fechados disjuntos em X existe uma função cont́ınua f : X → [0, 1]

tal que

f(x) =





0 se x ∈ F1

1 se x ∈ F2

,

ou seja, f|F1
= 0 e f|F2

= 1.

Teorema 1.1.16. Seja G um grupo topológico T0. Então G é regular e sendo assim

Hausdorff.

Prova: Seja F ⊂ G fechado tal que e 6∈ F . Então U = F c é uma vizinhança de e. Assim

existe V ∈ viz(e) tal que V ⊂ U . Então tomando A = V e B = V
c

temos que A e B são

abertos, A∩B = ∅, e ∈ A e F ⊂ B. A conclusão é que G satisfaz o axioma da regularidade

(item (iv) acima) em x = e. Como G é homogêneo, G satisfaz o axioma da regularidade

em qualquer ponto, ou seja, G é regular. �

Vejamos agora um exemplo de uma topologia sobre um grupo que não o

torna um grupo topológico.

Exemplo 1.1.17. Seja G um grupo infinito arbitrário. Seja τ = {A ⊂ G : Ac é finito} ∪
{∅}. Note que τ é a menor topologia T1 em G. De fato, se G é T1 então todo subconjunto

finito de G é fechado. Note agora que (G, τ) não é Hausdorff. De fato, se A,B são

subconjuntos abertos e não vazios de G então por definição Ac e Bc são conjuntos finitos.

Como G é infinito então não podemos ter A∩B = ∅ pois se este é o caso teŕıamos G como
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a união disjunta de Ac e Bc e portanto G seria finito. Assim (G, τ) é um espaço topológico

T1 (e assim T0) que não é Hausdorff. Em particular (G, τ) não é um grupo topológico.

Teorema 1.1.18. Seja G um grupo topológico e seja A,B subconjuntos de G. Se A é

aberto então AB e BA são abertos. Se A,B são compactos então AB é compacto. Se A

é fechado e B é compacto então AB e BA são fechados.

Prova: Note que AB =
⋃
b∈B

Ab. Logo se A é aberto então AB é aberto sendo uma união

de abertos. Analogamente BA =
⋃
b∈B

bA é aberto se A é aberto. Suponha agora que A,B

são compactos. Então A×B é um subconjunto compacto de G×G. Logo AB = p(A×B)

é compacto pois p é cont́ınua. Suponha finalmente que A é fechado e que B é compacto.

Suponha que xiyi → z em G, onde {xi} e {yi} são nets de elementos de A e B respecti-

vamente. Sendo B compacto, podemos passar para uma subnet e assumir sem perda de

generalidade que yi → y em B. Mas então xi = (xiyi)y
−1
i → zy−1 em G. Sendo A fechado

isto implica que zy−1 ∈ A, e assim z = (zy−1)y ∈ AB. Logo AB é fechado. Analogamente

BA é fechado. �

Observação 1.1.19. Não é verdade que o produto de dois conjuntos fechados em um

grupo topológico é fechado. De fato, no grupo topológico aditivo R considere os sub-

conjuntos fechados Z e αZ, onde α é qualquer número irracional. Então Z + αZ é um

subconjunto denso de R que não é R. De fato, note que Z + αZ não é só um subconjunto

mas sim um subgrupo de R. Segue que o seu fecho Z + αZ é um subgrupo fechado de R.

Por outro lado, qualquer subgrupo fechado A de R ou é {0} ou é R ou é bZ para algum

b > 0. De fato, suponha que A 6= {0}. Então existe b = inf{a ∈ A : a > 0}. Temos dois

casos: b = 0 ou b > 0.

Se b = 0 então dado ε > 0 existe a ∈ A com 0 < a < ε. Assim se x ∈ R,

tomando n0 = min{n ∈ N : na > x}, temos que (n0 − 1)a ≤ x < n0a. Segue dáı que

|n0a− x| < a < ε. Isto mostra que A = A = R.

No caso em que b > 0 teremos que A = bZ. De fato, primeiro note que b ∈
A = A e assim bZ ⊂ A. Por outro lado, se a ∈ A tomando n0 = min{n ∈ N : (n+1)b > a}
temos n0b ≤ a < (n0 +1)b. Segue que a = n0b pois se n0b < a então a−n0b é um elemento

de A que satisfaz 0 < a− n0b < (n0 + 1)b− n0b = b, contradizendo a definição de b. Logo

A = bZ.

É claro que Z + αZ não é {0}. Suponha que Z + αZ = bZ para algum
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b > 0. Então existem n1, n2 ∈ Z talque 1 = bn1 e α = bn2. Segue que α = n2
n1

∈ Q. Uma

contradição. Logo Z + αZ = R. Mas Z+αZ 6= R. De fato, basta tomar r ∈ Q−Z. Assim

r /∈ Z + αZ pois e r = m+ αn para m,n ∈ Z então, α = r−m
n

∈ Q (note que n 6= 0 pois

r /∈ Z).

Definição 1.1.20. Seja G um grupo topológico. Para cada U ∈ viz(e) seja LU = {(x, y) ∈
G×G : x−1y ∈ U} e RU = {(x, y) ∈ G×G : yx−1 ∈ U}. As famı́lias

ζL(G) = {LU : U ∈ viz(e)} e ζR(G) = {RU : U ∈ viz(e)}

são chamadas as estruturas uniformes à esquerda e à direita respectivamente sobre

G.

Definição 1.1.21. Sejam G, G̃ grupos topológicos com identidades e e ẽ respectivamente,

e seja f uma aplicação de G em G̃. Dizemos que f é uniformemente cont́ınua à

esquerda se vale o seguinte:

∀V ∈ viz(ẽ),∃U ∈ viz(e) tal que (f(x), f(y)) ∈ LV ,∀ (x, y) ∈ LU .

Analogamente define-se continuidade uniforme à direita.

Assim f é uniformemente cont́ınua à esquerda se

∀V ∈ viz(ẽ),∃U ∈ viz(e) : f(x)−1f(y) ∈ V,∀(x, y) ∈ G, com x−1y ∈ U.

e à direita se

∀V ∈ viz(ẽ),∃U ∈ viz(e) : f(y)f(x)−1 ∈ V,∀(x, y) ∈ G, com yx−1 ∈ U.

Em particular, se f uma função real ou complexa definida sobre G, note

que f é uniformemente cont́ınua à esquerda se vale o seguinte:

∀ε > 0,∃U ∈ viz(e) em G : |f(y) − f(x)| < ε,∀(x, y) ∈ G, com x−1y ∈ U.

Ou seja,

∀ε > 0,∃U ∈ viz(e) em G : |f(xu) − f(x)| < ε,∀x ∈ G,∀u ∈ U.
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Analogamente, f é uniformemente cont́ınua à direita se

∀ε > 0,∃U ∈ viz(e) em G : |f(ux) − f(x)| < ε,∀u ∈ U,∀x ∈ G.

Exemplo 1.1.22. Uma função f real ou complexa definida sobre R ou sobre C é uni-

formemente cont́ınua à direita (igual à esquerda, pois R e C são grupos abelianos) se, e

somente se, vale o seguinte:

∀ε > 0,∃δ > 0 : |f(z) − f(z + w)| < ε,∀z,∀w com |w| < δ.

Obviamente, qualquer função uniformemente cont́ınua à esquerda ou à di-

reita é cont́ınua. Em alguns casos vale a rećıproca como mostra o seguinte teorema.

Teorema 1.1.23. Seja G um grupo topológico, e seja f ∈ C0(G), ou seja, f é uma

função cont́ınua de G em C que se anula no infinito1. Então f é uniformemente cont́ınua

à esquerda e à direita sobre G.

Prova: Seja ε > 0. Seja K ⊂ G compacto tal que |f(w)| < ε
2 para todo w /∈ K.

Para cada K ⊂ G, como f é cont́ınua, existe Ux vizinhança de e simétrica em G tal que

|f(x)− f(y)| < ε
2 , para todo y ∈ xUx. Para cada x ∈ G, seja Vx vizinhança simétrica de e

em G tal que V 2
x ⊂ Ux. Como K é compacto e K ⊂ ⋃

x∈K
xVx, existem x1, . . . , xn ∈ K tal

que K ⊂
n⋃
i=1

xiVxi
. Tome U =

n⋂
i=1

Vxi
e sejam x, y ∈ G, com x−1y ∈ U . Temos três casos:

(1) x ∈ K ou (2) y ∈ K ou (3) x /∈ K e y /∈ K.

(1) Se x ∈ K então x ∈ xiVxi
para algum i ∈ {1, . . . , n}. Assim y ∈ xU ⊂ xiVxi

U ⊂
xiV

2
xi

⊂ xiUxi
e também, x ∈ xiVxi

⊂ xiV
2
xi

⊂ xiUxi
. Portanto x, y ∈ xiUxi

. Dáı,

|f(x) − f(y)| ≤ |f(x) − f(xi)| + |f(y) − f(xi)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

(2) Se y ∈ K, então, como x ∈ yU , o mesmo argumento acima mostra que neste caso

também temos que |f(x) − f(y)| < ε.

(3) Finalmente se x /∈ K e y /∈ K então |f(x)| < ε
2 , e |f(y)| < ε

2 . Portanto

|f(x) − f(y)| ≤ |f(x)| + |f(y)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

1Diz -se que uma função f : X → C, onde X é um espaço topológico, se anula no infinito se, para
todo ε > 0, existe um compacto K ⊂ X tal que |f(x)| < ε para todo x /∈ K.
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Logo em qualquer caso |f(x) − f(y)| < ε, e portanto f é uniformemente cont́ınua à

esquerda. Analogamente se prova que f é uniformemente cont́ınua à direita. �

Teorema 1.1.24. Sejam G e G̃ grupos topológicos com elementos identidade e e ẽ respec-

tivamente, e seja f : G→ G̃ um homomorfismo (isto é, f(xy) = f(x)f(y) para todos x, y ∈
G). Se f é cont́ınua em e então f é uniformemente cont́ınua à esquerda e à direita sobre G.

Prova: Seja V ∈ viz(ẽ). Como f é cont́ınua em e e f(e) = ẽ, existe U ∈ viz(e) tal que

f(U) ⊂ Ũ . Assim se x, y ∈ G e x−1y ∈ U então f(x)−1f(y) = f(x−1y) ⊂ f(U) ⊂ Ũ .

Logo f é uniformemente cont́ınua à esquerda. Analogamente f é uniformemente cont́ınua

à direita. �

O leitor interessado em saber mais sobre grupos topológicos, estruturas

uniformes e continuidade uniforme, pode ver na referência [1].

1.2 A Medida de Haar

Nesta seção G sempre será um grupo topológico localmente compacto2.

O pré-requisito para a leitura desta seção é um bom conhecimento da teoria

de medida e integração. Por conveniência, expomos os resultados necessários no apêndice,

citando referências para o leitor interessado nas provas. Começamos esta seção com um

dos teoremas mais importantes da análise harmônica, o teorema da existência da medida

de Haar. Não demonstraremos este teorema por sua demostração ser muito extensa e não

trazer nenhuma técnica importante para o resto do trabalho. Para o leitor interessado, a

demonstração deste fato pode ser encontrada na página 207, teorema 7.16 de [3].

Teorema 1.2.1. Seja G um grupo topológico localmente compacto. Então existe uma

medida λ : BG → [0,∞], onde BG é a σ−álgebra dos Borelianos de G (veja A.1.4) regular

(veja A.1.19) e não-nula tal que

λ(xE) = λ(E),∀x ∈ G,∀E ∈ BG (λ é invariante por translação à esquerda).

Mais ainda, se µ : BG → [0,∞] é outra medida regular não-nula que é invariante por

translação à esquerda então existe uma constante positiva c > 0 tal que µ = cλ.

2Um espaço topológico X é dito localmente compacto se X é Hausdorff e todo ponto de X contém
um sistema fundamental de vizinhanças cujo fecho é compacto.
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Definição 1.2.2. Qualquer medida λ como no teorema acima é chamada uma medida

de Haar à esquerda para G. O conjunto de todas as medidas de Haar à esquerda será

denotado por Haar(G).

Observação 1.2.3. Dada uma medida de Haar à esquerda λ então é fácil ver que a

medida λd : BG → [0,∞], dada por λd(E) = λ(E−1), é uma “medida de Haar à

direita” em G, ou seja, uma medida regular não-nula que é invariante por translação à

direita (λd(Ex) = λd(E),∀x ∈ G,∀E ∈ BG). Tal medida é única a menos de multiplicação

por constantes positivas.

Definição 1.2.4. Dada uma medida de Haar à esquerda λ seja

L1(G,λ) = {f : G→ C : f é Boreliana e

∫

G

|f |dλ <∞}

o espaço das funções integráveis com relação à λ. Defina Iλ : L1(G,λ) → C

Iλ(f) =

∫

G

fdλ,∀f ∈ L1(G,λ).

Então Iλ é chamada a integral de Haar à esquerda associada a λ.

Se λ ∈ Haar(G) escrevemos
∫
G
fdλ como

∫
G
f(x)dx,

∫
G
f(y)dy, e assim por

diante. Desta maneira dx, dy, . . . indicarão sempre integração com respeito a medida de

Haar à esquerda.

Observação 1.2.5. Obviamente, dada uma medida de Haar à direita λd, também temos

a “integral de Haar à direita” associada a λd,

Iλd
: L1(G,λd) → C

Iλd
(f) =

∫

G

fdλd, ∀f ∈ L1(G,λd)

Lema 1.2.6. Seja λ ∈ Haar(G). Temos que λ(U) > 0, para todo U ⊂ G aberto não-vazio.

Prova: Suponha que existe U ⊂ G aberto não-vazio tal que λ(U) = 0. Então λ(xU) = 0

para todo x ∈ G. Segue que λ(
⋃
x∈G

xU) = 0. De fato, suponha que λ(
⋃
x∈G

xU) > 0. Então,

14



como λ é regular existe K ⊂ ⋃
x∈G

xU compacto tal que λ(K) > 0. Como {xU : x ∈ G}

é uma cobertura aberta para K, existem x1, x2, . . . xn ∈ G tais que K ⊂
n⋃
i=1

xiU . Dáı

λ(
n⋃
i=1

xiU) ≤
n∑
i=1

λ(xiU) = 0. Isto contradiz o fato de ser λ(K) > 0. Logo λ(
⋃
x∈G

xU) = 0.

Agora note que
⋃
x∈G

xU = G. De fato, seja u0 ∈ U (lembre que U 6= ∅). Seja

z ∈ G e tome x0 = zu−1
0 . Então z = x0u0 ∈ x0U ⊂ ⋃

x∈G
xU . Assim λ(G) = λ(

⋃
x∈G

xU) = 0.

Ou seja, λ = 0. Uma contradição. Logo λ(U) > 0 para todo U ⊂ G aberto não vazio. �

Teorema 1.2.7. Seja λ ∈ Haar(G) e seja C00(G) o conjunto das funções f : G → C que

são cont́ınuas e tem suporte3 compacto. Então Iλ : L1(G,λ) → C é um funcional linear

(não necessariamente limitado) tal que

(i) Iλ(f) > 0,∀f ∈ C00(G), f não-negativa e não-nula; e

(ii) Iλ(af) = Iλ(f),∀f ∈ L1(G,λ), onde af(x) = f(ax).

Prova: É claro que Iλ é linear. Seja f não-negativa e não-nula em C00(G). Seja x0 ∈ G

tal que f(x0) > 0. Então, como f é cont́ınua existe U ∈ viz(x0) tal que f(x) ≥ 1
2f(x0),

para todo x ∈ U . Assim

Iλ(f) =

∫

G

fdλ =

∫

G

f(x)dx ≥
∫

G

1

2
f(x0)χU (x)dx =

1

2
f(x0)λ(U) > 0.

Isto prova (i). Note agora que para todo E ∈ BG e para todo a ∈ G temos

∫

G
a(χE)dλ =

∫

G

χE(ax)dx =

∫

G

χa−1E(x)dx = λ(a−1E) = λ(E) =

∫

G

χEdλ.

Segue que
∫
G aσdλ =

∫
G
σdλ para toda função simples (veja A.1.11) σ

sobre G. Escrevendo, se necessário, f = (f1 − f2) + i(f3 − f4), onde as f ′is são funções

não-negativas em L1(G), podemos supor sem perda de generalidade que f é uma função

não-negativa. Seja {σn}n uma sequência não-decrescente de funções simples não-negativas

tal que lim
n→∞

σn(x) = f(x) para todo x ∈ G (veja A.1.12). Então também é verdade que

lim
n→∞

aσn(x) =a f(x) para todo x ∈ G. Segue do teorema da convergência monótona

( A.1.26) que

∫

G
af(x)dx = lim

n→∞

∫

G
aσ(x)dx = lim

n→∞

∫

G

σ(x)dx =

∫

G

f(x)dx.

3Para uma função f : X → C, onde X é um espaço topológico, o suporte de f é definido como sendo
o fecho em X do conjunto {x ∈ X : f(x) 6= 0}.
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Ou seja, (ii) vale. �

Teorema 1.2.8. Existe um único homomorfismo ∆ : G→ (0,∞) tal que

λ(Ax) = ∆(x)λ(A),

para toda λ ∈ Haar(G), A ∈ BG e x ∈ G.

A função ∆ é chamada a função modular de G.

Prova: Seja λ0 ∈ Haar(G). Defina para x ∈ G, µx : BG → [0,∞] pondo µx(E) = λ0(Ex).

É facil ver que µx é uma medida regular e µx(A) > 0 para todo A ⊂ G aberto não-vazio.

Agora note que para z ∈ G temos

µx(zE) = λ0((zE)x) = λ0(z(Ex)) = λ0(Ex) = µx(E).

Assim µx ∈ Haar(G). Dáı existe uma constante positiva, chame ela de

∆(x), tal que µx = ∆(x)λ0. Ou seja, λ0(Ex) = ∆(x)λ0(E),∀E ∈ BG.

Note que se cx é outra constante positiva tal que µx = cxλ0 então para todo

A ⊂ G aberto não-vazio temos cx = λ0(Ax)
λ0(A) . Isto mostra que temos definida uma única

função ∆ : G → (0,∞) tal que λ0(Ex) = ∆(x)λ0(E), para todo x ∈ G e E ∈ BG. Agora,

se λ é outra medida de Haar à esquerda para G então existe uma constante positiva c tal

que λ = cλ0. Assim para todo x ∈ G e para todo E ∈ BG temos

λ(Ex) = cλ0(Ex) = c∆(x)λ0(E) = ∆(x)λ(E).

Resta mostrar então que ∆ é um homomorfismo. Sejam x, y ∈ G. Então

dado A aberto não-vazio temos

∆(xy) =
λ0(Axy)

λ0(A)
=
λ0(Axy)

λ0(Ax)

λ0(Ax)

λ0(A)
= ∆(y)∆(x) = ∆(x)∆(y). �

Teorema 1.2.9. Dados λ ∈ Haar(G), x ∈ G e f ∈ L1(G) temos

Iλ(fx) = ∆(x−1)Iλ(f),
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isto é, ∫

G

f(zx)dz = ∆(x−1)

∫

G

f(z)dz.

Prova: Como no teorema 1.2.7 basta notar que para todo E ∈ BG temos

∫

G

χE(zx)dz =

∫

G

χEx−1(z)dz = λ(Ex−1) = ∆(x−1)λ(E) = ∆(x−1)

∫

G

χE(z)dz. �

Queremos provar agora que a função modular é cont́ınua. Para tanto,

precisamos de um lema, que é uma versão simplificada do lema de Urysohn válida para

espaços localmente compactos.

Lema 1.2.10. Seja X um espaço localmente compacto. Se F é um fechado e K é um

compacto disjunto de F então existe uma função f : X → [0, 1] tal que f|F = 0 e f|K = 1.

Prova: Seja X̃ = X ∪ {∞} o compactificado de Alexandrov de X (o compactificado no

qual se acrescenta um ponto no infinito, veja teorema A.6.3 de [6]). Seja F o fecho de F

em X̃. Como K é compacto segue que K é um fechado em X̃ que é disjunto de F . Assim,

pelo lema de Urysohn (note que X̃ é compacto e portanto normal), existe f̃ : X̃ → [0, 1]

cont́ınua tal que f̃|K
= 1 e f̃|F

= 0. Basta tomar agora f = f̃|X
.

Corolário 1.2.11. A função modular ∆ é cont́ınua.

Prova: Basta mostra que ∆ é cont́ınua em e, sendo um homomorfismo (veja 1.1.24).

Sejam λ ∈ Haar(G) e f uma função não-negativa e não-nula em C00(G). Então temos

Iλ(f) > 0. Assim, pelo teorema 1.2.9,

∆(x) =
Iλ(fx−1)

Iλ(f)
.

Seja U ∈ viz(e) tal que U é compacto e seja ω uma função não-negativa

em C00 tal que ω({s ∈ G : f(s) > 0}U) = 1 (a função ω existe pelo lema 1.2.10 e pelo

teorema 1.1.18). Seja ε > 0 e tome V ∈ viz(e) tal que V ⊂ U e |f(u) − f(v)| < εIλ(f)
Iλ(ω)

sempre que u−1v ∈ V . Então se x ∈ V , temos

|f(sx−1) − f(s)| ≤ εIλ(f)ω(s)

Iλ(ω)
,∀s ∈ G. (1.1)

De fato, seja s ∈ G. Se f(s) > 0 então ω(s) = 1. Assim a equação 1.1 é

satisfeita. E se f(sx−1) > 0 então ω(s) = ω(sx−1x) = 1. Neste caso também a equação 1.1
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é satisfeita.

Logo a equação 1.1 vale. Assim

∣∣∣∣
∫

G

f(zx−1)dz −
∫

G

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫

G

|f(zx−1) − f(z)|dz ≤ ε

∫

G

f(z)dz,∀x ∈ V.

Portanto,

|∆(x) − 1| =

∣∣∣∣
∫
G
f(zx−1)dz −

∫
G
f(z)dz∫

G
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ε,∀x ∈ V. �

Definição 1.2.12. Um grupo G é chamado unimodular se ∆(x) = 1,∀x ∈ G.

É fácil ver que um grupo é unimodular, se e somente se, o conjunto das

medidas de Haar à esquerda e à direita coincidem. É óbvio que todo grupo abeliano é

unimodular.

Teorema 1.2.13. Todo grupo compacto é unimodular.

Prova: Seja G um grupo compacto. Como ∆ é um homomorfismo cont́ınuo então ∆(G)

é um subgrupo compacto de (0,∞). Segue que ∆(G) = {1}. �

Teorema 1.2.14. Para todo E ∈ BG temos E−1 ∈ BG e

λ(E−1) =

∫

E

1

∆(x)
dx.

Prova: É claro que E−1 ∈ BG pois a função i : G→ G; i(x) = x−1, é um homeomorfismo.

Defina as aplicações

µ : BG → [0,∞]; µ(E) = λ(E−1)

e

ν : BG → [0,∞]; ν(E) =

∫

E

1

∆(x)
dx.

Sendo que λ é uma medida regular é fácil ver que µ e ν são medidas regu-

lares.

Também, sendo que λ é não-nula e 1/∆ é uma função cont́ınua positiva,

segue que µ e ν são medidas não nulas.
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Agora note que µ e ν são invariantes por translação à direita. De fato, para

x0 ∈ G e E ∈ BG temos

µ(Ex0) = λ((Ex0)
−1) = λ(x−1

0 E−1) = λ(E−1) = µ(E),

e

ν(Ex0) =

∫

Ex0

1

∆(x)
dx =

∫

G

χEx0(x)
1

∆(x)
dx =

∫

G

χE(xx−1
0 )

1

∆(x)
dx =

∆(x0)

∫

G

χE(x)
1

∆(xx0)
dx =

∫

E

1

∆(x)
dx = ν(E).

Assim, por unicidade da medida de Haar à direita, existe c > 0 tal que

ν = cµ.

Seja agora U uma vizinhança simétrica de e, com U compacto, tal que

∣∣∣∣
1

∆(x)
− 1

∣∣∣∣ ≤ ε,∀x ∈ U.

Note dáı que

|ν(U) − µ(U)| =

∣∣∣∣
∫

U

(
1

∆
− 1)dx

∣∣∣∣ ≤
∫

U

| 1

∆(x)
− 1|dx ≤ ελ(U) = ελ(U−1) = εµ(U),

e assim,

|c− 1| =

∣∣∣∣
ν(U)

µ(U)
− 1

∣∣∣∣ ≤ ε.

Logo c = 1 e portanto µ = ν, ou seja,

λ(E−1) =

∫

E

1

∆(x)
dx. �

Corolário 1.2.15. Para f : G→ C Borel mensurável temos

∫

G

f(x−1)dx =

∫

G

f(x)
1

∆(x)
dx.

Prova: Note que se f = χE, com E ∈ BG então,

∫

G

f(x−1)dx =

∫

G

χE(x−1)dx =

∫

G

χE−1(x)dx = λ(E−1) =

∫

E

1

∆(x)
dx =

∫

G

χE(x)
1

∆(x)
dx =

∫

G

f(x)
1

∆(x)
dx.
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Agora, como na demonstração do teorema 1.2.7, o resultado segue primeiro

extendendo para funções simples e depois para qualquer função Borel mensurável. �

Exemplo 1.2.16. Seja G um grupo discreto. Então é fácil ver que a medida de contagem

(λ(E) = número de elementos de E) é uma medida de Haar à esquerda e à direita para

G. Em particular todo grupo discreto é unimodular.

Exemplo 1.2.17. Seja G um grupo localmente compacto que não é discreto. Seja λ uma

medida de Haar à esquerda em G. Então λ(E) = 0,∀E ⊂ G enumerável.

De fato, seja U um conjunto aberto não-vazio em G tal que U é compacto.

Então 0 < λ(U) < ∞. Temos que U é infinito pois se U fosse finito G seria discreto.

Assim existe E, subconjunto de U enumerável e infinito. Se λ({e}) 6= 0 então λ(U) ≥
λ(E) =

∑
x∈E

λ({x}) =
∑
x∈E

λ({e}) = ∞.

Logo λ({e}) = 0 e o resultado segue.

Exemplo 1.2.18. Seja G = R o grupo aditivo dos números reais. Então a medida de

Lebesgue é uma medida de Haar à esquerda e à direita para G.

Exemplo 1.2.19. Seja G um grupo topológico com as três seguintes propriedades:

(i) Como espaço topológico, G é um subconjunto aberto de Rn, para algum n. Então

cada ponto x ∈ G tem a forma x = (x1, . . . , xn). Desta maneira a função produto

p : G×G→ G; p(x, y) = xy pode ser escrita como

p(x, y) = (p1(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), . . . , pn(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)).

(ii) A função p é de classe C1, ou seja, as derivadas parciais ∂pi

∂xk
, ∂pi

∂yk
existem e são

cont́ınuas em G×G (j, k = 1, . . . , n).

(iii) Para cada a ∈ G, seja σa [δa] a transformação de G em G definida por σa(x) = ax,

[δa(x) = xa], para todo x ∈ G. Isto é, σa e δa são translações à esquerda e à

direita respectivamente sobre G. A terceira propriedade que exigimos de G é que o

Jacobiano das transformações σa e δa sejam constantes, isto é, elas dependem apenas

de a.

Denotaremos o Jacobiano de uma transformação τ por J(τ). Para a ∈ G,
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defina S(a) = |J(σa)| e D(a) = |J(δa)|. Sendo σa ◦ σb = σab temos

S(ab) = |J(σa ◦ σb)| = |J(σa)J(σb)| = |J(σa)||J(σb)| = S(a)S(b).

Similarmente D(ab) = D(a)D(b). Note que σe e δe são a tranformação identidade sobre G.

Assim S(e) = D(e) = 1. Segue que S eD são homomorfismos deG no grupo multiplicativo

(0,∞).

Afirmamos que

λs(E) =

∫

E

1

S(x)
dx

é uma medida de Haar à esquerda para G e

λd(E) =

∫

E

1

D(x)
dx

é uma medida de Haar à direita para G.

De fato, usando o teorema de mudança de variáveis em Rn temos para todo

x0 ∈ G e para todo conjunto mensurável E:

λs(x0E) =

∫

x0E

1

S(x)
dx =

∫

σx0 (E)

1

S(x)
dx =

∫

E

|J(σx0)(y)|
(S ◦ σx0)(y)

dy =

∫

E

S(x0)

S(y)S(x0)
dy =

∫

E

1

S(y)
dy = λs(E)

e

λd(Ex0) =

∫

Ex0

1

D(x)
dx =

∫

δx0 (E)

1

D(x)
dx =

∫

E

|J(δx0)(y)|
(D ◦ δx0)(y)

dy =

∫

E

1

D(y)
dy = λd(E).

As integrais de Haar à esquerda e à direita para G serão portanto:

Is(f) =

∫

G

f(x)

S(x)
dx,∀f ∈ L1(G)

e

Id(f) =

∫

G

f(x)

D(x)
dx,∀f ∈ L1(G).
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Note agora que

λs(Ex0) =

∫

Ex0

1

S(x)
dx =

∫

δx0 (E)

1

S(x)
dx =

∫

E

|J(δx0)(y)|
S(δx0(y))

dy =

∫

E

D(x0)

S(y)S(x0)
dy =

D(x0)

S(x0)

∫

E

1

S(y)
dy =

D(x0)

S(x0)
λs(E).

Portanto a função modular para G é

∆ =
D

S
.

Exemplo 1.2.20. Seja G = R× o grupo multiplicativo dos números reais não nulos.

Temos que σa(x) = δa(x) = ax e J(σa)(x) = J(δa)(x) = a,∀x ∈ G. Assim S(a) = D(a) =

|a|. Portanto λs(E) = λd(E) =
∫
E

1
|x|dx,∀E ⊂ G Boreliano,

e

Is(f) = Id(f) =

∫

G

f(x)

|x| dx =

∫ +∞

−∞

f(x)

|x| dx,∀f ∈ L1(G).

Se G = C× ⊂ R2 é o grupo multiplicativo dos numeros complexos não nulos

então

λs(E) = λd(E) =

∫

E

1

x2 + y2
dxdy,∀E ∈ BG

e

Is(f) = Id(f) =

∫

C×

f(x, y)

x2 + y2
dxdy,∀f ∈ L1(G).

De fato, se a = a1 + ia2 = (a1, a2) ∈ G e z = x + iy = (x, y) ∈ G então

σa(x, y) = σa(z) = δa(z) = az = (a1 + ia2)(x + iy) = (a1x − a2y) + i(a2x + a1y) =

(a1x− a2y, a2x+ a1y). Dáı

J(σa)(z) = J(σa)(z) = det


 a1 −a2

a2 a1


 = a2

1 + a2
2.

Exemplo 1.2.21. Seja G =






 x y

0 1


 : x, y ∈ R, x 6= 0



 como subgrupo de GL2(R).

Note que G pode ser visto como subconjunto de R2, fazendo

G = {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0}.
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O produto de G fica sendo (x, y)(z, w) =


 x y

0 1




 z w

0 1


 =


 xz xw + y

0 1


 = (xz, xw + y).

Então σ(a,b)(x, y) = (a, b)(x, y) = (ax, ay + b) e δ(a,b)(x, y) = (x, y)(a, b) =

(ax, bx+ y)

Assim J(σ(a,b))(x, y) =


 a 0

0 a


 = a2 e J(δ(a,b))(x, y) =


 a 0

b 1


 = a.

Dáı S(a, b) = a2 e D(a, b) = |a|. Portanto as medidas de Haar à esquerda e à direita são

repectivamente

λs(E) =

∫

E

1

x2
dxdy,∀E ∈ BG,

e

λd(E) =

∫

E

1

|x|dxdy,∀E ∈ BG.

E as integrais de Haar associadas são respectivamente

Is(f) =

∫

G

f(x, y)

x2
dxdy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(x, y)

x2
dxdy,

e

Id(f) =

∫

G

f(x, y)

|x| dxdy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(x, y)

|x| dxdy.

A função modular é

∆(x, y) =
D(x, y)

S(x, y)
=

|x|
x2

=
1

|x| .

Em particular, G não é unimodular.

Exemplo 1.2.22. Seja G = GL2(R) =






 x11 x12

x21 x22


 : xij ∈ R, x11x22 − x21x12 6= 0



.

Vamos olhar G como um subconjunto de R4, G = {(x11, x12, x21, x22) ∈
R4 : x11x22 − x12x21 6= 0}.

SejamA =


 a11 a12

a21 a22


 = (a11, a12, a21, a22) ∈ G eX =


 x11 x12

x21 x22


 =

(x11, x12, x21, x22) ∈ G. Então

σA(X) = AX =


 a11 a12

a21 a22




 x11 x12

x21 x22




23



= (a11x11 + a12x21, a11x12 + a12x22, a21x11 + a22x21, a21x12 + a22x22).

Assim

J(σA)(X) = det




a11 0 a12 0

0 a11 0 a12

a21 0 a22 0

0 a21 0 a22




= a11(a11a
2
22 − a12a21a22) + a21(a

2
12a21 − a11a12a22) =

= a2
11a

2
22 − a11a12a21a22 + a2

12a
2
21 − a11a12a21a22 =

= a2
11a

2
22 − 2a11a12a21a22 + a2

12a
2
21 = (a11a22 − a12a21)

2 = det(A)2.

Analogamente J(δA)(X) = det(A)2. Assim

λs(E) = λd(E) =

∫

E

1

(x11x22 − x12x21)2
dx11dx12dx21dx22,∀E ∈ BG

e

Is(f) = Id(f) =

∫

G

f(x11, x12, x21, x22)

(x11x22 − x12x21)2
dx11dx12dx21dx22,∀f ∈ L1(G).

Observação 1.2.23. Se G = GLn(R) então contas análogas as feitas acima para n = 2

mostram que

λs(E) = λd(E) =

∫

E

1

|detX|n dx11dx12 . . . dxnn =

∫

E

1

|detX|n dX,∀E ∈ BG.

Exemplo 1.2.24. Sejam G1, G2, . . . , Gn grupos topológicos localmente compactos e seja

λi uma medida de Haar à esquerda para Gi, i = 1, 2, . . . , n. Então a medida produto

λ1 × λ2 . . . × λn

é uma medida de Haar à esquerda para G1 ×G2 × . . .×Gn.
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Caṕıtulo 2

Convoluções e Álgebras

Associadas

Neste caṕıtulo G sempre será um grupo topológico localmente compacto e

C0(G) como usual denotará o espaço das funcões cont́ınuas que se anulam no infinito. O

dual de C0(G) será denotado por C∗
0 (G). Assim C∗

0(G) é o espaço de Banach dos funcionais

lineares e limitados sobre C0(G). O subconjunto das funções reais e não-negativas de C0(G)

será denotado por C+
0 (G).

O leitor interessado em obter mais informações sobre convoluções de funções

e medidas pode procurar em [1] ou [3].

2.1 Convolução de Medidas e a Álgebra M(G)

Queremos nesta seção introduzir operações (um produto de convolução e

uma involução) no espaço de Banach M(G) das medidas complexas e finitas definidas

sobre os Borelianos de G de tal forma que M(G) seja uma ∗-álgebra de Banach. Como

M(G) pode ser identificado com o dual de C0(G) (veja A.2.6) basta definir tais operações

em C∗
0 (G).

Definição 2.1.1. Para L ∈ C∗
0 (G) e f ∈ C0(G) denotaremos por Lf : G → C a função

definida por Lf(x) = L(xf) para todo x ∈ G.

Lema 2.1.2. Seja f ∈ C0(G), e seja L ∈ C∗
0 (G). Então Lf ∈ C0(G). Mais ainda, a

aplicação C0(G) 3 f 7→ Lf ∈ C0(G) define um operador L linear e limitado tal que

25



‖L‖ ≤ ‖L‖.
Prova: Seja ε > 0 e escolha V ∈ viz(e) tal que |f(u) − f(v)| < ε

‖L‖ , para todo u, v ∈ G

tal que uv−1 ∈ V . Isto pode ser feito pois f é uniformemente cont́ınua à direita. Então se

x, y ∈ G são tais que xy−1 ∈ V , temos

‖xf −y f‖∞ = sup
s∈G

|f(xs) − f(ys)| ≤ ε

‖L‖

e assim

|Lf(x) − Lf(y)| = |L(xf) − L(yf)| ≤ ‖L‖‖xf −y f‖ ≤ ε.

Isto mostra que Lf é cont́ınua [de fato, uniformemente cont́ınua à direita]. Para mostrar

que Lf se anula no infinito suponha primeiro que f ∈ C+
0 (G). Seja µ ∈ M(G) tal que

L(g) =
∫
G
gdµ, para toda g ∈ C0(G). Seja K ⊂ G compacto tal que |µ|(K c) < ε

2‖f‖∞
.

Existe também F ⊂ G compacto tal que |f(z)| < ε
2|µ|(G) , para todo z /∈ F . Temos que

|Lf(x)| = |L(xf)| ≤ |L|(xf) =

∫

G

f(xy)d|µ|(y) =

∫

K

f(xy)d|µ|(y) +

∫

Kc

f(xy)d|µ|(y).

É claro que ∫

Kc

f(xy)d|µ|(y) ≤ ‖f‖∞|µ|(Kc) <
ε

2
.

Também, se f(xy) ≥ ε
2|µ‖(G) , temos xy ∈ F ; e se em adição y ∈ K, temos x ∈ Fy−1 ⊂

FK−1. Desta maneira se x ∈ (FK−1)c temos

∫

K

f(xy)d|µ|(y) ≤ |µ|(K)
ε

2|µ|(G)
≤ ε

2
.

Logo, para todo x ∈ (FK−1)c, |Lf(x)| < ε. Portanto, como FK−1 é compacto, Lf ∈
C0(G). Para o caso geral em que f ∈ C0(G), escreva f = f1 − f2 + i(f3 − f4), onde

fj ∈ C+
0 (G) para j = 1, 2, 3, 4 e note que Lf = Lf1 − Lf2 + i(Lf3 − Lf4). Isto prova

a primeira parte do lema. Agora, é fácil ver que L é um operador linear e temos para

f ∈ C0(G),

‖Lf‖∞ = sup
x∈G

|Lf(x)| = sup
x∈G

|L(xf)| ≤ sup
x∈G

‖L‖‖xf‖∞ = ‖L‖‖f‖∞.

Logo L é limitado e ‖L‖ ≤ ‖L‖. �

Definição 2.1.3. Para L,M ∈ C∗
0(G) defina L ∗M = L ◦M . Segue imediatamente do
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lema 2.1.2 que L ∗M ∈ C∗
0 (G). Assim temos definido um produto ∗ em C∗

0 (G) que será

chamado o produto de convolução.

Teorema 2.1.4. C∗
0 (G) com o produto de convolução é uma álgebra de Banach.

Prova: Já sabemos que C∗
0 (G) é um espaço de Banach. Segue do lema 2.1.2 que para

L,M ∈ C∗
0 (G) temos ‖L ∗M‖ = ‖L ◦M‖ ≤ ‖L‖‖M‖ ≤ ‖L‖‖M‖. Assim a norma de

C∗
0 (G) é compat́ıvel com o produto de convolução. É facil ver que para L,M,N ∈ C∗

0 (G)

e α ∈ C temos

α(L ∗M) = (αL) ∗M = L ∗ (αM);

L ∗ (M +N) = L ∗M + L ∗N, e

(L+M) ∗N = L ∗N +M ∗N.

Falta mostrar portanto que ∗ é associativa, ou seja,

L ∗ (M ∗N) = (L ∗M) ∗N.

Para x, y ∈ G temos N(xf)(y) = N(y(xf)) = N(xyf) = Nf(xy) =

x(Nf)(y). Desta maneira N(xf) =x (Nf). Disto inferimos queM ∗Nf(x) = M∗N(xf) =

M(N(xf)) = M(x(Nf)) = M (Nf)(x). Isto é, M ∗N = M ◦N . Assim,

L ∗ (M ∗N) = L ◦ (M ∗N) = L ◦ (M ◦N) = (L ◦M) ◦N = (L ∗M) ∗N. �

Definição 2.1.5. Para L ∈ C∗
0 (G), seja L∗ o funcional sobre C0(G) definido por L∗(f) =

L(f∗), onde f∗(x) = f(x−1) para todo x ∈ G.

Teorema 2.1.6. Para L,M ∈ C∗
0 (G) e α, β ∈ C tem-se:

(i) L∗ ∈ C∗
0 (G);

(ii) (αL+ βM)∗ = αL∗ + βM∗;

(iii) (L∗)∗ = L;

(iv) (L ∗M)∗ = M∗ ∗ L∗;

(v) |L∗| = |L|∗; (veja A.2.7 para a definição de |L|)
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(vi) ‖L∗‖ = ‖L‖.

Em particular C∗
0 (G), com o produto de convolução e a involução C ∗

0 (G) 3 L 7→ L∗ ∈
C∗

0 (G), é uma ∗-álgebra de Banach.

Prova: As afirmações (i),(ii),(iii) e (vi) são muito simples, e omitimos suas provas. Para

provar (iv), sejam µ e ν medidas em M(G) representando L e M respectivamente. Então

para φ ∈ C0(G),

(L ∗M)∗(φ) =

∫

G

∫

G

φ∗(xy)dν(y)dµ(x) =

∫

G

∫

G

φ(y−1x−1)dν(y)dµ(x)

=

∫

G

∫

G

φ(y−1x−1)dµ(x)dν(y).

Agora da definição 2.1.5 temos que

L∗(ψ) = L(ψ∗) =

∫

G

ψ(x−1)dµ(x),

para toda ψ ∈ C0(G). Desta maneira temos

M∗ ∗ L∗(φ) =

∫

G

(L∗(yφ)∗)dν(y) =

∫

G

L∗(y−1φ)dν(y) =

∫

G

∫

G

φ(y−1x−1)dµ(x)dν(y).

Logo (L ∗ M)∗(φ) = M∗ ∗ L∗(φ), para toda φ ∈ C∗
0 (G). Agora provamos (v). Pelo

teorema A.2.7 e a definição 2.1.5, se φ ∈ C+
0 (G), temos

|L∗|(φ) = sup{|L(ψ∗)| : ψ ∈ C0(G), |ψ| ≤ φ}.

Para ψ ∈ C0(G) tal que |ψ| ≤ φ, temos |ψ∗| = |ψ∗| ≤ φ∗ e assim |L(ψ∗)| ≤ |L|(φ∗) =

|L|∗(φ) (note que φ é não negativa e |L|(φ∗) é um número não negativo). Segue que

|L∗| ≤ |L|∗ sobre C+
0 (G). Desta maneira,

|L|∗ = |L∗∗|∗ ≤ |L∗|∗∗ = |L∗|

e assim |L|∗ = |L∗| sobre C+
0 (G); isto implica que |L∗| = |L|∗ sobre C0(G). �

Definição 2.1.7. Considere a aplicação

F : M(G) 3 µ 7→ Φµ ∈ C∗
0 (G),
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onde Φµ(f) =
∫
G
fdµ, para toda f ∈ C0(G).

Sabemos que F é um isomorfismo de espaços de Banach (veja teorema A.2.6).

Introduzimos em M(G) a estrutura de ∗−álgebra de Banach de tal forma que F seja um

∗-isomorfismo de tais álgebras. Ou seja, dados µ, ν ∈M(G) definimos

µ ∗ ν = F−1(Φµ ∗ Φν)

e

µ∗ = F−1(Φ∗
µ).

Nosso objetivo agora é explicitar formulas para µ∗ν e µ∗. Começamos com

µ∗.

Teorema 2.1.8. Seja µ uma medida em M(G). Temos que:

(i) µ∗(A) = µ(A−1) e |µ∗|(A) = |µ|(A−1) para todo A ∈ BG; (veja A.2.2 para definição

de |µ|)

(ii) uma função f está em L1(G, |µ∗|) se e somente se f∗ está em ∈ L1(G, |µ|) e neste

caso temos ∫

G

fdµ∗ =

∫

G

f∗dµ;

Prova: Para provar (i) considere primeiro um subconjunto aberto U de G. Seja {Kn}n
[{Fn}n] sequência de compactos tal que Kn ⊂ Kn+1 ⊂ U [Fn ⊂ Fn+1 ⊂ U−1] e

|µ∗|(U\⋃
n
Kn) = 0 [|µ|(U−1\⋃

n
Fn) = 0]. Para cada n = 1, 2, . . . seja

Ln = Kn ∪ F−1
n e tome ωn ∈ C+

00(G) tal que ω|Ln
= 1, ωn|Uc = 0 e wn(G) ⊂ [0, 1] (ωn

existe pelo lema 1.2.10). É facil ver que lim
n→∞

ωn(x) = 1U (x), para |µ∗|−quase todo x ∈ G

e lim
n→∞

(ωn)∗(x) = 1U−1(x) para |µ|−quase todo x ∈ G. Desta maneira, pelo teorema da

convergência dominada (veja teorema A.1.26), temos

µ∗(U) =

∫

U

dµ∗ =

∫

G

1Udµ
∗ = lim

n→∞

∫

G

ωndµ
∗ =

lim
n→∞

∫

G

(ωn)∗dµ = lim
n→∞

∫

G

(ωn)∗dµ =

∫

G

1U−1dµ = µ(U−1).

A aditividade de µ e µ∗ mostra que µ∗(E) = µ(E−1) para todo E ⊂ G fechado. Segue do

teorema A.2.3 que se |µ∗|(B) = 0, para B ∈ BG, então |µ|(B−1) = 0. Seja agora A ∈ BG
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arbitrário. Então A pode ser escrito na forma A = (
∞⋃
n=1

Fn) ∪ B, onde {Fn}n é uma

sequência não decrescente de compactos e B é um conjunto Borel mensurável disjunto de
∞⋃
n=1

Fn e tal que |µ∗|(B) = 0. Então temos

µ∗(A) = lim
n→∞

µ∗(Fn) = lim
n→∞

µ(F−1
n ) + µ(B−1) = µ((

∞⋃

n=1

F−1
n ) ∪B−1) = µ(A−1)

Assim (i) vale. Para provar (ii), considere primeiro uma função σ =
m∑
j=1

αj1Aj
, onde

αj ∈ C e Aj ∈ BG, para j = 1, 2, . . . ,m. Usando (i) temos

∫

G

σdµ∗ =

m∑

j=1

αjµ
∗(Aj) =

m∑

j=1

αjµ(A−1
j ) =

∫

G

σ∗dµ.

Se f ∈ L1(G, |µ∗|), existe uma sequência de funções {σn}n de funções simples tal que

lim
n→∞

σn(y) = f(y) e |σ1(y)| ≤ |σ2(y)| ≤ . . . ≤ |f(y)|, para todo y ∈ G. O teorema da

convergência dominada ( A.1.26) agora nos dá que

lim
n→∞

∫

G

σndµ
∗ =

∫

G

fdµ∗,

e o caso anterior mostra que

∫

G

σndµ
∗ =

∫

G

(σn)∗dµ.

Mais ainda, temos

∫

G

|σn|d|µ∗| =

∫

G

|σn|d|µ|∗ =

∫

G

|(σn)∗|d|µ|.

o teorema da convergência monótona ( A.1.26) implica que lim
n→∞

|σ∗| = |f∗| está em

L1(G, |µ|), e desta maneira o teorema da convergência dominada implica que

lim
n→∞

∫

G

(σn)∗dµ =

∫

G

f∗dµ.

Segue que (ii) vale para f ∈ L1(G, |µ∗|). Se f∗ ∈ L1(G, |µ|), então f = (f∗)∗ está em

L1(G, |µ∗|), sendo (µ∗)∗ = µ. Desta maneira (ii) está provado. �

Teorema 2.1.9. Seja µ, ν ∈M(G). Então |µ ∗ ν| ≤ |µ| ∗ |ν|.

30



Prova: Seja φ ∈ C+
0 (G) e suponha que f ∈ C0(G) com |f | ≤ φ. Sejam L = Φµ e M = Φν

(como em 2.1.7). Então

|(L ∗M)(f)| = |L(Mf)| =

∣∣∣∣
∫

G

Mf(x)dµ(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

G

M(xf)dµ(x)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫

G

∫

G
xf(y)dν(y)dµ(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

G

∫

G

f(xy)dν(y)dµ(x)

∣∣∣∣ ≤

=

∫

G

∣∣∣∣
∫

G

f(xy)dν(y)

∣∣∣∣ d|µ|(x) ≤
∫

G

∫

G

|f(xy)|d|ν|(y)d|µ|(x) ≤

=

∫

G

∫

G

φ(xy)d|ν|(y)d|µ|(x) = (|L| ∗ |M |)(φ).

Desta maneira |L ∗M(f)| ≤ (|L| ∗ |M |)(φ) para toda f ∈ C0(G), com |f | ≤ φ. Isto mostra

que

|L ∗M |(φ) ≤ (|L| ∗ |M |)(φ), ∀φ ∈ C+
0 (G).

Logo |µ ∗ ν| ≤ |µ| ∗ |ν|. �

Teorema 2.1.10. Seja τ a aplicação G × G 3 (x, y) 7→ xy ∈ G e seja µ, ν ∈ M(G). Se

f ∈ L1(G, |µ| ∗ |ν|) então f ◦ τ ∈ L1(G×G, |µ×ν|) ( veja A.1.28 para a definição de µ×ν)
e

∫

G

fd(µ ∗ ν) =

∫

G×G
f ◦ τd(µ× ν) =

∫

G

∫

G

f(xy)dν(y)dµ(x) =

∫

G

∫

G

f(xy)dµ(x)dν(y).

Prova: Iremos provar somente a primeira igualdade acima. As igualdades restantes são

consequências imediatas do teorema de Fubini. Seja F ⊂ G compacto. Seja ε > 0. Existe

U ⊂ G aberto tal que F ⊂ U e |µ| ∗ |ν|(U) < |µ| ∗ |ν|(F ) + ε. Seja f ∈ C00(G) tal que

f|F = 1, f|Uc = 0 e f(G) ⊂ [0, 1] (f existe por 1.2.10). Então

∫

G×G
1F ◦ τd(|µ| × |ν|) =

∫

G

∫

G

1F (xy)d|ν|(y)d|µ|(x) ≤

∫

G

∫

G

f(xy)d|ν|(y)d|µ|(x) =

∫

G

fd(|µ| ∗ |ν|) ≤
∫

G

1Ud(|µ| ∗ |ν|) = |µ| ∗ |ν|(U) < |µ| ∗ |ν|(F ) + ε.

Desta maneira temos ∫

G×G
1F ◦ τd(|µ| × |ν|) ≤ |µ| ∗ |ν|(F ), (2.1)
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para todo F ⊂ G compacto. Segue que a equação 2.1 vale para qualquer F ⊂ G σ-

compacto (união enumerável de compactos). Agora considere A ⊂ G tal que |µ| ∗ |ν|(A) =

0. Seja D um conjunto δ-aberto (intersecção enumerável de abertos) em G tal que A ⊂ D

e |µ| ∗ |ν|(D) = 0. Seja E ⊂ τ−1(D) compacto. Então τ(E) é um subconjunto compacto

de D e 1E ≤ 1τ(E) ◦ τ . Assim pela equação 2.1, temos

|µ| × |ν|(E) =

∫

G×G
1Ed(|µ| × |ν|) ≤

∫

G×G
1τ(E) ◦ τd(|µ| × |ν|) ≤ |µ| ∗ |ν|(τ(E)) ≤

≤ |µ| ∗ |ν|(D) = 0.

Dáı |µ|×|ν|(E) = 0, para todoE ⊂ τ−1(D) compacto. Consequentemente |µ|×|ν|(τ−1(D)) =

0 e portanto |µ| × |ν|(τ−1(A)) = 0. Assim provamos que se |µ| ∗ |ν|(A) = 0 então

|µ| × |ν|(τ−1(A)) = 0. Agora considere qualquer B ∈ BG. Então B = F ∪ A, onde

F ∩A = ∅, F é σ−compacto, A ∈ BG e |µ| ∗ |ν|(A) = 0. Então 1B ◦ τ = 1A ◦ τ + 1F ◦ τ e

assim

∫

G×G
1B ◦ τd(|µ| × |ν|) =

∫

G×G
1A ◦ τd(|µ| × |ν|) +

∫

G×G
1F ◦ τd(µ| × |ν|)

≤ |µ| × |ν|(τ−1(A)) + |µ| ∗ |ν|(F ) = |µ| ∗ |ν|(F ) = |µ| ∗ |ν|(B).

Segue que se f ∈ L1(G, |µ|∗|ν|) é uma função simples, ou seja, tem a forma f =
n∑
k=1

αk1Bk
,

onde Bk ∈ BG e αk ≥ 0, para k = 1, 2, . . . , n, então f ◦ τ ∈ L1(G×G, |µ| × |ν|) e

∫

G×G
f ◦ τd(|µ| × |ν|) ≤

∫

G

fd(|µ| ∗ |ν|). (2.2)

Agora considere f ∈ L1(G, |µ| ∗ |ν|) com f ≥ 0. Seja (fn) sequência de

funções simples tais que 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . ≤ fn ≤ . . . ≤ f e lim
n→∞

fn(x) = f(x) para todo

x ∈ G (veja A.1.12). Então 0 ≤ f1 ◦τ ≤ f2 ◦τ ≤ . . . ≤ f ◦τ e lim
n→∞

fn ◦τ(x, y) = f ◦τ(x, y),
para todo x, y ∈ G. O teorema da convergência monótona ( A.1.26) e a equação 2.2 agora

implicam que

∫

G×G
f ◦ τd(|µ| × |ν|) = lim

n→∞

∫

G×G
fn ◦ τd(|µ| × |ν|) ≤ lim

n→∞

∫

G

fnd(|µ| ∗ |ν|) =

=

∫

G

fd(|µ| ∗ |ν|). (2.3)
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Segue que se f ∈ L1(G, |µ| ∗ |ν|) então f ◦τ ∈ L1(G×G, |µ|× |ν|). Para f ∈ L1(G, |µ| ∗ |ν|)
escrevemos ‖f‖ =

∫
G
|f |d(|µ| ∗ |ν|); é óbvio do teorema 2.1.9 que

∣∣∣∣
∫

G

fd(µ ∗ ν)
∣∣∣∣ ≤ ‖f‖ (2.4)

Mais ainda, usando 2.3 vemos que

∣∣∣∣
∫

G×G
(f ◦ τ)d(µ× ν)

∣∣∣∣ ≤
∫

G×G
|f ◦ τ |d(|µ| × |ν|) =

∫

G×G
|f | ◦ τd(|µ| ∗ |ν|)

≤
∫

G

|f |d(|µ| ∗ |ν|) = ‖f‖. (2.5)

Agora considere os funcionais lineares,

f 7→
∫

G

fd(µ ∗ ν) e f 7→
∫

G×G
(f ◦ τ)d(µ× ν)

sobre L1(G, |µ| ∗ |ν|). Estes funcionais (obviamente lineares) coincidem sobre C0(G) e são

limitados pelas equações 2.4 e 2.5. Pelo teorema ( A.1.29) estes funcionais coincidem sobre

todo L1(G, |µ| ∗ |ν|). �

Corolário 2.1.11. Sejam µ, ν ∈M(G) e τ a aplicação G ×G 3 (x, y) 7→ xy ∈ G. Então

para todo A ∈ BG temos

(i) µ ∗ ν(A) = µ× ν(τ−1(A)) =
∫
G
ν(x−1A)dµ(x) =

∫
G
µ(Ay−1)dν(y).

Prova: Seja A ∈ BG. Então 1A ∈ L1(G, |µ| ∗ |ν|). Assim,

µ ∗ ν(A) =

∫

G

1Adµ ∗ ν =

∫

G×G
1A ◦ τd(µ× ν) =

∫

G×G
1τ−1(A)d(µ× ν) =

= (µ× ν)(τ−1(A)) =

∫

G

∫

G

1A(xy)dµ(x)dν(y) =

∫

G

µ(Ay−1)dν(y) =

∫

G

∫

G

1A(xy)dν(y)dµ(x) =

∫

G

1x−1A(y)dν(y)dµ(x) =

∫

G

ν(x−1A)dµ(x). �

2.2 Convolução de Funções e a Álgebra L1(G)

Nesta seção mostraremos que o produto de convolução e a involução de

M(G) podem ser interpretadas para dar origem a operações de convolução e involução em

L1(G).
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Definição 2.2.1. Uma medida µ ∈ M(G) é dita absolutamente cont́ınua se µ é ab-

solutamente cont́ınua com relação à λ (onde λ é uma medida de Haar à esquerda). O

subconjunto de M(G) de todas as medidas absolutamente cont́ınuas será denotado por

Ma(G).

Lema 2.2.2. Seja A ∈ BG. O conjunto VA = {µ ∈ M(G) : |µ|(A) = 0} é um subespaço

fechado de M(G).

Prova: Sejam µ, ν ∈ VA e α ∈ C. Do teorema A.2.4 temos |αµ+ ν| ≤ |α||µ|+ |ν|. Segue

que αµ + ν ∈ VA. Assim VA é um subespaço linear de M(G). Seja (µn)n ⊂ VA e seja

µ ∈M(G) tal que µn → µ. Então para todo B ⊂ A temos

|µ(B)| = |µn(B) − µ(B)| = |(µn − µ)(B)| ≤ |µn − µ|(B) ≤ ‖µn − µ‖.

Logo ‖µ‖(A) = 0 (veja teorema A.2.3) e portanto µ ∈ VA. �

Teorema 2.2.3. O conjunto Ma(G) é um ideal bilateral fechado em M(G). Mais ainda, a

aplicação L1(G,λ) = L1(G) 3 f → µf ∈Ma(G), onde µf (A) =
∫
A
fdλ, é um isomorfismo

linear isométrico de L1(G) sobre Ma(G).

Prova: Pelo teorema A.2.3 a definição A.2.8 uma medida µ ∈ M(G) está em Ma(G) se

e somente se |µ|(F ) = 0 para todo F ⊂ G compacto tal que λ(F ) = 0. Assim Ma(G) =
⋂
F∈I

VF , onde I = {F ⊂ G : F é compacto e λ(F ) = 0} e VF = {µ ∈ M(G) : |µ|(F ) = 0}.
Pelo lema 2.2.2 cada VF é fechado em M(G). Logo Ma(G) é fechado. Seja µ ∈ Ma(G)

e ν ∈ M(G). Seja F compacto tal que λ(F ) = 0. Então λ(Fy−1) = ∆(y−1)λ(F ) = 0,

para todo y ∈ G e assim |µ|(Fy−1) = 0, para todo y ∈ G. Usando o teorema 2.1.9 e o

corolário 2.1.11 obtemos

|µ ∗ ν|(F ) ≤ |µ| ∗ |ν|(F ) =

∫

G

|µ|(Fy−1)d|ν|(y) = 0

e assim µ ∗ ν ∈ Ma(G). Evidentemente temos |µ|(x−1F ) = 0, para todo x ∈ G e desta

maneira

|ν ∗ µ|(F ) ≤ |ν| ∗ |µ|(F ) =

∫

G

|µ|(x−1F )d|ν|(x) = 0.

Isto mostra que ν ∗ µ ∈Ma(G); isto é, Ma(G) é um ideal bilateral em M(G). A segunda

parte do teorema segue do teorema A.2.9. �
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Definição 2.2.4. Sejam f, g ∈ L1(G) e µ ∈M(G). Sejam ν, η medidas em M(G) tal que

dν = fdλ e dη = gdλ. Pelo teorema 2.2.3, as medidas µ∗ν e ν ∗µ e ν ∗η estão em Ma(G).

Defina

µ ∗ f =
d(µ ∗ ν)
dλ

, f ∗ µ =
d(ν ∗ µ)

dλ
e f ∗ g =

d(ν ∗ η)
dλ

.

Chamamos µ ∗ f , f ∗ µ e f ∗ g convoluções.

O objetivo agora é obter representações expĺıcitas para µ ∗ f , f ∗ µ e f ∗ g.
Precisamos primeiramente de um resultado técnico de teoria de medida que é apresentado

no teorema a seguir. Antes disso, um lema.

Lema 2.2.5. Sejam 1 ≤ p < ∞ e f ∈ Lp(G). Então existe um subconjunto σ-compacto

E de G tal que f(x) = 0 para λ-quase todo x ∈ Ec.

Prova: Considere a medida µ definida por µ(E) =
∫
E
|f |pdλ. Então µ é uma medida reg-

ular e µ(G) <∞. Assim existe E σ-compacto tal que µ(Ec) = 0, ou seja,
∫
Ec |f |pdλ = 0.

Segue que f(x) = 0 para λ-quase todo x ∈ Ec. �

Teorema 2.2.6. Seja 1 ≤ p < ∞. Suponha que f ∈ Lp(G) e τ : G ×G → G a aplicação

(x, y) 7→ y−1x ou (x, y) 7→ xy−1. Sejam Φ : G → C uma função Borel mensurável e

µ ∈M(G). Suponha que existe c > 0 tal que

(i)

∫

G

∫

G

|ψ(x)Φ(y)f ◦ τ(x, y)|dxd|µ|(y) ≤ c‖ψ‖p′

(onde p′ é o conjugado de p: 1
p

+ 1
p′

= 1, e dx = dλ(x)) para todo ψ ∈ C00(G). Então a

integral

(ii) h(x) =

∫

G

Φ(y)f ◦ τ(x, y)dµ(y)

existe e é finita para λ-quase todo x ∈ G e define uma função h ∈ Lp(G) com ‖h‖ ≤ c.

Prova: Pelo teorema A.2.5 existe g : G → C Borel mensurável tal que dµ = gd|µ| e

|g| = 1. Existe E σ-compacto em G tal que |µ|(Ec) = 0. Podemos supor sem perda de

generalidade que g(Ec) = 0. Seja ψ ∈ C00(G); então existe Aψ ⊂ G compacto tal que

ψ(Acψ) = 0. Defina H : G × G → G por H(x, y) = ψ(x)f ◦ τ(x, y)Φ(y)g(y). Então H é

Borel mensurável sobre G × G e se anula fora do conjunto σ-compacto Aψ × E. Desta

maneira podemos aplicar o teorema A.1.28, citando (i), para obter

∫

G

∫

G

H(x, y)dxd|µ|(y) =

∫

G

∫

G

H(x, y)d|µ|(y)dx.
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Pelo teorema A.1.28 e (i), a integral

∫

G

H(x, y)d|µ|(y) = ψ(x)

∫

G

(f ◦ τ)(x, y)Φ(y)g(y)d|µ|(y)

existe e é finita para λ−quase todo x ∈ G, e define uma função Borel mensurável.

Para x ∈ G, definimos

h(x) =

∫

G

f ◦ τ(x, y)Φ(x)g(x)d|µ|(x) =

∫

G

f ◦ τ(x, y)Φ(x)dµ(x)

desde que a integral exista, e definimos h(x) = 0 caso contrário. Vemos que ψh é Borel

mensurável para toda ψ ∈ C00(G). Pelo teorema A.1.21, h é Borel mensurável.

Pelo lema 2.2.5 podemos supor que existe S subconjunto σ-compacto tal

que f(Sc) = 0. Seja B = ES se τ(x, y) = y−1x e seja B = SE se τ(x, y) = xy−1.

Obviamente B é σ-compacto e é fácil ver que temos h(Bc) = 0. Desta maneira temos

∫

G

|h(x)|pdx = sup{
∫

F

|h(x)|pdx : F é compacto}.

Mas por (i) temos que

|
∫

G

h(x)ψ(x)dx| ≤ c‖ψ‖p′

e desta maneira o teorema A.1.29 mostra que h ∈ Lp(G) e ‖h‖p ≤ c. �

Teorema 2.2.7. Para µ ∈M(G) e f ∈ L1(G) temos

(i) µ ∗ f(x) =
∫
G
f(y−1x)dµ(y), para λ-quase todo x ∈ G, e ‖µ ∗ f‖1 ≤ ‖µ‖‖f‖1; e

(ii f ∗ µ(x) =
∫
G

∆(y−1)f(xy−1)dµ(y), para λ-quase todo x ∈ G e ‖f ∗ µ‖1 ≤ ‖f‖1‖µ‖.

Prova: Seja ν ∈Ma(G) tal que dν = fdλ. Para ψ ∈ C00(G), temos

∫

G

ψdµ ∗ ν =

∫

G

∫

G

ψ(yx)f(x)dxdµ(y).

Usando o teorema 1.2.7, podemos escrever

∫

G

ψdµ ∗ ν =

∫

G

∫

G

ψ(x)f(y−1x)dxdµ(y) (2.6)
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Temos ainda que

∫

G

∫

G

|ψ(x)||f(y−1x)|dxd|µ|(y) ≤ ‖ψ‖∞
∫

G

∫

G

|f(x)|dxd|µ|(y)

= ‖ψ‖∞‖f‖1‖µ‖ = ‖ψ‖∞‖ν‖‖µ‖. (2.7)

Usando o teorema 2.2.6 com τ(x, y) = y−1x, Φ = 1 e c = ‖µ‖‖ν‖ obtemos que

h(x) =

∫

G

f(y−1x)dµ(y)

existe para λ−quase todo x ∈ G e define uma função h em L1(G) e ‖h‖1 ≤ ‖µ‖‖ν‖ =

‖µ‖‖f‖1. Mais ainda, usando as equações 2.6 e 2.7, vemos que

∫

G

ψhdλ =

∫

G

∫

G

ψ(x)f(y−1x)dµ(y)dx =

∫

G

∫

G

ψ(x)f(y−1x)dxdµ(y)

=

∫

G

ψdµ ∗ ν =

∫

G

ψµ ∗ fdλ

para toda ψ ∈ C00(G). O teorema A.1.29 agora mostra que ‖µ∗f−h‖1 = 0, e isto implica

(i). Para (ii) seja τ(x, y) = xy−1, Φ = ∆−1, e c = ‖ν‖‖µ‖. Então para ψ ∈ C00(G), temos

∫

G

∫

G

|ψ(x)∆−1(y)f(xy−1)|dxd|µ|(y) =

∫

G

∆(y−1)

∫

G

|ψ(x)fy−1(x)|dxd|µ|(y) ≤

≤
∫

G

∆(y−1)‖ψ‖∞
∫

G

|fy−1(x)|dxd|µ|(y) =

∫

G

‖ψ‖∞
∫

G

|f(x)|dxd|µ|(y) =

= ‖ψ‖∞‖f‖1‖µ‖ = ‖ψ‖∞‖ν‖‖µ‖.

Agora, argumentando como no item (i) acima, segue que a integral

h(x) =

∫

G

∆(y−1)f(xy−1)dµ(y)

existe para λ-quase todo x ∈ G e define uma função h em L1(G) tal que ‖f ∗µ−h‖1 = 0.�

Corolário 2.2.8. Seja µ ∈M(G).

(i) Para toda f ∈ L1(G) temos

µ∗ ∗ f(x) =

∫

G

f(yx)dµ(y),

a integral sendo finita para λ−quase todo x ∈ G;
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(ii) Se f ∈ L1(G) e se definimos f ∗ = f∗
1
∆ então f ∗ ∈ L1(G) e ‖f ∗‖1 = ‖f‖1. Mais

ainda, se dµ = fdλ então dµ∗ = f∗dλ.

Prova: O item (i) segue dos teoremas 2.1.8 e 2.2.7. Para provar (ii) note que pelo

corolário 1.2.15 temos ∫

G

|f∗|dλ =

∫

G

|f∗
1

∆
|dλ =

∫

G

|f |dλ.

Assim f ∗ ∈ L1(G) e ‖f ∗‖1 = ‖f‖1. Agora para φ ∈ C0(G), temos

∫

G

φdµ∗ =

∫

G

φ∗dµ =

∫

G

φ∗fdλ =

∫

G

φ∗fdλ =

∫

G

φf∗
1

∆
dλ =

∫

G

φf∗dλ.

Pelo teorema A.2.6 isto prova (ii). �

Teorema 2.2.9. Para f, g ∈ L1(G), temos

(i) f ∗ g(x) =
∫
G
f(y)g(y−1x)dy;

(ii) f ∗ g(x) =
∫
G
f(xy)g(y−1)dy;

(iii) f ∗ g(x) =
∫
G

∆(y−1)f(xy−1)g(y)dy;

(iv) f ∗ g(x) =
∫
G

∆(y−1)f(y−1)g(yx)dy.

Cada igualdade valendo para λ−quase todo x ∈ G.

Prova: As igualdades (i) e (iii) seguem do teorema 2.2.7 e da definição de f ∗ g. Para

provar (ii), usamos o teorema 1.2.7 e escrevemos

∫

G

f(y)g(y−1x)dy =

∫

G

f(xy)g((xy)−1x)dy =

∫

G

f(xy)g(y−1)dy.

Para provar (iv) usamos o teorema 1.2.9 e escrevemos

∫

G

∆(y−1)f(xy−1)g(y)dy = ∆(x)

∫

G

∆((yx)−1)f(x(yx)−1)g(yx)dy =

=

∫

G

∆(y−1)f(y−1)g(yx)dy. �

As fórmulas de convolução 2.2.7(i-ii) para µ ∈ M(G) e f ∈ L1(G) podem

ser extendidas para f ∈ Lp(G) (1 ≤ p <∞). Os seguintes dois teoremas descrevem como

isto acontece.
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Teorema 2.2.10. Seja f ∈ Lp(G) (1 ≤ p <∞) e µ ∈M(G). Então a integral

∫

G

f(y−1x)dµ(y) = µ ∗ f(x)

existe e é finita para λ-quase todo x ∈ G e define uma função µ ∗ f ∈ Lp(G), com

‖µ ∗ f‖p ≤ ‖µ‖‖f‖p.
Prova: Vamos aplicar o teorema 2.2.6. Seja τ(x, y) = y−1x, Φ = 1, e c = ‖µ‖‖f‖p. Se

ψ ∈ C00(G), então a desigualdade de Holder implica que

∫

G

|f(y−1x)ψ(x)|dx ≤ ‖x−1f‖p‖ψ‖p′ = ‖f‖p‖ψ‖p′

e portanto

∫

G

∫

G

|ψ(x)f(y−1x)dxd|µ|(y) ≤
∫

G

‖f‖p‖ψ‖p′d|µ|(x) = ‖ψ‖p′‖f‖p‖µ‖.

O resultado agora segue do teorema 2.2.6. �

Para a convolução f ∗ µ, com f ∈ Lp(G), nosso resultado é menos elegante

que para µ ∗ f . Esta diferença aparece por causa da distinção entre as medidas de Haar à

esquerda e à direita.

Teorema 2.2.11. Seja µ ∈M(G) e suponha que
∫
G

∆
− 1

p′ d|µ|(y) é finito, onde 1 ≤ p <∞
e p′ = p

p−1 (1′ = ∞ e 1
∞ = 0). Seja f ∈ Lp(G). Então a integral

∫

G

∆(y−1)f(xy−1)dµ(y) = f ∗ µ(x)

existe e é finita para λ-quase todo x ∈ G e define uma função f ∗ µ ∈ Lp(G), com

‖f ∗ µ‖p ≤ ‖f‖p
∫

G

∆(y)
− 1

p′ d|µ|(y).

Prova: Para aplicar o teorema 2.2.6, seja

τ(x, y) = xy−1, Φ = ∆−1 e c = ‖f‖p
∫

G

∆(y)
− 1

p′ d|µ|(y).

Seja ψ ∈ C00(G). Pela desigualdade de Holder e o teorema 1.2.9 temos

∫

G

|f(xy−1)ψ(x)|dx ≤ ‖fy−1‖p‖ψ‖p′ = ∆(y)
1
p ‖f‖p‖ψ‖p′ .
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E portanto

∫

G

∫

G

|ψ(x)∆−1(y)f(xy−1)|dxd|µ|(y) ≤
∫

G

∆(y)
1
p
−1‖f‖p‖ψ‖p′d|µ|(y) =

= ‖ψ‖p′‖f‖p
∫

G

∆(y)
− 1

p′ d|µ|(y).

O resultado agora segue do teorema 2.2.6. �

Corolário 2.2.12. Temos como consequência que:

(i) se f ∈ L1(G) e g ∈ Lp(G) (1 ≤ p <∞) então a integral

f ∗ g(x) =

∫

G

f(xy)g(y−1)dy =

∫

G

f(y)g(y−1x)dy

existe e é finita para λ-quase todo x ∈ G e define uma função f ∗ g ∈ Lp(G), com

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p.

(i) se f ∈ Lp(G) e g ∈ L1(G) e se ∆
− 1

p′ g ∈ L1(G) então a integral

f ∗ g(x) =

∫

G

∆(y−1)f(xy−1)g(y)dy =

∫

G

f(xy)g(y−1)dy =

∫

G

f(y)g(y−1x)dy

existe e é finita para λ-quase todo x ∈ G e define uma função f ∗ g ∈ Lp(G), com

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖p‖∆− 1
p′ g‖1.

Prova: A afirmação para f ∈ L1(G) e g ∈ Lp(G) segue diretamente de 2.2.10 e a

afirmação para f ∈ Lp(G) e g ∈ L1(G) segue diretamente de 2.2.11.

Lema 2.2.13. Seja p ∈ [1,∞) e seja f ∈ Lp(G) = Lp(G,BG, λ). Para todo ε > 0, existe

uma vizinhança U de e em G tal que

‖sf −tf‖p < ε, se s, t ∈ G e st−1 ∈ U.

Isto é, a aplicação x 7→xf de G em Lp(G) é uniformemente cont́ınua à direita. Para todo

t ∈ G fixado e todo ε > 0, existe uma vizinhança V de e tal que

‖fs − ft‖p < ε se s ∈ tV.

Isto é, a aplicação x 7→ fx de G em Lp(G) é cont́ınua.

Prova: Seja φ ∈ C00(G) tal que ‖f − φ‖p < ε
3 (veja teorema A.1.29). Seja F compacto
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tal que φ(F c) = 0 e seja W uma vizinhança simétrica de e tal que W é compacto. Seja U

uma vizinhança de e tal que U ⊂W e tal que

|φ(a) − φ(b)| < ε

3
λ(WF )−

1
p ,

para todos a, b ∈ G, com ab−1 ∈ U . Se st−1 ∈ U , temos que

∫

G

|φ(sx) − φ(tx)|pdx =

∫

G

|φ(st−1x) − φ(x)|pdx =

∫

WF

|φ(st−1x) − φ(x)|pdx <
( ε

3

)p
;

isto é, ‖sφ−tφ‖p < ε
3 . Usando o teorema 1.2.7, podemos escrever

‖sf −tf‖p ≤ ‖sf −sφ‖p + ‖sφ−tφ‖p + ‖tφ−tf‖p =

2‖f − φ‖p + ‖sφ−tφ‖p < 2
ε

3
+
ε

3
= ε.

Isto prova que a aplicação x 7→x f é uniformemente continua à direita.

Escolha agora ψ ∈ C00(G) tal que ‖ψ−f‖ < ε
4∆(t)

1
p . SejaW um vizinhança

simétrica de e tal que W é compacto e W ⊂ {x ∈ G : ∆(x) < 2p}. Seja E um conjunto

compacto tal que ψ(Ec) = 0 e seja V uma vizinhança simétrica de e em G tal que V ⊂W

e tal que b−1a ∈ V implica |ψ(b) − ψ(a)| < ε
4λ(EW )

− 1
p ∆(t)

1
p . Então se s = tv, onde

v ∈ V , temos do teorema 1.2.7 que

‖ψs − ψt‖p = ‖ψtv − ψt‖p = ∆(t−1)
− 1

p ‖ψv − ψ‖p

= ∆(t−1)
1
p

[∫

E

W |ψ(xv) − ψ(x)|pdx
] 1

p

<
ε

4
.

Como acima obtemos

‖fs − ft‖p = ‖ftv − ft‖p ≤ ‖ftv − ψtv‖p + ‖ψtv − ψt‖p + ‖ψt − ft‖p

= ∆(v−1)
1
p ∆(t−1)

1
p ‖f − ψ‖p + ‖ψtv − ψt‖p + ∆(t−1)

1
p ‖ψ − f‖p

< 2
ε

4
+
ε

4
+
ε

4
= ε. �

Observação 2.2.14. A aplicação x 7→ fx de G em Lp(G) é uniformemente cont́ınua à

esquerda para todo f ∈ Lp(G) se e somente se G é unimodular. De fato, suponha que G

é unimodular. Pelo corolário 1.2.15, f∗ também pertence a Lp(G). Dado ε > 0, usamos o

lema 2.2.13 para escolher uma vizinhança U de e tal que ‖s(f∗) −t(f∗)‖p < ε sempre que
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st−1 ∈ U . Então x−1y ∈ U implica que

‖fx − fy‖p = ‖(fx − fy)∗‖p = ‖x−1(f∗) −y−1 (f∗)‖p < ε.

Suponha agora que G não é unimodular. Seja U uma vizinhança simétrica de e tal que

U é compacto. Seja x1 = e; tendo escolhido xn−1, escolha xn ∈
(
n−1⋃
k=1

xkU

)c
(note que xn

existe pois G não é compacto). Seja W1 uma vizinhança simétrica de e tal que W 3
1 ⊂ U

e λ(W1) <
1
2 (isto é posśıvel pois G não é discreto). Tendo escolhido Wn−1, seja Wn

uma vizinhança simétrica de e tal que W 2
n ⊂ Wn−1 e λ(Wn) < 2−n. Finalmente, seja

W =
∞⋃
n=1

xnWn. Note que λ(W ) ≤
∞∑
n=1

2−n < ∞ e assim 1W ∈ Lp(G). Para mostrar que

x 7→ (1W )x não é uniformemente cont́ınua à esquerda, seja V uma vizinhança simétrica de

e tal que V ⊂W1. Escolha um inteiro positivo m tal que 21−m < λ(V ). Então V ∩W c
m−1

deve ser não-vazio pois se V ⊂ Wm−1 então λ(V ) ≤ λ(Wm−1) < 21−m; tome qualquer

elemento v de V ∩ W c
m−1. Mostraremos que xmWmv é disjunto de W . Assuma que

xmWmv ∩ xnWn 6= ∅, para algum n. Então xmwmv = xnw
′
n para wm ∈ Wm e w′

n ∈ Wn,

e assim x−1
n xm ∈ WnV

−1W−1
m ⊂ W 3

1 ⊂ U , ou seja xm ∈ x−1
n U ; segue dáı que n ≤ m.

Por outro lado, como U é simetrica também temos que x−1
m xn ∈ U e portanto n = m.

Desta maneira v = w−1
m w′

n ∈ W−1
m Wm = W 2

m ⊂ Wm−1, que é uma contradição. Sendo

xmWmv ⊂Wv e xmWmv é disjunto de W , é fácil ver que ‖(1W )− (1W )v−1‖p > 0. Agora,

para todo y ∈ G, temos

‖(1W )y − (1W )yv−1‖p = ∆(y−1)
1
p ‖(1W ) − (1W )v−1‖p. (2.8)

Sendo que G não é unimodular, ∆(G) é (um grupo) não-limitado em (0,∞), e assim o lado

direito da equação 2.8 pode ser feita arbitrariamente grande. Sendo (yv−1)−1y = v ∈ V ,

isto mostra que x 7→ (1W )x não é uniformemente cont́ınua à esquerda.

Teorema 2.2.15. Se f ∈ L1(G) e g ∈ L∞(G) então a integral

h(x) =

∫

G

f(xy)g(y−1)dy

existe para todo x ∈ G e define uma função h que é uniformemente cont́ınua à direita e

limitada sobre G e temos ‖h‖∞ ≤ ‖f‖1‖g‖∞. A função h será denotada por f ∗ g (por

motivos óbvios). Mais ainda, se g ∈ C0(G) então f ∗ g ∈ C0(G).
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Prova: Suponha primeiro que f ∈ L1(G) e g ∈ L∞(G). Note que

∫

G

|f(xy)g(y−1)|dy ≤ ‖xf‖1‖g∗‖∞ = ‖f‖1‖g‖∞.

Assim h(x) existe e é finito para todo x ∈ G e ‖h‖∞ ≤ ‖f‖1‖g‖∞. Agora, para s, t ∈ G

temos,

|f ∗ g(s) − f ∗ g(t)| ≤
∫

G

|f(sy) − f(ty)||g(y−1)|dy ≤ ‖sf −tf‖1‖g‖∞.

Segue do lema 2.2.13 que f ∗ g é uniformemente cont́ınua à direita.

Suponha agora que f ∈ C00(G) e g ∈ C0(G). Seja ε > 0 e F,K ⊂ G

compactos tal que f(x) = 0, para x ∈ F c e |g(x)| < ε
‖f‖1

, para x ∈ Kc. Então FK é

compacto e |f ∗ g(x)| ≤ ε para todo x ∈ (FK)c. De fato, se x /∈ FK então y−1x /∈ K,

para todo y ∈ F . Dáı

|f ∗ g(x)| =

∣∣∣∣
∫

G

f(y)g(y−1x)dy

∣∣∣∣ ≤
∫

|f(y)||g(y−1x)|dy =

∫

F

|f(y)||g(y−1x)|dy ≤ ε

‖f‖1
‖f‖1 = ε.

para todo x /∈ FK. Segue que se f ∈ C00(G) e g ∈ C0(G) então f ∗ g ∈ C0(G).

Finalmente, seja f ∈ L1(G) e g ∈ C0(G). Seja {fn} sequência de funções

em C00(G) tal que ‖fn − f‖1 → 0 quando n→ ∞. Então cada função fn ∗ g ∈ C0(G) e

‖fn ∗ g − f ∗ g‖∞ ≤ ‖fn − f‖1‖g‖∞ → 0, quando n→ ∞.

Logo f ∗ g ∈ C0(G). �

Corolário 2.2.16. Seja A ∈ BG tal que 0 < λ(A) < ∞. Então AA−1 contém uma vizi-

nhança da identidade.

Prova: Considere f = 1A e g = 1A−1 . Então f ∈ L1(G) e g ∈ L∞(G). Pelo teo-

rema 2.2.15 f ∗ g é cont́ınua e temos

(f ∗ g)(e) =

∫

G

f(y)g(y−1e)dy =

∫

A

1A−1(y−1)dy = λ(A) > 0.

Assim existe V ∈ viz(e) tal que f ∗g(x) > 0 para todo x ∈ V . Mas note que se x ∈ (AA−1)c

então f ∗ g(x) = 0. Logo V ⊂ AA−1. �
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Teorema 2.2.17. SejaG um grupo topológico localmente compacto. As seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) G é um grupo abeliano;

(ii) M(G) é uma álgebra comutativa;

(iii) L1(G) é uma álgebra comutativa;

(iv) existe um ∗−subsemigrupo comutativo A de M(G) tal que para todo aberto não

vazio U de G existe µ ∈ A+ tal que µ(U) = 1 e µ(U c) = 0.

Prova: Para cada a ∈ G, defina εa : BG → C, onde εa(E) = 1E(a). É facil ver que

εa ∈M(G). Sejam a, b ∈ G, e note que para f ∈ C0(G) temos

∫

G

fd(εa ∗ εb) =

∫

G

∫

G

f(xy)dεa(x)dεb(y) =

∫

G

f(ay)dεb(y) = f(ab) =

∫

G

fdεab.

Segue que εa ∗ εb = εab, para todo a, b ∈ G. Assim, se G não é abeliano então M(G) não é

comutativa. Suponha agora que G é abeliano. Sejam µ, ν ∈M(G). Então para f ∈ C0(G)

temos

∫

G

fd(µ ∗ ν) =

∫

G

∫

G

f(xy)dµ(x)dν(y) =

∫

G

∫

G

f(yx)dµ(x)dν(y) =

=

∫

G

∫

G

f(yx)dν(y)dµ(x) =

∫

G

fd(ν ∗ µ).

Logo µ ∗ ν = ν ∗ µ para todo µ, ν ∈ M(G) e portanto M(G) é comutativa. Assim (i) é

equivalente a (ii).

Se M(G) é comutativa então qualquer sub-álgebra de M(G) é comutativa;

em particular Ma(G) é comutativa e portanto L1(G) é comutativa. Assim (ii) implica

(iii). Se L1(G) é uma álgebra comutativa então a álgebra Ma(G) também é comutativa.

Assim (iii) implica (iv).

Suponha agora que (iv) vale e seja A qualquer ∗−subsemigrupo de M(G)

tal que para todo aberto não vazio U de G existe um µ ∈ A+ tal que µ(U) = 1 e

µ(U c) = 0. Suponha que G não é abeliano, isto é, ab 6= ba, para algum a, b ∈ G. Então

por continuidade do produto de G (e como G é Hausdorff) existe uma vizinhança simétrica

V de e tal que

(V baV ) ∩ (V aV b) = ∅ (2.9)
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Escolha V1 vizinhança de e tal que V1 ⊂ V . Agora escolha ν ∈ A+ tal que

ν(b−1V1) = 1 e ν((b−1V1)
c) = 0. Seja S(ν) o suporte de ν (veja teorema A.1.20). Temos

que b−1V1 é fechado e

ν((b−1V1)
c) ≤ ν((b−1V1)

c) = 0.

Assim S(ν) ⊂ b−1V1 ⊂ b−1V ; seja c qualquer elemento de S(ν)−1 ⊂ V b. Agora seja W

vizinhança simétrica de e tal que W ⊂ V e a−1Wa ⊂ V . Finalmente, seja µ ∈ A+ tal que

µ(Wac) = 1 e µ((Wac)c) = 0. Iremos mostrar que µ ∗ ν(aV ) 6= ν ∗ µ(aV ); isto irá violar

(iv) e mostrar que (iv) implica (i). Pelo corolário 2.1.11 temos

µ ∗ ν(aV ) =

∫

G

ν(x−1aV )dν(x) =

∫

Wac

ν(x−1aV )dµ(x).

Se x ∈ Wac, então x ∈ Wac = aa−1Wac ⊂ aV c, e assim c−1 ∈ x−1aV . Em outras

palavras, o conjunto aberto x−1aV intersepta S(ν), e assim ν(x−1aV ) > 0. Segue que

µ ∗ ν(aV ) > 0. Completemos agora a prova mostrando que ν ∗ µ(aV ) = 0. Temos

ν ∗ µ(aV ) =

∫

G

µ(x−1aV )dν(x) =

∫

b−1V

µ(x−1aV )dν(x).

Se x ∈ b−1V , então x−1 ∈ V b e

(x−1aV ) ∩ (Wac) ⊂ (V caV ) ∩ (V aV c) = ∅

pela equação 2.9. Consequentemente µ(x−1aV ) = 0 para todo x ∈ b−1V e ν ∗µ(aV ) = 0.�

Exemplo 2.2.18. Seja G um grupo discreto. Então a álgebra Ma(G) coincide com M(G).

De fato, se G é discreto então já sabemos que λ é a medida de contagem:

λ(E) =





número de pontos de E se E é finito

∞ se E é infinito

Assim λ(E) = 0 somente para E = ∅. Logo toda µ ∈M(G) satisfaz µ(E) = 0 sempre que

λ(E) = 0.

Exemplo 2.2.19. A álgebra M(G) contém uma unidade, a saber a medida εe. De fato,
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temos para µ ∈M(G),

∫

G

fd(µ ∗ εe) =

∫

G

∫

G

f(xy)dµ(x)dεe(y) =

∫

G

∫

G

f(xy)dεe(y)dµ(x) =

=

∫

G

f(x)dµ(x) =

∫

G

fdµ

e ∫

G

fd(εe ∗ µ) =

∫

G

∫

G

f(xy)dεe(x)dµ(y) =

∫

G

f(y)dµ(y) =

∫

G

fdµ.

Logo µ ∗ εe = εe ∗µ = µ, para toda µ ∈M(G). Em particular, se G é discreto, Ma(G) tem

unidade.

Teorema 2.2.20. Se G é não-discreto então Ma(G) [equivalentemente L1(G)] não tem

unidade.

Prova: Assuma que µ ∈ Ma(G) e que µ ∗ ν = ν, para toda ν ∈ Ma(G). Como G é não

discreto temos |µ|({e}) = 0 (veja exemplo 1.2.17). Assim existe U vizinhança de e tal

que |µ|(U) < 1. Seja V vizinhança simétrica de e tal que V 2 ⊂ U e λ(V ) < ∞; então

1V ∈ L1(G) e temos para quase todo x ∈ V que

1 = 1V (x) = µ ∗ 1V (x) =

∫

G

1V (y−1x)dµ(y) =

∣∣∣∣
∫

G

1V (y−1x)dµ(y)

∣∣∣∣ ≤

≤
∫

G

1V (y−1x)d|µ|(y). (2.10)

Agora, se y /∈ U então y /∈ xV ⊂ V 2 ⊂ U , para todo x ∈ V . Assim x−1y /∈ V , e assim

y−1x /∈ V −1 = V , para todo x ∈ V . Dáı

∫

G

1V (y−1x)d|µ|(y) =

∫

U

1V (y−1x)d|µ|(y) ≤
∫

U

1d|µ|(y) = |µ|(U) < 1.

Isto contradiz a equação 2.10. �

Definição 2.2.21. Seja A uma álgebra normada. Uma unidade aproximada em A é uma

net {ei}i∈I tal que ‖ei‖ ≤ 1, para todo i ∈ I e

lim
i∈I

xei = lim
i∈I

eix = x,

para todo x ∈ A.
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Teorema 2.2.22. A álgebra Ma(G) [equivalentemente L1(G)] contém uma unidade apro-

ximada.

Prova: Vamos provar que a álgebra L1(G) tem uma unidade aproximada.

Seja I = {U ∈ viz(e) : λ(U) < ∞} e olhe I como conjunto dirigido da

maneira usual: U ≥ V se U ⊂ V (U, V ∈ I). Para cada U ∈ I, seja fU = 1U

λ(U) e note que

fU ∈ L1(G). Provaremos que a net {fU}U∈I é uma unidade aproximada para L1(G). Seja

ε > 0. Seja U0 ∈ I tal que

‖y−1f − f‖ ≤ ε

para todo y ∈ U0 (tal U0 existe pelo lema 2.2.13). Então para todo U ∈ I, com U ≥ U0

temos

‖fU ∗ f − f‖1 =

∫

G

|fU ∗ f(x) − f(x)|dx =

=

∫

G

∣∣∣∣
∫

U

fU(y)f(y−1x)dy −
∫

U

f(x)fU(y)dy

∣∣∣∣ dx ≤

≤
∫

G

∫

U

|fU (y)f(y−1x) − fU(y)f(x)|dydx =

=

∫

U

(∫

G

|f(y−1x) − f(x)|dx
)
fU (y)dy =

=

∫

U

‖y−1f − f‖1fU(y)dy ≤ ε.

Assim lim
i∈I

fU ∗ f = f . Agora tome U0 ∈ I tal que ‖f‖1|∆(y−1)− 1| ≤ ε
2 , e ∆(y−1)‖fy−1 −

f‖1 ≤ ε
2 , para todo y ∈ U0 (tal U0 existe pelo lema 2.2.13 e o corolário 1.2.11). Então

para todo U ∈ I, com U ≥ U0 temos

‖f‖1|1 −
∫

U

∆(y−1)fU (y)dy| ≤
∫

U

‖f‖1|1 − ∆(y−1)|fU (y)dy ≤ ε

2
(2.11)

e

∫

G

|f ∗ fU(x) − (

∫

U

∆(y−1)fU (y)dy)f(x)|dx =

=

∫

G

|
∫

U

fU (y)f(xy−1)∆(y−1)dy −
∫

U

∆(y−1)fU (y)f(x)dy|dx ≤

≤
∫

G

∫

U

|f(xy−1) − f(x)|∆(y−1)fU (y)dydx =

=

∫

U

(

∫

G

|f(xy−1) − f(x)|dx)∆(y−1)fU(y)dy =

=

∫

U

‖fy−1 − f‖1∆(y−1)fU (y)dy ≤ ε

2
(2.12)
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Das equações 2.11 e 2.12 segue que

‖f ∗ fU − f‖1 ≤ ‖f ∗ fU − (

∫

U

∆(y−1)fU(y)dy)f‖1 + ‖f‖1|1 −
∫

U

∆(y−1)fU (y)dy| ≤

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Logo lim
i∈I

f ∗ fU = f . �

Teorema 2.2.23. Um subespaço fechado A de Ma(G) é um ideal à esquerda [direita] de

Ma(G) se, e somente se, µ ∈ A e x ∈ G implicam que εx ∗ µ ∈ A [µ ∗ εx ∈ A].

Prova: Seja A um ideal à esquerda fechado em Ma(G) e seja {νi}i∈I uma unidade apro-

ximada para Ma(G). Então para µ ∈ A e x ∈ G temos

εx ∗ µ = lim
i∈I

εx ∗ (νi ∗ µ) = lim
i∈I

(εx ∗ νi) ∗ µ ∈ A,

sendo que cada εx ∗ νi ∈Ma(G) e A é um ideal à esquerda fechado.

Suponha reciprocamente que µ ∈ A e x ∈ G implicam que εx ∗µ ∈ A, onde

A é um subespaço fechado de Ma(G). Sejam ν ∈Ma(G) e µ0 ∈ A. Seja Φ ∈Ma(G)∗ para

o qual Φ(A) = 0. Pela observação A.1.25 existe g ∈ L∞(G) tal que

Φ(µ) =

∫

G

gdµ,

para toda µ ∈Ma(G). Então temos

Φ(ν ∗ µ0) =

∫

G

gd(ν ∗ µ0) =

∫

G

∫

G

g(xy)dµ0(y)dν(x) =

∫

G

[

∫

G

∫

G

g(zy)dεx(z)dµ0(y)]dν(x) =

∫

G

Φ(εx ∗ µ0)dν(x) = 0,

pois εx ∗ µ0 ∈ A para x ∈ G e Φ(A) = 0. Assim provamos que para todo Φ ∈Ma(G)∗ tal

que Φ(A) = 0, temos Φ(ν ∗ µ0) = 0. Segue do teorema de Hahn-Banach que ν ∗ µ0 ∈ A.�

Corolário 2.2.24. Um subespaço fechado B de L1(G) é um ideal à esquerda [direita] de

L1(G) se, e somente se, f ∈ B e x ∈ G implicam que xf ∈ B [fx ∈ B].

Prova: Basta notar que se f ∈ L1(G), x ∈ G e se µ ∈Ma(G) é tal que dµ = fdλ, então

d(εx ∗ µ) = (x−1f)dλ e d(µ ∗ εx) = (∆(x−1)fx−1)dλ. �
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Caṕıtulo 3

Multiplicadores

Definiremos neste caṕıtulo o que vem a ser a álgebra de multiplicadores de

uma dada álgebra B, denotada por M(B). Veremos que quando B é uma ∗-álgebra de

Banach então M(B) é uma ∗-álgebra de Banach com unidade que contém B como ideal

essencial. Mais ainda, provaremos que M(B) é caracterizada por ser maximal entre todas

as álgebras que contém B como ideal essencial. Como exemplos ilustrativos demostraremos

que M(C00(X)) = C(X) (a álgebra das funções cont́ınuas sobre X), M(C0(X)) = Cb(X)

(a álgebra da funções cont́ınuas e limitadas sobre X) e que M(L1(G)) = M(G) (onde

G é qualquer grupo localmente compacto). Usaremos a teoria de multiplicadores no

caṕıtulo seguinte, onde provaremos que existe da bijeção entre o conjunto das repre-

sentações unitárias e cont́ınuas de um grupo G e as ∗-representações não-degeneradas

da álgebra de grupo L1(G). Mais informações sobre a teoria de multiplicadores pode ser

encontrada em [9] ou [10].

3.1 Definição e Propriedades da Álgebra de Multiplicadores

Definição 3.1.1. Seja B uma álgebra. Um multiplicador em B é um par (L,R) ∈
L(B) × L(B) ((L(B) é o espaço dos operadores lineares (não necessariamente limitados)

de B em B) tal que para todos a, b ∈ B:

(i) L(ab) = L(a)b;

(ii) R(ab) = aR(b);

(iii) R(a)b = aL(b).

M(B) é o conjunto dos multiplicadores de B.
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Exemplo 3.1.2. Seja B qualquer álgebra e x ∈ B. Defina Lx : B → B, Lx(a) = xa e

Rx : B → B, Rx(a) = ax. Então é fácil ver que (Lx, Rx) ∈M(B).

Exemplo 3.1.3. Seja B um espaço vetorial qualquer. Defina em B o produto trivial:

xy = 0, para todo x, y ∈ B. Então as condições (i), (ii) e (iii) acima são todas identidades

para qualquer (L,R) ∈ L(B) × L(B). Ou seja, M(B) = L(B) × L(B).

Exemplo 3.1.4. Seja X um espaço localmente compacto. Seja B = C00(X). Dada

f ∈ C(X) defina Lf (g) = fg e Rf (g) = gf , para todo g ∈ C00(X). Então é fácil ver que

(Lf , Rf ) ∈M(C00(X)).

Exemplo 3.1.5. Seja agora B = C0(X), onde X é um espaço localmente compacto. Dada

f ∈ Cb(X) = {f ∈ C(X) : f é limitada} defina Lf (g) = Rf (g) = fg para todo g ∈ C0(X).

Exemplo 3.1.6. Seja B uma álgebra normada comutativa com unidade aproximada (veja

definição 2.2.21). Então para cada (L,R) ∈M(B) temos L = R. De fato, temos

bL(a) = R(b)a = aR(b) = R(ab) = R(ba) = bR(a), ∀ a, b ∈ B.

Como B tem unidade aproximada segue que L(a) = R(a), para todo a ∈ B. Ou seja,

L = R.

Teorema 3.1.7. Seja B uma álgebra. Para (L1, R1), (L2, R2) ∈M(B) e α ∈ C defina as

operações

1. (L1, R1) + (L2, R2) = (L1 + L2, R1 +R2);

2. α(L1, R1) = (αL1, αR1);

3. (L1, R1)(L2, R2) = (L1L2, R2R1). (Note a troca de ordem na segunda coordenada.)

Se B possuir involução defina para T ∈ L(B), T ∗(x) = T (x∗)∗. A partir dáı defina:

(L1, R1)
∗ = (R∗

1, L
∗
1)

Então (L1, R1) + (L2, R2) ∈ M(B), α(L1, R1) ∈ M(B), (L1, R1)(L2, R2) ∈ M(B) e no

caso de B ter involução (L1, R1)
∗ ∈M(B). Ou seja, M(B) é uma álgebra (com involução
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no caso de B o ser).

Prova: Todas as afimações são facilmente verificadas. �

Teorema 3.1.8. Seja B uma álgebra de Banach com unidade aproximada {ei}i∈I . Se

(L,R) ∈M(B) então ‖L‖ = ‖R‖ <∞. Se definimos ‖(L,R)‖ = ‖L‖ = ‖R‖, então M(B)

é uma álgebra de Banach com unidade (I, I), onde I : B → B é o operador identidade.

Prova: Primeiro vamos demonstrar que os operadores L e R são fechados. Seja {xn}n ⊂
B tal que xn → x ∈ B e L(xn) → y ∈ B. Então para todo a ∈ B,

aL(x) = R(a)x = R(a) lim
n−>∞

xn = lim
n−>∞

R(a)xn = lim
n−>∞

aL(xn) = ay,

ou seja, aL(x) = ay, para todo a ∈ B. Como B tem unidade aproximada segue que

L(x) = y. Logo L é fechado. Analogamente R é fechado. Como B é de Banach segue do

teorema do gráfico fechado que L e R são limitados.

Agora note que

‖R(a)‖ = lim
i∈I

‖R(a)ei‖ = lim
i∈I

‖aL(ei)‖ ≤ sup
i∈I

‖aL(ei)‖

≤ (sup
i∈I

‖L(ei)‖)‖a‖ ≤ ‖L‖‖a‖,

ou seja, ‖R‖ ≤ ‖L‖. Analogamente, ‖L‖ ≤ ‖R‖. Logo ‖L‖ = ‖R‖ <∞.

Temos que

‖(L1, R1)(L2, R2)‖ = ‖(L1L2, R2R1)‖ = ‖L1L2‖ ≤ ‖L1‖‖L2‖ = ‖(L1, R1)‖‖(L2, R2)‖,

para todo (L1, R1), (L2, R2) ∈ M(B). Assim M(B) é uma álgebra normada. Para

(S, T ) ∈ L(B) × L(B) (aqui L(B) é o espaço dos operadores lineares e limitados de B

em B) defina a norma ‖(S, T )‖ = max{‖S‖, ‖T‖}. Então L(B) × L(B) é um espaço de

Banach e M(B) é um subespaço de L(B) × L(B). Para provar que M(B) é de Banach

basta portanto mostrar que M(B) é fechado em L(B) × L(B). Mas isto é trivial. É

também óbvio que (I, I) é unidade para M(B). �

Teorema 3.1.9. Se B é uma ∗-álgebra de Banach com unidade aproximada então M(B)

é uma ∗-álgebra de Banach com unidade. E se B é uma C ∗-álgebra então M(B) é uma

C∗-álgebra com unidade.
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Prova: Suponha primeiro que B é uma ∗-álgebra de Banach (lembre que numa tal álgebra

temos ‖x∗‖ = ‖x‖, para todo x). Então para (L,R) ∈M(B) temos

‖L∗‖ = sup
‖x‖≤1

‖L∗(x)‖ = sup
‖x‖≤1

‖L(x∗)∗‖ = sup
‖x‖≤1

‖L(x∗)‖ = sup
‖x‖≤1

‖L(x)‖ = ‖L‖.

Analogamente, ‖R∗‖ = ‖R‖. Assim

‖(L,R)∗‖ = ‖(R∗, L∗)‖ = ‖L∗‖ = ‖R∗‖ = ‖L‖ = ‖R‖ = ‖(L,R)‖.

Logo M(B) é uma ∗-álgebra de Banach com unidade.

Suponha agora que B é uma C∗-álgebra. Então, é um fato, que B tem uma

unidade aproximada (veja teorema 8.4, página 405 de [3]). Dáı, como provado acima, B

já é uma ∗-álgebra de Banach com unidade. Basta então provar que ‖(L,R)∗(L,R)‖ =

‖(L,R)‖2, para todo (L,R) ∈M(B). Seja (L,R) ∈M(B). Então note que

‖L(x)‖2 = ‖L(x)∗L(x)‖ = ‖R(L(x)∗)x‖ = ‖R∗(L(x))∗x‖ ≤ ‖R∗(L(x))∗‖‖x‖.

Dáı

‖L‖2 = sup
‖x‖≤1

‖L(x)‖2 ≤ sup
‖x‖≤1

‖R∗(L(x))∗‖ = ‖R∗L‖,

e portanto

‖L‖2 ≤ ‖R∗L‖ ≤ ‖R∗‖‖L‖ = ‖L‖2,

donde ‖R∗L‖ = ‖L‖2. Logo

‖(L,R)∗(L,R)‖ = ‖(R∗L,RL∗)‖ = ‖R∗L‖ = ‖L‖2 = ‖(L,R)‖2.

Portanto M(B) é uma C∗-álgebra com unidade. �

Definição 3.1.10. Seja B uma álgebra. Dizemos que um ideal bilateral I ⊂ B é essencial

se para todo b ∈ B satisfazendo bI = {0} ou Ib = {0} tem-se b = 0.

Exemplo 3.1.11. É facil ver que C00(X) é um ideal essencial em todas as álgebras C0(X),

Cb(X) e C(X). Em particular, segue que C0(X) é um ideal essencial de C b(X).

Exemplo 3.1.12. Seja G um grupo localmente compacto. Então L1(G) é um ideal

essencial de M(G) (aqui estamos identificando L1(G) com Ma(G)). De fato, seja µ ∈
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M(G), µ 6= 0. Então existe f ∈ C00(G) tal que
∫
G
f∗dµ 6= 0. A desigualdade

|µ ∗ f(y) − µ ∗ f(x)| ≤ ‖y−1(f∗) −x−1(f∗)‖∞‖µ‖

e a continuidade uniforme à direita de f∗, mostram que µ ∗ f é uma função cont́ınua.

Também, temos (µ ∗ f)(e) =
∫
G
f∗dµ. Assim ‖µ ∗ f‖1 =

∫
G
|µ ∗ f |dλ > 0

Teorema 3.1.13. Seja B uma álgebra de Banach com unidade aproximada. Defina

iB : B → M(B); iB(x) = (Lx, Rx), onde Lx(a) = xa e Rx(a) = ax, para todo x, a ∈ B.

Então a aplicação iB é um homomorfismo isométrico de B em M(B) e iB(B) é um ideal

essencial em M(B). No caso de B ser uma ∗-álgebra de Banach temos também que iB

preserva ∗.
Prova: É fácil ver que iB é um homomorfismo e que iB preserva ∗ no caso de B ser uma

∗-álgebra de Banach.

Note que para todo a ∈ B,

‖La(x)‖ = ‖ax‖ ≤ ‖a‖‖x‖, ,∀ x ∈ B,

ou seja ‖La‖ ≤ ‖a‖. Mas ‖La(ei)‖ = ‖aei‖ → ‖a‖. Assim ‖La‖ = ‖a‖. Isto diz que iB é

isométrica.

Seja (L,R) ∈M(B) e a ∈ B. Então (L,R)(La, Ra) = (LLa, RaR). Mas

LLa(x) = L(ax) = L(a)x = LL(a)(x)

e

RaR(x) = R(x)a = xL(a) = RL(a)(x),

e assim (L,R)(La, Ra) = (LL(a), RL(a)) = iB(L(a)) ∈ iB(B). Portanto iB(B) é um ideal

de M(B).

Suponha agora que (L,R) ∈M(B) e (L,R)iB(B) = {(0, 0)}. Então

(L,R)(La, Ra) = (LL(a), RL(a)) = (0, 0),

para todo a ∈ B. Assim L(a)x = xL(a) = 0, para todo a, x ∈ B. Como B tem

unidade aproximada isto implica que L(a) = 0, para todo a ∈ B, ou seja, L = 0. Dáı
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‖R‖ = ‖L‖ = 0, ou seja, R = 0. Analogamente, se iB(B)(L,R) = 0 então L = R = 0.

Logo iB(B) é um ideal essencial de M(B). �

Observação 3.1.14. A partir do teorema acima podemos supor que se B é uma álgebra

de Banach com unidade aproximada, então B pode ser considerada dentro de uma álgebra

de Banach M(B) com unidade tal que B é um ideal essencial de M(B). No caso de B ser

uma ∗-álgebra de Banach, M(B) também é uma ∗-álgebra de Banach e no caso de B ser

uma C∗-álgebra M(B) também é uma C∗-álgebra.

Teorema 3.1.15. Se B é uma álgebra de Banach com unidade aproximada e se A é uma

álgebra de Banach que contém B como ideal então existe um homomorfismo i de A em

M(B) que é a identidade sobre B (no caso em que A é ∗-álgebra i também preserva ∗).
Mais ainda, se B é um ideal essencial de A então i é injetivo.

Prova: Para cada a ∈ A e b ∈ B temos ab, ba ∈ B. Assim temos definida as aplicações

La : B 3 x 7→ ax ∈ B e Ra : B 3 x 7→ xa ∈ B.

É fácil ver que (La, Ra) ∈ M(B). Defina i : A → M(B), i(a) = (La, Ra). Então é

fácil ver que i é um homomorfismo. Suponha agora que B é um ideal essencial de A e que

i(a) = (La, Ra) = (0, 0). Então La(x) = Ra(x) = 0, para todo x ∈ B, ou seja ax = xa = 0,

para todo x ∈ B. Como B é um ideal essencial de A segue que a = 0. Logo i é injetiva.�

O teorema acima nos diz que M(B) é maximal entre todas as álgebras que

contém B como ideal essencial.

3.2 A Álgebra de Multiplicadores de C0(X)

Seja X um espaço localmente compacto. Já vimos no exemplo que cada

f ∈ Cb(X) define um multiplicador µf = (Lf , Rf ) ∈ M(C0(X)) (veja exemplo 3.1.5).

Iremos mostrar nesta seção que a aplicação f 7→ µf é um ∗-isomorfismo de Cb(X) sobre

M(C0(X)) e assim (por abuso de notação) poderemos escrever que M(C0(X)) = Cb(X).

Teorema 3.2.1. Seja X um espaço localmente compacto. A aplicação

Φ : Cb(X) 3 f 7→ µf = (Lf , Rf ) ∈M(C0(X))
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é um ∗-isomorfismo.

Prova: Pelo exemplo 3.1.11 e o teorema 3.1.15 temos que Φ é um ∗-homomorfismo injetor.

Basta mostrar então que Φ é sobrejetor. Seja µ = (L,R) ∈ M(B). Como C0(X) é uma

álgebra comutativa temos L = R (veja exemplo 3.1.6). Assim basta mostrar que L = Lh

para algum h ∈ Cb(X).

Fixe x0 ∈ X e U ∈ viz(x0). Suponha que f ∈ C0(X) é tal que f(x) = 0

para todo x ∈ U . Seja g ∈ C0(X) tal que g(x0) = 1 e g(U c) = 0 (veja 1.2.10). Então note

que

L(f)|x0
= L(f)g|x0

= L(fg)|x0
= L(0)|x0

= 0.

Dáı L(f)|x0
= 0 para todo f ∈ C0(X) com f(x) = 0 em algum U ∈ viz(x0).

Suponha agora que f ∈ C0(X) é tal que f(x0) = 0. Para cada n ∈ N

seja Vn ∈ viz(x0) tal que |f(x)| < 1
n
, para todo x ∈ Vn. Seja Un ∈ viz(x0) tal que Un

é compacto e Un ⊂ Un ⊂ Vn. Seja gn ∈ C0(X) tal que gn|
Un

= 0 e gn|V c
n

= 1. Tome

fn = fgn. Então fn|Un
= 0 e fn|V c

n
= f|V c

n
. Note que |fn(x)−f(x)| = |f(x)(1−gn(x)| ≤ 2

n
,

para todo x ∈ X e n ∈ N. Assim ‖fn − f‖∞ ≤ 2
n

para todo n ∈ N, ou seja, fn → f em

C0(X). Como L é limitado temos L(fn) → L(f). Mas L(fn)|x0
= 0, para todo n ∈ N.

Assim L(f)|x0
= 0, para toda f ∈ C0(X) com f(x0) = 0. Segue que L(f)|x0

= L(g)|x0
se

f, g ∈ C0(X) e f(x0) = g(x0). Defina agora h : X → C da seguinte forma: para x ∈ X

seja f ∈ C0(X) tal que f(x) = 1 e defina h(x) = L(f)|x . Pela discussão acima h está bem

definida. Vamos provar que h ∈ C b(X). De fato, primeiro note que se fx ∈ C0(X) é tal

que ‖fx‖ ≤ 1 e fx(x) = 1 então

|h(x)| = |L(fx)|x | ≤ ‖L(fx)‖ ≤ ‖L‖‖fx‖ ≤ ‖L‖,

para todo x ∈ X. Isto diz que h é limitada. Agora fixe x0 ∈ X. Seja U ∈ viz(x0) tal

que U é compacto. Seja fx0 ∈ C0(X) tal que fx0 |U
= 1. Então para todo x ∈ U temos

fx0(x) = 1 e assim h(x) = L(fx0)|x . Como h coincide com uma função cont́ınua numa

vizinhança de x0 então h é cont́ınua em x0. Logo h ∈ Cb(X).

Finalmente tome f ∈ C0(X) arbitrária e x ∈ X. Seja g ∈ C0(X) tal que

g(x) = 1. Então h(x) = L(g)|x e assim

L(f)|x = L(f)g|x = L(fg)|x = L(gf)|x = L(g)f|x = L(g)|xf|x = h|xf|x = f(x)h(x),
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para todo x ∈ X, ou seja L(f) = fh. Como f foi arbitrária temos R = L = Lh = Rh. �

3.3 A Álgebra de Multiplicadores de C00(X)

Iremos mostrar nesta seção que M(C00(X)) = C(X).

Teorema 3.3.1. Seja X um espaço localmente compacto. A aplicação

Φ : C(X) 3 f 7→ (Lf , Rf ) ∈M(C00(X))

é um ∗-isomorfismo.

Prova: Pelo exemplo 3.1.11 e o teorema 3.1.15 temos que Φ é um ∗-homomorfismo injetor.

Basta provar que Φ é sobrejetor. Para isso seja (L,R) ∈ M(C00(X)). Como C00(X) é

comutativo L = R. Fixe U ⊂ X aberto tal que U é compacto. Seja IU = {f ∈ C00(X) :

f|Uc = 0}. Note que IU é um ideal de C00(X) e é fácil ver que a aplicação

C0(U) 3 g 7→ g̃ ∈ IU ,

onde g̃ denota a extensão por zero de g, é um ∗-isomorfismo. Mais ainda temos L(IU ) ⊂ IU .

De fato, seja f ∈ IU . Suponha que f ≥ 0. Então f =
√
f
√
f e dáı L(f) = L(

√
f)
√
f ∈ IU .

Agora, se f ∈ IU é qualquer então escreva f = (f1 − f2) + i(f3 − f4), onde fi ∈ IU e

fi ≥ 0, para i = 1, 2, 3, 4. Então como L é linear segue que L(f) ∈ IU . Assim LU = L|IU
:

IU → IU é um multiplicador de IU ∼= C0(U). Pelo teorema 3.2.1 existe fU ∈ Cb(U) tal que

LU (g) = fUg, para toda g ∈ C0(U). Então para cada U ⊂ X aberto, como U compacto

existe fU ∈ Cb(U) tal que LU (g) = fUg, para toda g ∈ C0(U). Seja x ∈ X arbitrário e

tome U ∈ viz(x) tal que U é compacto. Defina F : X → C pondo F (x) = fU(x). Seja

V ∈ viz(x) tal que V é compacto. Seja g ∈ IU∩V ⊂ IU ∩ IV tal que g(x) = 1. Então note

que

fU(x) = fU (x)g(x) = LU (g)|x = L(g)|x = LV (g)|x = fV (x)g(x) = fV (x).

Assim F está bem definida. Vamos provar agora que F ∈ C(X). Fixe x0 ∈ X. Seja U0 ∈
viz(x0), U0 compacto. Então para todo x ∈ U0 temos U0 ∈ viz(x). Assim F (x) = fU0(x),

para todo x ∈ U0. Seja ε > 0 e tome x0 ∈ U ⊂ U0 tal que |fU0(x) − fU0(x0)| < ε, para

todo x ∈ U . Então |F (x) − F (x0)| < ε, para todo x ∈ U . Logo F ∈ C(X). Finalmente
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seja f ∈ C00(X) e x ∈ X. Seja U ∈ viz(x) tal que U é compacto. Seja g ∈ IU tal que

g(x) = 1. Então

L(f)|x = L(f)g|x = L(fg)|x = LU(fg)|x = fU(x)f(x)g(x) = F (x)f(x).

Logo L(f) = Ff para todo f ∈ C00(X), ou seja L = LF . �

3.4 A Álgebra de Multiplicadores de L1(G)

Provaremos nesta seção que M(L1(G)) = M(G). O leitor interessado pode

encontrar mais sobre este fato em [9] ou [10].

Teorema 3.4.1. Seja G um grupo localmente compacto. Então a aplicação

Φ : M(G) 3 µ 7→ (Lµ, Rµ) ∈M(L1(G)),

onde Lµ(f) = µ ∗ f e Rµ(f) = f ∗ µ, para toda f ∈ L1(G) é um ∗-isomorfismo.

Prova: Pelo exemplo 3.1.12 e o teorema 3.1.15 segue que Φ é um ∗-homomorfismo in-

jetivo. Basta provar que Φ é sobrejetivo. Seja (L,R) ∈ M(L1(G)). Considere A =

C0(G) ∩ L1(G). Em A introduza a estrutura algébrica de C0(G) e a norma

‖f‖A = ‖f‖1 + ‖f‖∞, ∀ f ∈ A.

Então A é uma ∗-álgebra de Banach. De fato é fácil ver que A é uma ∗-álgebra. Seja {fn}n
uma sequência de Cauchy em A. Então {fn}n é uma sequência de Cauchy em C0(G) e

em L1(G). Assim existem f ∈ C0(G) e g ∈ L1(G) tais que fn → f em C0(G) e fn → g

em L1(G). Então existe uma subsequência {fnk
}k de {fn}n tal que fnk

(x) → g(x) para

λ-quase todo x ∈ G (veja A.1.27). Segue que f(x) = g(x) para quase todo x ∈ G. Assim

f = g em L1(G). Então fn → f em L1(G). Segue que fn → f em A. Logo A é um espaço

de Banach. Agora note que para f, g ∈ A temos

‖fg‖A = ‖fg‖1 + ‖fg‖∞ =

∫

G

|f(x)g(x)|dx + ‖fg‖∞ ≤

‖f‖1‖g‖∞ + ‖f‖∞‖g‖∞ ≤ ‖f‖A‖g‖∞ ≤ ‖f‖A‖g‖A.
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Assim A é uma ∗-álgebra de Banach.

Se f ∈ L1(G) e g ∈ A então segue do teorema 2.2.15 que f ∗ g ∈ C0(G),

ou seja L1(G) ∗ A ⊂ A. Seja agora f ∈ A e ε > 0. Como f ∈ C0(G), f é uniformemente

cont́ınua à direita e assim existe U ∈ viz(e) tal que U−1 = U , U é compacto e

|f(s) − f(t)| < ε, ∀ st−1 ∈ U.

Assim se y ∈ U temos |f(y−1x) − f(x)| < ε, para todo x ∈ G. Tome fU = 1U

λ(U) . Então

fU ∈ L1(G) e temos

|(fU ∗ f)(x) − f(x)| = |
∫

G

fU (y)f(y−1x)dy − f(x)| = |
∫

U

fU (y)[f(y−1x) − f(x)]dy| ≤

∫

U

fU(y)|f(y−1x) − f(x)|dy ≤ ε,

para todo x ∈ G. Assim ‖fU ∗ f − f‖∞ ≤ ε. Bom, já sabemos que a net {fU}U∈I , onde

I = {U ∈ viz(e) : U−1 = U e U é compacto}, é uma unidade aproximada para L1(G)

(veja demonstração do teorema 2.2.22). Logo existe V ∈ I tal que ‖fV ∗ f − f‖1 < ε.

Tomando W = U ∩ V temos que ‖fW ∗ f − f‖A < ε. Logo L1(G) ∗A é denso em A. Pelo

teorema de Cohen-Hewit (veja teorema 32.22, pg 268 de [2]), para toda f ∈ A e para todo

ε > 0, existem g ∈ L1(G) e h ∈ B tal que

(i) f = g ∗ h,

(ii) ‖g‖1 ≤ 1,

(iii) ‖f − h‖A < ε.

Em particular para f ∈ C00(G) existem g ∈ L1(G) e h ∈ A tal que f = g ∗ h. Dáı,

L(f) = L(g ∗ h) = L(g) ∗ h ∈ L1(G) ∗A. Em particular L(f) é uma funcão cont́ınua para

toda f ∈ C00(G). Assim fica bem definido o funcional

Φ : C00 3 f 7→ L(f∗)(e) ∈ C.

Afirmamos que Φ ∈ C∗
00(G). De fato, é fácil ver que Φ é linear. Seja f ∈ C00(G) ⊂ A e

ε > 0. Então f∗ = g ∗ h, onde g ∈ L1(G), ‖g‖1 ≤ 1 e h ∈ B, com ‖f∗ − h‖A < ε. Dáı,

|L(f∗)(e)| ≤ ‖L(f∗)‖∞ = ‖L(g) ∗ h‖∞ ≤ ‖L(g)‖1‖h‖∞ ≤
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‖L‖‖g‖1‖h− f∗ + f∗‖∞ ≤ ‖L‖(‖h − f∗‖∞ + ‖f∗‖∞) ≤ ‖L‖(ε+ ‖f‖∞),

para todo ε > 0. Segue que |L(f∗)(e)| ≤ ‖L‖‖f‖∞. Logo Φ ∈ C∗
00(G). Por outro lado,

como C00(G) é denso em C0(G) temos que C∗
00(G) ∼= C∗

0 (G) ∼= M(G). Assim existe

µ ∈M(G) tal que

Φ(f) =

∫

G

fdµ,

isto é,

L(f∗)(e) =

∫

G

fdµ,

para toda f ∈ C00(G). Note agora que para f ∈ L1(G) temos

∆(x−1)(f ∗ δx−1)(e) = ∆(x−1)

∫

G

∆(y−1)f(ey−1)dδx−1(y) =

∆(x−1)∆(x)f(x) = f(x),

para λ-quase todo x ∈ G. Assim para f ∈ C00(G) temos

L(f)(x) = ∆(x−1)(L(f) ∗ δx−1)(e),

para λ-quase todo x ∈ G. Note agora que L(f) ∗ δx = L(f ∗ δx), para todo x ∈ G. De

fato, para cada x ∈ G, defina as aplicações

Lx : L1(G) → L1(G); Lx(f) = δx ∗ f =x−1 f

e

Rx : L1(G) → L1(G); Rx(f) = f ∗ δx = ∆(x−1)fx−1 .

É fácil ver que o par (Lx, Rx) ∈M(L1(G)). Agora note que a álgebra L1(G)

é “superassociativa”, ou seja, se (L1, R1), (L2, R2) ∈ M(L1(G)) então L1R2 = R2L1. De

fato, por Cohen-Hewit novamente temos que L1(G) é idenpotente, ou seja, para toda

f ∈ L1(G), existem g, h ∈ L1(G) tal que f = g ∗ h. Dáı,

L1R2(f) = L1R2(g ∗ h) = L1(g ∗ R2(h)) = L1(g)R2(h) =

R2(L1(g) ∗ h) = R2(L1(g ∗ h)) = R2L1(f).

Em particular temos LRx = RxL, isto é, L(f ∗ δx) = L(f) ∗ δx para toda f ∈ L1(G).
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Assim

L(f)(x) = ∆(x−1)L(f) ∗ δx−1(e) = ∆(x−1)L(f ∗ δx−1)(e) =

= ∆(x−1)

∫

G

(f ∗ δ−1
x )(y−1)dµ(y) = ∆(x−1)

∫

G

∫

G

∆(z−1)f(y−1z−1)dδx−1(z)dµ(y)

= ∆(x−1)

∫

G

∆(x)f(y−1x)dµ(y) =

∫

G

f(y−1x)dµ(y) = (µ ∗ f)(x),

para λ-quase todo x ∈ G. Logo L(f) = µ∗f , para toda f ∈ C00(G). Segue que L(f) = µ∗f ,

para toda f ∈ L1(G), ou seja, L = Lµ. Agora note que

R(f) ∗ g = f ∗ L(g) = f ∗ Lµ(g) = f ∗ µ ∗ g = Rµ(f) ∗ g,

para todos f, g ∈ L1(G). Segue do teorema 2.2.22 que R(f) = Rµ(f), para todo f ∈ L1(G),

isto é, R = Rµ. Assim (L,R) = (Lµ, Rµ) e portanto a aplicação

M(G) 3 µ 7→ (Lµ, Rµ) ∈M(L1(G))

é um ∗-isomorfismo. Assim podemos escrever: M(L1(G)) = M(G). �
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Caṕıtulo 4

Representações

Neste caṕıtulo estudaremos a conexão entre representações unitárias de um

grupo localmente compacto G e as ∗-representações de Ma(G), ou seja, as ∗-representações

de L1(G). Podemos citar [1] ou [3] como referências mais detalhadas sobre representações

de álgebras e grupos.

4.1 Representações de Álgebras

Definição 4.1.1. Seja A uma álgebra. Uma representação de A sobre um espaço de

Hilbert H é uma aplicação linear π : A → L(H) que também é um homomorfismo. Isto

é, para cada x ∈ A, π(x) é um operador limitado sobre H, e para todos x, y ∈ A e

α ∈ C, temos π(x + y) = π(x) + π(y), π(αx) = απ(x) e π(xy) = π(x)π(y). Se A é uma

∗-álgebra, e se π satisfaz também a condição π(x∗) = π(x)∗, para todo x ∈ A então π é

chamada uma ∗-representação de A sobre H. Um subespaço M de H é dito invariante

se π(x)(M) ⊂M para todo x ∈ A.

Teorema 4.1.2. Seja π uma ∗-representação de uma ∗-álgebra A sobre um espaço de

Hilbert H. São equivalentes:

(i) o subespaço linear Hπ de H gerado pelo conjunto {π(a)ξ : a ∈ A, ξ ∈ H} é denso

em H; e

(ii) se π(a)ξ = 0 para todo a ∈ A então ξ = 0.

Se em adição, A tem unidade então os itens acima também são equivalentes à:

(iii) π(1) = 1H , onde 1 é a unidade de A e 1H é o operador identidade sobre H.
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Prova: Suponha que (i) vale. Seja ξ ∈ H tal que π(a)ξ = 0, para todo a ∈ A. Então

para todo η ∈ H e a ∈ A temos

〈π(a)η, ξ〉 = 〈η, π(a)∗ξ〉 = 〈η, π(a∗)ξ〉 = 0.

Em outras palavras, ξ ∈ H⊥
π . Mas Hπ é denso em H e portanto H⊥

π = {0}. Logo ξ = 0 e

portanto (ii) vale.

Suponha agora que (ii) vale. Seja ξ ∈ H⊥
π . Então para todo a ∈ A e η ∈ H

temos

〈π(a)ξ, η〉 = 〈ξ, π(a∗)η〉 = 0,

ou seja, π(a)ξ = 0, para todo a ∈ A. Por hipótese, temos ξ = 0. Isto mostra que H⊥
π = 0.

Logo Hπ é denso em H e isto mostra que (i) vale.

Suponha agora que A tem unidade e que vale (i). Então para a ∈ A e

ξ ∈ H temos π(1)π(a)ξ = π(1 · a)ξ = π(a)ξ. Segue que π(1)η = η para todo η ∈ Hπ. Mas

por hipótese Hπ é denso em H. Logo π(1) = 1H e portanto vale (iii).

É claro que (iii) implica (i). �

Definição 4.1.3. Uma ∗-representação de uma ∗-álgebra é dita não-degenerada se

satisfaz as condições (i) e (ii) do teorema acima.

Definição 4.1.4. Uma representação π de uma álgebra A sobre um espaço de Hilbert H

é dita ćıclica se existe um vetor ξ ∈ H tal que o subespaço linear {π(a)ξ : a ∈ A} é denso

em H. O vetor ξ é chamado vetor ćıclico.

Óbviamente toda ∗-representação ćıclica é não-degenerada.

Teorema 4.1.5. Seja π uma ∗-representação não-degenerada de uma ∗-álgebra A sobre

um espaço de Hilbert H. Então H é a soma direta de subespaços, {Hi}i, que são fechados,

dois a dois ortogonais, e invariantes sob π e tal que π, restrita a Hi, é ćıclica para todo i.

Para ξ ∈ H, seja ξi a projeção de ξ em Hi. Então π(a)ξ =
∑
i

π(a)ξi.

Prova: Veja teorema 21.13, página 315 de [1]. �

Definição 4.1.6. Seja A uma ∗-álgebra. Um funcional linear positivo é um funcional

linear p : A→ C que satifaz:

p(a∗a) ≥ 0, para todo a ∈ A.
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Exemplo 4.1.7. Suponha que A é uma ∗-álgebra, que π é uma ∗-representação de A

sobre um espaço de Hilbert H, e que ξ é um vetor de H. Então a funcão p(a) = 〈π(a)ξ, ξ〉
é um funcional linear positivo sobre A.

Lema 4.1.8. Seja A uma ∗-álgebra de Banach, B um ∗-ideal (não necessariamente

fechado) de A, e p um funcional linear positivo sobre B. Então

|p(b∗ab)| ≤ ‖a‖p(b∗b),

para todo a ∈ A e b ∈ B.

Prova: Ver corolário 18.14, página 474 de [3]. �

Teorema 4.1.9. Seja B uma ∗-álgebra de Banach e suponha que A é uma ∗-álgebra que

contém B como ideal. Seja π : B → L(H) uma ∗-representação não-degenerada. Então

existe uma única ∗-representação π̃ : A→ L(H) que extende π.

Prova: Suponha primeiro que π é ćıclica com vetor ćıclico ξ0 ∈ H. Então H0 = {π(x)ξ0 :

x ∈ B} é um subespaço denso em H.

Para a ∈ A defina π̃(a)(π(x)ξ0) = π(ax)ξ0, para todo x ∈ B. Temos que

‖π̃(a)(π(x)ξ0)‖2 = ‖π(ax)ξ0‖2 =

〈π(ax)ξ0, π(ax)ξ0〉 = 〈π(x∗a∗ax)ξ0, ξ0〉.

Se p : B → R+; p(x) = 〈π(x)ξ0, ξ0〉 segue que p é um funcional linear

positivo. Dáı pelo lema 4.1.8 p(x∗a∗ax) ≤ ‖a∗a‖p(x∗x), ou seja,

〈π(x∗a∗ax)ξ0, ξ0〉 ≤ ‖aa∗‖〈π(x∗x)ξ0, ξ0〉 = ‖a∗a‖‖π(x)ξ0‖2.

Segue que ‖π̃(a)(π(x)ξ0)‖ ≤ ‖a∗a‖ 1
2 ‖π(x)ξ0‖. Assim π̃(a) : H0 → H0 está bem definido

e é um operador linear e limitado. Assim existe única extensão de π̃(a) sobre H que

continuaremos denotando por π̃(a) : H → H e temos π̃(a) ∈ L(H). Como a ∈ A foi

arbitrário temos definida uma aplicação π̃ : A → L(H) tal que π̃(a)(π(x)ξ0) = π(ax)ξ0,

para todo a ∈ A e para todo x ∈ B.

É fácil ver que π̃ é uma ∗-representação e para b ∈ B temos

π̃(b)(π(x)ξ0) = π(ba)ξ0 = π(b)(π(x)ξ0),
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ou seja, π̃(b) = π(b) em H0. Segue que π̃(b) = π(b) em H. Assim π̃ extende π.

Suponha que ˜̃π : A→ L(H) é outra ∗-representação que extende π. Então

para a ∈ A e x ∈ B temos

˜̃π(a)(π(x)ξ0) = ˜̃π(a)(˜̃π(x)ξ0) =

˜̃π(ax)ξ0 = π(ax)ξ0 = π̃(a)(π(x)ξ0),

ou seja, ˜̃π(a) = π̃(a) em H0, para todo a ∈ A. Segue que ˜̃π(a) = π̃(a) em H, para todo

a ∈ A, ou seja ˜̃π = π̃.

O caso não ćıclico agora segue do teorema 4.1.5. �

Exemplo 4.1.10. Seja B qualquer ∗-álgebra de Banach com unidade aproximada. Então

M(B) (a álgebra de Multiplicadores de B) é uma ∗-álgebra de Banach que contém B

como ideal (veja observação 3.1.14). Assim pelo teorema acima qualquer ∗-representação

não-degenerada de B se extende univocamente a uma ∗-representação de M(B).

4.2 Representações de Grupos

Definição 4.2.1. Uma representação unitária de G sobre um espaço de Hilbert H é

uma aplicação V : G 3 x 7→ Vx ∈ U(H) (onde U(H) denota o conjunto dos operadores

unitários sobre H) tal que

(i) Ve = 1H , (onde 1H denota o operador identidade sobre H);

(ii) Vxy = VxVy, para todos x, y ∈ G.

Um representação unitária V de G sobre H é chamada ćıclica se existe um vetor ξ ∈ H

tal que o subespaço gerado pelo conjunto {Vxξ : x ∈ G} é denso em H.

Observação 4.2.2. Note que se V : G→ U(H) é uma representação unitária, então

V ∗
x = V −1

x = Vx−1

para todo x ∈ G. De fato, cada operador Vx é unitário e VxVx−1 = Ve = 1H .
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Teorema 4.2.3. As seguintes condições sobre uma representação unitária V de G sobre

H são equivalentes:

(i) a função G 3 x 7→ 〈Vxξ, η〉 ∈ C é Borel mensurável, para todos ξ, η ∈ H;

(ii) a função G 3 x 7→ Vxξ ∈ H é Borel mensurável, para todo ξ ∈ H.

Prova: Fixe ξ, η ∈ H e note que para todo x ∈ G, como Vx ∈ U(H), temos

‖Vxξ − η‖2 = 〈Vxξ, Vxξ〉 − 〈Vxξ, η〉 − 〈η, Vxξ〉 + 〈η, η〉 =

〈ξ, ξ〉 − 2Re〈Vxξ, η〉 + 〈η, η〉.

Assim se δ > 0 temos

{x ∈ G : ‖Vxξ − η‖2 < δ} = {x ∈ G : 2Re〈Vxξ, η〉 > 〈ξ, ξ〉 + 〈η, η〉 − δ}.

Isto mostra que (i) implica (ii). É claro que (ii) implica (i). �

Definição 4.2.4. Uma representação unitária V : G → U(H) satisfazendo as condições

do teorema acima é dita Borel mensurável.

Teorema 4.2.5. As seguintes condições sobre uma representação unitária V de G sobre

H são equivalentes:

(i) a função G 3 x 7→ 〈Vxξ, η〉 ∈ C é cont́ınua, para todos ξ, η ∈ H;

(ii) a função G 3 x 7→ Vxξ ∈ H é cont́ınua em e, para todo ξ ∈ H;

(iii) a função G 3 x 7→ Vxξ ∈ H é cont́ınua, para todo ξ ∈ H.

Prova: Fixe ξ ∈ H e note que para todo x ∈ G, como Vx ∈ U(H), temos

‖Vxξ − Veξ‖2 = ‖Vxξ − ξ‖2 =

= 〈Vxξ, Vxξ〉 − 〈Vxξ, ξ〉 − 〈ξ, Vxξ〉 + 〈ξ, ξ〉 = 2〈ξ, ξ〉 − 2Re〈Vxξ, ξ〉.

Isto mostra que (i) implica (ii). Para mostrar que (ii) implica (iii) basta notar que para

x, y ∈ G e ξ ∈ H tem-se

‖Vxξ − Vyξ‖ = ‖Vy(Vy−1xξ − ξ)‖ = ‖Vy−1xξ − ξ‖.
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Finalmente, é claro que (iii) implica (i). �

Definição 4.2.6. Uma representação unitária V : G → U(H) satisfazendo as condições

do teorema acima é dita cont́ınua.

Teorema 4.2.7. Seja H um espaço de Hilbert separável e suponha que V é uma repre-

sentação unitária de G sobre H. Então V é cont́ınua se e somente se é Borel mensurável.

Prova: Suponha que V é Borel mensurável. Fixe ξ ∈ H e ε > 0. Seja

A = {x ∈ G : ‖Vxξ − ξ‖ < ε

2
}.

Por hipótese A é Boreliano e temos

A−1 = {x−1 : x ∈ A} = {x−1 : ‖Vxξ − ξ‖ < ε

2
} = {x−1 : ‖V ∗

x ξ − ξ‖ < ε

2
} =

= {x−1 : ‖Vx−1ξ − ξ‖ < ε

2
} = {x ∈ G : ‖Vxξ − ξ‖ < ε

2
} = A,

ou seja, A é simétrico. Se x, y ∈ A, então

‖Vxyξ − ξ‖ ≤ ‖Vxyξ − Vxξ‖ + ‖Vxξ − ξ‖ = ‖Vyξ − ξ‖ + ‖Vxξ − ξ‖ < ε,

e assim A2 ⊂ {x ∈ G : ‖Vxξ−ξ‖ < ε}. SendoH um espaço métrico separável o subconjunto

{Vxξ : x ∈ G} de H também é separável. Desta maneira existe uma sequência {xn}n de

elementos de G tal que {Vxn}n é denso em {Vxξ : x ∈ G}. Se y ∈ G, então para algum k,

temos

‖Vxk
ξ − Vyξ‖ = ‖ξ − V

x−1
k
y
ξ‖ < ε

2
,

e portanto y ∈ xkA. Em outras palavras, G =
∞⋃
n=1

xnA. Segue que A contém um sub-

conjunto compacto F tendo medida positiva. Pelo corolário 2.2.16, FF −1 contém uma

vizinhança U de e, ou seja,

U ⊂ FF−1 ⊂ A2 ⊂ {x ∈ G : ‖Vxξ − ξ‖ < ε}.

Isto mostra que a aplicação

G 3 x 7→ Vxξ ∈ H

é cont́ınua em e, ou seja, que V é cont́ınua.
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É claro que se V é cont́ınua então V é Borel mensurável. �

Exemplo 4.2.8. Seja G um grupo localmente compacto não-discreto. Então G admite

uma representação unitária, Borel mensurável e ćıclica que não é cont́ınua.

De fato, seja l2(G) o espaço de Hilbert de todas as funções ξ sobre G tais

que
∑
x∈G

|ξ(x)|2 <∞, com as operações pontuais e o produto interno 〈ξ, η〉 =
∑
x∈G

ξ(x)η(x).

Seja δ a função em l2(G) tal que δ(e) = 1 e δ(x) = 0 para x 6= e. Para x ∈ G, seja

Vxξ =x−1 ξ, ou seja, Vx é o operador sobre l2(G) tal que Vxξ(y) = ξ(x−1y).

É fácil ver que V é uma representação unitária de G.

Note que Vxδ é a função sobre G cujo valor em x é 1 e zero em qualquer

outro ponto de G. Segue que o subespaço gerado pelo conjunto {Vxδ : x ∈ G} é denso em

l2(G), ou seja, V é ćıclica com vetor ćıclico δ.

Para ξ, η ∈ l2(G), sejam A e B conjuntos enumeráveis fora do qual ξ e η,

respectivamente, se anulam. Note agora que

〈Vxξ, η〉 =
∑

y∈G

Vxξ(y)η(y) =
∑

y∈G

ξ(x−1y)η(y).

Dáı é fácil ver que 〈Vxξ, η〉 = 0 para todo x /∈ BA−1. Sendo assim a representação é Borel

mensurável. Agora, tomando ξ como sendo a função que é 1 em x = e e 0 caso contrário,

e η = ξ temos que ξ, η ∈ l2(G) e pela fómula acima segue que 〈Vxξ, η〉 vale 1 se x = e e 0

caso contrário. Logo V não é cont́ınua.

Teorema 4.2.9. Seja V : G → U(H) uma representação unitária e Borel mensurável de

G. Então para cada µ ∈Ma(G) existe um único operador πµ ∈ L(H) tal que

〈πµξ, η〉 =

∫

G

〈Vxξ, η〉dµ(x)

para todos ξ, η ∈ H. A aplicação

π : Ma(G) 3 µ 7→ πµ ∈ L(H)

é uma ∗-representação de Ma(G). Mais ainda, se V é cont́ınua então π é não-degenerada.
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Prova: Fixe µ ∈Ma(G) e seja Bµ : H ×H → C;

Bµ(ξ, η) =

∫

G

〈Vxξ, η〉dµ(x),

para todos ξ, η ∈ H. É fácil ver que Bµ é uma forma sesquilinear1 e temos

|Bµ(ξ, η)| ≤
∫

G

|〈Vxξ, η〉|dµ(x) ≤ ‖ξ‖‖η‖‖µ‖,

para todos ξ, η ∈ H. Segue que (veja proposição 2.4.4, página 45 de [6]) existe um único

operador πµ ∈ L(H) tal que

〈πµξ, η〉 = Bµ(ξ, η) =

∫

G

〈Vxξ, η〉dµ(x),

para todos ξ, η ∈ H.

É claro que πµ+ν = πµ+πν e παµ = απµ para todos µ, ν ∈Ma(G) e α ∈ C.

Agora note que

〈πµ∗νξ, η〉 =

∫

G

〈Vxξ, η〉dµ ∗ ν(x) =

∫

G

∫

G

〈Vxyξ, η〉dν(y)dµ(x) =

=

∫

G

∫

G

〈VxVyξ, η〉dν(y)dµ(x) =

∫

G

∫

G

〈Vyξ, V ∗
x η〉dν(y)dµ(x) =

=

∫

G

〈πνξ, V ∗
x η〉dµ(x) =

∫

G

〈Vxπνξ, η〉dµ(x) = 〈πµπνξ, η〉,

para todos ξ, η ∈ H. Logo πµ∗ν = πµπν para todos µ, ν ∈Ma(G). Também, note que

〈πµ∗ξ, η〉 =

∫

G

〈Vxξ, η〉dµ∗(x) =

∫

G

〈Vx−1ξ, η〉dµ(x) =

=

∫

G

〈V ∗
x ξ, η〉dµ(x) =

∫

G

〈Vxη, ξ〉dµ(x) =

= 〈πµη, ξ〉 = 〈π∗µξ, η〉,

para todos ξ, η ∈ H. Logo πµ∗ = π∗µ, para todo µ ∈ Ma(G). Portanto π é uma ∗-
representação de Ma(G).

Suponha agora que V é cont́ınua. Provaremos que π é não-degenerada.

1Uma aplicação B : X × Y → C, onde X, Y são espaços vetoriais sobre C, é chamada uma forma

sesquilinear se B é linear na primeira coordenada e conjugado-linear na segunda coordenada, isto é,

B(
2∑

i=1

αixi,
2∑

j=1

βjyj) =
2∑

i,j=1

αiβjB(xi, yj), para todos x1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y e α1, α2, β1, β2 ∈ C.
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Suponha que ξ ∈ H e πµξ = 0, para todo µ ∈ Ma(G). Então para todo η ∈ H e

µ ∈Ma(G),

0 = 〈πµξ, η〉 =

∫

G

〈Vxξ, η〉dµ(x),

ou seja, ∫

G

〈Vxξ, η〉f(x)dx = 0,

para toda f ∈ L1(G) e todo η ∈ H. Segue que 〈Vxξ, η〉 = 0, para todo x ∈ G e todo

η ∈ H. De fato, suponha que para algum a ∈ G e η ∈ H temos 〈Vaξ, η〉 6= 0. Suponha,

por exemplo que Re〈Vaξ, η〉 > 0 (os outros casos são análogos). Seja α > 0 e U ∈ viz(a)

tal que U é compacto e Re〈Vxξ, η〉 ≥ α, para todo x ∈ U . Então f = 1U ∈ L1(G) e temos

∫

G

〈Vxξ, η〉f(x)dx =

∫

U

Re〈Vxξ, η〉dx+ i

∫

U

Im〈Vxξ, η〉dx 6= 0.

Logo 〈Vxξ, η〉 = 0, para todo x ∈ G e todo η ∈ H. Em particular, se x = e e η = ξ obtemos

‖ξ‖2 = 0, ou seja, ξ = 0. Logo π é uma ∗-representação não-degenerada de Ma(G). �

Teorema 4.2.10. Seja π : Ma(G) → L(H) uma ∗-representação não-degenerada de

Ma(G). Então existe uma única representação unitária e cont́ınua V : G → U(H), tal

que

〈πµξ, η〉 =

∫

G

〈Vxξ, η〉dµ(x),

para todos ξ, η ∈ H e µ ∈Ma(G).

Prova: Sabemos que a álgebra de multiplicadores de Ma(G) é M(G). Assim existe uma

única ∗-representação π̃ : M(G) → L(H) que extende π (veja 4.1.10) .

Defina Vx = π̃(εx), x ∈ G. Note primeiro que

Vxy = π̃(εxy) = π̃(εx ∗ εy) = π̃(εx)π̃(εy) = VxVy,

para x, y ∈ G. Como π é não-degenerada temos que π̃ também é não-degenerada. Assim

Ve = π̃(εe) = 1H . Agora note que para x ∈ G temos

V ∗
x = π̃(ε)∗ = π̃(ε∗x) = π̃(εx−1) = Vx−1 = V −1

x .

Assim Vx ∈ U(H) para todo x ∈ G. Logo V : G 3 x 7→ Vx ∈ U(H) é uma representação

unitária de G.
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Mostraremos agora que V é cont́ınua. Fixe ξ ∈ H e µ ∈ Ma(G). Seja

f ∈ L1(G) tal que dµ = fdλ. Note que para x ∈ G temos

‖Vxπµξ − πµξ‖ = ‖πεx∗µξ − πµξ‖ ≤

≤ ‖εx ∗ µ− µ‖‖ξ‖ = ‖x−1f − f‖‖ξ‖.

Isto mostra que a aplicação G 3 x 7→ Vxπµξ ∈ H é cont́ınua para todo ξ ∈ H e todo

µ ∈Ma(G). Por outro lado, como π é não-degenerada o espaço linear gerado pelo conjunto

{πµξ : ξ ∈ H,µ ∈Ma(G)} é denso em H. Segue dáı que V é cont́ınua.

Fixe agora ξ, η ∈ H. Então a aplicação µ 7→ 〈πµξ, η〉 pertence a Ma(G)∗ ∼=
L1(G)∗ ∼= L∞(G). Assim existe h ∈ L∞(G), tal que

〈πµξ, η〉 =

∫

G

h(y)dµ(y).

Note que para ν ∈Ma(G) temos

〈Vxπνξ, η〉 = 〈πεx∗νξ, η〉 =

∫

G

h(y)dεx ∗ ν(y) =

∫

G

h(xy)dν(y).

Assim, para µ ∈Ma(G),

∫

G

〈Vxπνξ, η〉dµ(x) =

∫

G

∫

G

h(xy)dν(y)dµ(x) =

∫

G

h(z)dµ ∗ ν(z) = 〈πµπνξ, η〉.

Como π é não-degenerada segue que

〈πµξ, η〉 =

∫

G

〈Vxξ, η〉dµ(x),

para todos ξ, η ∈ H e todo µ ∈Ma(G).

Finalmente, suponha que V (1) e V (2) são representações unitárias e cont́ınuas

de G sobre H tal que

∫

G

〈V (1)
x ξ, η〉dµ(x) =

∫

G

〈V (2)
x ξ, η〉dµ(x),

para todos ξ, η ∈ H e todo µ ∈Ma(G). Então o mesmo argumento usado no teorema 4.2.9

mostra que 〈V (1)
x ξ, η〉 = 〈V (2)

x ξ, η〉 para todos ξ, η ∈ H e todo x ∈ G. Logo V
(1)
x = V

(2)
x

para todo x ∈ G, isto é, V (1) = V (2). �
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Teorema 4.2.11. Para µ ∈ M(G) e φ ∈ L2(G), seja πµφ = µ ∗ φ (veja 2.2.10). Cada

operador πµ é um operador linear e limitado sobre o espaço de Hilbert L2(G), e a aplicação

µ 7→ πµ é uma ∗-representação fiel de M(G), chamada a representação regular de

M(G).

Prova: A linearidade de πµ é óbvia e a limitação segue do teorema 2.2.10. Para φ ∈
C00(G), temos

(µ ∗ ν) ∗ φ = µ ∗ (ν ∗ φ)

para todos µ, ν ∈ M(G), ou seja πµ∗νφ = πµ(πνφ). Sendo que C00(G) é denso em L2(G)

segue que πµ∗ν = πµπν . É fácil ver também que πµ+ν = πµ + πν e παµ = απµ, para todos

µ, ν ∈M(G) e α ∈ C. Agora, para φ, ψ ∈ C00(G) temos pelo corolário 2.2.8 que

〈φ, πµ∗ψ〉 =

∫

G

φ(x)

∫

G

ψ(yx)dµ(y)dx =

=

∫

G

∫

G

φ(x)ψ(yx)dxdµ(y) =

∫

G

∫

G

φ(y−1x)ψ(x)dxdµ(y) =

=

∫

G

∫

G

φ(y−1x)dµ(y)ψ(x)dx = 〈πµφ, ψ〉.

As duas aplicações acima de Fubini são justificadas fácilmente pois φ, ψ ∈ C00(G). Sendo

que C00(G) é denso em L2(G), segue que πµ∗ = π∗µ, para todo µ ∈M(G). Assim π é uma

∗-representação de M(G). Seja agora, µ ∈M(G), µ 6= 0. Então existe f ∈ C00(G) tal que
∫
G
f∗dµ 6= 0. A desigualdade

|µ ∗ f(y) − µ ∗ f(x)| ≤ ‖y−1(f∗) −x−1 (f∗)‖∞‖µ‖

e a continuidade uniforme a direita de f∗ (veja teorema 1.1.23) mostram que µ ∗ f é

cont́ınua; também temos

µ ∗ f(e) =

∫

G

f∗dµ.

Desta maneira ‖µ ∗ f‖2 =
∫
G
|µ ∗ f |2dλ é positivo, isto é, πµf é um elemento não-nulo de

L2(G).

Logo π é uma ∗-representação fiel de M(G). �

Corolário 4.2.12. A aplicação π : L1(G) 3 f 7→ πf ∈ L(L2(G)), onde πf (φ) = f ∗ φ, é

uma ∗-representação fiel e não-degenerada de L1(G), chamada a representação regular

de L1(G).
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Prova: Note que a representação em questão é a restrição sobre L1(G) da representação

regular de M(G). Logo π é uma ∗-representação fiel de L1(G) por 4.2.11. Falta provar que

π é não-degenerada. Vamos provar o item (i) do teorema 4.1.2. Para isso basta mostrar

que se φ ∈ C00(G) e se {fi} é uma unidade aproximada de L1(G) então fi ∗ φ → φ em

L2(G) (lembre que C00(G) é denso em L2(G)). Mas de 2.2.15 segue que

‖fi ∗ φ− φ‖∞ ≤ ‖fi ∗ φ‖∞ + ‖φ‖∞ ≤ ‖fi‖1‖φ‖∞ + ‖φ‖∞ ≤ 2‖φ‖∞,

para todo i. Assim

‖fi ∗ φ− φ‖2
2 =

∫

G

|fi ∗ φ− φ|2dλ ≤ 2‖φ‖‖fi ∗ φ− φ‖1 → 0.

Ou seja, fi ∗ φ→ φ em L2(G). �

Exemplo 4.2.13. Pelo corolário acima e por 4.2.10 existe uma representação unitária e

cont́ınua V de G sobre L2(G) tal que

〈πf ∗ φ, ψ〉 = 〈f ∗ φ, ψ〉 =

∫

G

〈Vxφ, ψ〉f(x)dx,

para todos φ, ψ ∈ L2(G) e f ∈ L1(G). Mais ainda, pela demostração do teorema 4.2.10

temos que Vx = π̃εx , onde π̃ é a única extensão de π a M(G). Então por unicidade π̃ deve

ser a representação dada pelo teorema 4.2.11. Assim para φ ∈ L2(G) temos

Vxφ = π̃εxφ = εx ∗ φ =x−1φ.

A representação unitária e cont́ınua V é chamada a representação regular de G. Com-

pare este exemplo com 4.2.8.

Exemplo 4.2.14. Seja χ : G → S1 um homomorfismo, ou seja, χ(xy) = χ(x)χ(y), para

todos x, y ∈ G. Como S1 pode ser identificado com U(C), a aplicação G 3 x 7→ χ(x) ∈
U(C) é uma representação unitária de G.

Rećıprocamente, seja V : G → U(H) uma representação unitária de di-

mensão 1, ou seja, a dimensão de H é 1. Então existe ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1, tal que todo η ∈ H

tem a forma η = αξ, onde α ∈ C. Assim, para cada x ∈ G, existe um número complexo,

que denotaremos por χ(x), tal que Vxξ = χ(x)ξ. Como Vx é um operador unitário devemos

ter que |χ(x)| = 1, isto é, χ(x) ∈ S1. E como Vxy = VxVy devemos ter χ(xy) = χ(x)χ(y),
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para todos x, y ∈ G. Assim χ : G→ S1 é um homomorfismo. É fácil ver que V é cont́ınua

se, e somente se, χ é cont́ınuo.

Desta maneira, existe uma correspondência natural entre os homomorfismos

cont́ınuos deG em S1 e o conjunto das representações unitárias e cont́ınuas unidimensionais

de G. Quando o grupo G é abeliano o conjunto de todos os homomorfismos cont́ınuos de G

em S1 será chamado o “dual”de G e será estudado em mais detalhes no próximo caṕıtulo.

Suponha agora que χ : G → S1 é um homomorfismo cont́ınuo, ou seja,

χ é uma representação unitária e cont́ınua unidimensional de G. Vamos achar qual é a

∗-representação π da álgebra L1(G) associada a χ, como no teorema 4.2.9. Temos que

〈π(f)ξ, η〉 =

∫

G

〈χ(x)ξ, η〉f(x)dx =

(∫

G

χ(x)f(x)dx

)
〈ξ, η〉 = 〈

(∫

G

χ(x)f(x)dx

)
ξ, η〉,

para todos ξ, η ∈ L(C). Assim π(f) é o operador dado pela equação

π(f)ξ =

(∫

G

χ(x)f(x)dx

)
ξ, (ξ ∈ L(C).

Identificando L(C) com C, π passa a ser o homomorfismo de L1(G) em C dado pela

equação

π(f) =

∫

G

χ(x)f(x)dx.

Como χ(e) = 1, existe α > 0 e uma vizinhança U de e em G tal que U é

compacto e Re(χ(x)) ≥ α, para todo x ∈ U . Assim f = 1U ∈ L1(G) e

π(f) =

∫

G

χ(x)f(x)dx =

∫

U

χ(x)dx =

∫

U

Re(χ(x))dx+ i

∫

U

Im(χ(x))dx 6= 0.

A conclusão é que π é um elemento do espectro da álgebra L1(G) (veja A.3.10).

Exemplo 4.2.15. Fixe t ∈ R e seja χ : R → S1 definido por

χ(x) = e−itx, (x ∈ R).

Então é fácil ver que χ é um homomorfismo cont́ınuo. A ∗-representação π associada a χ

como no exemplo acima é dada pela equação

π(f) =

∫

R

e−itxf(x)dx, (f ∈ L1(G), t ∈ R).
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Mas a equação acima é a definição da transformada de Fourier da função f avaliada no

ponto t, ou seja, f̂(t). Assim π é o elemento do espectro da álgebra L1(R) dado por

π(f) = f̂(t), para toda f ∈ L1(R).

Exemplo 4.2.16. Seja V : R → U(L2(R)) a aplicação definida pela equação

(Vxξ)(t) = e−itxξ(t), (x, t ∈ R, ξ ∈ L2(R).

Então é fácil ver que V é uma representação unitária e cont́ınua de R no espaço de Hilbert

L2(R). Queremos calcular a ∗-representação não-degenerada π associada a V , como no

teorema 4.2.9. Temos, para f ∈ L1(R) e ξ, η ∈ L2(R), que

〈π(f)ξ, η〉 =

∫

R

〈Vxξ, η〉f(x)dx =

∫

R

(∫

R

e−itxξ(t)η(t)dt

)
f(x)dx =

=

∫

R

∫

R

e−itxξ(t)η(t)f(x)dtdx =

∫

R

∫

R

e−itxξ(t)η(t)f(x)dxdt =

=

∫

R

(∫

R

e−itxf(x)dx

)
ξ(t)η(t)dt.

Assim a ∗-representação π : R → L(L2(R)) é dada pela equação

(π(f)ξ)(t) =

(∫

R

e−itxf(x)dx

)
ξ(t) = f̂(t)ξ(t), (f ∈ L1(R), ξ ∈ L2(R), t ∈ R).

Portanto π é a ∗-representação que age sobre L2(R), multiplicando cada ξ ∈ L2(G) pela

transformada de Fourier de f ∈ L1(R).

Existe uma generalização do exemplo acima para qualquer grupo abeliano.

Esta generalização envolve o dual do grupo e a noção de transformada de Fourier de uma

função integrável arbitrária definida sobre o grupo. Vamos explorar esta generalização

mais tarde, depois de ter definido e estudado em mais detalhes estes conceitos.
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Caṕıtulo 5

Caracteres de Grupos Abelianos

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo de “caracteres” sobre grupos abelianos

localmente compactos. Desta maneira, neste caṕıtulo G denotará sempre um grupo

topológico abeliano localmente compacto. Material extra sobre caracteres de grupos

abelianos pode ser encontrado em [1].

5.1 O Grupo Caracter

Definição 5.1.1. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Um caracter sobre

G é um homomorfismo cont́ınuo χ : G→ S1.

O conjunto de todos os caracteres sobre G será denotado por Ĝ e será

também chamado o dual ou grupo caracter de G.

O dual Ĝ é de fato um grupo se definimos nele as operações pontuais. Desta

maneira se χ1, χ2 ∈ Ĝ então o produto χ1χ2 é definido como: (χ1χ2)(x) = χ1(x)χ2(x)

para todo x ∈ G.

Teorema 5.1.2. O dual deG é um grupo abeliano com relação ao produto pontual, onde o

elemento identidade é a função identicamente 1 e o inverso de um elemento χ ∈ Ĝ é χ ∈ Ĝ.

Prova: Todas as afirmações são facilmente verificadas. �

Exemplo 5.1.3. Considere o grupo G = Z. Provaremos agora que Ĝ é (isomorfo à) S1.

Note que se χ ∈ Ẑ então χ(n) = χ(1 + 1 + . . . + 1) = χ(1)χ(1) . . . χ(1) = χ(1)n, para

todo n ∈ N e χ(−n) = χ(n)−1 = χ(1)−n, para todo n ∈ N. Assim χ é completamente

determinado por seu valor em n = 1 e χ(1) pode ser qualquer número em S1.
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Defina φ : S1 → Ĝ, pondo φ(z) = χz, onde χz(n) = zn. É facil ver que

φ é um homomorfismo injetivo e pela discussão acima φ é sobrejetivo. Logo φ é um

isomorfismo.

Exemplo 5.1.4. Considere agora a álgebra do grupo Z, ou seja, a álgebra A = l1(Z) =

L1(Z). Provaremos que o espectro de A, ou seja, o espaço localmente compacto Â dos

funcionais lineares não nulos e multiplicativos sobre A (veja A.3.10) é (homeomorfo à) S 1.

Para cada n ∈ Z seja εn = 1{n} ∈ l1(Z). Note que εn = εn1 para todo n ∈ Z.

De fato, já vimos que εn ∗εm = εn+m para todo n,m ∈ Z. Mais ainda, para cada f ∈ l1(Z)

temos f =
∑
n∈Z

f(n)εn.

Seja φ ∈ l̂1(Z) e seja z = φ(ε1). Como φ é multiplicativo temos |zn| =

|φ(εn)| ≤ ‖φ‖‖εn‖1 ≤ 1, para todo n ∈ Z. Segue que z ∈ S1.

Defina F : l̂1(Z) → S1 pondo F (φ) = φ(ε1). Sejam φ, ψ ∈ l̂1(Z) tais que

φ(ε1) = ψ(ε1). Então para f =
∑
n∈Z

f(n)εn ∈ l1(Z) temos

φ(f) =
∑

n∈Z

f(n)φ(ε1)
n =

∑

n∈Z

f(n)ψ(ε1)
n = ψ(f).

Segue dáı que F é injetiva. Se z ∈ S1, defina φ(f) =
∑
n∈Z

f(n)zn. É fácil ver que φ ∈ l̂1(Z)

e temos φ(ε1) = z. Logo F é uma bijeção.

Seja {φi}i∈I uma net em l̂1(Z) e suponha que φi → φ ∈ l̂1(Z). Então

φi(f) → φ(f) em C para todo f ∈ l1(Z). Em particular φi(ε1) → φ(ε1). Isto mostra que

F é cont́ınua. Suponha agora que φi(ε1) → φ(ε1). Então φi(εn) = φ(ε1)
n → φ(ε1)

n =

φ(εn), para todo n ∈ Z. Segue que φi(f) → φ(f) para todo f ∈ D = { ∑
n∈K

αnεn :

K é um subconjunto finito de Z e αn ∈ C para todo n ∈ K}. Como ‖ψ‖ ≤ 1 para todo

ψ ∈ l̂1(Z) e D é denso em l1(Z) segue que φi(f) → φ(f) para todo f ∈ l1(Z). Logo F é

um homeomorfismo.

Segue dos exemplos acima que existe uma bijeção entre Ẑ e l̂1(Z). Este re-

sultado vale em geral como mostra o teorema a seguir. Note que não podemos perguntar

se esta bijeção é um homeomorfismo pois não temos definida uma topologia em Ĝ. Pos-

teriormente definiremos uma topologia no qual esta bijeção é de fato um homeomorfismo.

Mais ainda, com esta topologia Ĝ será um grupo topológico. Para começar precisamos de

um lema, que por si só já é interessante. Uma consequência imediata desse lema diz que se
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um homomorfismo de G em S1 é Borel mensurável então ele é necessariamente cont́ınuo.

Um demonstração alternativa para este fato pode ser encontrada na página 236, corolário

12.6 de [3].

Lema 5.1.5. Sejam G e H grupos topológicos localmente compactos. Seja λ a medida

de Haar sobre G. Suponha que H é separável e seja τ : G → H um homomorfismo que é

Borel mensurável sobre algum A ∈ BG, com 0 < λ(A) < ∞. Ou seja, τ−1(B) ∩ A ∈ BG
para todo B ∈ BH . Então τ é cont́ınua sobre G.

Prova: Seja W0 e W vizinhanças simétricas da identidade em H tal que W 2 ⊂ W0.

Seja {y1, . . . , yn, . . .} subconjunto enumerável e denso de H. Então
∞⋃
n=1

Wyn = H. Assim

A =
∞⋃
n=1

τ−1(Wyn) ∩A. Como 0 < λ(A) <∞, existe algum n tal que

0 < λ(τ−1(Wyn) ∩A) <∞.

Pelo corolário 2.2.16, existe V , vizinhança da identidade em G, tal que

V ⊂ (τ−1(Wyn) ∩A)(τ−1(Wyn) ∩A)−1.

Então para x ∈ V , temos x = ab−1, onde τ(a) = w1yn e τ(b) = w2yn, e onde w1, w2 ∈W .

Assim τ(x) = τ(a)τ(b)−1 = w1w
−1
2 ∈ WW−1 = W 2 ⊂ W0. Desta maneira τ é cont́ınua

na identidade e portanto é cont́ınua sobre G (veja teorema 1.1.24). �

Teorema 5.1.6. Para cada χ ∈ Ĝ defina

φχ : L1(G) → C; φχ(f) =

∫

G

χ(x)f(x)dx

Então φχ ∈ L̂1(G). Reciprocamente, dado φ ∈ L̂1(G) existe χ ∈ Ĝ tal que φ = φχ. Ou

seja, a aplicação

Ĝ 3 χ 7→ φχ ∈ L̂1(G)

é uma bijeção.

Prova: Como χ é cont́ınua temos em particular que χ é Borel mensurável. Também,

∫

G

|χ(x)f(x)|dx =

∫

G

|f(x)|dx <∞

Dáı, χf ∈ L1(G), para toda f ∈ L1(G). Assim φχ está bem definida. Note agora que se
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f, g ∈ L1(G) então

φχ(f ∗ g) =

∫

G

χ(x)(f ∗ g)(x)dx =

∫

G

χ(x)

∫

G

g(y−1x)f(y)dydx =

=

∫

G

(

∫

G

χ(x)g(y−1x)dx)f(y)dy =

∫

G

(

∫

G

χ(yx)g(x)dx)f(y)dy =

= (

∫

G

χ(y)f(y)dy)(

∫

G

χ(x)g(x)dx) = φχ(f)φχ(g).

Assim φχ é um homomorfismo. Sendo χ(e) = 1, existe U vizinhança de e em G tal que U

é compacto e Reχ(x) ≥ 1
2 , para todo x ∈ U . Assim f = 1U ∈ L1(G) e

φχ(f) =

∫

U

χdx =

∫

U

Reχ(x)dx− i

∫

U

Imχ(x)dx 6= 0.

Logo φχ ∈ L̂1(G) (é claro que φχ é linear).

Suponha agora que φ ∈ L̂1(G). Sejam f, g ∈ L1(G), com φ(f) 6= 0, φ(g) 6=
0, e seja a ∈ G. Note que, como G é abeliano (e assim unimodular) temos g∗(af) = (ga)∗f .

De fato, para λ-quase todo x ∈ G temos

g∗(af)(x) =

∫

G

g(y)(af)(y−1x)dy =

∫

G

f(ay−1x)g(y)dy =

∫

G

f(y−1x)g(ya)dy = (ga)∗f(x).

Dáı

φ(g)φ(af) = φ(g ∗a f) = φ(ga ∗ f) = φ(ga)φ(f).

Assim
φ(af)

φ(f)
=
φ(ga)

φ(g)
.

Fazendo f = g na equação acima obtemos que φ(af) = φ(fa) e assim

φ(af)

φ(f)
=
φ(ag)

φ(g)
.

Defina χ(a) = φ(af)
φ(f) , para a ∈ G e f ∈ L1(G), com φ(f) 6= 0.

Se φ(g) = 0 então φ(bg) = 0 para todo b ∈ G. Para ver isso, escolha

f ∈ L1(G) com φ(f) = 1 e escreva

φ(bg) = φ(f)φ(bg) = φ(f ∗b g) = φ(fb ∗ g) = φ(fb)φ(g) = 0.
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Assim temos χ(a)φ(g) = φ(ag), para toda g ∈ L1(G). Então para a, b ∈ G temos:

χ(ab) = φ((ab)f) = φ(a(bf)) = χ(a)φ(bf) = χ(a)χ(b)φ(f) = χ(a)χ(b).

Sendo φ um funcional limitado (e ‖φ‖ ≤ 1) temos que

|χ(a)| = |φ(af)| ≤ ‖φ‖‖af‖1 ≤ ‖af‖1 = ‖f‖1.

Sendo χ(e) = 1 segue que χ é um homomorfismo de G em S1.

Agora provaremos que χ é cont́ınuo. Temos que L1(G)∗ ∼= L∞(G). Assim

existe uma função Borel mensurável e limitada h tal que

φ(f) =

∫

G

f(x)h(x)dx.

Escolha f ∈ L1(G) tal que φ(f) = 1. Seja E σ-compacto em G tal que f(Ec) = 0 . Então

(xf)((x−1E)c) = (xf)(x−1Ec) = f(Ec) = 0, para todo x ∈ G. Desta maneira para cada

x ∈ G, temos

χ(x) = φ(xf) =

∫

Gx

f(y)h(y)dy =

∫

G

1x−1E(y)xf(y)h(y)dy =

=

∫

G

1E(xy)f(xy)dy =

∫

G

1E(y)f(y)h(x−1y)dy.

Agora seja F subconjunto compacto de G tal que λ(F ) > 0. A função

(x, y) 7→ 1F (x)1E(y)h(x−1y)f(y) (5.1)

é Borel mensurável, se anula fora do conjunto σ-compacto F ×E e satisfaz

∫

G

∫

G

1F (x)1E(y)|h(x−1y)||f(y)|dydx ≤ ‖h‖∞‖f‖1λ(F ) <∞.

Segue que a função dada pela equação 5.1 pertence a L1(G ×G,λ × λ) = L1(G ×G). O

teorema de Fubini agora implica que a função

x→
∫

G

1F (x)1E(y)h(x−1y)f(y)dy = 1f (x)χ(x)

é Borel mensurável sobre G. Isto é, a função χ é Borel mensurável sobre F , e assim χ é
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cont́ınua sobre G pelo lema 5.1.5.

Sejam f, g ∈ L1(G), com φ(g) = 1. Sejam E,F σ-compactos em G tais que

f(Ec) = 0 e g(F c) = 0. Então EF é σ−compacto e (f ∗ g)((EF )c) = 0 e assim podemos

escrever

φ(f) = φ(f)φ(g) = φ(f ∗ g) =

∫

G

h(y)(f ∗ g)(y)dy =

∫

G

1EF (y)h(y)(f ∗ g)(y)dy =

=

∫

G

1EF (y)h(y)

∫

G

f(x)g(x−1y)dxdy =

∫

G

∫

G

1EF (y)h(y)f(x)g(x−1y)dydx =

=

∫

G

∫

G

1EF (xy)h(xy)f(x)g(y)dydx =

∫

E

(

∫

G

1x−1EF (y)h(xy)g(y)dy)f(x)dx =

=

∫

E

(

∫

G

1F (y)h(xy)g(y)dy)f(x)dx =

∫

E

χ(x−1)f(x)dx =

∫

G

χ(x)f(x)dx.

Logo φ = φχ. Assim para provar que aplicação

Ĝ 3 χ 7→ φχ ∈ L̂1(G)

é uma bijeção, falta provar que ela é injetiva.

Sejam χ1, χ2 ∈ Ĝ e suponha que χ1 6= χ2, ou seja, que exista a ∈ G tal

que χ1(a) 6= χ2(a). Suponha por exemplo que Reχ1(a) > Reχ2(a). Então existe uma

vizinhança U de a, com U compacto, e um número positivo α > 0 tal que Reχ1(x) −
Reχ2(x) ≥ α, para todo x ∈ U . Então f = 1U ∈ L1(G) e temos

Re(φχ1(f) − φχ2(f)) = Re(

∫

G

(χ1(x) − χ2(x))f(x)dx) =

=

∫

U

(Reχ1(x) −Reχ2(x))dx ≥ αλ(U) > 0.

Logo φχ1 6= φχ2 . Argumentos similares aplicam-se para os casos Reχ1(a) < Reχ2(a) e

Imχ1(a) 6= Imχ2(a). �

Temos que L̂1(G) é um espaço topológico localmente compacto com a

topologia de Gelfand, ou seja, a menor topologia que torna todas as funções

f̂ : L̂1(G) → C; f̂(φ) = φ(f), cont́ınuas. A partir da bijeção

Ĝ 3 χ 7→ φχ ∈ L̂1(G),
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podemos olhar f̂ como uma função definida em Ĝ fazendo

f̂(χ) = f̂(φχ) = φχ(f) =

∫

G

χ(x)f(x)dx.

Ou seja, f̂ : Ĝ→ C com f̂(χ) =
∫
G
χ(x)f(x)dx, para todo χ ∈ Ĝ e f ∈ L1(G).

Definição 5.1.7. Seja G um grupo abeliano localmente compacto.

(i) Para cada f ∈ L1(G), a função f̂ : Ĝ→ C, dada por

f̂(χ) = f̂(φχ) = φχ(f) =

∫

G

χ(x)f(x)dx.

é chamada a transformada de Fourier de f .

(ii) A ∆−topologia em Ĝ é a menor topologia que torna todas as funções f̂ , f ∈ L1(G),

cont́ınuas. Uma base para esta topologia são os conjuntos da forma

∆(f1, . . . , fn; ε;χ0) = {χ ∈ Ĝ : |f̂i(χ) − f̂i(χ0)| < ε, ∀ i = 1, . . . , n},

onde fi ∈ L1(G), ε > 0, χ0 ∈ Ĝ e n ∈ N.

Teorema 5.1.8. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Então:

(i) Ĝ com a ∆-topologia é um espaço topológico localmente compacto, e a função Ĝ 3
χ→ φχ ∈ L̂1(G) é um homeomorfismo e para cada f ∈ L1(G), temos f̂ ∈ C0(Ĝ).

(ii) a aplicação Γ : L1(G) → C0(Ĝ), onde Γ(f) = f̂ é um ∗-homomorfismo contrativo.

Prova: Todas as afirmações seguem da definição da ∆-topologia e do teorema A.3.12.�

O teorema acima diz que Ĝ com a ∆-topologia é um espaço topológico

mas não um grupo topológico. O que acontece é que a ∆-topologia não é adequada para

provar que Ĝ é um grupo topológico. Definiremos uma outra topologia em Ĝ, chamada a

P -topologia que coincide com a ∆-topologia mas que é mais adequada para se provar que

Ĝ é um grupo topológico. Precisamos primeiro de um lema.

Lema 5.1.9. Seja f ∈ L1(G), e seja ε > 0. Então existe uma vizinhança U de e depen-

dendo de f e ε com a seguinte propriedade:
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Se x0, x ∈ G, χ0, χ ∈ Ĝ são tais que f̂(χ0) = 1, x ∈ Ux0 e χ ∈ ∆(f,x0 f ; ε3 ;χ0)

então

|χ(x) − χ0(x0)| < ε.

Em particular, a aplicação (x, χ) 7→ χ(x) de G× Ĝ em S1 é cont́ınua.

Prova: Seja U vizinhança de e tal que ‖sf −t f‖1 < ε
3 sempre que st−1 ∈ U . Para

arbitrários χ0, χ ∈ Ĝ e x0, x ∈ G tais que f̂(χ0) = 1, temos

|χ(x) − χ0(x0)| = |χ(x) − χ0(x0)f̂(χ0)| ≤

≤ |χ(x) − χ(x)f̂(χ)| + |χ(x)f̂(χ) − χ(x0)f̂(χ)| + |χ(x0)f̂(χ) − χ0(x0)f̂(χ0)| =

= |1 − f̂(χ)| + |(̂xf)(χ) − (̂x0f)(χ)| + |(̂x0f)(χ) − (̂x0f)(χ0)|.

A última igualdade acima segue do fato que

χ(x)f̂(χ) = χ(x)

∫

G

χ(y)f(y)dy =

∫

G

χ(x−1y)f(y)dy =

∫

G

χ(y)f(xy)dy = (̂xf)(χ).

Como Γ é contrativa segue que

|(̂xf)(χ) − (̂x0f)(χ)| ≤ ‖xf −x0 f‖1.

Assim, se (x, χ) ∈ (Ux0) × (∆(f,x0 f ; ε3 ;χ0)) temos

|χ(x) − χ0(x0)| < ε.

Para provar que a aplicação G × Ĝ 3 (x, χ) 7→ χ(x) ∈ S1 é cont́ınua, seja

ε > 0 e (x0, χ0) ∈ G× Ĝ. Tome qualquer f ∈ L1(G) tal que f̂(χ0) = 1 [por exemplo, seja

f0 ∈ C+
00(G) tal que f0(e) = 1 e tome f = χ0f0∫

G
f0(x)dx

. Então f̂(χ0) =
∫
G
χ0(x)f(x)dx =

∫
G
χ0(x)χ0(x)f0(x)∫

G
f0(x)dx

dx = 1]. Agora aplique o resultado recém demonstrado para achar a

vizinhança V = (Ux0) × (∆(f,x0 f ; ε3 ;χ0)) de (x0, χ0) em G× Ĝ tal que

|χ(x) − χ0(x0)| < ε, para todo (x, χ) ∈ V. �
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Definição 5.1.10. Para todo conjunto compacto F ⊂ G e todo ε > 0, seja

P (F, ε) = {χ ∈ Ĝ : |χ(x) − 1| < ε, ∀x ∈ F}.

Teorema 5.1.11. A famı́lia β = {P (F, ε) : F ⊂ G compacto , ε > 0} é um sistema fun-

damental de vizinhanças de χ = 1 para alguma topologia sobre Ĝ (chame essa topologia

de P ), tal que Ĝ com a P -topologia é um grupo topológico. Mais ainda, a P -topologia co-

incide com a ∆-topologia. Assim Ĝ é um grupo topológico abeliano localmente compacto.

Prova: Primeiro vamos verificar que as condições (i)-(vi) do teorema 1.1.13 valem para

a famı́lia β. Primeiro note que as condições (i),(iii) e (v) são triviais para β. Se χ1, χ2 ∈ Ĝ

são tais que |χ1(x) − 1| < ε
2 e |χ2(x) − 1| < ε

2 , então temos

|χ1(x)χ2(x) − 1| ≤ |χ1(x)χ2(x) − χ2(x)| + |χ2(x) − 1| < ε

2
+
ε

2
= ε,

tal que P (F, ε2 )P (F, ε2) ⊂ P (F, ε). Isto verifica (ii). Se χ ∈ P (F, ε), então max{|χ(x)− 1| :

x ∈ F} = α < ε, sendo χ é cont́ınua e F é compacto. É fácil ver que χP (F, ε−α) ⊂ P (F, ε).

Isto é (iv). Dados P (F, ε) e P (F0, ε0) temos

P (F ∪ F0,min(ε, ε0)) ⊂ P (F, ε) ∩ P (F0, ε0).

Logo (i)-(vi) do teorema 1.1.13 valem. Assim, pelo teorema 1.1.13, existe uma topologia

sobre G, que chamamos de P , tal que G com esta topologia é um grupo topológico e β é

um sistema fundamental de vizinhanças de 1 nesta topologia.

Agora provaremos que a P -topologia e a ∆-topologia coincidem. Note

que pelo teorema 1.1.11 a famı́lia {χ0P (F, ε) : P (F, ε) ∈ β, χ0 ∈ Ĝ} é uma base para a P -

topologia. Suponha que F é um compacto de G, que ε é um número positivo e que χ0 ∈ Ĝ.

Seja χ ∈ χ0P (F, ε), ou seja χ−1
0 χ ∈ P (F, ε). Então |χ−1

0 (x)χ(x)− 1| < ε, para todo x ∈ F .

Assim α = maxx∈F |χ−1
0 (x)χ(x) − 1| < ε. Note dáı que χ−1

0 χP (F, α) ⊂ P (F, ε), ou seja,

χP (F, α) ⊂ χ0P (F, ε). Seja f ∈ L1(G) tal que
∫
G
fdλ = f̂(1) = 1, e seja U ∈ viz(e) como

no teorema 5.1.9. Sendo F é compacto, existem x1, . . . , xn ∈ F tais que F ⊂
n⋃
i=1

Uxi.

Agora suponha que χ ∈ ∆(f,x1 f,x2 f, . . . ,xn f ; α3 ; 1). Para todo x ∈ F temos x ∈ Uxk,

para algum k = 1, . . . , n e χ ∈ ∆(f,xk
f ; ε3 ; 1). Aplicando agora o teorema 5.1.9, inferimos

que |χ(x) − 1| < α, isto é, χ ∈ P (F, α). Assim ∆(f,x1 f,x2 f, . . . ,xn f ; α3 ; 1) ⊂ P (F, α).
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Portanto

∆(χf, χ(x1f), χ(x2f), . . . , χ(xnf);
ε

3
;χ) =

= χ∆(f,x1 f, . . . ,xn f ;
α

3
; 1) ⊂ χP (F, α) ⊂ χ0P (F, ε).

Isto mostra que χ0P (F, ε) é aberto na ∆-topologia, para todo F ⊂ G compacto, todo

ε > 0 e todo χ0 ∈ Ĝ. Sejam agora f1, . . . , fn ∈ L1(G), δ > 0 e χ0 ∈ Ĝ. Tome

χ1 ∈ ∆(f1, . . . , fn; δ;χ0). Então |f̂i(χ1) − f̂i(χ0)| < δ, para todo i = 1, . . . , n. Seja

ε = maxi=1,...,n|f̂i(χ1)− f̂i(χ0)|. Então ε < δ. Tome α = δ− ε. Se χ ∈ ∆(f1, . . . , fn;α;χ1)

então

|f̂i(χ) − f̂i(χ0)| ≤ |f̂i(χ) − f̂i(χ1)| + |f̂i(χ1) − f̂i(χ0)| < α+ ε = δ,

para todo i = 1, . . . , n. Assim χ1 ∈ ∆(f1, . . . , fn;α;χ1) ⊂ ∆(f1, . . . , fn; δ;χ0). Podemos

supor que fi 6= 0, para todo i = 1, . . . , n. Tome F ⊂ G compacto tal que

∫

F c

|fi|dλ <
α

4
,

para todo i = 1, . . . , n. Seja ε0 = α
2 min( 1

‖f1‖1
, . . . , 1

‖fn‖1
). Então, se χ ∈ P (F, ε0), podemos

escrever

|χ̂−1
1 fi(χ) − χ̂−1fi(1)| = |

∫

G

χ−1
1 fiχdλ−

∫

G

χ−1
1 fidλ| ≤

≤
∫

F

|fi||χ− 1|dλ+

∫

F c

|fi||χ− 1|dλ ≤

≤ ε0

∫

F

|fi|dλ+ 2

∫

F c

|fi|dλ <
α

2
+
α

2
= α.

Desta maneira P (F, ε0) ⊂ ∆(χ−1
1 f1, . . . , χ

−1
1 fn;α; 1). Ou seja,

χ1P (F, ε0) ⊂ ∆(f1, . . . , fn;α;χ1) ⊂ ∆(f1, . . . , fn; δ;χ0).

Isto motra que ∆(f1, . . . , fn; δ;χ0) é aberto na P -topologia. Logo a P -topologia coincide

com a ∆-topologia e portanto Ĝ é um grupo topológico abeliano localmente compacto.�

Observação 5.1.12. Note que pelo teorema 5.1.11, uma net {χi}i em Ĝ converge para χ ∈
Ĝ se, e somente se, {χi}i converge uniformemente para χ sobre compactos - significando

que para todo ε > 0 e todo F ⊂ G compacto, existe i0 tal que

|χi(x) − χ(x)| < ε, ∀x ∈ F, ∀i ≥ i0.
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Teorema 5.1.13. Se G é compacto, então Ĝ é discreto. Se G é discreto então Ĝ é

compacto.

Prova: Suponha primeiro que G é compacto. Seja A um subgrupo de S1 e suponha que

|z − 1| <
√

3 para todo z ∈ A. Então é fácil ver que A = {1}. Desta maneira, como G

é compacto então P (G,
√

3) = {1}. De fato, se χ ∈ P (G,
√

3) então χ(G) é um subgrupo

de S1 e |z − 1| <
√

3, para todo z ∈ χ(G). Isto implica que χ(G) = {1}, ou seja, χ = 1.

Logo P (G,
√

3) = {1} é um aberto em Ĝ. Segue que Ĝ é discreto.

Se G é discreto então L1(G) tem uma unidade, a saber, a função f = 1{e}.

Logo Ĝ ∼= L̂1(G) é compacto pelo teorema A.3.12. �

Teorema 5.1.14. Sejam G1, . . . , Gn grupos topológicos abelianos localmente compactos.

Para (χ1, . . . , χn) ∈ Ĝ1 × . . .× Ĝn defina

[χ1, . . . , χn] : G1 × . . .×Gn → C; [χ1, . . . , χn](x1, . . . , xn) = χ1(x1)χ2(x2) . . . χn(xn).

Então a aplicação

θ : Ĝ1 × . . . × Ĝn → (G1 × . . .×Gn)̂ θ(χ1, . . . , χn) = [χ, . . . , χn],

é um isomorfismo topológico (ou seja, um isomorfismo que também é um homeomorfismo).

Prova: É óbvio que cada função [χ1, . . . , χn] ∈ (G1×. . .×Gn)̂. Assim θ está bem definida.

É fácil ver que θ é um homomorfismo injetivo. Seja ψ ∈ (G1 × . . .×Gn)̂. Então para todo

(x1, . . . , xn) ∈ G1 × . . .×Gn temos

ψ(x1, . . . , xn) = ψ(x1, e1, . . . , en)ψ(e1, x2, e3, . . . , en) . . . ψ(e1, . . . , en−1, xn),

onde ei é a unidade de Gi, i = 1, . . . , n. Se definimos

χi(xi) = ψ(e1, . . . , ei−1, xi, ei+1, . . . , en)

então χ ∈ Ĝi, para todo i = 1, . . . , n e θ(χ1, . . . , χn) = ψ. Assim θ é um isomorfismo.

Se P (F, ε) é uma vizinhança da unidade em (G1 × . . . × Gn)̂ e se Fi é a

projeção de F sobre Gi então

θ(P (F1,
ε

n
) × . . .× P (Fn,

ε

n
)) ⊂ P (F, ε).

85



De fato, se (χ1, . . . , χn) ∈ P (F1,
ε
n
) × . . .× P (Fn,

ε
n
) então

|θ(χ1, . . . , χn)(x1, . . . , xn) − 1| = |χ1(x1)χ2(x2) . . . χn(xn) − 1|

≤ |χ1(x1) − 1| + |χ2(x2) − 1| + . . .+ |χn(xn) − 1| < ε

n
+ . . .+

ε

n
= ε,

para todo (x1, . . . , xn) ∈ F1 × . . .× Fn. Segue que θ é cont́ınua.

Se P (Fi, εi) é uma vizinhança da unidade em Ĝi, se F = (F1 ∪{e1})× . . .×
(Fn ∪ {en}) e se ε = min(ε1, . . . , εn), então

P (F, ε) ⊂ θ(P (F1, ε1) × . . . × P (Fn, εn)).

De fato, se ψ = θ(χ1, . . . , χn) ∈ P (F, ε) então |ψ(x1, . . . , xn)−1| < ε, para todo (x1, . . . , xn) ∈
F . Como (e1, . . . , ei−1, xi, ei+1, . . . , en) ∈ F , para todo xi ∈ Fi temos em particular que

|χi(xi) − 1| < ε ≤ εi, para todo xi ∈ Fi, ou seja, χi ∈ P (F, εi), para todo i = 1, . . . , n.

Segue que θ−1 é cont́ınua. Logo θ é um isomorfismo topológico. �

Lema 5.1.15. Seja G um grupo abeliano compacto, e seja χ ∈ Ĝ, χ 6= 1. Então

∫

G

χ(x)dx = 0.

Prova: Para todo a ∈ G, temos

∫

G

χ(x)dx =

∫

G

χ(ax)dx = χ(a)

∫

G

χ(x)dx.

Assim se a ∈ G é tal que χ(a) 6= 1 então a equação acima obriga termos
∫
G
χ(x)dx = 0.�

Teorema 5.1.16. Seja G um grupo topológico abeliano compacto, e seja H um subgrupo

de Ĝ tal que, para todo a 6= e em G existe χ ∈ H tal que χ(a) 6= 1. Então H = Ĝ.

Prova: Seja A = {
n∑
i=1

αiχi : αi ∈ C, χi ∈ H,n ∈ N}. Sendo H um subgrupo de Ĝ é fácil

ver que A é uma ∗-sub-álgebra de C(G) que contém as funções constantes.

Se a, b ∈ G e a 6= b então existe χ ∈ H tal que χ(ab−1) 6= 1, isto é,

χ(a) 6= χ(b). Desta maneira A separa pontos de G. Pelo teorema de Stone-Weierstrass

(veja teorema A.6.9, página 234 de [6]), A é uniformemente denso em C(G).

Agora assuma que existe χ ∈ Ĝ\H. Seja
n∑
i−1

αiχi ∈ A (α ∈ C, χ ∈ H,n ∈ N)
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tal que

‖χ−
n∑

i=1

αiχi‖C(G) < 1.

Podemos supor sem perda de generalidade que os χ′
is são distintos. Assim pelo lema

anterior

λ(G) =

∫

G

dλ >

∫

G

|χ−
n∑

i=1

αiχi|2dλ =

∫

G

χχdλ−
n∑

i=1

αi

∫

G

χiχdλ−
n∑

i=1

αi

∫

G

χiχdλ

+

n∑

i=1

n∑

j=1

αiαj

∫

G

χiχjdλ = λ(G) +

(
n∑

i=1

|αi|2
)
λ(G) ≥ λ(G).

Uma contradição. Logo Ĝ = H. �

5.2 Exemplos de Grupos Caracteres

Agora que já temos as ferramentas necessárias podemos achar o grupo

caracter de vários grupos elementares.

Exemplo 5.2.1. Considere o grupo G = S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Para cada n ∈ Z, defina

fn : S1 → S1; onde fn(z) = zn, para todo z ∈ G. Então H = {fn : n ∈ Z} é um subgrupo

de Ĝ que separa pontos de G pois a aplicação identidade de G é f1. Segue que H = Ĝ.

Defina agora φ : Z → Ĝ, onde φ(n) = fn. É fácil ver que φ é um homo-

morfismo e pela discussão acima φ é sobrejetor. Suponha que fn = fm, n,m ∈ Z. Então

zn = zm para todo z ∈ G. Assim n = m. Logo φ é um isomorfismo topológico (φ é um

homeomorfismo pois Z e Ĝ são discretos).

Exemplo 5.2.2. Considere o grupoG = Z. Já vimos que a aplicação φ : S1 3 α 7→ φ(α) =

χα ∈ Ĝ, onde χα(n) = αn, é um isomorfismo. Queremos agora mostrar que φ é também

um homeomorfismo. Seja ε > 0 e F um subconjunto compacto de Z, ou seja, F é um

subconjunto finito de Z. Para cada i ∈ F , seja δi > 0 tal que |αi−1| < ε, para todo α ∈ S1,

com |α−1| < δi. Tome δ = mini∈F δi. Então |αi−1| < ε, para todo α ∈ S1, com |α−1| < δ.

Em outras palavras φ(BS1(1, δ)) ⊂ P (F, ε), onde BS1(1, δ) = {z ∈ S1 : |z− 1| < δ}. Segue

que φ é cont́ınua (em 1 e portanto cont́ınua em todos os pontos sendo um homomorfismo).
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Em particular φ é uma bijeção cont́ınua definida no grupo compacto S1. Segue que φ−1 é

cont́ınua. Logo φ é um isomorfismo topológico.

Exemplo 5.2.3. Seja n um inteiro positivo, e considere o grupoG = Zn = {0, 1, . . . , n− 1}
com adição módulo n. Defina a aplicação

φ : Zn 3 l 7→ fl = φ(l) ∈ Ĝ,

onde fl(k) = e(
2kiπl

n
).

Se k1, k2 ∈ {0, 1, . . . , n − 1} e k1 = k2 então k1 = k2 + k0n, para algum

k0 ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Dáı

e(
2πik1 l

n
) = e(

2πik2 l

n
)e(2πik0l) = e(

2πik2 l

n
).

Assim cada fl está bem definida e é facilmente vista para estar em Ĝ.

Suponha agora que l = m. Então l = m+ k0n, algum k0. Dáı

fl(k) = e(
2πikl

n
) = e(

2πikm
n

)e(2πik0) = fm(k).

Assim fl = fm. Assim φ está bem definida. Note agora que

fl+m(k) = e(
2πik(l+m)

n
) = e(

2πikl
n

)e(
2πikm

n
) = fl(k)fm(k).

Assim

φ(l +m) = φ(l +m) = fl+m = flfm = φ(l)φ(m).

Ou seja, φ é um homomorfismo.

Agora, se fl = fm então fl(k) = fm(k), para todo k ∈ Z. Dáı e(
2πikl

n
) =

e(
2πikm)

n
), para todo k ∈ Z. Em particular, e( 2πil

n
) = e(

2πim
n

) e portanto 2πl
n

= 2πm
n

+ 2πk0,

para algum k0. Assim l = m+ nk0, ou seja, l = m. Portanto φ é injetiva.

Note agora que f1 = φ(1) separa pontos de G. De fato, se f1(k) = f1(l)

então e(
2πik

n
) = e(

2πil
n

). Assim k = l+nk0, para algum k0, ou seja, k = l. Segue que φ(Zn)

é um subgrupo de Ĝ que separa pontos de Zn. Logo φ(Zn) = Ĝ. Ou seja, φ é sobrejetiva.

Logo φ é um isomorfismo topológico.

88



Exemplo 5.2.4. Considere o grupo G = Zn1 × . . . × Zns , onde n1, . . . , ns são inteiros

positivos.

Do exemplo 5.2.3 acima e do teorema 5.1.14 vemos que Ĝ é isomorfo com

o próprio G. Todo caracter de G tem a forma

(k1, . . . , kn) 7→ e
[2πi(

k1l1
n1

+...+ ksls
ns

)]
,

onde 0 ≤ li < ni, para i = 1, . . . , s.

Exemplo 5.2.5. Considere o grupo aditivo G = R. Vamos provar que o dual de R é

(topologicamente isomorfo à) R.

Para cada y ∈ R, seja χy(x) = eixy, para todo x ∈ R. Então é fácil ver que

χ ∈ Ĝ. Defina a aplicação

φ : R 3 y → φ(y) = χy ∈ Ĝ.

Queremos provar que φ é um isomorfismo topológico. É fácil ver que φ

é um homomorfismo. Primeiro provaremos que φ é injetiva. Suponha que y, z ∈ R e

φ(y) = χy = χz = φ(z). Então temos eixy = eixz, ou equivalentemente, eix(y−z) = 1, para

todo x ∈ R. Se y 6= z então tomando x = π
y−z temos eix(y−z) = eiπ = −1. Assim devemos

ter y = z, ou seja, φ é injetiva.

Provaremos agora a sobrejetividade de φ. Seja χ ∈ Ĝ e defina A = {x ∈
R : χ(x) = 1}. Então A é um subgrupo fechado de R. Segue que A = {0}, A = R ou

A = bZ para algum b > 0 (veja 1.1.19).

Se A = R então χ = 1 tal que χ(x) = eix0 = χ0(x), ou seja, χ = χ0.

Assim neste caso φ é sobrejetora. Assuma que A = {0}. Então χ([0, 1]) é um subconjunto

compacto e conexo de S1 contendo 1: isto é, um arco ou {1}. Por hipótese, χ([0, 1]) não

é {1}, e assim existe a ∈ (0, 1] tal que χ(a) = e
2πi
m , onde m é um inteiro não-nulo. Mas

então χ(ma) = χ(a)m = e2πi = 1 uma contradição com nossa hipótese. Portanto podemos

supor que A = bZ, onde b > 0 (note que b é o menor elemento positivo de A). Sendo

1 = χ(b) = χ(2
b

2
) = χ(

b

2
)2

e 0 < b
2 < b, temos χ( b2) = −1. Sendo χ( b4)2 = χ( b2 ) = −1, devemos ter χ( b4) = e

π
2
i ou

χ( b4) = e−
π
2
i. Se a segunda igualdade vale, trocamos χ por χ e assim podemos supor sem
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perda de generalidade que χ( b4) = e
π
2
i. Suponha agora que já provamos que

χ(
b

2k
) = e

2πi

2k

para algum inteiro positivo k. Então devemos ter

χ(
b

2k+1
) = e

2πi

2k+1 ,

ou

χ(
b

2k+1
) = e

2πi

2k+1 +πi
.

Assuma que a segunda igualdade vale. Então χ([ b
2k+1 ,

b
2k ]) é um subconjunto compacto

e conexo em S1 que contém 1 ou −1. Desta maneira para algum a ∈ [ b
2k+1 ,

b
2k ] temos

χ(a) = 1 ou χ(a) = −1. Em ambos os casos χ(2a) = 1 e 0 < 2a < 2 b
2k = b

2k−1 ≤ b. Isto

contradiz o fato que b = min{a ∈ A : a > 0} e assim

χ(
b

2k+1
) = e

2πi

2k+1 .

É óbvio agora que χ(rb) = e2πir para todos os números reais diádicos1 r.

Por continuidade temos χ(xr) = e2πix, para todo x ∈ R. Ou ainda,

χ(x) = eix
2π
b = χ 2π

b
(x).

Isto mostra que φ é sobrejetiva. Assim φ é um isomorfismo de grupos.

Falta mostrar que φ é um homeomorfismo. Primeiro suponha que {yj}j
é uma net em R tal que yj → 0. Seja ε > 0 e K ⊂ R compacto. Como a função

C 3 z 7→ ez ∈ C é cont́ınua, existe δ > 0 tal que |ez − 1| < ε para todo z ∈ C, com |z| < δ.

Seja M = sup
x∈K

|x|; M é finito pois K é compacto. Dáı existe j0 tal que |yj | < δ
M+1 para

j ≥ j0. Assim, se x ∈ K e j ≥ j0 temos |ixyj | ≤M |yj | < δ e dáı

|χ(x) − 1| = |eixyj − 1| < ε.

Isto mostra que φ é cont́ınua (veja 5.1.12). Suponha finalmente que {yj}j é uma net em

1Um número diádico é um número da forma n

2k
, onde n ∈ Z e k ∈ N. O conjunto dos números

diádicos formam (óbviamente) um subconjunto denso de R.
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R e que χyj
→ 1 em R̂. Seja K o compacto [0, 1] e ε = 2. Então existe j0 tal que

|χ(x) − 1| = |eixyj − 1| < 2,

para todo j ≥ j0 e todo x ∈ [0, 1]. Em partucular temos xyj 6= π e xyj 6= −π para todo

j ≥ j0 e todo x ∈ [0, 1]. Segue dáı que |yj | ≤ π para todo j ≥ j0. Assim podemos supor

sem perda de generalidade que |yj| ≤ π para todo j. Agora, tomando o compacto K = {1}
obtemos que eiyj → 1. Dáı, como |yj| ≤ π temos

iyj = log(eiyj ) → log(1) = 0.

Ou seja, yj → 0. Isto mostra que φ−1 é cont́ınua. Logo φ é um isomorfismo topológico.
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Caṕıtulo 6

A C∗−álgebra Envolvente

Um dos principais objetivos da teoria de representações é a classificação

de todas as ∗-representações de uma dada ∗-álgebra de Banach B. Por esta razão é

interessante achar que toda tal álgebra B dá origem a uma C ∗-álgebra C∗(B) (chamada

a C∗-álgebra envolvente de B) tal que as ∗-representações de B e as de C ∗(B) então em

uma correspondência bijetiva natural. Isto mostra que a teoria de ∗-representações de

C∗-álgebras é tão geral quanto as de ∗-álgebras de Banach arbitrárias. Mais sobre a teoria

de C∗-álgebra envolvente pode ser encontrado em [3].

6.1 A C
∗-álgebra Envolvente de uma Álgebra

Nesta seção fixaremos uma ∗-álgebra de Banach B e provaremos que sem-

pre existe a sua C∗-álgebra envolvente C∗(B). A C∗-álgebra envolvente de B pode ser

pensada como uma “fotografia” de B usando “luz” que registra somente as propriedades

de B que aparecem na estrutura de suas ∗-representações. Sendo que C ∗-álgebras são vas-

tamente mais simples em estrutura que ∗-álgebras de Banach arbitrárias, tal “fotografia”

frequentemente resulta em um grande ganho de simplicidade.

Definição 6.1.1. Seja B uma ∗-álgebra de Banach. Uma C ∗-seminorma em B é uma

função p : B → R+ tal que para todo a, b ∈ B e α ∈ C

(i) p(a+ b) ≤ p(a) + p(b);

(ii) p(αa) = |α|p(a);

(iii) p(ab) ≤ p(a)p(b);

92



(iv) p(a∗a) = p(a)2.

O conjunto de todas a C∗-seminormas em B será denotado por C∗
sn(B).

Observação 6.1.2. Note que se p : B → R+ é uma C∗-seminorma em uma ∗-álgebra de

Banach B então p(b∗) = p(b), para todo b ∈ B. De fato, de (iv) temos p(b∗b) = p(b)2.

Por outro lado de (iii), p(b∗b) ≤ p(b∗)p(b). Assim p(b)2 ≤ p(b∗)p(b) e assim p(b) ≤ p(b∗).

Como b ∈ B foi arbitrário podemos trocar b por b∗ e concluir que p(b∗) ≤ p((b∗)∗) = p(b).

Logo p(b) ≤ p(b∗) ≤ p(b) e portanto p(b∗) = p(b).

Teorema 6.1.3. Sejam B uma ∗-álgebra de Banach e p ∈ C ∗
sn(B). Defina N = N(p) =

{b ∈ B : p(b) = 0}. Então N é um ideal em B e o completamento do espaço quociente B
N

com respeito a norma ‖b+N‖ = p(b) é uma C∗-álgebra.

Prova: É fácil ver que N é um ideal em B. Assim B
N

é uma álgebra com as operações

naturais (veja exemplo A.3.5). Como p(a∗) = p(a) para todo a ∈ B, temos N ∗ ⊂ N .

Assim a função ∗ : B
N

→ B
N

; (b+N)∗ = b∗ +N está bem definida e é fácil ver que é uma

involução em B
N

. Segue da definição de C∗-seminorma que a função ‖b+N‖ = p(b) é uma

norma em B
N

que satisfaz ‖(a + N)(b + N)‖ ≤ ‖a + N‖‖b + N‖ e ‖(a + N)∗(a + N)‖ =

‖a+N‖2. Assim B
N

é uma ∗-álgebra normada (não necessariamente completa) que satisfaz

‖(a+N)∗(a+N)‖ = ‖a+N‖2. Logo o completamento de B
N

é uma C∗-álgebra. �

Exemplo 6.1.4. Seja π : B → L(H) uma ∗-representação de B, onde H é um espaço

de Hilbert. Defina p : B → R+; p(b) = ‖π(b)‖. Então p é uma C∗-seminorma em B. O

teorema a seguir mostra que todas as C∗-seminormas são da forma acima.

Teorema 6.1.5. Dada p uma C∗-seminorma em B, existe uma ∗-representação π de B

tal que p(b) = ‖π(b)‖, para todo b ∈ B.

Prova: Sejam N = {x ∈ B : p(x) = 0} e A = (B
N

) o completamento de B
N

como no

teorema 6.1.3. Então A é uma C∗-álgebra e assim existe uma ∗-representação isométrica

π1 : A→ L(H), onde H é algum espaço de Hilbert (veja teorema 3.4.15 de [6]).

Seja agora π0 : B → B
N

; π0(b) = b + N e i0 : B
N

→ A a inclusão de B
N

em

A. Defina agora π = π1 ◦ i0 ◦ π0 : B → L(H). Então π é uma ∗-representação e como π1

é isométrica temos:

‖π(b)‖ = ‖π1(b+N)‖ = ‖b+N‖ = p(b),

para todo b ∈ B. �
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Corolário 6.1.6. Seja p uma C∗−seminorma em uma ∗-álgebra de Banach B. Então

p(b) ≤ ‖b‖B , para todo b ∈ B (‖ · ‖B denota a norma de B).

Prova: Pelo teorema 6.1.5 existe uma ∗-representação π de B tal que p(b) = ‖π(b)‖ para

todo b ∈ B. Assim p(b) = ‖π(b)‖ ≤ ‖b‖B , para todo b ∈ B (veja teorema A.3.2).

Definição 6.1.7. Seja B uma ∗-álgebra de Banach. Uma C ∗-álgebra envolvente de

B é uma par (A, π), onde A é uma C∗-álgebra e π : B → A é um ∗-homomorfismo com a

seguinte propriedade:

Para qualquer C∗-álgebra A1 e qualquer ∗-homomorfismo φ : B → A1

existe um único ∗-homomorfismo φ̃ : A → A1 tal que φ̃ ◦ π = φ. Ou seja, o seguinte

diagrama

B

φ

��

π
// A

φ̃

~~

A1

comuta.

Definição 6.1.8. Seja B uma ∗-álgebra de Banach, sejam A1, A2 C
∗-álgebras e πi : B →

Ai ∗-homomorfismos para i = 1, 2. Dizemos que o par (A1, π1) é isomorfo ao par (A2, π2)

(e denotamos (A1, π1) ∼= (A2, π2)) se existe um ∗-isomorfismo π : A1 → A2 tal que o

diagrama

B

π2

��

π1
// A1

π

~~

A2

comuta.

Teorema 6.1.9. (Unicidade da C∗-álgebra envolvente) Sejam (A1, π1) e (A2.π2), C
∗-

álgebras envolventes para uma ∗-álgebra de Banach B. Então (A1, π1) ∼= (A2, π2).

Prova: Segue da definição de C∗-álgebra envolvente que existem ∗-homomorfismos
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π̃1 : A2 → A1 e π̃2 : A1 → A2 tal que π̃1 ◦ π2 = π1 e π̃2 ◦ π1 = π2.

B

π1

��

π2
// A2

π̃1

~~

B

π2

��

π1
// A1

π̃2

~~

A1 A2

Note dáı que o diagrama

B

π1

��

π1
// A1

π̃1◦π̃2

~~}}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}

A1

comuta, pois π̃1 ◦ π̃2 ◦ π1 = π̃1 ◦ π2 = π1. Mas o diagrama

B

π1

��

π1
// A1

IdA1

~~}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}
}

A1

também comuta. Segue (por unicidade) que π̃1 ◦ π̃2 = IdA1 .

Aplicando o mesmo argumento com o par (A2, π2) conclúımos que

π̃2 ◦ π̃1 = IdA2 .

Assim π̃1 e π̃2 são ∗-isomorfismos e π̃1 = π̃−1
2 . Basta tomar agora π = π̃2 para satisfazer

a definição 6.1.8. �

Pelo teorema acima existe no máximo uma C∗-álgebra envolvente. Quere-

mos agora mostrar que sempre existe a C∗-álgebra envolvente de uma dada ∗-álgebra de

Banach.

Teorema 6.1.10. (Existência da C∗-álgebra envolvente) Existe a C∗-álgebra envolvente

para qualquer ∗-álgebra de Banach.

Prova: Seja B uma ∗-álgebra de Banach. Defina ps(b) = sup
p∈C∗

sn(B)
p(b) (note que ps(b) é
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finito por 6.1.6). É fácil ver que ps ∈ C∗
sn(B). Seja N = {b ∈ B : ps(b) = 0} = {b ∈ B :

p(b) = 0, para todo p ∈ C∗
sn(B)}. Seja A = (B

N
) o completamento de B

N
com respeito a

norma ‖b+N‖0 = ps(b). Então (A, ‖ · ‖0) é uma C∗-álgebra por 6.1.3.

Seja π : B → A; π(b) = b+N . Então π é um ∗-homomorfismo. Queremos

mostrar que (A, π) é a C∗-álgebra envolvente de B. Para isso sejam A1 uma C∗-álgebra e

φ : B → A1 um ∗-homomorfismo. Defina φ0 : B
N

→ A1; φ0(b +N) = φ(b). Suponha que

a + N = b + N , ou seja, a − b ∈ N . Então p(a − b) = 0, para todo p ∈ C ∗
sn(B). Agora,

se pφ(x) = ‖φ(x)‖, x ∈ B, então pφ ∈ C∗
sn(B). Assim pφ(a − b) = 0, isto é, φ(a) = φ(b).

Isto mostra que φ0 está bem definida. É facil ver que φ0 é um ∗-homomorfismo. Temos

ainda que ‖φ0(b+N)‖ = ‖φ(b)‖ = pφ(b) ≤ ps(b) = ‖b+N‖0. Então existe uma extensão

cont́ınua de φ0:

φ̃ : A→ A1.

Assim φ̃ é um ∗-homomorfismo e φ̃(b+N) = φ0(b+N) = φ(b) para todo b ∈ B. Ou seja,

φ = φ̃ ◦ π. Isto diz que o diagrama

B

φ

��

π
// A

φ̃

~~

A1

comuta. Se φ̃1 : A→ A1 é outro ∗-homomorfismo tal que φ = φ̃1 ◦ π então

φ̃1(b+N) = φ̃1(π(b)) = φ(b).

Assim φ̃1 = φ̃ sobre B0. Segue φ̃1 = φ̃ em B0 = A.

Logo (A, π) é a C∗-álgebra envolvente de B. �

Devido a existência e unicidade denotaremos por (C ∗(B), π∗(B)) a C∗-

álgebra envolvente de uma ∗-álgebra de Banach B. As vezes, quando o ∗-homomorfismo

π∗(B) estiver subentendido, nos referiremos a C ∗-álgebra envolvente apenas como C∗(B).

Teorema 6.1.11. Seja B uma ∗-álgebra de Banach. Para π : B → L(H), ∗-representação

de B, seja π̃ : C∗(B) → L(H) a única ∗-representação de C∗(B) tal que π̃ ◦ π∗(B) = π.

Então a aplicação π 7→ π̃ é uma bijeção entre o conjunto das ∗-representações de B sobre
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H e o conjunto das ∗-representações de C∗(B) sobre H.

Prova: O teorema segue da definição de C∗-álgebra envolvente, sendo que L(H) é uma

C∗-álgebra. �

Exemplo 6.1.12. Seja B qualquer espaço de Banach com uma involução ∗ no qual ‖b∗‖ =

‖b‖ para todo b ∈ B. Defina em B o produto a · b = 0, para todo a, b ∈ B. Então

(C∗(B), π∗(B)) = ({0}, 0). De fato, se φ : B → A1 é um ∗-homomorfismo, onde A1 é uma

C∗-álgebra então ‖φ(b)‖2 = ‖φ(b)∗φ(b)‖ = ‖φ(b∗b)‖ = ‖φ(0)‖ = 0. Assim φ̃ = 0 : {0} →
A1 é o único ∗-homomorfismo tal que φ̃ ◦ 0 = φ.

O objetivo agora é caracterizar a C∗-álgebra envolvente de uma ∗-álgebra

de Banach comutativa em termos do teorema de Gelfand ( A.3.12).

Teorema 6.1.13. Se B é uma ∗-álgebra de Banach comutativa então C ∗(B) é uma C∗-

álgebra comutativa.

Prova: Usando as notações do teorema de existência da C ∗-álgebra envolvente temos que

C∗(B) =

(
B

N

)
,

onde N é um ideal de B. Logo C∗(B) é comutativa se B é comutativa. �

Observação 6.1.14. A rećıproca do teorema acima não é verdadeira (veja exemplo 6.1.19).

Definição 6.1.15. Seja B uma ∗-álgebra de Banach. Denotaremos por B̂s o subespaço

fechado de B̂ consistindo dos elementos φ de B̂ (veja A.3.10) que satisfazem:

φ(b∗) = φ(b) para todo b ∈ B.

Um elemento de B̂ é chamado simétrico se está em B̂s.

Lema 6.1.16. Seja B uma ∗-álgebra de Banach. Então o espectro de C ∗(B), ou seja, o

espaço Ĉ∗(B) dos funcionais lineares multiplicativos não-nulos (veja A.3.10) é homeomorfo

à B̂s.

Prova: Sabemos que (C∗(B), π∗(B)) ∼= ((B
N

), π) onde N = {b ∈ B : p(b) = 0, para todo
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p ∈ C∗
sn(B)} e π(b) = b + N , para toda b ∈ B. Assim podemos supor sem perda de

generalidade que C∗(B) = (B
N

) e π∗(B) = π.

Note que os elementos de B̂s são exatamente os ∗-homomorfismos não-

nulos de B em C. Então, por definição de C∗(B), para cada φ ∈ B̂s existe um único

∗-homomorfismo φ̃ : C∗(B) → C tal que o diagrama

B

φ

��

π
// C∗(B)

φ̃

}}

C

comuta. Ou seja, φ̃(b + N) = (φ̃ ◦ π)(b) = φ(b), para todo b ∈ B. Como φ é não-nulo

devemos ter φ̃ não-nulo. Assim φ̃ ∈ Ĉ∗(B).

Portanto temos definida uma aplicação

H : B̂s 3 φ 7→ φ̃ ∈ Ĉ∗(B),

onde, para cada φ ∈ B̂s, φ̃ é o único elemento de Ĉ∗(B) tal que φ̃ ◦ π = φ.

Dado ψ ∈ Ĉ∗(B), defina φ(b) = ψ ◦ π(b). Então ψ = φ̃. Segue que H é

uma bijeção. Queremos mostrar que H é um homeomorfismo. Para isso basta mostrar

que para qualquer net {φi}i em B̂s e φ ∈ B̂s, temos

φi → φ em B̂s ⇐⇒ φ̃i → φ̃ em Ĉ∗(B),

onde a topologia em B̂s é a topologia induzida de B̂, ou seja, a topologia de Gelfand

(veja A.3.10). Suponha primeiro que φ̃i → φ̃ em Ĉ∗(B), ou seja, φ̃i(x) → φ̃(x), para todo

x ∈ C∗(B). Então, em particular, se x = b+N , b ∈ B temos φ̃i(b+N) = φi(b) → φ(b) =

φ̃(b+N). Assim φi → φ em B̂s. Suponha agora que φi → φ em B̂s. Então φi(b) → φ(b),

para toda b ∈ B. Ou seja, φ̃i(b + N) → φ̃(b + N), para todo b ∈ B. Mas (B
N

) = C∗(B).

Assim segue que φ̃i(x) → φ̃(x) para todo x ∈ C∗(B). De fato, tome x ∈ C∗(B). Então

dado ε > 0, existe b ∈ B com ‖(b+N) − x‖ < ε
3 . Tome i0 tal que

|φi(b) − φ(b)| < ε

3
, ∀ i ≥ i0.
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Então

|φ̃i(x) − φ(x)| ≤ |φ̃i(x) − φ̃i(b+N)| + |φ̃i(b+N) − φ̃(b+N)| + |φ̃(b+N) − φ̃(x)| ≤

‖x− (b+N)‖ +
ε

3
+ ‖(b+N) − x‖ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε, ∀ i ≥ i0.

Logo φ̃i(x) → φ̃(x), para todo x ∈ C∗(B) e portanto H é um homeomorfismo. �

Teorema 6.1.17. Seja B uma ∗-álgebra de Banach. Se a C ∗-envolvente de B é comutativa

(por exemplo se B é comutativa) então

(C∗(B), π∗(B)) ∼= (C0(B̂s),Γ),

onde

Γ : B → C0(B̂s); Γ(b) = b̂,

sendo b̂(φ) = φ(b), φ ∈ B̂s a transformada de Fourier de b restrita a B̂s (veja A.3.10).

Prova: Como no lema acima, podemos supor que C∗(B) = (B
N

) e π∗(B) = π, onde,

N = {b ∈ B : p(b) = 0, para todo p ∈ C∗
sn(B)} e π(b) = b+N , para todo b ∈ B.

Pela demonstração do lema 6.1.16 temos que a aplicação

H : B̂s 3 φ 7→ φ̃ ∈ Ĉ∗(B),

(onde φ̃ é o único elemento de Ĉ∗(B) satisfazendo φ̃ ◦ π∗(B) = φ) é um homeomorfismo.

Defina, a partir dáı,

F : C∗(B) 3 x 7→ F (x) ∈ C0(B̂s),

onde F (x)(φ) = x̂(φ̃). Queremos mostrar que F é uma ∗-isomorfismo. Mas, o teorema de

Gelfand ( A.3.12) nos diz que a aplicação

Γ : C∗(B) 3 x 7→ x̂ ∈ C0(Ĉ∗(B))

é um ∗-isomorfismo e, portanto, temos F (x) = Γ(x) ◦H, para todo x ∈ C ∗(B). Segue que

F é um ∗-isomorfismo.
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Agora note que para b ∈ B e φ ∈ B̂s temos

(F ◦ π∗(B))(b)(φ) = F (b+N)(φ) = ̂(b+N)(φ̃) =

= φ̃(b+N) = φ(b) = Γ(b)(φ).

Assim F ◦ π∗(B) = Γ, ou seja, o diagrama

B

Γ

��

π∗(B)
// C∗(B)

F

{{xx
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x

C0(B̂s)

comuta. Logo (C∗(B), π∗(B)) ∼= (C0(B̂s),Γ). �

Exemplo 6.1.18. Seja B = C(D), onde D = {z ∈ C : |z| ≤ 1}, com as operações de

soma e multiplicação usuais, a norma do supremo, e a seguinte involução:

f∗(z) = f(z), ∀ f ∈ C(D).

Então é fácil ver que B é uma ∗-álgebra de Banach.

Defina para z ∈ D, δz : B → C; δz(f) = f(z). Então é fácil ver que δz ∈ B̂,

para todo z ∈ D e temos que δz é simétrico se, e somente se, z = z. De fato, se z0 6= z0,

existe f ∈ C(D) tal que f(z0) 6= f(z0). Assim

δz0(f
∗) = f∗(z0) = f(z0) 6= f(z0) = δz0(f).

Logo nem todo φ ∈ B̂ é simétrico. Mais ainda, do corolário 8.8, página 361 de [3], temos

que a aplicação D 3 z → δz ∈ B̂ é um homeomorfismo. Assim, B̂ é homeomorfo à D e

B̂s é homeomorfo à D ∩ R = [−1, 1] (pois δz é simétrico se e somente se z = z). Assim

por 6.1.17 C∗(B) = C([−1, 1]). Mais ainda, é fácil ver que o ∗-homomorfismo π∗(B) é

dado por restrição de uma função de C(D) sobre C([−1, 1]). Ou seja, π∗(B)(f) = f|[−1,1]
,

para toda f ∈ C(D).
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Exemplo 6.1.19. Considere agora

B = {f ∈ C(D,M2(C)) : para cada x ∈ [−1, 1], f(x) é um múltiplo da matriz identidade},

onde M2(C) é o conjunto das matrizes complexas 2 × 2 e C(D,M2(C)) é o conjunto das

funções cont́ınuas de D em M2(C) (a norma de M2(C) é a norma de operadores). Equipe

B com as operações de soma e produto pontuais (de matrizes), a norma

‖f‖B = sup
z∈D

‖f(z)‖M2(C),

onde ‖ · ‖M2(C) denota a norma em M2(C), e a involução

f∗(z) = f(z)∗, para toda f ∈ B e z ∈ D,

onde f(z)∗ denota a transposta conjungada da matriz f(z). Então é fácil ver que B com

as operações acima é uma ∗-álgebra de Banach (não comutativa).

Queremos achar (C∗(B), π∗(B)). Vamos provar que (C∗(B), π∗(B)) ∼=
(C[−1, 1], π), onde π : B → C([−1, 1]); π(f)(x) = αx, para toda f ∈ C(D), onde αx

é o número complexo tal que f(x) = αxI, sendo I a matriz identidade 2x2. Vamos fazer

isso usando a definição de C∗-algebra envolvente.

Seja A uma C∗-álgebra qualquer e πA : B → A um ∗-homomorfismo.

Suponha que f ∈ B e f|[−1,1]
= 0. Defina

f1(z) =





f(z) se Im(z) ≥ 0

0 se Im(z) < 0

e

f2(z) =





0 se Im(z) ≥ 0

f(z) se Im(z) < 0

Então fi ∈ B, i = 1, 2 e f = f1 + f2. Mas note que f ∗i fi = 0, i = 1, 2. Assim

‖π(fi)‖2 = ‖π(fi)
∗π(fi)‖ = ‖π(f ∗i fi)‖ = 0,

para i = 1, 2. Assim π(fi) = 0, i = 1, 2 e portanto π(f) = π(f1) + π(f2) = 0. Segue

que π(f) = π(g), para todas f, g ∈ B com f|[−1,1]
= g|[−1,1]

. Então está bem definida a
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aplicação

π̃A : C([−1, 1]) → A; π̃A(f) = πA(f̃),

onde f̃ é qualquer função em C(D) tal que f̃|[−1,1]
= f . (Note que pelo menos uma f̃ existe

pelo teorema de extensão de Tietze). É fácil ver que π̃A é um ∗-homomorfismo. Também,

note que

(π̃A ◦ π)(f) = π̃A(f|[−1,1]
) = πA(f),

ou seja, o diagrama

B

πA

��

π
// C([−1, 1])

π̃A

||

A

comuta.

Obviamente, se ˜̃πA : C[−1, 1] → A é outro ∗-homomorfismo que faz o

diagrama acima comutar então ˜̃πA = π̃A. De fato, suponha que

˜̃π(f|[−1,1]
) = πA(f) = π̃A(f|[−1,1]

), ∀ f ∈ C(D).

Pelo teorema de extensão de Tietze π é sobrejetiva. Logo ˜̃πA(g) = π̃A(g), para toda

g ∈ C([−1, 1]). Portanto ˜̃πA = π̃A e assim (C∗(B), π∗(B)) ∼= (C([−1, 1], π).

Este exemplo mostra que a C∗-álgebra envolvente C∗(B) pode ser comu-

tativa sem que a ∗-álgebra de Banach B seja. Ele também mostra que o processo de

construir a C∗-álgebra envolvente não é “injetivo”. Duas ∗-álgebras de Banach diferentes

podem ter a mesma C∗-álgebra envolvente.

6.2 A C∗-álgebra de um Grupo

Nesta seção fixaremos um grupo localmente compacto G. Assim como no

estudo de representações de álgebras, no estudo de representações de grupos é interessante

saber classificar todas a representações unitárias de G. Já vimos no caṕıtulo 4 que as

representações unitárias e cont́ınuas de G estão em correspondência biuńıvoca com as ∗-
representações não-degeneradas da ∗-álgebra de Banach L1(G). Assim, como a C∗-álgebra

envolvente preserva propriedades de ∗-representações, é natural definir a C ∗-álgebra de G
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como sendo a C∗-álgebra envolvente de L1(G).

Definição 6.2.1. Seja G um grupo topológico localmente compacto. A C ∗-álgebra de

G, denotada por (C∗(G), π∗(G)), é por definição a C∗-álgebra envolvente da ∗-álgebra de

Banach L1(G) = L1(G,λ), onde λ é uma medida de Haar à esquerda em G.

Teorema 6.2.2. Seja G um grupo localmente compacto. Para V : G → U(H), repre-

sentação unitária e cont́ınua de G, seja πV : L1(G) → L(H) a única ∗-representação

não-degenerada de L1(G) dada pela equação:

〈πV (f)ξ, η〉 =

∫

G

〈Vxξ, η〉f(x)dx onde ξ, η ∈ H e f ∈ L1(G) (veja 4.2.9)

Então a aplicação V 7→ π̃V (onde π̃V : C∗(G) → L(H) é a única ∗-representação de C∗(G)

tal que π̃V ◦ π∗(G) = πV (veja 6.1.11)) é uma bijeção entre o conjunto das representações

unitárias e cont́ınuas de G sobre H e o conjunto das ∗-representações não-degeneradas de

C∗(G) sobre H.

Prova: É fácil ver que a aplicação π 7→ π̃ do teorema 6.1.11 preserva não-degenerecência,

ou seja, π é não-degenerada, se e somente se, π̃ é não-degenerada. Assim o presente teorema

segue de 4.2.9, 4.2.10 e 6.1.11.

O objetivo agora é caracterizar a C∗-álgebra de um grupo abeliano em

termos do teorema de Gelfand ( A.3.12).

Lema 6.2.3. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Então cada φ ∈ L̂1(G) é

simétrico, ou seja, L̂1(G)s = L̂1(G).

Prova: Pelo lema 5.1.8 φ = φχ, para algum χ ∈ Ĝ. Isto é,

φ(f) =

∫

G

f(x)χ(x)dx, para toda f ∈ L1(G).

Lembre agora que f ∗(x) = f(x−1) (G é abeliano e portanto unimodular).

Assim

φ(f∗) =

∫

G

f(x−1)χ(x)dx =

∫

G

f(x−1)χ(x−1)dx =

=

∫

G

f(x)χ(x)dx =

∫

G

f(x)χ(x)dx = φ(f). �

103



Teorema 6.2.4. Seja G um grupo abeliano localmente compacto. Então

(C∗(G), π∗(G)) ∼= (C0(Ĝ),Γ),

onde

Γ : L1(G) → C0(Ĝ); Γ(f) = f̂ , para todo f ∈ L1(G),

e onde f̂(χ) =
∫
G
f(x)χ(x)dx, χ ∈ Ĝ é a transformada de Fourier de f (veja 5.1.7).

Prova: Segue de 5.1.8, 6.1.17 e 6.2.3. �

Uma consequência imediata do teorema acima é que

C∗(R) = C0(R), C∗(S1) = C0(Z), C∗(Z) = C(S1) e C∗(Zp) = C(Zp)

já que R̂ = R, Ŝ1 = Z, Ẑ = S1 e Ẑp = Zp.

Exemplo 6.2.5. SejaG qualquer grupo abeliano localmente compacto. Defina a aplicação

V : G→ U(L2(Ĝ)) pela equação:

(Vxξ)(χ) = χ(x)ξ(χ), (x ∈ G, ξ ∈ L2(Ĝ), χ ∈ Ĝ).

Então é fácil ver que V é uma representação unitária de G no espaço de Hilbert L2(Ĝ).

Queremos calcular a ∗-representação π̃V : C0(Ĝ) → L(L2(Ĝ)) associada a V como no

teorema 6.2.2. Primeiro precisamos calcular a ∗-representação πV : L1(G) → L(L2(Ĝ))

associada a V como no teorema 4.2.9. Temos, para f ∈ L1(G) e ξ, η ∈ L2(Ĝ), que

〈πV (f)ξ, η〉 =

∫

G

〈Vxξ, η〉f(x)dx =

∫

G

(∫

Ĝ

χ(x)ξ(χ)η(χ)dχ

)
f(x)dx =

=

∫

G

∫

Ĝ

χ(x)ξ(χ)η(χ)f(x)dχdx =

∫

Ĝ

∫

G

χ(x)ξ(χ)η(χ)f(x)dxdχ =

=

∫

Ĝ

(∫

G

χ(x)f(x)dx

)
ξ(χ)η(χ)dχ =

∫

Ĝ

f̂(χ)ξ(χ)η(χ)dχ = 〈f̂ ξ, η〉.

Assim πV (f)ξ = f̂ξ, para toda f ∈ L1(G) e ξ ∈ L2((̂G). Portanto πV é a ∗-representação

de L1(G) que age sobre L2(Ĝ) multiplicando cada ξ ∈ L2(G) pela transformada da função

f ∈ L1(G).
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Segue agora que a ∗-representação π̃V associada a V é dada pela equação

π̃(h)ξ = hξ, (h ∈ C0(Ĝ), ξ ∈ L2(Ĝ).

Logo a ∗-representação π̃V de C0(Ĝ) associada a V é a ∗-representação “multiplicação”que

age sobre L2(Ĝ) multiplicando cada função ξ de L2(Ĝ) pela função h de C0(Ĝ).

No caso em que o grupo G é R o exemplo acima foi feito em 4.2.16. Vamos

ver como fica o exemplo acima no caso do grupo Z. Neste caso, como Ẑ = S1, um

elemento t́ıpico de Ẑ tem a forma χ(n) = zn, para algum z ∈ S1. Assim a representação

V : Z → U(L2(S
1)) tem a forma

(Vnξ)(z) = z−nξ(z), (n ∈ Z, ξ ∈ L2(S
1), z ∈ S1).

A ∗-representação πV : L1(Z) → L(L2(S
1)) associada a V fica sendo

(πV (f)ξ)(z) =

(∑

n∈Z

z−nf(n)

)
ξ(z).

E a ∗-representação π̃V : C(S1) → L(L2(S
1)) é dada por

(π̃V (h)ξ)(z) = h(z)ξ(z), (h ∈ C(S1), ξ ∈ L2(S
1), z ∈ S1).

No caso em que o grupo G é S1 temos V : S1 → U(L2(Z)),

(Vzξ)(n) = z−nξ(n), (z ∈ S1, ξ ∈ L2(Z), n ∈ Z),

πV : L1(S
1) → L(L2(Z)),

(πV (f)ξ)(n) =

(∫

S1

z−nf(z)dz

)
ξ(n), (f ∈ L1(S

1), ξ ∈ L2(Z), n ∈ Z),

e π̃V : C0(Z) → L(L2(Z)),

(π̃V (h)ξ)(n) = h(n)ξ(n), (h ∈ C0(Z), ξ ∈ L2(Z), n ∈ Z).
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Apêndice A

Apêndice

Como dito na introdução, este apêndice serve para o leitor apenas como um

sistema de referência, não contendo a demonstração dos resultados. O leitor interessado

nas provas pode olhar em referências como [1], [3], [5], [6], [11] e [12].

A.1 Medida e Integração

Nesta seção revisaremos alguns conceitos básicos de medida e integração.

Começamos com a noção fundamental de uma σ-álgebra de conjuntos.

Definição A.1.1. Uma σ-álgebra de um conjunto X, é uma coleção B de subconjuntos

de X que satisfaz:

(i) X ∈ B;

(ii) se A ∈ B então Ac ∈ B; e

(iii) se {An}∞n=1 ⊂ B então
∞⋃
n=1

An ∈ B.

Um espaço mensurável é um par (X,B) consistindo de um conjunto X e uma σ-álgebra

B de X.

Desta maneira, uma σ-álgebra é nada mais que uma coleção de conjuntos

que contém o expaço todo e é fechado sob a formação de complementos e uniões enu-

meráveis. Sendo
∞⋂
n=1

An = (
∞⋃
n=1

Acn)
c, é claro que uma σ-álgebra é fechada sob formação

de intersecções enumeráveis; mais ainda, toda σ-álgebra sempre contém o conjunto vazio

(sendo ∅ = Xc).
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Exemplo A.1.2. A coleção P (X) de todos os subconjuntos de X é uma σ-álgebra, como

também é a coleção de dois elementos {∅, X}. Estas são chamadas as σ-álgebras triviais;

se B é qualquer σ-álgebra de X, então {∅, X} ⊂ B ⊂ P (X).

Exemplo A.1.3. A intersecção de uma famı́lia arbitrária de σ-álgebras de X é também

uma σ-álgebra de X. Segue que se S é qualquer coleção de subconjuntos de X, e se

definimos B(S) = ∩{B : S ⊂ B,B é uma σ-álgebra de X}, então B(S) é uma σ-álgebra

de X, e é a menor σ-álgebra de X que contém a famı́lia S; chamaremos B(S) como a

σ-álgebra gerada por S.

Exemplo A.1.4. Se X é um espaço topológico, escreveremos BX = B(τ), onde τ é a

topologia de X; membros desta σ-álgebra são chamados conjuntos Borelianos e BX é

chamada a Borel σ-álgebra de X.

Exemplo A.1.5. Suponha que {(Xi,Bi) : i ∈ I} é uma famı́lia de espaços mensuráveis.

Seja X =
∏
i∈I

Xi o produto cartesiano, e seja πi : X → Xi a i-ésima projeção coordenada,

para cada i ∈ I. Então a σ-álgebra produto B =
∏
i∈I

Bi é a σ-álgebra B = B(S), onde

S = {π−1
i (Ai) : Ai ∈ Bi, i ∈ I}, e (X,B) é chamado o espaço mensurável produto.

Exemplo A.1.6. Se (X,B) é um espaço mensurável, e se X0 ⊂ X é um subconjunto

arbitrário, defina B|X0
= {A ∩X0 : A ∈ B}; equivalentemente, B|X0

= {i−1(A) : A ∈ B},
onde i : X0 → X denota a aplicação inclusão de X0 em X. A σ-álgebra B|X0

é chamada

a σ-álgebra induzida por B.

Definição A.1.7. Se (Xi,Bi), i = 1, 2, são espaços mensuráveis, então a função f : X1 →
X2 é dita mensurável se f−1(A) ∈ B1 para todo A ∈ B2.

Teorema A.1.8. As seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) a composição de aplicações mensuráveis é mensurável;

(ii) se (Xi,Bi), i = 1, 2, são espaços mensuráveis, e se B2 = B(S) para alguma famı́lia

S ⊂ P (X2), então uma função f : X1 → X2 é mensurável se e somente se f−1(A) ∈
B1 para todo A ∈ S;

(iii) se Xi, i = 1, 2 são espaços topológicos, e se f : X1 → X2 é uma aplicação cont́ınua,

então f é mensurável como uma aplicação entre os espaços mensuráveis (Xi,BXi
),

i = 1, 2; e
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(iv) se (X,B) é um espaço mensurável, e se f, g : X → R são funções mensuráveis

(com respeito a Borel σ-álgebra sobre R), então cada um das seguintes funções é

mensurável: |f |, af + bg (onde a, b são números reais arbitrários), e fg.

Observação A.1.9. A função caracteristica de um subconjunto E ⊂ X é a função real

sobre X, sempre denotada por 1E , que é definida por

1E(x) =





1 se x ∈ E

0 se x /∈ E

É fácil ver que 1E é mensurável se e somente se E ∈ B.

Na sequência, estaremos interessados com funções de valores infinitos. Es-

creveremos R = R ∪ {∞,−∞}. Usando qualquer bijeção razoável entre R e [−1, 1] -

digamos, a dada pela aplicação

f(x) =





±1 se x = ±∞
x

1+|x| se x ∈ R

- podemos ver R como um espaço topológico (compacto), e assim equipá-lo com a corre-

spondente Borel σ-álgebra. Se temos uma função real extendida - isto é, uma aplicação

f : X → R - e se B é uma σ-álgebra sobre X, diremos que f é mensurável se f−1(A) ∈ B
para todo A ∈ B

R
. É fácil ver o seguinte: dada uma aplicação f : X → R, seja

X0 = f−1(R), f0 = f|X0
, e seja B|X0

a σ-álgebra induzida sobre o conjunto X0; então

a função real extendida f é mensurável se e somente se as seguintes condições são satis-

feitas: (i) f−1({a}) ∈ B para a ∈ {−∞,∞}, e (ii) f0 : X0 → R é mensurável.

Se X é um conjunto e se {fn : n ∈ N} é uma sequência de funções reais

sobre X, definimos as funções reais extendidas lim inf fn e lim sup fn da maneira óbvia:

(lim inf fn)(x) = lim inf fn(x),

(lim sup fn)(x) = lim sup fn(x).

Teorema A.1.10. Suponha que (X,B) é um espaço mensurável, e suponha que {fn : n ∈
N} é uma sequência de funções reais sobre X. Então:

(i) supn fn e infn fn são funções reais extendidas mensuráveis sobre X;

(ii) lim inf fn e lim sup fn são funções reais extendidas mensuráveis sobre X; e
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(iii) o conjunto C = {x ∈ X : {fn(x)} converge para um número real finito} é men-

surável, isto é, C ∈ B; mais ainda, a função f : C → R definida por f(x) = limn fn(x)

é mensurável (com respeito a σ-álgebra induzida B|C ). (Em particular, o limite pon-

tual de uma sequência de funções mensuráveis que converge pontualmente é também

uma função mensurável.)

Definição A.1.11. Um função simples é uma função da forma
n∑
i=1

ai1Ei
, onde a1, . . . , an ∈

R, E1, . . . , En ∈ B e n ∈ N.

Teorema A.1.12. Se f : X → R é qualquer função mensurável não-negativa, então existe

uma sequência {fn}n de funções simples não-negativas sobre (X,B) tal que:

(i) f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . ≤ fn(x) ≤ fn+1(x) ≤ . . ., para todo x ∈ X; e

(ii) f(x) = limn fn(x) = supn fn(x) para todo x ∈ X.

Vamos agora dar a importante noção de medida.

Definição A.1.13. Seja (X,B) um espaço mensurável. Uma medida (positiva) sobre

(X,B) é uma função µ : B → [0,∞] com as seguintes propriedades:

(i) µ(∅) = 0; e

(ii) µ é enumeravelmente aditiva - isto é, se {En}n é uma sequência enumerável em B
de conjuntos dois a dois disjuntos então

µ(
∞⋃

n=1

En) =
∞∑

n=1

µ(En).

Um espaço de medida é uma tripla (X,B, µ), consistindo de um espaço mensurável

junto com uma medida definida sobre ele. Uma medida µ é dita finita se µ(X) <∞.

Listamos agora algumas consequências elementares da definição no próximo

teorema.

Teorema A.1.14. Seja (X,B, µ) um espaço de medida; então,

(i) µ é “monótona”: isto é, se A,B ∈ B e A ⊂ B então µ(A) ≤ µ(B);
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(ii) µ é “enumeravelmente subaditiva”: isto é, se En ∈ B para todo n = 1, 2, . . ., então

µ(

∞⋃

n=1

En) ≤
∞∑

n=1

µ(En);

(iii) µ é “cont́ınua inferiormente”: isto é, E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ En ⊂ . . . é uma sequência

crescente de conjuntos de B, então

µ(
∞⋃

n=1

En) = lim
n→∞

µ(En);

(iv) µ é “cont́ınua superiormente se restrita a conjuntos de medida finita”: isto é, se

E1 ⊃ E2 ⊃ . . . ⊃ En ⊃ . . . é uma sequência decrescente de conjuntos em B, e se

µ(E1) <∞, então

µ(
∞⋂

n=1

En) = lim
n→∞

µ(En).

Listamos agora alguns exemplos de medidas.

Exemplo A.1.15. Seja X qualquer conjunto, seja B = P (X) e defina µ(E) como n se E

é finito e tem exatamente n elementos, e defina µ(E) como ∞ se E é um conjunto infinito.

É fácil ver que µ é uma medida sobre (X,P (X)), e é chamada a medida de contagem

sobre X.

Por exemplo, se X = N, se En = {n, n + 1, n + 2, . . .}, e se µ denota a

medida de contagem sobre N, vemos que {En}n é uma sequência decrescente de conjutos

em N, com
∞⋂
n=1

En = ∅; mas µ(En) = ∞ para todo n, e assim limn µ(En) 6= µ(∩nEn);
desta maneira, se não nos restringimos a conjuntos de medida finita, uma medida não

precisa ser cont́ınua inferiormente - veja teorema A.1.14.

Exemplo A.1.16. É um fato, cuja prova não daremos aqui, que existe uma única medida

m definida sobre (R,BR) com a propriedade que m([a, b]) = b − a sempre que a, b ∈ R,

a < b. Esta medida é chamada a medida de Lebesgue sobre R. (Desta maneira a medida

de Lebesgue de um intervalo é o seu comprimento.)

Mais geralmente, para qualquer n ∈ N, existe uma única medida mn

definida sobre (Rn,BRn) tal que se B =
n∏
i=1

[ai, bi] é a “caixa”n-dimensional com lados

[ai, bi], então mn(B) =
n∏
i=1

(bi − ai); esta medida é chamada a medida de Lebesgue n-

dimensional; desta maneira, a medida de Lebesgue n-dimensional de uma caixa em Rn é
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o seu volume (n-dimensional).

Dado uma espaço de medida (X,B, µ) e uma função não-negativa e (B,BR)-

mensurável f : X → R, existe uma única maneira natural de associar um valor (em [0,∞])

à expressão
∫
X
fdµ. O teorema a seguir como isto é feito. Levamos o leitor interessado

na prova em olhar em referências padrão como em [5].

Teorema A.1.17. Seja (X,B, µ) um espaço de medida; denote por M+ a classe de todas

as funções f : X → [0,∞] que são (B,BR)-mensuráveis. Existe uma única aplicação

M+ 3 f 7→
∫
X
fdµ ∈ [0,∞] que satisfaz as seguintes propriedades:

(i)
∫
X

1Edµ = µ(E), para todo E ∈ B;

(ii) se f, g ∈M+ e a, b ∈ [0,∞) então
∫
X

(af + bg)dµ = a
∫
X
fdµ+ b

∫
X
gdµ;

(iii) para qualquer f ∈M+, temos

∫

X

fdµ = lim
n

∫

X

fndµ,

para qualquer sequência não-decrescente {fn} de funções simples que converge pon-

tualmente para f .

Teorema A.1.18. Seja (X,B, µ) um espaço de medida. São verdadeiras:

(i) uma função f : X → C é (B,BC)-mensurável se e somente se Ref e Imf são (B,BR)-

mensuráveis, onde, é claro, Ref e Imf denotam as partes real e imaginária de f ,

respectivamente;

(ii) uma função f : X → R é (B,BR)-mensurável se e somente se f+ = max(f, 0) (a parte

positiva de f) e f− = max(−f, 0) (a parte negativa de f) são (B,BR)-mensuráveis;

(iii) se f : X → C então f = (f1−f2)+ i(f3−f4), onde {fj : 1 ≤ j ≤ 4} são funções não-

negativas definidas por f1 = (Ref)+, f2 = (Ref)−, f3 = (Imf)+ e f4 = (Imf)−.

Mais ainda, temos que 0 ≤ fj(x) ≤ |f(x)| para todo x ∈ X;

(iv) se f, g : X → [0,∞) são funções mensuráveis não-negativas sobre X tal que f(x) ≤
g(x), então

∫
X
fdµ ≤

∫
X
gdµ.

Usando o teorema A.1.18, podemos falar de integral de uma apropriada

função complexa. Desta maneira, diremos que uma função f : X → C é integrável com
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respeito a uma medida µ se (i) f é (B,BC)-mensurável, e se (ii)
∫
X
|f |dµ < ∞. (Isto faz

sentido sendo que a mensurabilidade de f implica a mensurabilidade de |f |.) Mais ainda

se {fj : 1 ≤ j ≤ 4} são como no teorema A.1.18(iii) acima, então podemos definir

∫

X

fdµ = (

∫

X

f1dµ−
∫

X

f2dµ) + i(

∫

X

f3dµ−
∫

X

f4dµ).

É fácil verificar que o conjunto das funções µ-integráveis formam um espaço vetorial e que

a aplicação f 7→
∫
X
fdµ define um funcional linear sobre este espaço vetorial.

Definição A.1.19. Seja X um espaço topológico e BX a σ-álgebra dos Borelianos de X.

Uma medida µ : BX → [0,∞] é dita regular se

(i) µ(K) <∞,∀K ⊂ X compacto;

(ii) µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E compacto},∀E ∈ BX , µ(E) <∞; e

(iii) µ(E) = inf{µ(U) : U ⊂ X aberto, E ⊂ U},∀E ∈ BX .

Teorema A.1.20. Seja X um espaço localmente compacto e seja µ uma medida regular

sobre (X,BX). Então, existe um único subconjunto fechado E de X tal que µ(E c) = 0

e tal que µ(E ∩ U) > 0 se U é aberto em X e U ∩ E 6= ∅. (O conjunto E é chamado o

suporte de µ e é denotado por S(µ).)

Teorema A.1.21. Seja X um espaço localmente compacto e f uma função real ou com-

plexa sobre X. ConsidereX equipado com a σ-álgebra dos Borelianos e seja µ uma medida

regular sobre (X,BX ). Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) f é mensurável;

(ii) f1U é mensurável para todos os subconjuntos U abertos de X tal que µ(U) <∞;

(iii) f1K é mensurável para todos os subconjuntos compactos K de X; e

(iv) fφ é mensurável para todas as funções φ ∈ C+
00(X), onde C+

00(X) é o espaço das

funções cont́ınuas não-negativas definidas em X e que tem suporte compacto.

Observação A.1.22. O espaço L1(X,B, µ):

Se (X,B, µ) é um espaço de medida, seja L1 = L1(X,B, µ) o espaço vetorial de todas

a funções µ-integráveis f : X → C. Seja N = {f ∈ L1 :
∫
X
|f |dµ = 0}; não é dif́ıcil

mostrar que uma função f pertence a N , se e somente se, f se anula em µ-quase todo
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lugar, significando que µ({x ∈ X : f(x) 6= 0}) = 0. Segue que N é um subespaço vetorial

de L1; defina L1 = L1(X,B, µ) como sendo o espaço quociente L1/N ; (desta maneira duas

funções integráveis definem o mesmo elemento de L1 precisamente quando elas concordam

em µ-quase todo lugar de X); mais ainda, é verdade que a equação

‖f‖1 =

∫

X

|f |dµ

pode ser pensada para definir uma norma sobre L1. (Estritamente falando, um elemento de

L1 não é uma função, mas toda uma classe de equivalência de funções, (quaisquer duas das

quais concordam em quase todo lugar), mas a integral na equação acima depende somente

da classe de equivalência da função f ; em outras palavras, a equação acima define uma

semi-norma sobre L1 que, por sua vez, é uma norma sobre o espaço quociente L1.) Mais

ainda, é também verdade que L1(X,B, µ) é um espaço de Banach.

De maneira exatamente similar, os espaços Lp(X,B, µ) (1 ≤ p ≤ ∞) são

definidos; sendo que os casos p ∈ {1, 2,∞} irão ser de importância para nós, e sendo que

não usaremos outros valores de p neste trabalho, discutiremos somente estes casos.

Observação A.1.23. O espaço L2(X,B, µ): Seja L2 = L2(X,B, µ) o conjunto das funções

f : X → C (B,BC)-mensuráveis tal que |f |2 ∈ L1; para f, g ∈ L2, defina < f, g >=
∫
X
fgdµ. É verdade que L2 é um espaço vetorial e que a equação ‖f‖2 =< f, f >

1
2 define

uma semi-norma sobre L2; como antes, se definirmos N = {f ∈ L2 : ‖f‖2 = 0}(=conjunto

das funções mensuráveis que são 0 q.s.(quase sempre)), então a seminorma ‖ · ‖2 descende

para uma norma sobre o espaço quociente L2 = L2/N . Como no caso de L1, olhamos

os elementos de L2 como funções (e não como classes de equivalências de funções) com a

condição de considerar duas funções como sendo as mesmas se elas concordam q.s. Quando

for necessário chamar a atenção sobre a medida em questão, usaremos expressões como

f = g µ−quase sempre. É um fato - talvez não muito surpreso - que L2 é um espaço de

Hilbert com respeito a definição de produto interno natural.

Observação A.1.24. O espaço L∞(X,B, µ):

O caso L∞ reserva uma discussão especial por causa de certas caracteŕısticas da norma

em questão. Naturalmente, queremos, aqui, olhar funções mensuráveis limitadas com a

norma sendo dada pela “norma do supremo”. A única complicação é causada por sermos

forçados a considerar duas funções mensuráveis como sendo identicas se elas concordam

q.s. Sendo assim, o que acontece sobre um conjunto de µ-medida nula deveria ser relevante
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para a discussão. Desta maneira, por exemplo, se estamos trabalhando com a medida de

Lebesgue m sobre R, então sendo m(A) = 0 para todo conjunto enumerável, deveŕıamos

olhar a função f(x) = 0 ∀x como sendo a mesma que a função g que é definida como f

fora do conjunto N dos naturais mas satisfaz g(n) = n, para n ∈ N; note que g é não

limitada, enquanto que f é.

Sendo assim, defina L∞ = L∞(X,B, µ) como sendo a classe de todas as

funções (B,BC)-mensuráveis que são essencialmente limitadas; desta maneira f ∈ L∞

precisamente quando existe E ∈ B tal que µ(X − E) = 0 e f é limitada sobre E; desta

maneira os elementos de L∞ são funções mensuráveis que são “limitadas q.s.”.

Defina ‖f‖∞ = inf{K > 0 : existe N ∈ B tal que µ(N) = 0 e |f(x)| ≤
K sempre que x ∈ X −N}.

Finalmente defina L∞ = L∞(X,B, µ) como sendo o espaço quociente L∞ =

L∞/N , onde, como antes, N é o conjunto das funções mensuráveis que se anulam q.s. (que

é também o mesmo que {f ∈ L : ‖f‖∞ = 0}). Segue então que L∞ é um espaço de Banach.

Observação A.1.25. É um fato que seX é um espaço topológico localmente compacto, se

µ é uma medida regular sobre (X,BX) e se 1 ≤ p <∞, então o espaço dual de Lp(X,B, µ)

pode ser naturalmente identificado com Lp′(X,B, µ), onde o “́ındice dual”p′ é relacionado

a p pela equação 1
p

+ 1
p′

= 1, ou equivalentemente, p′ é definido por:

p′ =





p
p−1 se 1 < p <∞
∞ se p = 1

onde a “dualidade”é dada por integração, desta maneira: se f ∈ Lp e g ∈ Lp′ , então é

verdade que fg ∈ L1 e se definimos

φg(f) =

∫

X

fgdµ, f ∈ Lp

então a correspôndencia g 7→ φg estabelece o isomorfismo isométrico Lp′ ∼= (Lp)
∗.

Listamos alguns resultados básicos sobre teoria da integração.

Teorema A.1.26. Seja (X,B, µ) um espaço de medida:

(i) (Lema de Fatou) se {fn} é uma sequência de funções mensuráveis não-negativas

sobre X, então, ∫

X

lim inf fndµ ≤ lim inf

(∫

X

fndµ

)
.
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(ii) (teorema da convergência monótona) suponha que {fn} é uma sequência de funções

mensuráveis não-negativas sobre X, suponha que f é uma função mensurável não-

negativa, e suponha que para para quase todo x ∈ X, é verdade que sequência

{fn(x)} é uma sequência não-decrescente de números reais que converge para f(x);

então, ∫

X

fdµ = lim

∫

X

fndµ = sup

∫

X

fndµ.

(iii) (teorema da convergência dominada) suponha que {fn} é uma sequência em Lp(X,B, µ)

para algum p ∈ [1,∞); suponha que existe g ∈ Lp tal que |fn| ≤ g q.s, para cada

n; suponha que a sequência {fn(x)} converge para f(x) para µ-quase todo x ∈ X;

então f ∈ Lp e ‖fn − f‖p → 0 quando n→ ∞.

(iv) (desigualdade de Holder) se f ∈ Lp(X,B, µ) e g ∈ Lp′(X,B, µ) então fg ∈ L1(X,B, µ)

e ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

Observação A.1.27. Rećıprocamente, é verdade que se {fn} é uma sequência que con-

verge para f em Lp, então existe uma subsequência, digamos {fnk
: k ∈ N} e uma g ∈ Lp

tal que |fnk
| ≤ g q.s, para cada k, e tal que {fnk

(x)} converge para f(x) para µ-quase todo

x ∈ X; tudo isto para p ∈ [1,∞). Desta maneira, módulo a necessidade de se passar a uma

subsequência, o teorema da convergência dominada essenciamente descreve a convergência

em Lp, desde que 1 ≤ p <∞.

Teorema A.1.28. Sejam (X,BX , µ) e (Y,BY , ν) espaços de medidas, onde X,Y são

espaços localmente compactos e µ, ν são medidas regulares. Seja B = BX×BY a σ-álgebra

produto, que é definida como a σ-álgebra gerada por todos os “retangulos mensuráveis´´

- isto é, conjuntos da forma A×B, A ∈ BX , B ∈ BY .

(i) Existe uma única medida λ (que é usualmente denotada por µ × ν e chamada a

medida produto) definida sobre B com a propriedade que

λ(A×B) = µ(A)ν(B), ∀ A ∈ BX , B ∈ BY .

(ii) (teorema de Fubini) Suponha que f ∈ L1(X × Y,B, λ); então,

(a) Y 3 y 7→ f(x, y) ∈ C (resp. X 3 x 7→ f(x, y) ∈ C) é uma função complexa

(BY ,BC)-mensurável (resp. (BX ,BC)-mensurável) que pertence a L1(Y,BY , ν)
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(resp. L1(X,BX , µ)), para µ-quase todo x ∈ X (resp. para ν-quase todo

y ∈ Y );

(b) a função x 7→
∫
Y
f(x, y)dν(y) (resp. y 7→

∫
X
f(x, y)dµ(x)) definida como sendo

0 onde a integral não existe, é uma função complexa (BX ,BC)-mensurável

(resp. (BY ,BC)-mensurável), que define um elemento de L1(X,BX , µ) (resp.

L1(Y,BY , ν)); mais ainda,

∫

X

(∫

Y

f(x, y)dν(y)

)
dµ(x) =

∫

X×Y
fdλ =

∫

Y

(∫

X

f(x, y)dµ(x)

)
dν(y).

(iii) Seja f uma função complexa ou real extendida sobre X × Y que é mensurável e se

anula fora de um conjunto
∞⋃
n=1

An, onde cada An ∈ B e λ(An) <∞. As três integrais

(a)
∫
X×Y f(x, y)dλ(x, y),

∫
X

∫
Y
f(x, y)dν(y)dµ(x),

∫
Y

∫
X
f(x, y)dµ(x)dν(y)

são finitas e iguais umas as outras se e somente se uma das integrais

(b)
∫
X×Y |f(x, y)|dλ(x, y),

∫
X

∫
Y
|f(x, y)|dν(y)dµ(x),

∫
Y

∫
X
|f(x, y)|dµ(x)dν(y)

é finita.

Teorema A.1.29. Seja p ∈ [1,∞) e (X,BX , µ) um espaço de medida regular (ou seja µ

regular), onde X é um espaço localmente compacto.

(i) O espaço vetorial C00(X) das funções cont́ınuas f : X → C de suporte compacto, é

um subespaço denso de Lp.

(ii) Para f ∈ Lp, temos

‖f‖p = sup{|
∫

X

fφdµ| : φ ∈ C00(X), ‖φ‖p′ ≤ 1}.

(iii) Se f : X → R+ é uma função mensurável tal que

sup{
∫

F

fpdµ : F é compactoF ⊂ X} = ∞,

então

sup{
∫

X

fφdµ : φ ∈ C+
00(X), ‖φ‖p′ ≤ 1} = ∞.
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Teorema A.1.30. Seja (X,B, µ) um espaço de medida, e seja f : X → [0,∞) uma função

integrável não negativa. Então a equação

ν(E) =

∫

E

fdµ =

∫

X

1Efdµ

define uma medida finita sobre (X,B), que algumas vezes é chamada a “integral in-

definida”de f ; esta medida tem a propriedade que

E ∈ B, µ(E) = 0 ⇒ ν(E) = 0. (A.1)

Se medidas µ e ν são relacionadas como na equação A.1, a medida ν é dita

absolutamente cont́ınua com relação a µ.

Teorema A.1.31. (Radon-Nikodym) Sejam µ e ν medidas regulares definidas sobre o

espaço mensurável (X,BX), onde X é um espaço localmente compacto. Suponha que

ν é absolutamente cont́ınua com relação a µ. Então existe uma função não-negativa

g ∈ L1(X,BX , µ) com a propriedade que

ν(E) =

∫

E

gdµ, ∀ E ∈ BX ;

a função g é unicamente determinada µ-q.s. pela exigência acima, no sentido que se g1 é

outra função em L1(X,BX , µ) que satisfaz a condição acima, então g = g1 µ-q.s.

Mais ainda, é verdade que se f : X → [0,∞) é qualquer função mensurável,

então ∫

X

fdν =

∫

X

fgdµ.

Desta maneira, uma medida (regular) é absolutamente cont́ınua com respei-

to a µ se e somente se ela aparece como integral indefinida de alguma função não-negativa

que é integrável com respeito a µ; a função g, cuja µ-classe de equivalência é unicamente

determinada por ν, é chamada a derivada de Radon-Nikodym de ν com respeito a µ, e

ambas das seguintes expressões são usadas para denotar esta relação:

g =
dν

dµ
, dν = gdµ.
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A.2 Medidas Complexas

Definição A.2.1. Seja (X,B) um espaço mensurável. Uma medida complexa sobre

(X,B) é uma aplicação µ : B → C satisfazendo:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) µ é enumeravelmente aditiva - isto é, se {En}n é uma sequência enumerável em B
dois a dois disjuntos então

µ(
∞⋃

n=1

En) =
∞∑

n=1

µ(En).

O conjunto de todas a medidas complexas sobre X será denotado por M(X).

Note que uma medida (positiva) µ : B → [0,∞] é uma medida complexa

se, e somente se, µ é finita, ou seja, µ(X) <∞.

Teorema A.2.2. Suponha que µ é uma medida complexa sobre (X,B). Defina |µ| : B →
[0,∞] pondo

|µ|(E) = sup{
∞∑

n=1

|µ(En)| : {E1, . . . , En} é uma partição de E}.

({E1, . . . , En} é uma partição de E se os E ′
is são dois a dois disjuntos e

n⋃
i=1

Ei = E.) Então

|µ| é uma medida (positiva) finita.

Dada uma medida complexa µ sobre (X,B) como acima, a medida positiva

|µ| é chamada a medida de total variação de µ, e o número ‖µ‖ = |µ|(X) é chamada a

variação total da medida µ.

Teorema A.2.3. Seja X um espaço localmente compacto e µ uma medida complexa sobre

(X,BX). As seguintes condições sobre E ∈ BX são equivalentes:

(i) |µ|(E) = 0;

(ii) µ(A) = 0 para todo subconjunto mensurável A de E; e

(iii) µ(F ) = 0 para todo subconjunto compacto F de E.

Teorema A.2.4. O conjunto M(X) com operações de soma e produto escalar pontuais

e norma µ→ ‖µ‖ é um espaço de Banach. Mais ainda para µ, ν ∈M(X) temos
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(i) |αµ| = |α||µ|; e

(ii) |µ+ ν| ≤ |µ| + |ν|.

Dada µ ∈M(X) é possivel escrever

µ = (µ1 − µ2) + i(µ3 − µ4),

onde µ1, µ2, µ3, µ4 são medidas positivas e finitas tais que se f ∈ L1(X,B, |µ|) então

f ∈ L1(X,B, µi) para i = 1, 2, 3, 4. Desta forma definimos

∫

X

fdµ = (

∫

X

fdµ1 −
∫

X

fdµ2) + i(

∫

X

fdµ3 −
∫

X

dµ4).

Teorema A.2.5. Seja µ ∈ uma medida complexa sobre (X,B) e f ∈ L1(X,B, |µ|). Então

(i) |
∫
X
fdµ| ≤

∫
X
|f |d|µ|; e

(ii) existe uma função mensurável g tal que |g(x)| = 1 para todo x ∈ X e

∫

X

f(x)dµ(x) =

∫

X

f(x)g(x)d|µ|(x) paraf ∈ L1(X,B, |µ|).

Teorema A.2.6. Seja X um espaço localmente compacto. Se µ ∈M(X) então a equação

φµ(f) =

∫

X

fdµ

define um funcional linear limitado φµ ∈ C0(X)∗. Mais ainda a aplicação

M(X) 3 µ 7→ φµ ∈ C0(X)∗

é um isomorfismo isométrico de espaços de Banach.

Teorema A.2.7. Seja X um espaço localmente compacto e seja φ qualquer funcional em

C0(X)∗. Para toda f ∈ C+
0 (X), seja

|φ|(f) = sup{|φ(g)| : g ∈ C0(X), |g| ≤ f}.

Então |φ| pode ser extendido a um funcional linear não-negativo em C0(X)∗. Mais ainda,

usando a notação do teorema acima, se µ ∈M(X) temos |φµ| = φ|µ|.
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Definição A.2.8. Sejam µ uma medida conplexa e λ uma medida positiva. Dizemos que µ

é absolutamente cont́ınua com respeito à λ se a medida positiva |µ| for absolutamente

cont́ınua com respeito a λ.

Teorema A.2.9. Seja X um espaço localmente compacto. Sejam µ uma medida complexa

sobre (X,BX) e λ uma medida (positiva) regular sobre (X,BX). Segue do teorema de

Radon-Nikodym que se µ é absolutamente cont́ınua com respeito a λ como acima então

existe uma única função g ∈ L1(X,BX , λ) que denotaremos por g = dλ
dµ

tal que

∫

X

fgdµ =

∫

X

fdλ,

para toda f ∈ L1(X,BX , λ). Mais ainda, vale que a aplicação

M(X) 3 µ 7→ dµ

dλ
∈ L1(X,BX , λ)

é um isomorfismo isométrico de espaços de Banach.

Seja µ uma medida complexa sobre um espaço de medida (X,B). O teorema

de Lebesgue sobre convergência dominada é válido para integrais com respeito a µ. Mais

precisamente, se f é um µ-q.s limite de uma sequência {fn}n de funções mensuráveis sobre

X e se existe uma função g ∈ L1(X,B, µ) tal que |fn(x)| ≤ g(x) para µ-quase todo x ∈ X,

então lim
n→∞

∫
X
fndµ existe e é igual a

∫
X
fdµ.

Discutiremos agora medidas produtos µ × ν onde µ, ν são medidas com-

plexas. Sejam (X,BX ) e (Y,BY ) espaços mensuráveis, onde X,Y são espaços localmente

compactos. Suponha que µ, ν são medidas complexas sobre (X,BX) e (Y,BY ) respectiva-

mente. Então existe uma única medida complexa, denotada por µ×ν sobre (X×Y,BX×Y )

tal que

µ× ν(A×B) = µ(A)ν(B) ∀ A ∈ BX , B ∈ BY .

Mais ainda vale que

|µ× ν| = |µ| × |ν|.

O teorema de Fubini para medidas complexas também é válido. Ou seja,

se f ∈ L1(X × Y, |µ× ν|) então,

(a) Y 3 y 7→ f(x, y) ∈ C (resp. X 3 x 7→ f(x, y) ∈ C) é uma função complexa (BY ,BC)-

mensurável (resp. (BX ,BC)-mensurável) que pertence a L1(Y,BY , |ν|) (resp. L1(X,BX , |µ|)),
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para µ-quase todo x ∈ X (resp. para ν-quase todo y ∈ Y );

(b) a função x 7→
∫
Y
f(x, y)dν(y) (resp. y 7→

∫
X
f(x, y)dµ(x)) definida como sendo

0 onde a integral não existe, é uma função complexa (BX ,BC)-mensurável (resp.

(BY ,BC)-mensurável), que define um elemento de L1(X,BX , |µ|) (resp. L1(Y,BY , |ν|));
mais ainda,

∫

X

(

∫

Y

f(x, y)dν)(y)dµ(x) =

∫

X×Y
fd(µ× ν) =

∫

Y

(

∫

X

f(x, y)dµ(x))dν(y).

A.3 Álgebras Normadas

Nesta seção esboçaremos a teoria elementar de álgebras de Banach. Apre-

sentamos aqui somente parte da teoria, o necessário para o nosso estudo de M(G) e suas

sub-álgebras.

Definição A.3.1. Seja A um espaço vetorial sobre C. Suponha que se tem definido um

produto em A, ou seja, uma aplicação A×A 3 (x, y) 7→ xy ∈ A que satisfaz:

(i) x(yz) = (xy)z;

(ii) x(y + z) = xy + xz e (x+ y)z = xz + yz; e

(iii) (αx)y = x(αy) = α(xy),

para todos x, y, z ∈ A e α ∈ C. Então A é chamada uma álgebra. Uma álgebra

com unidade é uma álgebra tendo uma identidade multiplicativa 1 6= 0; uma álgebra

comutativa é uma álgebra para o qual xy = yx, para todo x, y ∈ A.

Um álgebra de Banach (resp. álgebra normada) é um espaço de Ba-

nach (resp. espaço vetorial normado) que é também uma álgebra e satisfaz a seguinte

condição:

(iv) ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖

para todos x, y ∈ A. Se A tem unidade iremos exigir que

(v) ‖1‖ = 1.

Uma ∗-álgebra é uma álgebra A com uma “involução”, ou seja, uma

aplicação ∗ : A 3 x 7→ x∗ ∈ A que satisfaz:
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(i) (αx+ y)∗ = αx∗ + y∗;

(ii) (xy)∗ = y∗x∗; e

(iii) (x∗)∗ = x;

para todos x, y ∈ A e α ∈ C.

Uma ∗-álgebra normada é uma ∗-álgebra A que também é uma álgebra

normada e que satisfaz:

(iv) ‖x∗‖ = ‖x‖.

para todo x ∈ A.

Uma ∗-álgebra de Banach é uma ∗-álgebra normada que é completa.

Uma C∗-álgebra é uma ∗-álgebra de Banach que satisfaz:

(v) ‖x∗x‖ = ‖x‖2.

para todo x ∈ A.

Um homomorfismo de álgebras é uma aplicação φ de uma álgebra A

em uma álgebra B que é linear e também multiplicativo:

φ(xy) = φ(x)φ(y), para todos x, y ∈ A.

Se as álgebras A e B são ∗-álgebras e se φ preserva ∗, significando que

φ(x∗) = φ(x)∗, para todo x ∈ A,

então φ é chamado um ∗-homomorfismo. O homomorfismo φ é contrativo, se ‖φ(x)‖ ≤
‖x‖, para todo x ∈ A e é isométrico se ‖φ(x)‖ = ‖x‖, para todo x ∈ A. Uma repre-

sentação (resp. ∗-representação) de uma álgebra (resp. ∗-álgebra) A sobre um espaço

de Hilbert H é um homomorfismo (resp. ∗-homomorfismo) π de A em L(H) (o espaço dos

operadores lineares e limitados de H em H).

As álgebras A e B são isomorfas se existe um homomorfismo bijetivo, ou

seja, um isomorfismo φ de A em B. Se A e B são ∗-álgebras exigimos ainda que φ preserve

∗.

Um subespaço linear I de uma álgebra A é um ideal à esquerda se para

todos x ∈ I, a ∈ A implicam que ax ∈ I. Um subespaço linear I é um ideal a direita se

122



para todos x ∈ I, a ∈ A implicam que xa ∈ I. Um ideal bilateral, ou simplesmente, um

ideal é um ideal à esquerda que também é um ideal à direita.

Teorema A.3.2. Toda ∗-representação π de uma ∗-álgebra de Banach A é contrativa,

isto é, ‖π(a)‖ ≤ ‖a‖A para todo a ∈ A.

Exemplo A.3.3. O espaço B(X) de todas as funções complexas limitadas sobre um

conjunto X é um exemplo de C∗-álgebra comutativa, com respeito as operações pontuais

- isto é, (f + g)(x) = f(x) + g(x), (αf)(x) = αf(x) e (fg)(x) = f(x)g(x) -, a involução

f∗(x) = f(x) e a norma ‖f‖ = sup
x∈X

|f(x)|.

Exemplo A.3.4. Se A é uma álgebra normada, e se B é um subespaço vetorial de A que

é fechado sob multiplicação, então B é uma álgebra normada por si própria (com respeito

a estrutura induzida por A) e é chamada um sub-álgebra normada de A; uma sub-

álgebra normada B de uma álgebra de Banach A é uma álgebra de Banach (na estrutura

induzida) - isto é, uma sub-álgebra de Banach - se, e somente se, B é um subespaço

fechado de A. Similarmente, se define ∗-sub-álgebra e C ∗-subálgebra.

Exemplo A.3.5. Seja A uma álgebra normada e I um ideal bilateral fechado em A. Seja

A/I = {x + I : x ∈ A} o espaço quociente. Para x + I, y + I ∈ A/I e α ∈ C defina

(x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I, α(x+ I) = (αx) + I, (x+ I)(y + I) = xy + I e

‖x+ I‖ = inf{‖x− z‖ : z ∈ I} = dist(x, I).

Com estas operações, A/I é uma álgebra normada, e A/I é uma álgebra de Banach se A

o é. Se A tem unidade 1 e ‖1‖ = 1, então 1 + I é a unidade de A/I e ‖1 + I‖ = 1.

Exemplo A.3.6. Suponha que A é uma álgebra normada não-completa, e denote por A

o seu completamento como espaço de Banach. Então A adquire uma estrutura natural

de álgebra de Banach de tal forma que a multiplicação, quando restrita ao elemento de

A, coincide com a multiplicação inicial de A e sendo assim A é uma sub-álgebra normada

densa de A. Da mesma forma se temos uma ∗-álgebra normada (não-completa) A, o seu

completamento A é uma ∗-álgebra de Banach, tal que A é uma ∗-sub-álgebra normada

densa em A.

Exemplo A.3.7. Seja X qualquer espaço localmente compacto. Então o conjunto C00(X)

da funções complexas cont́ınuas sobre X que se anulam fora de um compacto, é uma ∗-
sub-álgebra normada (não-completa) de B(X). O completamento de C00(X) é a ∗-álgebra
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de Banach C0(X) - que na verdade é uma C∗-álgebra - das funções complexas cont́ınuas

sobre X que se anulam no infinito (f : X → C se anula no infinito se para todo ε > 0

existe K ⊂ X compacto tal que |f(x)| < ε para todo x /∈ K).

Em particular, se X é uma espaço compacto de Haudorff, então o espaço

C(X) de todas as funções cont́ınuas sobre X é uma C ∗-álgebra.

Exemplo A.3.8. Seja G um grupo topológico localmente compacto. Então, como visto

no caṕıtulo 2, o espaço M(G) de todas as medidas complexas sobre G é uma ∗-álgebra

de Banach com unidade. M(G) é comutativa se, e somente se, G é abeliano. O conjunto

Ma(G) de todas a medidas emM(G) que são absolutamente cont́ınuas em relação a medida

de Haar, é uma ∗-sub-álgebra de Banach - mais ainda um ideal - em M(G) que é isomorfo

com a ∗-álgebra de Banach L1(G).

Agora mostramos que qualquer álgebra pode ser inclúıda em uma álgebra

com unidade.

Teorema A.3.9. Seja A uma álgebra. Seja Au o conjunto de todos os pares (x, λ), com

x ∈ A e λ ∈ C. Defina para (x, λ), (y, µ) ∈ Au e α ∈ C:

(i) α(x, λ) = (αx, αλ);

(ii) (x, λ) + (y, µ) = (x+ y, λ+ µ); e

(iii) (x, λ)(y, µ) = (xy + λy + µx, λµ).

Então Au é uma álgebra com unidade (0, 1), e o conjunto {(x, 0) : x ∈ A} é um

ideal de Au que é isomorfo com A. A álgebra Au é comutativa se, e somente se,

A é comutativa. Se A é uma ∗-álgebra então Au também é uma ∗-álgebra com a

involução:

(iv) (x, λ)∗ = (x∗, λ).

E se A é uma álgebra normada (resp. álgebra de Banach, C ∗-álgebra) então Au

também é uma álgebra normada (resp. álgebra de Banach, C ∗-álgebra) com a norma:

(v) ‖(x, λ)‖ = sup
y∈A,‖y‖≤1

‖xy + λy‖.

A álgebra Au como acima é chamada a unitização de A.
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Definição A.3.10. Seja A uma álgebra. Um funcional linear multiplicativo φ sobre

A é um funcional linear não-nulo sobre A que é multiplicativo:

φ(xy) = φ(x)φ(y), para todos x, y ∈ A.

Em outras palavras φ é um homomorfismo de A sobre C.

A coleção de todos os funcionais lineares multiplicativos sobre A é chamado

o espectro de A e é denotado por Â. Para cada x ∈ A, a transformada de Fourier de

x é definida como sendo a função x̂ : Â→ C dada por

x̂(φ) = φ(x), para todo φ ∈ Â.

A topologia de Gelfand para Â é a menor topologia sobre Â para o qual todas as funções

x̂ são cont́ınuas. Uma base para essa topologia é formada pelos conjuntos

∆(x1, x2, . . . , xn; ε;φ0) = {φ ∈ Â : |x̂i(φ) − x̂i(φ0)| < ε, para todo i = 1, . . . , n},

onde x1, . . . , xn ∈ A, ε > 0, φ0 ∈ Â e n ∈ N.

Teorema A.3.11. Seja A uma álgebra de Banach. Todo funcional linear multiplicativo

φ sobre A é limitado, e ‖φ‖ ≤ 1. Se A tem unidade e ‖1‖ = 1 então ‖φ‖ = 1.

Teorema A.3.12. Seja A uma álgebra de Banach comutativa. Então,

(i) o espectro de A, Â é um espaço localmente compacto (com respeito a topologia de

Gelfand), que é compacto no caso em que a álgebra de Banach A tem unidade; e

(ii) para cada x ∈ A a sua transformada de Fourier x̂ é uma função em C0(Â) e a

aplicação Γ : A 3 x 7→ x̂ ∈ C0(Â) é um homomorfismo contrativo de álgebras de

Banach que preserva ∗ no caso de A ser uma ∗-álgebra de Banach.

(iii) (Gelfand-Naimark) se A é uma C∗-álgebra comutativa então a aplicação Γ é um

∗-isomorfismo isométrico.

O teorema A.3.12(iii) mostra que toda C∗-álgebra comutativa é da forma

C0(X) onde X é um espaço localmente compacto.
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