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vii

Zusammenfassung

Die Hauptziele dieser Arb eit sind:

� Analyse eines Iterationsv erfahrens, das eine Appro ximation f

•

ur die L

•

osung des Cauc h y{

Problems f

•

ur die Laplace{Gleic h ung in zw eidimensionalen Gebieten liefert;

� V erkn

•

upfung der Bac kus{Gilb ert Metho de mit diesem V erfahren, um eine gewisse Art

v on Informationen

•

ub er die L

•

osung des Cauc h y{Problems zu gewinnen;

� Diskretisierung des V erfahrens und n umerisc he T ests.

Sei 
 � I R

2

ein o�enes b esc hr

•

anktes zusammenh

•

angendes Gebiet. Als ein elliptisc hes

Cauc h y{Problem auf 
 b ezeic hnet man eine Anfangsw ertaufgab e f

•

ur einen elliptisc hen Dif-

feren tialop erator auf dem Gebiet 
, deren Anfangsdaten auf einer Mannigfaltigk eit � � @ 


gegeb en sind. Die v on uns un tersuc h te Aufgab e b esteh t darin, die Spur der L

•

osung einer sol-

c hen Anfangsw ertaufgab e auf dem T eil des Randes, w o die Randdaten nic h t v orgesc hrieb en

sind, n

•

amlic h auf @ 
 n �, herauszu�nden. Als L

•

osung eines Cauc h y{Problems b etrac h ten wir

hier eine Distribution in H

1

(
), die der sc h w ac hen F orm ulierung der Laplacegleic h ung in


 gen

•

ugt und die Cauc h ydaten auf � im Sinne des Spurop erarators erf

•

ullt. Es ist b ek ann t,

da� solc he Cauc h y{Probleme sc hlec h t gestellt im Sinne v on Hadamard sind.

Eine Metho de, mit der diese Problemstellung b ehandelt w erden k ann, ist ein iterativ es

V erfahren, das erstmals v on Maz'y a und Kozlo v[Ma] b en utzt wurde. Die Idee, die dem V er-

fahren zu Grunde liegt, k ann folgenderma�en zusammengefa�t w erden: Auf dem Randst

•

uc k,

auf dem man die Daten nic h t k enn t, wird irgendeine Anfangsn

•

aherung v orgesc hrieb en. Diese

wird sukzessiv e v erb essert, indem man eine Reihe v on k orrektgestellten gemisc h ten Proble-

men l

•

ost, die auf � die gegeb enen Daten des Cauc h y{Problems n utzen und auf @ 
 n � die

Iterationen der Anfangsn

•

aherung. Die gegeb enen Cauc h ydaten (Diric hlet{ und Neumann-

daten) w erden b eide b en utzt, denn in der Iteration w erden zw ei T yp en v on gemisc h ten

Problemen gel

•

ost. Der erste T yp hat als Randdaten die genauen Diric hletdaten auf � und

die iterierten Neumanndaten auf @ 
 n � und der zw eite T yp die genauen Neumanndaten auf

� und die iterierten Diric hletdaten auf @ 
 n �. Ein Iterationssc hritt b esteh t aus der Kopplung

zwisc hen zw ei solc hen gemisc h ten Problemen.

Diese Art v on Iteration l

•

a�t sic h in den passenden Sob olev{R

•

aumen als P otenzen eines

a�nen Op erators T darstellen, dessen linearer An teil T

l

nic h texpansiv ist (d.h. jj T

l

jj � 1).

Diese Eigensc haft wird v on uns b en utzt, um die Kon v ergenz des Iterationsv erfahrens mit

S

•

atzen der F unktionalanalysis zu b ew eisen. Dann wird die L

•

osung des Cauc h y{Problems

als eine L

•

osung einer Fixpunktgleic h ung des T yps

T ' = ':

b etrac h tet und studiert.

Aussagen

•

ub er die Kon v ergenzgesc h windigk eit des V erfahrens sind m

•

oglic h, w enn man

a priori Kenn tnisse

•

ub er die Eigen w erte v on T

l

b esitzt. F

•

ur b estimm te Gebiete, k ann das



viii

De�nitionsgebiet v on T so gew

•

ahlt w erden, da� man

•

ub er die Sp ektraldarstellung v on T

l

v erf

•

ugt. In solc hen F

•

allen k ann man die Selbstadjungiertheit v on T

l

und die Kompaktheit

v on ( I � T

l

) b ew eisen und n utzen. Der Grad der Sc hlec h tgestelltheit der Cauc h y{Probleme

in v ersc hiedenen Gebieten k ann v erglic hen w erden, w enn wir uns die Eigen w erte v on T

l

ansc hauen. Es l

•

a�t sic h sc hlie�en, das dieser Grad so w ohl v on dem Gebiet als auc h v on dem

Randst

•

uc k � � @ 
, auf dem die Daten v orgegeb en w erden, abh

•

angt.

Eine Alternativ e, um Informationen

•

ub er die L

•

osung eines Cauc h y{Problems zu b ek om-

men, ist die An w endung der Bac kus{Gilb ert Metho de. Die Aufgab e, eine L

•

osung f

•

ur ein

Cauc h y{Problem zu �nden, ist immer

•

aquiv alen t dazu, eine lineare Gleic h ung des T yps

A' = g

zu l

•

osen (siehe Kapitel 4), w ob ei der Op erator A aus der V erkn

•

upfung v on einer Randw ert-

aufgab e mit einem Spurop erator b esteh t. Ist dann ein lineares F unktional � auf D ( A ) (das

De�nitionsgebiet v on A ) gegeb en, erlaubt uns die Bac kus{Gilb ert Metho de das Momen t

< �; ' >

der L

•

osung ' zu b erec hnen, indem man die adjungierte Gleic h ung

A

�

 = �

l

•

ost und die gew

•

unsc h te Information durc h

< �; ' > = < A

�

 ; ' >

= <  ; A' >

= <  ; g >

ableitet. Das V erfahren ist b esonders v orteilhaft, w enn die zum Punkt P 2 @ 
 n � geh

•

orende

Dirac{Distribution � ( P � � ) zu R g ( A

�

) geh

•

ort. Ansonsten liefert diese Metho de n ur Infor-

mationen

•

ub er ' , die man mit Hilfe v on b estimm ten Elemen ten aus D ( A )

0

(die sogenann ten

Gl

•

attungsfunktionale o der Sen tinels) gewinnen k ann.

Die adjungierte Gleic h ung A

�

 = � zu l

•

osen, ist

•

aquiv alen t dazu, die L

•

osung eines

b estimm ten Cauc h y{Problems zu �nden. Dieses Problem wird mit Hilfe des Iterationsv er-

fahrens un tersuc h t. Dies ist genau die V erkn

•

upfung v on dem Iterationsv erfahren mit der

Bac kus{Gilb ert Metho de.

Die Besc hr

•

ankung auf den Laplace{Op erator ist k ein sc h w erwiegender V erlust an All-

gemeinheit, Cauc h y{Probleme f

•

ur einen allgemeinen elliptisc hen Op erator P mit C

1

{

Ko e�zien ten k

•

onnen b ehandelt w erden, genauso wie es hier f

•

ur den Laplace{Op erator

b esc hrieb en wird. Die Ergebnisse in Anhang B lassen sic h wieder form ulieren w enn man

den Raum H

1

(
; �) durc h H

1

(
; P ) ersetzt.



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Ziele der Arb eit

Die Hauptziele dieser Arb eit sind: Analyse eines Iterationsv erfahrens, das eine Appro xima-

tion f

•

ur die L

•

osung des Cauc h y{Problems f

•

ur die Laplace{Gleic h ung in zw eidimensionalen

Gebieten liefert; V erkn

•

upfung der Bac kus{Gilb ert Metho de mit diesem V erfahren, um eine

gewisse Art v on Informationen

•

ub er die L

•

osung des Cauc h y{Problems zu gewinnen; Diskre-

tisierung des V erfahrens und n umerisc he T ests.

Die Besc hr

•

ankung auf den Laplace{Op erator ist k ein sc h w erwiegender V erlust an All-

gemeinheit, Cauc h y{Probleme f

•

ur einen allgemeinen elliptisc hen Op erator P mit C

1

{

Ko e�zien ten k

•

onnen b ehandelt w erden, genauso wie es hier f

•

ur den Laplace{Op erator b e-

sc hrieb en wird. Die Ergebnisse in Anhang B lassen sic h wieder form ulieren w enn man den

Raum H

1

(
; �) durc h H

1

(
; P ) ersetzt. Details

•

ub er die neue F orm ulierung der Green-

sc hen F ormel so wie

•

ub er die un tersuc h ung v on gemisc h ten Problemen sind in [DaLi] Kap.

7 und [Gri1] Kap. 1 zu �nden.

Sei 
 � I R

2

ein o�enes b esc hr

•

anktes zusammenh

•

angendes Gebiet. Als ein elliptisc hes

Cauc h y{Problem auf 
 b ezeic hnet man eine Anfangsw ertaufgab e f

•

ur einen elliptisc hen Dif-

feren tialop erator auf dem Gebiet 
, deren Anfangsdaten auf einer Mannigfaltigk eit � � @ 


gegeb en sind. Die v on uns un tersuc h te Aufgab e b esteh t darin, die Spur der L

•

osung einer sol-

c hen Anfangsw ertaufgab e auf dem T eil des Randes, w o die Randdaten nic h t v orgesc hrieb en

sind, n

•

amlic h auf @ 
 n �, herauszu�nden. (Als L

•

osung eines Cauc h y{Problems b etrac h ten

wir eine Distribution in H

1

(
), die der sc h w ac hen F orm ulierung der Laplacegleic h ung in 


gen

•

ugt und die Cauc h ydaten auf � im Sinne des Spurop erarators erf

•

ullt.)

Es ist b ek ann t, da� solc he Cauc h y{Probleme sc hlec h t gestellt sind. Nac h der De�nition

v on Hadamard (1866{1963) hei�t eine Anfangs{ o der Randw ertaufgab e k orrekt gestellt,

w enn sie die drei folgenden Eigensc haften aufw eist: Existenz und Eindeutigk eit der L

•

osung,

so wie deren stetige Abh

•

angigk eit v on den Daten. Das Sc hlec h tgestelltheitsk onzept h

•

angt

nat

•

urlic h so w ohl v on dem L

•

osungsb egri� als auc h v on den gew

•

ahlten T op ologien auf der

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Menge der Daten und der Menge der L

•

osungen ab. Das folgende Beispiel stamm t v on

Hadamard selbst [Had] und zeigt, da� die L

•

osung eines Cauc h y{Problems im allgemeinen

nic h t stetig v on den Anfangsdaten abh

•

angt.

Betrac h ten wir das Problem

8

>

<

>

:

� u

k

= 0 ; ( x; y ) 2 
 = (0 ; 1) � (0 ; 1)

u

k

( x; 0) = 0 ; x 2 (0 ; 1)

@

@ y

u

k

( x; 0) = '

k

( x ) ; x 2 (0 ; 1)

w ob ei '

k

= ( � k )

� 1

sin ( � k x ) ist. Die L

•

osungen

u

k

( x; y ) = ( � k )

� 2

sinh ( � k y ) sin ( � k x )

existieren f

•

ur alle k 2 I N

0

und sind sogar eindeutig b estimm t (siehe Kapitel 2). Man stellt

sofort fest, da� die F olge f '

k

g gleic hm

•

a�ig gegen Null k on v ergiert. F

•

ur k ! 1 hab en

wir ein Cauc h y{Problem mit homogenen Daten, dessen L

•

osung v ersc h windet. Ab er f

•

ur

b eliebig kleines y > 0 oszillieren die en tsprec henden u

k

immer st

•

ark er und nehmen b eliebig

gro�e W erte an. Desw egen k on v ergieren die u

k

in k einer v ern

•

unftigen T op ologie gegen die

Null

•

osung des Limesproblems.

Dieses Beispiel lehrt uns no c h mehr

•

ub er die Natur der Cauc h y{Probleme. Ob w ohl die

Di�eren tialgleic h ungstheorie mehrere Aussagen

•

ub er die Eindeutigk eit der L

•

osung solc her

Anfangsw ertaufgab en liefert, ist die Existenz einer L

•

osung eine sehr sc h wierig zu b ean t-

w ortende F rage. Um dies festzustellen, sc hreib en wir das obige Problem folgenderma�en

um:

( C P )

8

>

<

>

:

� u = 0 ; ( x; y ) 2 
 = (0 ; 1) � (0 ; 1)

u ( x; 0) = f ( x ) ; x 2 (0 ; 1)

@

@ y

u ( x; 0) = g ( x ) ; x 2 (0 ; 1)

:

Unsere Aussage lautet: Sogar f

•

ur C

1

{Daten f und g ist dieses Cauc h y{Problem im all-

gemeinen nic h t l

•

osbar. Setzen wir daf

•

ur f � 0. Eine L

•

osung u v on (CP) ist, un ter dieser

V oraussetzung reell analytisc h (das folgt aus der Greensc hen Darstellungsformel f

•

ur die

Laplacegleic h ung) und k ann durc h Null auf (0 ; 1) � [0 ; 1) stetig fortgesetzt w erden. Die

F ortsetzung

~u ( x; y ) =

(

u ( x; y ) ; y 2 [0 ; 1)

u ( x; � y ) ; y 2 (0 ; � 1)

ist reell analytisc h in (0 ; 1) � ( � 1 ; 1) w egen des Sc h w arzsc hen Spiegelungsprinzips. Es ist da-

her klar, da� das Cauc h y{Problem n ur l

•

osbar sein k ann, falls die F unktion g reell analytisc h

ist.



1.1. ZIELE DER ARBEIT 3

Eine Metho de, mit der diese Problemstellung b ehandelt w erden k ann, ist ein iterativ es

V erfahren, das erstmals v on Maz'y a und Kozlo v [Ma] b en utzt wurde. Die Idee, die dem V er-

fahren zu Grunde liegt, k ann folgenderma�en zusammengefa�t w erden: Auf dem Randst

•

uc k,

auf dem man die Daten nic h t k enn t, wird irgendeine Anfangsn

•

aherung v orgesc hrieb en. Diese

wird sukzessiv e v erb essert, indem man eine Reihe v on k orrektgestellten gemisc h ten Proble-

men l

•

ost, die auf � die gegeb enen Daten des Cauc h y{Problems n utzen und auf @ 
 n � die

Iterationen der Anfangsn

•

aherung. Die gegeb enen Cauc h ydaten (Diric hlet{ und Neumann-

daten) w erden b eide b en utzt, denn in der Iteration w erden zw ei T yp en v on gemisc h ten

Problemen gel

•

ost. Der erste T yp hat als Randdaten die genauen Diric hletdaten auf � und

die iterierten Neumanndaten auf @ 
 n � und der zw eite T yp die genauen Neumanndaten auf

� und die iterierten Diric hletdaten auf @ 
 n �. Ein Iterationssc hritt b esteh t aus der Kopplung

zwisc hen zw ei solc hen gemisc h ten Problemen.

Diese Art v on Iteration l

•

a�t sic h in den passenden Sob olev{R

•

aumen als P otenzen eines

a�nen Op erators T darstellen, dessen linearer An teil T

l

nic h texpansiv ist (d.h. jj T

l

jj � 1).

Diese Eigensc haft wird v on uns b en utzt, um die Kon v ergenz des Iterationsv erfahrens mit

S

•

atzen der F unktionalanalysis zu b ew eisen. Dann wird die L

•

osung des Cauc h y{Problems

als eine L

•

osung einer Fixpunktgleic h ung des T yps

T ' = ':

b etrac h tet und studiert.

Aussagen

•

ub er die Kon v ergenzgesc h windigk eit des V erfahrens sind m

•

oglic h, w enn man

a priori Kenn tnis

•

ub er die Eigen w erte v on T

l

b esitzt. F

•

ur b estimm te Gebiete, k ann das

De�nitionsgebiet v on T so gew

•

ahlt w erden, da� man

•

ub er die Sp ektraldarstellung v on T

l

v erf

•

ugt. In solc hen F

•

allen k ann man die Selbstadjungiertheit v on T

l

und die Kompaktheit

v on ( I � T

l

) b ew eisen und n utzen. Der Grad der Sc hlec h tgestelltheit der Cauc h y{Probleme

in v ersc hiedenen Gebieten k ann v erglic hen w erden, w enn wir uns die Eigen w erte v on T

l

ansc hauen. Es l

•

a�t sic h sc hlie�en, das dieser Grad so w ohl v on dem Gebiet als auc h v on dem

T yp (auf w elc hen � � @ 
 w erden die Daten v orgegeb en) des Cauc h y{Problems abh

•

angt.

Eine Alternativ e, um Informationen

•

ub er die L

•

osung eines Cauc h y{Problems zu b ek om-

men, ist die An w endung der Bac kus{Gilb ert Metho de. Die Aufgab e, eine L

•

osung f

•

ur ein

Cauc h y{Problem zu �nden, ist immer

•

aquiv alen t dazu, eine lineare Gleic h ung des T yps

A' = g

zu l

•

osen (siehe Kapitel 4), w ob ei der Op erator A aus der V erkn

•

upfung v on einer Randw ert-

aufgab e mit einem Spurop erator b esteh t. Ist dann ein lineares F unktional � auf D ( A ) (das

De�nitionsgebiet v on A ) gegeb en, erlaubt uns die Bac kus{Gilb ert Metho de das Momen t

< �; ' >

der L

•

osung ' zu b erec hnen, indem man die adjungierte Gleic h ung

A

�

 = �
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l

•

ost und die gew

•

unsc h te Information durc h

< �; ' > = < A

�

 ; ' >

= <  ; A' >

= <  ; g >

ableitet. Das V erfahren ist b esonders v orteilhaft, w enn die zum Punkt P 2 @ 
 n � geh

•

orende

Dirac{Distribution � ( P � � ) (o der w enigstens eine passende Appro ximation daf

•

ur) zu R g ( A

�

)

geh

•

ort. Ansonsten liefert diese Metho de n ur Informationen

•

ub er ' , die man mit Hilfe v on

b estimm ten Elemen ten aus D ( A )

0

(die sogenann ten Gl

•

attungsfunktionale o der Sen tinels)

gewinnen k ann.

Die adjungierte Gleic h ung A

�

 = � zu l

•

osen, ist

•

aquiv alen t dazu, die L

•

osung eines

b estimm ten Cauc h y{Problems zu �nden. Dieses Problem ist v on derselb en Art wie die

Probleme, die mit Hilfe des Iterationsv erfahrens un tersuc h t w erden.

1.2 En t wic klung der Theorie

1.2.1 Kurze historisc he

•

Ub ersic h t

Die erste Arb eit [Ma]

•

ub er das in Absc hnitt 1.1 v orgestellte Iterationsv erfahren wurde v on

Maz'y a, Kozlo v und F omin in 1991 v er

•

o�en tlic h t. Dort wird die Iteration in H

�

1

/

2

(�), der

Dualraum v on H

1

/

2

0

(�) = H

1

/

2

(�), un tersuc h t und eine T op ologie analog zu der aus Satz 3.2.1

b en utzt. Der Kon v ergenzb ew eis n utzte haupts

•

ac hlic h die Eindeutigk eit der L

•

osung eines

Cauc h y{Problems. Die T atsac he, da� jj T

l

jj � 1 ist, w ar damals sc hon b ek ann t. Au�erdem

wurde eine Regularisierungseigensc haft des V erfahrens un tersuc h t (siehe Bemerkung 3.2.22).

In 1995 hat Basta y sic h in seiner Dissertation [Bas] mit der An w endung v on v ersc hiede-

nen Iterationsv erfahren v on Maz'y a auf allgemeine elliptisc he und h yp erb olisc he Di�eren tial-

gleic h ungen b esc h

•

aftigt. Die V erfahren w erden mit der Halbgrupp en{Theorie analysiert und

F ehlerabsc h

•

atzungen w erden mit Hilfe v on Regularit

•

atsannahmen

•

ub er die Anfangsn

•

ahe-

rung der Iteration hergeleitet.

Jourhmane und Nac haoui [JoNa] hab en 1996 das Iterationsv erfahren aus Absc hnitt 1.1

auc h un tersuc h t. Sie sc hlagen v or, den Iterationssc hritt aus [Ma] mit einer Relaxation zu

v erkn

•

upfen, und dadurc h die Kon v ergenz zu b esc hleunigen. Sie w

•

ahlen in H

1

/

2

00

(�) eine T o-

p ologie analog zu der aus Satz 3.2.1 und b ew eisen damit so w ohl die P ositivit

•

at als auc h die

Selbstadjungiertheit v on T

�

:= � T + (1 � � ) T f

•

ur geeignete � . Diese zw ei Eigensc haften

w erden dann b en utzt, um die Kon v ergenz der Iteration v on T

�

mit Hilfe v on S

•

atzen aus

Krasnosel'skii et al. [Kra] zu b ew eisen.

Die erste Arb eit [BaG1]

•

ub er die Bac kus{Gilb ert Metho de wurde 1967 v er

•

o�en tlic h und

in [BaG2,3] v on diesen Autoren w eiter un tersuc h t. Seitdem hat die Metho de gro�e Auf-

merksamk eit gerade b ei An w endungen gefunden. Die An w endung auf das lineare Momen-
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tenproblem k ann man in [Ch], [HaSo ], [Hu], [Ki], [LoM1,2], [Gro3] und [ScBe] �nden, und

die An w endung der Metho de auf nic h tlineare Probleme wird in [Lo2] und [Sn] un tersuc h t.

1.2.2 Hauptresultate der Dissertation

In dieser Arb eit de�nieren wir das Iterationsv erfahren auf dem Raum H

1

/

2

00

(�)

0

, dem Dual-

raum v on H

1

/

2

00

(�). Dies gibt einen taktisc hen V orteil f

•

ur die W ahl der Cauc h ydaten, da

H

�

1

/

2

(�) strikt in H

1

/

2

00

(�)

0

eingeb ettet ist (siehe Anhang A).

Wir zeigen, da� die T op ologie aus Lemma 3.2.1 eine Hilb ertraum{Struktur in diesem

Raum de�niert, die zu der

•

ublic hen Sob olev{Struktur

•

aquiv alen t ist. Damit b ew eisen wir

die Nic h texpansivit

•

at und die asymptotisc he Regularit

•

at v on T

l

(siehe Satz 3.2.7). Diese

Eigensc haften v on T

l

w erden in Satz 3.2.8 b en utzt, um die Kon v ergenz des V erfahrens

zu b ew eisen. Dies un tersc heidet unseren Bew eis v on den ob en erw

•

ahn ten, die sic h auf die

Argumen te v on Krasnosel'skii st

•

utzen.

Die in Satz 3.2.3 b ewiesenen Eigensc haften v on T

l

(n

•

amlic h: P ositivit

•

at, Symmetrie, In-

jektivit

•

at und 1 ist k ein Eigen w ert v on T

l

) wurden in [JoNa] un tersuc h t, ab er sie hab en die

Iteration in einem anderen Raum b etrac h tet. Dar

•

ub er hinaus n utzen wir die Sp ektraldar-

stellung v on T

l

, um zu b ew eisen, da� 1 zum (k on tin uierlic hen) Sp ektrum v on T

l

geh

•

ort und

jj T

l

jj = 1 ist (siehe Satz 3.2.15).

Die Kon v ergenzgesc h windigk eit des Iterationsv erfahrens wird f

•

ur sp ezielle Gebiete un-

tersuc h t, deren geometrisc he, top ologisc he V ersc hiedenheit f

•

ur die Sp ektraldarstellung des

Op erators T v on Bedeutung ist (daf

•

ur b en

•

otigen wir die Analyse der Cauc h y{Probleme aus

Kapitel 2). Die An w endung v on zw ei

•

ublic hen Regularisierungsstrategien erm

•

oglic h t uns,

das V erfahren f

•

ur fehlerhaften Cauc h ydaten zu un tersuc hen. F

•

ur jede Strategie k

•

onnen wir

eine optimale Anzahl v on Iterationssc hritten, die v on dem F ehler in den Daten abh

•

angt,

w

•

ahlen (siehe Satz 3.2.20).

Eine funktionalanalytisc he V ersion der Bac kus{Gilb ert Metho de wird f

•

ur nic h tlinea-

re, stetig (F r � ec het{) di�erenzierbare Op eratoren form uliert. Diese un tersc heidet sic h v on

der Betrac h tung in [Lo2] und [Sn] dadurc h, da� wir eine T a ylor{Reihenen t wic klung des

nic h tlinearen Op erators in der adjungierten Gleic h ung aus Absc hnitt 1.1 n utzen, um die

Bac kus{Gilb ert Strategie anzu w enden (siehe Absc hnitt 4.2).

Um die Bac kus{Gilb ert Metho de f

•

ur das Cauc h y{Problem zu b en utzen, b en

•

otigen wir

eine passende Korrekturformel f

•

ur die adjungierte Gleic h ung (siehe Satz 4.3.1). In Kapitel 5

diskutieren wir

•

ub er die Sc h wierigk eiten, die b ei der n umerisc hen L

•

osung der Gleic h ung

A

�

 = � auftreten, denn die F rage, ob � in R g ( A

�

) liegt, ist f

•

ur das Cauc h y{Problem

analytisc h no c h nic h t b ean t w ortet.
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1.3

•

Ub ersic h t

•

ub er die Dissertation

In Kapitel 2 w erden die Cauc h y{Probleme gr

•

undlic h analysiert. Die drei sp eziellen Klassen

v on Problemen, f

•

ur die wir die Un tersuc h ung des Iterationsv erfahrens durc hf

•

uhren, w erden

in den drei ersten Absc hnitten v orgestellt und analysiert. F

•

ur gewisse Klassen v on Proble-

men k

•

onnen wir hinreic hende Bedingungen, die die Regularit

•

at der Daten b etre�en, f

•

ur die

Existenz v on H

1

{L

•

osungen des Cauc h y{Problems herleiten und eine explizite F ormel f

•

ur

die L

•

osung des Cauc h y{Problems angeb en.

Die L

•

osungstheorie f

•

ur Cauc h y{Probleme wird in Absc hnitt 2.4 un tersuc h t, Eindeutig-

k eitss

•

atze so w ohl f

•

ur die klassisc he als auc h f

•

ur die sc h w ac he F orm ulierung dieses Problems

w erden diskutiert. Der Einstieg in die klassisc he Theorie wird durc h die S

•

atze v on Cauc h y{

Ko w alewsky und Holmgren durc hgef

•

uhrt. Analoge Ergebnisse f

•

ur sc h w ac he L

•

osungen w er-

den dann mittels Regularit

•

atss

•

atzen hergeleitet. Die Existenz v on v ariationellen L

•

osungen

wird durc h die F orm ulierung v on hinreic henden Bedingungen garan tiert, indem das Cauc h y{

Problem mit Hilfe v on Di�eren tialop eratoren umgesc hrieb en wird.

In Kapitel 3 wird das Iterationsv erfahren v orgestellt und un tersuc h t. Es wird gezeigt, da�

die gemisc h ten Probleme, die dab ei auftreten, gut gestellt sind. Das Ziel dieser Un tersuc h ung

ist, das Iterationsv erfahren als Fixpunktiteration eines a�nen Op erators T darzustellen,

dessen linearer An teil T

l

nic h texpansiv ist.

Eine sp ezielle F orm ulierung des V erfahrens wird in Absc hnitt 3.1 f

•

ur die in Kapitel 2

pr

•

asen tierten Cauc h y{Probleme diskutiert; und eine explizite Darstellung des Op erators T

wird f

•

ur solc he Probleme hergeleitet. Dies wird eine Analyse der Kon v ergenzgesc h windigk eit

des Iterationsv erfahrens erm

•

oglic hen, die in Absc hnitt 3.2 durc hgef

•

uhrt wird.

Die Kon v ergenz des V erfahrens wird in Absc hnitt 3.2 mit Hilfe v on S

•

atzen der F unktio-

nalanalysis b ewiesen. Eigensc haften wie Selbstadjungiertheit und P ositivit

•

at v on T

l

w erden

dazu un tersuc h t und eine Analyse des Sp ektrums v on T

l

gegeb en.

Das Cauc h y{Problem wird v erw endet, um ein ph ysik alisc hes Ph

•

anomen zu mo dellieren,

das im allgemeinen fehlerhafte Daten b esitzt. Desw egen w erden wir Cauc h y{Probleme mit

fehlerhaften Daten b etrac h ten, indem wir passende Regularisierungsstrategien un tersuc hen.

Daf

•

ur mac hen wir Gebrauc h v on der Sp ektraldarstellung v on T

l

. Die hierzu hilfreic hen

S

•

atze der Sp ektral{Theorie f

•

ur lineare b esc hr

•

ankte selbstadjungierte Op eratoren in Hilb ert{

R

•

aume w erden pr

•

asen tiert.

Im Kapitel 4 wird die Bac kus{Gilb ert Metho de diskutiert. Wir b eginnen in Absc hnitt

4.1 mit der urspr

•

unglic hen F orm ulierung v on G.Bac kus und J.Gilb ert in [BaGi] und [Gro3]

und der An w endung auf das endlic hdimensionale Momen tenproblem.

Eine funktionalanalytisc he V ersion des V erfahrens f

•

ur b esc hr

•

ankte lineare (und b estimm-

te nic h tlineare) Op eratoren in Hilb ert{R

•

aumen wird v orgestellt. Probleme mit fehlerhaften

Daten w erden b etrac h tet und eine F ehleranalyse durc hgef

•

uhrt. Regularisierungsstrategien

w erden v orgesc hlagen als eine Alternativ e f

•

ur den F all � 62 R g ( A

�

). Zw ei An w endungen der

Bac kus{Gilb ert Metho de w erden im Detail analysiert. Die erste b etri�t ein nic h tlineares
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Momen tenproblem in L

2

(0 ; 1) und die zw eite ein lineares Cauc h y{Problem aus Kapitel 2.

Im Kapitel 5 w erden mehrere n umerisc he Beispiele pr

•

asen tiert, die die An w endung des

Iterationsv erfahrens und der Bac kus{Gilb ert Metho de illustrieren. In Absc hnitt 5.1 wird die

An w endung der Bac kus{Gilb ert Strategie auf ein nic h tlinearen Momen tenproblem getestet.

In Absc hnitt 5.2 n utzen wir das Iterationsv erfahren, um die Diric hlet{ bzw. Neumanndaten

v on Cauc h y{Problemen zu rek onstruieren. In einem anderen Beispiel w erden unsere Ergeb-

nisse mit denen v on F alk und Monk v erglic hen, der in [Mo] eine andere Rek onstruktions-

strategie b en utzte. Wir pr

•

asen tieren auc h ein Beispiel, in dem die Korrekturformel aus

Absc hnitt 4.3.2 n umerisc h getestet wird.

In Anhang A w erden die not w endigen De�nitionen v on Sob olev{R

•

aumen pr

•

asen tiert, die

in der gesam ten Arb eit b en utzt w erden. Insb esondere b en

•

otigen wir die R

•

aume H

k

0

(
 [ �),

H

k

(
 [ �), H

1

(
; �), H

1

/

2

(
) und H

1

/

2

00

(
). Die Rand{R

•

aume H

s

( @ 
) w erden mit Hilfe v on

lo cal maps

1

und der P artition der Eins de�niert. Damit hab en wir alle Hilfsmittel f

•

ur die

Un tersuc h ung der gemisc h ten Randw ertaufgab en in Anhang B zur V erf

•

ugung.

Zuerst w erden die R

•

aume v on glatten F unktionen eingef

•

uhrt und die Sob olev{R

•

aume

w erden als Absc hlu� da v on de�niert, indem man das Konzept der distributionellen Ablei-

tung n utzt. Andere n

•

utzlic he

•

aquiv alen te De�nitionen f

•

ur die R

•

aume H

s

(
) w erden mit

unseren v erglic hen. Einige not w endige Ein b ettungss

•

atze w erden pr

•

asen tiert.

In Anhang B w erden sp ezielle V ersionen des Spursatzes analysiert. Uns in teressiert ins-

b esondere, w elc he Regularit

•

at die Spur einer H

1

(
){Distribution auf � � @ 
 b esitzt. Diese

Analyse spielt eine gro�e Rolle in der Un tersuc h ung der T op ologie v on Satz 3.2.1.

Die Spurs

•

atze erlaub en uns w eiter eine sp ezielle V ersion der Greensc hen F ormel her-

zuleiten, die im Kern der Un tersuc h ung der adjungierten Gleic h ung unserer elliptisc hen

Cauc h y{Probleme liegt. Un tersuc h t wird auc h die F rage nac h der Regularit

•

at der Spur auf

@ 
 = � einer H

1

(
; �){Distribution, w enn man annimm t, da� die Spur dieser Distribution

auf � eine b estimm te Regularit

•

at b esitzt. Dieses Ergebnis b en

•

otigen wir f

•

ur die F orm ulie-

rung des Iterationsv erfahrens.

Die gemisc h ten Randw ertaufgab en aus Kapitel 3 w erden auc h in Anhang B un tersuc h t.

Das Hauptziel ist zu zeigen, da� dies gut gestellte Probleme im Sinne v on Hadamard sind.

Dies wird in der Analyse der Cauc h y{Probleme in Kapitel 2, so wie in der Analyse des

Iterationsv erfahrens v on Kapitel 3 b en utzt.

1

Siehe De�nition A.3.1.



Kapitel 2

Das Cauc h y{Problem

In diesem Kapitel wird die allgemeine Theorie

•

ub er Cauc h y{Probleme aufb ereitet. Insb eson-

dere w erden drei sp ezielle Probleme v orgestellt, f

•

ur die die Un tersuc h ung des Iterationsv er-

fahrens im n

•

ac hsten Kapitel genauer durc hgef

•

uhrt wird. Es handelt sic h um zw ei Probleme

auf einer Kreisringgeometrie und eines auf einer Rec h tec kgeometrie. Die Analyse dieser drei

Probleme ist der Ausgangspunkt f

•

ur die Un tersuc h ung des Iterationsv erfahrens in n

•

ac hsten

Kapitel.

Ein w eiterer zu erfassender Punkt ist die L

•

osungstheorie f

•

ur allgemeine Cauc h y{Proble-

me. In dieser Ric h tung w erden Aussagen

•

ub er die Existenz und Eindeutigk eit v on L

•

osungen

un tersuc h t. Uns in teressieren die Ergebnisse in Hinsic h t auf die v ariationellen L

•

osungen. Die

klassisc he Theorie dien t als V orb ereitung dazu und wird desw egen zun

•

ac hst b etrac h tet.

Wir hab en unsere Un tersuc h ung mit dem Cauc h y{Problem in Absc hnitt 2.1 b egonnen.

Die Besonderheit dieses Problems auf einer Kreisringgeometrie liegt darin, da� in der F or-

m ulierung des Iterationsv erfahrens v on Kapitel 3 sp ezielle gemisc h te Probleme v ork ommen,

f

•

ur die stark e Aussagen

•

ub er L

•

osungsregularit

•

at zur V erf

•

ugung stehen (siehe [Gr1,2] und

[Wn]). Der Nac h teil ist, da� man nic h ts

•

ub er die Sp ektraldarstellung des Op erators T (siehe

Kapitel 1) w ei�.

Beim zw eiten Problem v ersuc hen wir die Sc h wierigk eit mit der Sp ektraldarstellung zu

b eseitigen. Wir w

•

ahlen dazu ein Gebiet, in der un ter b estimm ten V oraussetzungen

•

ub er

die Cauc h ydaten es m

•

oglic h ist, die L

•

osung so w ohl v on Cauc h y{Problemen als auc h v on

gemisc h ten Problemen explizit in Abh

•

angigk eit der Daten hinzusc hreib en. Unsere Un tersu-

c h ungen zeigen, da� die Rec h tec kgeometrie daf

•

ur geeignet ist. Im n

•

ac hsten Kapitel w erden

wir feststellen, da� es in einem solc hen Gebiet m

•

oglic h ist, die Einsc hr

•

ankung des Op era-

tors T auf einen b estimm ten Sob olev{Raum

1

analytisc h hinzusc hreib en, da man

•

ub er die

Darstellung der L

•

osung v on gemisc h ten Problemen v erf

•

ugt. Als Konsequenz daraus folgt,

da� in diesem Gebiet die Iteration explizit b esc hreibbar ist.

Das dritte Problem repr

•

asen tiert den V ersuc h, eine Br

•

uc k e zwisc hen den ersten b eiden

1

n

•

amlic h auf den Raum H

�

1

/

2

per

8
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zu bauen. Die Kreisringgeometrie wird wieder b en utzt und die Cauc h ydaten bzw. das De-

�nitionsgebiet v on T w erden so gew

•

ahlt, da� man wieder eine analytisc he Darstellung des

Op erator T b esitzt.

In Absc hnitt 2.4 w erden S

•

atze b ewiesen, die die Eindeutigk eit der L

•

osung v on b estimm-

ten Cauc h y{Problemen garan tieren. Der W eg, der zu der klassisc hen Theorie f

•

uhrt, n

•

amlic h

die S

•

atze v on Cauc h y{Ko w alewsky und Holmgren, wird zuerst un tersuc h t und eine V erall-

gemeinerung dieser Ergebnisse f

•

ur H

1

{L

•

osungen wird pr

•

asen tiert.

2.1 Die Kreisringgeometrie

Sei 
 � I R

2

ein o�ener Ring mit inneren bzw.

•

au�eren Radius r bzw. 1, w ob ei 0 < r < 1

ist. Das Gebiet 
 hat einen glatten Rand, dessen

•

au�eren T eil in zw ei zusammenh

•

angende

Komp onen ten zerlegt w erden soll, n

•

amlic h

�

l

:= f ( x; y ) 2 @ 
 = jj ( x; y ) jj = 1 und x < 0 g

2

und

�

r

:= f ( x; y ) 2 @ 
 = jj ( x; y ) jj = 1 und x > 0 g :

Der innere T eil v on @ 
 wird �

i

genann t (siehe Bild 2.1.a).

Eine m

•

oglic he ph ysik alisc he In terpretation f

•

ur dieses mathematisc he Problem ist, die

T emp eratur bzw. den thermisc hen Flu� einer halb v erstec kten, durc h eine W and laufenden

Leitung, im unerreic h baren Rand �

r

zu rek onstruieren (siehe Bild 2.1.b). Die b ek ann ten

Daten sind die T emp eratur f und der thermisc he Flu� g am link en Rand �

l

. Die W erte der

L

•

osung u im inneren T eil des Rands �

i

spielen k eine wic h tige Rolle b ei der F orm ulierung

des Problems, w eil die Annahme u

�

= 0 auf �

i

ph ysik alisc h gerec h tfertig ist. Wir w erden in

manc hen F

•

allen auc h die homogene Randb edingung f

•

ur die Neumanndaten auf �

l

n utzen.

&%

'$

�

l

�

r




�

i

&%

' $

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

W and

Leitung

@

@I

1

�

�

r

� u =0

u

�

=0

u = f

u

�

= g

Bild 2.1.a

Bild 2.1.b

Wir w ollen die Theorie v on sc h w ac hen L

•

osungen v on Di�eren tialgleic h ungen An w en-

den. Desw egen w erden wir das Cauc h y{Problem folgenderma�en form ulieren: Gegeb en die

2

jj � jj repr

•

asen tiert die Euklidisc he Norm in I R

2

.
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Randdaten f und g, �nde eine L

•

osung u 2 H

1

(
) v on

( C P a )

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� u = 0 ; in 


u = f ; auf �

l

u

�

= g ; auf �

l

u

�

= 0 ; auf �

i

Gew

•

unsc h t ist, die Diric hlet{ und Neumannspur der L

•

osung u auf dem Randst

•

uc k �

r

zu

rek onstruieren, un ter der Annahme, da� eine L

•

osung existiert.

Die erste F rage, die sic h stellen l

•

a�t, lautet: Aus w elc hem Raum sollen die Cauc h ydaten

f und g gew

•

ahlt w erden, damit das Problem (CP a) in H

1

(
) w ohlform uliert bleibt? Um

das zu b ean t w orten, n utzt man den Spursatz f

•

ur glatte Gebiete.

3

Eine Konsequenz dieses

Satzes ist, da� die Diric hlet{ bzw. Neumannspur einer H

1

(
; �) F unktion in H

1

/

2

( @ 
) bzw.

H

�

1

/

2

( @ 
) liegt. Desw egen ist es plausib el, die Randdaten ( f ; g ) in H

1

/

2

(�

l

) � H

�

1

/

2

(�

l

) zu

w

•

ahlen. Dies k ann ab er no c h genauer form uliert w erden.

Da die L

•

osung u des Problems (CP a), w enn sie existiert, harmonisc h ist, gilt u 2

H

1

(
; �).

4

Nun folgt aus dem Satz B.1.6, u

� j

�

l

2 H

1

/

2

00

(�

l

)

0

. Damit ist das Problem (CP a)

f

•

ur Randdaten ( f ; g ) aus H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

w ohlform uliert.

Der n

•

ac hste zu un tersuc hende Punkt b etri�t die Sc hlec h tgestelltheit des Problems (CP

a). Zun

•

ac hst ist es nic h t w ahr, da� f

•

ur alle ( f ; g ) aus H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

eine en tsprec hende

H

1

{L

•

osung des Problems (CP a) existiert (siehe Absc hnitt 2.4). W eiter liegt die stetige

Abh

•

angigk eit v on den Randdaten f

•

ur solc he Probleme nic h t v or. Dies k ann man mit Hilfe

des n

•

ac hsten Beispieles feststellen.

Beispiel 2.1.1 Sei 
 der Kr eisring mit R adius 1 bzw. 1 = 2 , im Ursprung zentriert. Wir

b etr achten die F unktionen de�niert f

•

ur z 2 


u ( z ) =

1

1 � z

und u

k

( z ) =

1

(1 + 1 =k ) � z

; k 2 I N ;

die holomorph auf 
 sind. Wenn wir den r e el len A nteil davon nehmen, hab en wir die fol-

genden harmonischen F unktionen auf 


v ( x; y ) = R e u ( x + iy ) =

1 � x

(1 � x )

2

+ y

2

und

v

k

( x; y ) = R e u

k

( x + iy ) =

1 + 1 =k � x

(1 + 1 =k � x )

2

+ y

2

:

Es ist klar, da� die F unktionen v

k

L

•

osungen der Cauchy{Pr obleme

3

Siehe Anhang B.1.

4

H

1

(
; �) = f u 2 H

1

(
) = � u 2 L

2

(
) g
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8

>

>

>

<

>

>

>

:

� w = 0 ; in 


w = v

k

; auf �

l

w

�

= v

k

�

; auf �

l

w

�

= v

k

�

; auf �

i

sind. Die F unktion u wur de so gew

•

ahlt, da� sie einen Pol an der Stel le z = 1 b esitzt und

die H

1

{Norm von v unb eschr

•

ankt ist. Die F olge f v

k

g ist zwar in H

1

(
) (die v

k

sind so gar

analytisch in 
 ), ab er sie ist unb eschr

•

ankt in der Norm dieses R aums. In der T at, ist es

m

•

oglich die Existenz einer p ositiven Konstante c zu b eweisen, so da� f

•

ur gen

•

ugend gr o�es

k die A bsch

•

atzung

jj v

k

jj

H

1

(
)

� c j l n (1 =k

2

) j

gilt. Eine kurze R e chnung zeigt, da� sowohl die Dirichlet{ bzw. Neumannspur von v

k

auf �

l

als auch die Neumannspur von v

k

auf �

i

gleichm

•

a�ig ge gen die entspr e chenden Spur en von

v konver gier en. Wir hab en also eine F olge von H

1

{L

•

osungen f v

k

g , der en entspr e chenden

R anddaten konver gier en (in einer feinen T op olo gie so gar), ab er die selbst in H

1

(
) nicht

konver giert.

Wir hab en v or, unsere Zielaufgab e, n

•

amlic h die Bestimm ung der Spur der L

•

osung auf

dem Randst

•

uc k, w o k eine Daten v orgesc hrieb en sind, in F orm einer Op eratorgleic h ung zu

un tersuc hen. Desw egen de�nieren wir den Op erator A, der die un b ek ann te Diric hletspur

auf die b ek ann te Diric hletspur abbildet. Diese V erkn

•

upfung zwisc hen b eiden Diric hletdaten

wird durc h ein gemisc h tes Problem hergestellt, das auf einer Seite des Rands die gegeb enen

Neumanndaten und auf der anderen die un b ek ann ten Diric hletdaten n utzt. F

•

ur das Problem

(CP a) mit Daten ( f ; g ) bildet der Op erator A ein  2 H

1

/

2

(�

r

) nac h w

j

�

l

2 H

1

/

2

(�

l

) ab,

w ob ei die F unktion w 2 H

1

(
) folgendes gemisc h tes Problem l

•

ost:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� w = 0 ; in 


w

�

j

�

l

= g

w

j

�

r

=  

w

� j

�

i

= 0

&%

'$

�

l

�

r

A (  ):= w j

�

l

� w = 0

w

�

=0

w

�

= g w =  

Aus der De�nition v on A folgt, da� das Problem (CP a) formal

•

aquiv alen t zur L

•

osung

einer Gleic h ung v om T yp

A = f
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ist, w ob ei der Op erator A a�n ist, und sein linearer An teil ein b esc hr

•

ankter Op erator v on

H

1

/

2

(�

r

) nac h H

1

/

2

(�

l

) ist (siehe Absc hnitt 2.4).

2.2 Die Rec h tec kgeometrie

Das zw eite Cauc h y{Problem, das in dieser Arb eit un tersuc h t wird, ist das Beispiel v on

Hadamard (siehe Kapitel 1). Sei 
 = ( � � ; � ) � ( � � ; � ) � I R

2

. Analog zu der Betrac h tung,

die in der Kreisringgeometrie gemac h t wurde, setzen wir

�

l

:= f ( x; y ) 2 @ 
 = x = � � g

und

�

r

:= f ( x; y ) 2 @ 
 = x = � g :

Zu gegeb enen Cauc h ydaten ( f ; g ) in H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

, suc hen wir nac h einer H

1

(
)

L

•

osung des Cauc h y{Problems

( C P b )

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� u = 0 ; in 


u = f ; auf �

l

u

�

= g ; auf �

l

u ( x; � � ) = 0 ; x 2 ( � � ; � )

In diesem Gebiet hab en wir den V orteil, da� aus der Annahme, da� f und g eine F ou-

rierreihenen t wic klung der Art

f ( y ) =

N

X

j =1

a

j

sin ( j y ) und g ( y ) =

N

X

j =1

b

j

sin ( j y ) ; N 2 I N [ f1g (2.1)

mit reellen Ko e�zien ten a

j

und b

j

b esitzen, eine explizite Darstellung der L

•

osung u des

Problems (CP b) folgt. In der T at ist

u ( x; y ) =

N

X

j =1

( a

j

cosh ( j ( x + � )) +

b

j

j

sinh ( j ( x + � )) ) sin ( j y ) : (2.2)

F alls N = 1 in (2.1) ist, k

•

onnen wir eine hinreic hende Bedingung an die Asymptotik

der F ourierk o e�zien ten v on f und g herleiten, damit die F unktionenreihe in (2 : 2) in H

1

(
)

k on v ergiert. Daf

•

ur wird die Norm v on u folgenderma�en abgesc h

•

atzt:

jj u jj

H

1
�

1

X

j =1

jj a

j

cosh( j ( x + � )) sin( j y ) jj

H

1
+ jj

b

j

j

sinh ( j ( x + � )) sin( j y ) jj

H

1
�
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� c

0

@

1

X

j =1

j

1

/

2

j a

j

j cosh (2 j � ) +

1

X

j =1

j

�

1

/

2

j b

j

j cosh(2 j � )

1

A

:

W enn man �

j

:= cosh(2 j � ) setzt, folgt f

•

ur p � 1 aus der Cauc h y{Sc h w arzsc hen Ungleic h ung

jj u jj

H

1 � c

2

6

4

0

@

1

X

j =1

j a

2

j

�

2+

1

p

j

1

A

1

/

2

+

0

@

1

X

j =1

j

� 1

b

2

j

�

2+

1

p

j

1

A

1

/

2

3

7

5

: (2.3)

W enn die b eiden Reihen in (2.3) k on v ergieren, dann ist die in (2.2) de�nierte F unktion die

H

1

{L

•

osung des Problems (CP b).

Bemerkung 2.2.1 Die Motivation f

•

ur diese A bsch

•

atzung der H

1

{Norm von u ist, da� die

R eihen in (2.3) genau den Normen von f bzw. g in den Sob olev{R

•

aumen H

1

/

2

per

(�

l

) bzw.

H

�

1

/

2

per

(�

l

) mit dem exp onentiel len Gewicht �

2+1 =p

j

entspr e chen.

2.3 Wieder die Kreisringgeometrie

Sei 
 wie in Absc hnitt 2.1 ein o�ener Ring mit innerem bzw.

•

au�erem Radius r

0

bzw. 1, w o-

b ei 0 < r

0

< 1 ist. Das Gebiet 
 hat einen glatten Rand, der sic h in zw ei zusammenh

•

angende

Komp onen ten zerlegen l

•

a�t, n

•

amlic h

�

o

:= f ( x; y ) 2 @ 
 = jj ( x; y ) jj

2

= 1 g

und

�

i

:= f ( x; y ) 2 @ 
 = jj ( x; y ) jj

2

= r

0

g :

Hier w erden wir uns mit folgendem Cauc h y{Problem auf 
 b esc h

•

aftigen: Gegeb en die

Randdaten ( f ; g ) in H

1

/

2

(�

o

) � H

�

1

/

2

(�

o

), �nde eine H

1

{L

•

osung v on

( C P c )

8

>

<

>

:

� u = 0 ; in 


u = f ; auf �

o

u

�

= g ; auf �

o

Ob w ohl dieses Problem in demselb en Gebiet wie das (CP a) form uliert wird, stellt man fest,

da� es viel

•

ahnlic her zum Problem (CP b) als zum Problem (CP a) ist, w enn man an das

L

•

osungsv erhalten der Cauc h y{Probleme denkt. F

•

ur b estimm te Cauc h ydaten ist es m

•

oglic h,

die L

•

osung des Problems (CP b) explizit darzustellen.

Wie in der Rec h tec kgeometrie mac hen wir die Annahme, da� die F unktionen ( f ; g ) 2

H

1

/

2

(�

o

) � H

�

1

/

2

(�

o

) F ourierreihenen t wic klungen



14 KAPITEL 2. D AS CA UCHY{PR OBLEM

f ( � ) = f

0

+

X

j � 1

�

f

(1)

j

sin ( j � ) + f

(2)

j

cos ( j � )

�

und

g ( � ) = g

0

+

X

j � 1

�

g

(1)

j

sin ( j � ) + g

(2)

j

cos ( j � )

�

hab en, w ob ei � 2 ( � � ; � ) ist.

Die Annahme, da� die en tsprec hende L

•

osung v on (CP c) sic h als ein Pro dukt v om

T yp u ( r ; � ) = v ( r ) w ( � ) sc hreib en l

•

a�t, liefert f

•

ur das Cauc h y{Problem mit Daten ( f ; g ) die

L

•

osung

u ( r ; � ) =

X

j 2 Z Z

�

a

j

r

j

sin ( j � ) + b

j

r

j

cos ( j � )

�

+ s ln ( r ) (2.4)

mit Ko e�zien ten s = g

0

,

a

j

=

8

>

>

<

>

>

:

1

2

f

(1)

j

+

1

2 j

g

(1)

j

; j > 0

�

1

2

f

(1)

j

+

1

2 j

g

(1)

j

; j < 0

0 ; j = 0

und b

j

=

8

>

>

<

>

>

:

1

2

f

(2)

j

+

1

2 j

g

(2)

j

; j > 0

1

2

f

(2)

j

�

1

2 j

g

(2)

j

; j < 0

f

0

; j = 0

:

Eine hinreic hende Bedingung daf

•

ur, da� u in (2.4) in H

1

ist, gewinn t man mit Hilfe der

Absc h

•

atzung:

jj u jj

H

1
�

X

j 2 Z Z

jj a

j

r

j

sin ( j � ) + b

j

r

j

cos( j � ) jj

H

1
+ jj s ln ( r ) jj

H

1

� c

0

@

X

j 2 Z Z

j j j

1

/

2

j a

j

j

�

1

r

0

�

j +1

+

X

j 2 Z Z

j j j

1

/

2

j b

j

j

�

1

r

0

�

j +1

1

A

+ c ( r

0

) j s j :

Aus der De�nition der Ko e�zien ten a

j

und b

j

folgt n un, da� die in (2.4) de�nierte F unktion

in H

1

(
) sein wird, falls

X

j > 0

j

1

/

2

j f

( i )

j

j

�

1

r

0

�

j +1

< 1 und

X

j > 0

j

�

1

/

2

j g

( i )

j

j

�

1

r

0

�

j +1

< 1 ; i = 1 ; 2 (2.5)

gilt.

Setze G

j

:= (1 =r

0

)

j +1

. Gegeb en p � 1, folgt die Kon v ergenz der Reihen in (2.5) aus der

Besc hr

•

anktheit v on
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X

j > 0

j

�

h

f

(1)

j

i

2

+

h

f

(2)

j

i

2

�

G

2+

1

p

j

und

X

j > 0

j

� 1

�

h

g

(1)

j

i

2

+

h

g

(2)

j

i

2

�

G

2+

1

p

j

: (2.6)

Bemerkung 2.3.1 Die R eihen in (2.6) entspr e chen den Normen von f bzw. g in den

Sob olev{R

•

aumen H

1

/

2

per

(( � � ; � )) bzw. H

�

1

/

2

per

(( � � ; � )) mit dem exp onentiel len Gewicht

G

2+1 =p

j

.

2.4 L

•

osungstheorie

In diesem Absc hnitt b esc h

•

aftigen wir uns mit Eindeutigk eitss

•

atzen und hinreic henden Be-

dingungen f

•

ur die Existenz einer L

•

osung des Cauc h y{Problems. In Kapitel 1 wurde ein Bei-

spiel in einer Rec h tec kgeometrie pr

•

asen tiert, das zeigte, da� sogar f

•

ur sehr glatte Cauc h yda-

ten die Existenz einer en tsprec henden L

•

osung nic h t garan tiert w erden k ann. Es ist tats

•

ac h-

lic h so, da� Existenzb edingungen erst abgeleitet w erden k

•

onnen, w enn man in der Lage ist,

das Cauc h y{Problem mit Hilfe v on In tegral{ o der Di�eren tialop eratoren umzuform ulieren

und die Cauc h ydaten mit Hilfe dieser Op eratoren zu v erkn

•

upfen.

Der hier pr

•

asen tierte Eindeutigk eitssatz ist eine V erallgemeinerung des klassisc hen Er-

gebnis der Theorie f

•

ur Di�eren tialop eratoren mit analytisc hen Ko e�zien ten. Die S

•

atze v on

Cauc h y{Ko w alewsky und Holmgren w erden zusammen mit Regularit

•

atss

•

atzen f

•

ur sc h w ac he

L

•

osungen b en utzt, um eine Aussage

•

ub er das Cauc h y{Problem f

•

ur den Laplace{Op erator

zu mac hen.

De�nition 2.4.1 Sei eine p artiel le Di�er entialgleichung der Or dnung m in I R

n

und eine

( n � 1) {dimensionale Mannigfaltigkeit � ge geb en. Sei u die L

•

osung des Cauchy{Pr oblems

f

•

ur die ge geb ene Di�er entialgleichung mit Cauchydaten auf � . Die Mannigfaltigkeit � hei�t

char akteristisch b ez

•

uglich dieser Di�er entialgleichung, wenn nicht al le p artiel len A bleitungen

von u bis zur Or dnung m sich aus den Cauchydaten b estimmen lassen.

Man stellt fest, da� die elliptisc hen Di�eren tialgleic h ungen (insb esondere die Laplaceglei-

c h ung) k eine c harakteristisc he Mannigfaltigk eit b esitzen. Im n

•

ac hsten Satz v on A.L.Cauc h y

(1789{1857) und S.Ko w alewsky (1850{1891) wird die Eindeutigk eit einer lok alen analy-

tisc hen L

•

osung eines Cauc h y{Problems b ewiesen, dessen Di�eren tialop erator analytisc he

Ko e�zien ten b esitzt und dessen Daten analytisc h auf einer analytisc hen nic h t{c harakteristi-

sc hen Mannigfaltigk eit gegeb en sind.

Satz 2.4.2 (Cauc h y{Ko w alewsky) Sei F ein Di�er entialausdruck der Or dnung m in

I R

n

mit analytischen Ko e�zienten:

F = F ( x; u; : : : ;

@

j � j

@ x

�

u; : : : ) ;
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wob ei � ein Multiindex mit j � j � m ist. Sei � eine analytische, b ez

•

uglich F nicht{char akte-

ristische, n � 1 {dimensionale Mannigfaltigkeit und x

0

2 � . Seien f

j

, j = 0 ; : : : ; m � 1

analytische F unktionen auf � . Dann gibt es eine Umgebung von x

0

in I R

n

, in der das

Cauchy{Pr oblem

8

<

:

F ( x; u; : : : ;

@

j � j

@ x

�

u; : : : ) = 0

�

@

@ n

�

j

u = f

j

; auf �

analytisch eindeutig l

•

osb ar ist.

Den Bew eis dieses Satzes k ann man et w a in [F o] St. 69, [DaLi] o der [Jo] nac hlesen.

Der n

•

ac hste Satz v on Holmgren wird v on manc hen Autoren als Korollar des Satzes v on

Cauc h y{Ko w alewsky pr

•

asen tiert. Er zeigt, da� es f

•

ur lineare Di�eren tialgleic h ungen k eine

andere nic h t{analytisc he L

•

osung gibt, sogar w enn man auf die Analytizit

•

at der Cauc h ydaten

v erzic h tet. Einen Bew eis dieses Satzes k ann man z.B. in [Jo] St. 65, [H

•

o] o der [DaLi] �nden.

Satz 2.4.3 (Holmgren) Sei L der line ar e Di�er entialop er ator

Lu =

X

j � j� m

a

�

( x )

@

j � j

@ x

�

u;

mit analytischen Ko e�zienten a

�

und � eine analytische nicht{char akteristische Mannigfal-

tigkeit. Dann hat das Cauchy{Pr oblem

8

<

:

Lu = f

�

@

@ n

�

j

u = f

j

; auf �

in einer hinr eichend kleinen Umgebung je der komp akten T eilmenge �

0

� � h

•

ochstens eine

klassische L

•

osung, wob ei die Cauchydaten f

j

; j = 0 ; : : : ; m � 1 und die r e chte Seite f nur

stetig vor ausgesetzt sind.

Damit wir auc h sc h w ac he L

•

osungen v on Cauc h y{Problem b ehandeln k

•

onnen, w erden

wir Gebrauc h v on einigen Regularit

•

atss

•

atzen mac hen. Der erste Satz mac h t Aussagen

•

ub er

die lok ale Regularit

•

at der sc h w ac hen L

•

osung einer Di�eren tialgleic h ung, deren Op erator

stark{elliptisc h ist. Den Bew eis k ann man in [Au1], [DaLi] St. 426 o der in [F o] St. 269

�nden.

Satz 2.4.4 Ge geb en sei ein line ar er Di�er entialop er ator L zweiter Or dnung mit C

1

(
) {

Ko e�zienten, wob ei 
 � I R

n

ein o�enes Gebiet ist. Die entspr e chende Biline arform a ( � ; � )

sei stark ko erziv. Wenn die Distribution u die Gleichung Lu =  mit  2 H

k

lo c

(
) ; k 2 I N

gen

•

ugt, dann ist u 2 H

k +2

lo c

(
) .

5

5

Der Satz bleibt ric h tig f

•

ur Op eratoren der Ordn ung 2 m . In diesem F all ist u in H

k +2 m

lo c

(
).
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Korollar 2.4.5 Unter denselb en V or aussetzungen wie in Satz 2.4.4 folgt aus  2 C

1

(
) ,

da� auch u in C

1

(
) lie gt.

Dieses Korollar folgt aus Satz 2 : 4 : 4 und dem Sob olev{Lemma: H

k

(
) � C

j

( 
), f

•

ur

k > j + ( n= 2).

6

Wir hab en n un alle S

•

atze zur V erf

•

ugung, die wir b en

•

otigen, um den Eindeutigk eitssatz

v on sc h w ac hen L

•

osungen des Cauc h y{Problems zu b ew eisen.

Satz 2.4.6 Sei 
 ein o�enes, b eschr

•

anktes, einfach zusammenh

•

angendes Gebiet von I R

2

mit

analytischem R and, � ein o�enes zusammenh

•

angendes R andst

•

uck von @ 
 und der Op er ator

L de�niert wie in Satz 2.4.4. Dann b esitzt das Cauchy{Pr oblem

8

>

<

>

:

Lu =  ; in 


u = f ; auf �

u

�

= g ; auf �

f

•

ur  2 L

2

(
) , f 2 H

1

/

2

(�) und g 2 H

1

/

2

00

(�)

0

h

•

ochstens eine L

•

osung in H

1

(
) .

Beweis: Sind u

1

und u

2

zw ei H

1

{L

•

osungen des Cauc h y{Problems, dann l

•

ost u = u

1

� u

2

folgendes Problem:

(

Lu = 0 ; in 


u = u

�

= 0 ; auf �

:

Da Lu = 0 ist, folgt aus Korollar 2 : 4 : 5 mit  = 0, da� u 2 C

1

(
) ist. Dann ist u eine

klassisc he L

•

osung des Cauc h y{Problems mit homogenen Daten auf �.

Der Op erator L ist elliptisc h und so w ohl � als auc h @ 
 n � sind nic h t{c harakteristisc he

Mannigfaltigk eiten. Es ist m

•

oglic h, eine F amilie v on analytisc hen Mannigfaltigk eiten �

�

; 0 �

� � 1 zu �nden, so da� �

0

= � ; �

1

= @ 
 n � und alle �

�

denselb en Endpunkten hab en.

W enn wir die F amilie �

�

im Bew eis v on Satz 2 : 4 : 3 n utzen, folgt aus diesem Satz, da� die

F unktion u iden tisc h auf 
 v ersc h winden m u�.

Die V oraussetzungen b ez

•

uglic h 
 k

•

onnen abgesc h w

•

ac h t w erden, falls L = � der Laplace

Op erator ist. Damit ist gemein t, da� wir auf die Annahme, 
 sei einfac h zusammenh

•

angend,

v erzic h ten d

•

urfen. Das folgt ohne w eiteres aus der Analytizit

•

at der L

•

osung u in 
. In der

T at, f

•

ur x 2 
 und 


0

= B

�

( x ) �� 
 l

•

ost u die Randw ertaufgab e

8

>

<

>

:

� w = 0 ; in 


0

w = u ; auf @ 


0

w

�

= u

�

; auf @ 


0

:

6

Siehe daf

•

ur [F o] S. 276 o der [Ad].
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Aus der Greensc hen Darstellungsformel

7

u ( x ) =

Z

@ 


0

f G

�

y

( x; y ) u ( y ) � G ( x; y ) u

�

( y ) g dS ( y )

folgt die Analytizit

•

at v on u in einer Umgebung v on x und daraus die Analytizit

•

at auf ganz


. Aus dem Satz 2 : 4 : 2 sc hlie�t man, da� u in einer Umgebung v on � iden tisc h Null sein

m u�. Dann v ersc h windet u auf 
.

Die Eindeutigk eit v on Cauc h y{Problemen ist also eine relativ einfac h zu b ean t w ortende

F rage. Dasselb e k ann man

•

ub er die Existenz nic h t sagen. Diese h

•

angt nic h t n ur v on den

Cauc h ydaten ab, sondern auc h v on dem Gebiet 
. Die F unktion

v ( x; y ) =

(1 � x )

((1 � x )

2

+ y

2

)

; ( x; y ) 2 I R

2

nf (1 ; 0) g

aus Absc hnitt 2.1 liefert ein Beispiel daf

•

ur. Sie ist die einzige analytisc he L

•

osung v on

8

>

<

>

:

� w = 0 ; in 


w = v ; auf �

l

w

�

= v

�

; auf �

l

;

w ob ei 
 = B

1

(0 ; 0) und �

l

= f ( x; y ) 2 @ 
; x < 0 g ist. Ab er sie k ann nic h t in den Punkt

(1 ; 0) analytisc h fortgesetzt w erden. Das hei�t, da� f

•

ur jedes 


�

= 
 [ B

�

(1 ; 0) das Cauc h y{

Problem auf 


�

k eine H

1

{L

•

osung b esitzt.

8

Der n

•

ac hste zu un tersuc hende Punkt b etri�t die Existenz v on L

•

osungen. Hier w erden

n ur die Cauc h y{Probleme f

•

ur die Laplacegleic h ung b etrac h tet, ab er das Argumen t gilt auc h

f

•

ur andere elliptisc he Di�eren tialgleic h ungen. Nehmen wir an, da� wir eine L

•

osung des

Cauc h y{Problems (CP a) suc hen. In Absc hnitt 2.1 wurde gezeigt (siehe S. 11), wie ein

Cauc h y{Problem mit Daten f und g in eine Gleic h ung

A = f

umgesc hrieb en wird. Den Op erator A d

•

urfen wir in A = A

l

+ z aufspalten, w ob ei der lineare

An teil A

l

und die v on g abh

•

angige feste F unktion z durc h die Randw ertaufgab e

7

f

•

ur Details siehe [F o] S. 104 o der [Jo].

8

F

•

ur r > 0 und P 2 I R

2

setze B

r

( P ) := f x 2 I R

2

; jj x � P jj < r g .
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&%

'$

�

l

�

r

� w = 0

w

�

=0

w

�

= 0

A

l

(  ):= w

w =  

&%

' $

�

l

�

r

� v = 0

v

�

=0

v

�

= g

z := v

v = 0

de�niert sind. Die Cauc h ydaten ( f ; g ) w erden aus H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

genommen. Um zu

v eri�zieren, ob A

l

eine b esc hr

•

ankte Abbildung v on H

1

/

2

(�

r

) nac h H

1

/

2

(�

l

)) ist, brauc hen wir

n ur seine Norm durc h

jj A

l

 jj

H

1

/

2

� c

1

jj w jj

H

1 � c

2

jj  jj

H

1

/

2

abzusc h

•

atzen. Hier ist die erste Ungleic h ung eine Konsequenz der Stetigk eit der Spurop era-

tor v on H

1

(
) nac h H

1

/

2

(�

l

), und die zw eite folgt aus der stetigen Abh

•

angigk eit der L

•

osung

eines gemisc h ten Problems v on den Randdaten (Satz v on Lax{Milgram).

Die Aufgab e, die sic h uns n un stellt, b esteh t aus der Un tersuc h ung der L

•

osbark eit der

linearen Gleic h ung

A

l

 = f � z ;

w ob ei der Op erator A

l

durc h die V erkn

•

upfung einer Di�eren tialgleic h ung mit einem Spur-

op erator de�niert wird.

9

F

•

ur den F all g � 0 ist es n un klar, da� das Cauc h y{Problem eine

L

•

osung b esitzt genau dann, w enn f in R g ( A

l

) liegt. Ansonsten de�nieren wir den stetigen

linearen Op erator Z : H

1

/

2

00

(�

l

)

0

! H

1

/

2

(�

l

) durc h Z (  ) := v

j

�

l

, w ob ei die H

1

{F unktion v

das gemisc h te Problem

8

>

<

>

:

� v = 0 ; in 


v = 0 ; auf �

r

v

�

=  ; auf �

l

l

•

ost. Die L

•

osbark eit des Cauc h y{Problems ist dann

•

aquiv alen t zu

f + Z ( g ) 2 R g ( A

l

) ;

w ob ei R g ( A

l

) nic h t abgesc hlossen ist.

10

9

Aus Satz 2 : 4 : 6 k ann man sc hlie�en, da� A

l

(  ) = 0 )  = 0 , d.h., N ( A

l

) = f 0 g .

10

Das ist wieder eine Konsequenz daraus, da� eine stetige Abh

•

angigk eit der L

•

osung des Cauc h y{Problems

b ez

•

uglic h der Anfangsdaten nic h t gegeb en ist.
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Es ist auc h m

•

oglic h, eine Existenzb edingung f

•

ur das Cauc h y{Problem aus der Randin-

tegraldarstellung abzuleiten. Kennen wir die Greensc he F unktion K f

•

ur das Gebiet 
, k ann

eine in 
 harmonisc he F unktion aus den Diric hletdaten rek onstruiert w erden. Dies folgt aus

der Greensc hen Darstellungsformel

11

u ( x ) =

Z

@ 


K ( x; y ) u

�

( y ) dS ( y ) : (2.7)

Da in (CP a) die Bedingung u

� j

�

i

� 0 gilt, folgt aus (2 : 7), da� u = ( F u

� j

�

o

) ist, w ob ei F

ein In tegralop erator mit Kern K ist.

Gegeb en die Cauc h ydaten ( f ; g ) in H

1

/

2

(�

l

) � H

�

1

/

2

(�

l

), de�nieren wir die Menge

M = f ~g 2 H

�

1

/

2

(�

o

) ; ~g

j

�

l

= g g

der m

•

oglic hen H

�

1

/

2

F ortsetzungen v on g auf das gesam te Randst

•

uc k �

o

.

12

Die L

•

osbark eit

des Cauc h y{Problems ist n un

•

aquiv alen t zu der L

•

osbark eit v on

(




l

F ( ~ g ) = f

~g 2 M

;

w ob ei 


l

der Diric hlet{Spurop erator v on H

1

(
) nac h H

1

/

2

(�

l

) ist.

Die hier abgeleiteten Bedingungen geb en k eine de�nitiv e An t w ort auf die F rage nac h

der Existenz v on L

•

osungen eines Cauc h y{Problems, da f

•

ur R g ( A

l

) k eine Charakterisierung

im Sinne v on Sob olev{R

•

aumen v orliegt. Andere Arten v on Aussagen, die die Regularit

•

at

v on f und g b etre�en, sind no c h un b ek ann t.

11

f

•

ur Details siehe [Jo] S. 84

12

Wir n utzen hier die Notation der Absc hnitte 2.1 und 2.3



Kapitel 3

Das Iterationsv erfahren

In diesem Kapitel wird ein Iterationsv erfahren v orgestellt, das eine Appro ximation und in

b estimm ten F

•

allen die L

•

osung des Cauc h y{Prob ems f

•

ur die Laplacegleic h ung liefert. Die

allgemeine F orm ulierung des V erfahrens wird analysiert so wie die An w endung auf die drei

sp eziellen Probleme v on Kapitel 2 b etrac h tet. Die Kon v ergenz des V erfahrens wird b ewie-

sen und andere Eigensc haften wie Kon v ergenzgesc h windigk eit und Regularisierungssc hema

w erden un tersuc h t.

In Absc hnitt 3.1 wird das V erfahren f

•

ur allgemeine glatte Gebiete form uliert und als

die Iteration eines a�nen Op erators T auf H

�

1

/

2

b etrac h tet. F

•

ur die Probleme (CP b) und

(CP c) w erden wir mit Hilfe eines F ourierreihen{Ansatzes f

•

ur die Cauc h ydaten die Iteration

analytisc h hinsc hreib en.

In Absc hnitt 3.2 wird der Kon v ergenzb ew eis f

•

ur das V erfahren durc hgef

•

uhrt und einige

Eigensc haften des Op erators T , wie P ositivit

•

at und Selbstadjungiertheit, w erden

•

ub erpr

•

uft.

F

•

ur die Probleme (CP b) und (CP c) wird die Sp ektraldarstellung v on T abgeleitet und die

Kon v ergenzgesc h windigk eit damit analysiert. Sc hlie�lic h b etrac h ten wir Cauc h y-Probleme

mit fehlerhaften Daten und ermitteln Regularisierungstec hnik en, die uns erlaub en, solc he

Situationen zu b eherrsc hen.

3.1 Besc hreibung des V erfahrens

Hier wird das Iterationsv erfahren v orgestellt, und die An w endung auf die sp eziellen Proble-

me v on Kapitel 2 wird im Detail diskutiert.

3.1.1 Allgemeine F orm ulierung

Sei 
 ein o�enes b esc hr

•

anktes Gebiet in I R

2

mit glattem Rand @ 
, der in zw ei o�ene

Komp onen ten �

1

und �

2

zerlegt sei, so da� �

1

\ �

2

= ; und �

1

[ �

2

= @ 
 gilt. Zu Daten

f 2 H

1

/

2

(�

1

) und g 2 H

1

/

2

00

(�

1

)

0

suc hen wir die L

•

osung u 2 H

1

(
) v on

21
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( C P )

8

>

<

>

:

� u = 0 ; in 


u = f ; auf �

1

u

�

= g ; auf �

1

:

Es wird v ersuc h t, die Neumannspur der L

•

osung u auf dem Randst

•

uc k �

2

zu rek onstruie-

ren. Die L

•

osung u ist als L

•

osung einer Randw ertaufgab e zu �nden, w enn ihre Neumann{

Spur auf �

2

b ek ann t ist. Nehmen wir an, wir v erf

•

ugen

•

ub er irgendeine Appro ximation

' 2 H

1

/

2

00

(�

2

)

0

f

•

ur 


2

u

�

2

. Die Idee des V erfahrens ist, diese Appro ximation folgenderma�en

zu v erb essern:

Skizze:

� Erster Sc hritt: Zuerst l

•

ost man das gemisc h te Problem f

•

ur die Laplacegleic h ung mit

Randdaten f bzw. ' auf �

1

bzw. �

2

. Die Diric hlet{Spur dieser L

•

osung auf �

2

nennen

wir  .

� Zw eiter Sc hritt: Dann l

•

ost man das gemisc h te Problem f

•

ur die Laplacegleic h ung mit

Randdaten g bzw.  auf �

1

bzw. �

2

. Die Neumann{Spur dieser L

•

osung auf �

2

nennen

wir n un '

1

.

Es ist zu erw arten, da� '

1

eine b essere Appro ximation als ' f

•

ur 


2

u

�

2

sein wird, denn

in '

1

wurden w eitere Informationen

•

ub er die Cauc h ydaten v on u auf �

1

eingef

•

ugt. Wird

durc h diese Prozedur aus '

1

ein '

2

erzeugt, ist es immer no c h plausib el zu denk en, da� der

Ein
u� der Cauc h ydaten auf '

2

no c h gr

•

o�er als auf '

1

sein wird. Dies ist die heuristisc he

Motiv ation des V erfahrens.

Bemerkung 3.1.1 F al ls ' = 


2

u

�

2

die Neumann{Spur der L

•

osung von (CP) ist, dann ist

'

1

= ' . In der T at, es folgt aus Satz B.3.3, da� u die L

•

osung des gemischten Pr oblems des

ersten Schrittes ist und nach der Skizze  = 


2

u gilt. A us demselb en A r gument folgt, da�

die L

•

osung des gemischten Pr oblems des zweiten Schrittes wie der u ist, und die Behauptung

ist b ewiesen.

Wir k

•

onnen n un aus dieser Idee das V erfahren formal de�nieren. Gegeb en sei ein b elie-

biges Elemen t '

0

in H

1

/

2

00

(�

2

)

0

, dann erzeugen wir die F olge f '

k

g

k 2 I N

durc h die Iteration:

( I T )

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

w 2 H

1

(
) l

•

ost: � w = 0; w

j

�

1

= f ; w

� j

�

2

= '

k

;

 

k

:= w

j

�

2

;

v 2 H

1

(
) l

•

ost: � v = 0; v

� j

�

1

= g ; v

j

�

2

=  

k

;

'

k +1

:= v

� j

�

2

:

In (IT) w erden zw ei Di�eren tialgleic h ungen gel

•

ost und zw ei Spurop eratoren angew endet.

Wir erzeugen dadurc h zw ei F olgen, n

•

amlic h eine v on Diric hletspuren und eine andere v on
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Neumannspuren, b eide auf �

2

de�niert. Da die harmonisc hen F unktionen w und v in H

1

(
)

sind, folgt aus Spursatz B.1.6, da� f '

k

g in H

1

/

2

00

(�

2

)

0

liegt. Andererseits folgt aus Korollar

B.1.4, da� die F olge der Diric hletdaten f  

k

g in H

1

/

2

(�

2

) de�niert ist.

Bemerkung 3.1.2 F al ls die Neumanndaten des Cauchy{Pr oblems h

•

oher e R e gularit

•

at b e-

sitzen, n

•

amlich fal ls g 2 H

�

1

/

2

(�

2

) ist, dann impliziert der Satz B.2.5, da� die F olge f '

k

g

in H

�

1

/

2

(�

2

) lie gt.

Bemerkung 3.1.3 Eine weiter e Bemerkung b ezieht sich auf die

•

Ub erb estimmung der Da-

ten. F al ls @ 
 = �

1

[ �

2

[ �

3

ist und wir ein Cauchy{Pr oblem mit Daten auf �

1

plus eine

weiter e R andb e dingung (Neumann, Dirichlet, : : : ) auf �

3

b etr achten, k

•

onnen wir das V er-

fahr en wie der einsetzen, indem die neue R andb e dingung auf �

3

in b eiden R andwertaufgab en

von (IT) b er

•

ucksichtigt wir d. Das erm

•

oglicht uns, das V erfahr en auch f

•

ur das Pr oblem (CP

a) einzusetzen. Wir br auchen daf

•

ur nur �

1

bzw. �

2

bzw. �

3

dur ch �

l

bzw. �

r

bzw. �

i

zu

ersetzen.

Unser n

•

ac hstes Ziel lautet, den Iterationssc hritt v on (IT) f

•

ur das Problem (CP a) durc h

die An w endung eines Op erators T auf H

1

/

2

00

(�

r

)

0

zu repr

•

asen tieren. Daf

•

ur mac hen wir die

V ereinfac h ungsannahme g � 0

1

und de�nieren die Op eratoren L

n

: H

1

/

2

00

(�

r

)

0

! H

1

(
) und

L

d

: H

1

/

2

(�

r

) ! H

1

(
) durc h:

L

n

( ' ) := w 2 H

1

(
) bz w : L

d

(  ) := v 2 H

1

(
) ;

w ob ei die F unktionen w bzw. v die Randw ertaufgab e

� w = 0 in 
; w

j

�

l

= f ; w

� j

�

r

= ' ; w

� j

�

i

= 0

bzw.

� v = 0 in 
; v

� j

�

l

= 0; v

j

�

r

=  ; v

� j

�

i

= 0

l

•

ost. Mit den Spur{Op eratoren 


n

: H

1

(
) ! H

1

/

2

00

(�

r

)

0

und 


d

: H

1

(
) ! H

1

/

2

(�

r

) k

•

onnen

wir (IT) als

(

w = L

n

( '

k

);  

k

= 


d

( w )

v = L

d

(  

k

); '

k +1

= 


n

( v )

(3.1)

umsc hreib en. Wir setzen T := 


n

� L

d

� 


d

� L

n

. O�ensic h tlic h ist T eine a�ne Abbildung

auf H

1

/

2

00

(�

r

)

0

und, nac h De�nition v on (IT) erhalten wir

'

k +1

= T ( '

k

) = T

k +1

( '

0

) :

1

Das en tspric h t der in 2.1 b esc hrieb enen ph ysik alisc hen Situation.
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Das hei�t, wir sind in der Lage, die Iteration (IT) durc h P otenzen eines Op erators darzu-

stellen. Der n

•

ac hste Sc hritt ist, T in einen linearen An teil T

l

und einen k onstan ten, n ur v on

f abh

•

angigen T erm z

f

2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

zu zerlegen. Um T

l

darzustellen, spalten wir die F unktion

w in (3 : 1) in w = w

l

+ w

a

, w ob ei die F unktionen w

l

bzw. w

a

L

•

osung der Randw ertaufgab e

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

� w

l

= 0 ; in 


w

l

j

�

l

= 0

w

l

� j

�

r

= '

w

l

� j

�

i

= 0

bzw.

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

� w

a

= 0 ; in 


w

a

j

�

l

= f

w

a

� j

�

r

= 0

w

a

� j

�

i

= 0

ist. Man setzt L

l

n

: H

1

/

2

00

(�

r

)

0

! H

1

(
) ; L

l

n

( ' ) := w

l

. Dann d

•

urfen wir den Op erator L

n

in

L

n

( � ) = L

l

n

( � ) + w

a

zerlegen, und die Iteration in (3 : 1) k ann als

'

k +1

= T ( '

k

) = 


n

� L

d

� 


d

� L

l

n

( '

k

)

| {z }

T

l

( '

k

)

+ 


n

� L

d

� 


d

( w

a

)

| {z }

z

f

(3.2)

= T

k +1

l

( '

0

) +

k

X

j =0

T

j

l

( z

f

) (3.3)

gesc hrieb en w erden.

Bemerkung 3.1.4 A us Bemerkung 3.1.1 und aus (3.2) folgt, da� die F unktion ' = 


n

u

( u L

•

osung des Cauchy{Pr oblems (CP a)) eine L

•

osung der Fixpunktgleichung T ' = ' ist.

A nder erseits, wenn ' eine L

•

osung der Fixpunktgleichung T ' = ' ist, dann b esitzen die

F unktionen w und v in (3.1) dieselb en Cauchydaten auf �

r

und sind we gen des Eindeutig-

keitssatzes 2.4.6 gleich. Die De�nition von w und v in (3.1) impliziert, da� w = v eine

L

•

osung des Cauchy{Pr oblems ist.

Bemerkung 3.1.5 Wir k

•

onnten die Iter ation (IT) mit einer A nfangsn

•

aherung f

•

ur die Di-

richletdaten statt f

•

ur die Neumanndaten starten. In diesem F al l m

•

u�ten wir le diglich das

v {Pr oblem vor dem w {Pr oblem in (3 : 1) l

•

osen. Der zugeh

•

orige Op er ator T : H

1

/

2

(�

r

) !

H

1

/

2

(�

r

) lie�e sich analo g de�nier en.

Bemerkung 3.1.6 Die

•

ub erb estimmten Daten, die wir in der Iter ation (IT) eingef

•

ugt ha-

b en, um das Pr oblem (CP a) b etr achten zu k

•

onnen, b e ein
ussen we der die Konver genz des

V erfahr ens no ch die Eigenschaften von T , die in A bschnitt 3.3 analysiert wer den. A nzahl

und der T yp dieser weiter en R andb e dingungen sind harmlos, solange das Cauchy{Pr oblem

konsistent bleibt.
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Bemerkung 3.1.7 Ohne die A nnahme g � 0 w

•

ar e es immer no ch m

•

oglich, den Op er ator

T wie in (3 : 3) umzuschr eib en. Wir m

•

u�ten nur die H

1

{F unktion ~w

a

als die L

•

osung von

� ~w

a

= 0 in 
; ~w

a

� j

�

l

= g ; ~w

a

j

�

r

= 0; ~w

a

� j

�

i

= 0;

de�nier en. Der Op er ator T lie�e sich dann darstel len als

T ( � ) = 


n

� L

d

� 


d

� L

l

n

( � )

| {z }

T

l

( � )

+ 


n

� L

d

� 


d

( w

a

) + 


n

( ~w

a

)

| {z }

z

f ;g

:

3.1.2 Das V erfahren in der Rec h tec kgeometrie

In diesem Absc hnitt w erden wir die An w endung der Iteration (IT) auf das sp ezielle Problem

in Absc hnitt 2.2 diskutieren. Gesuc h t ist die L

•

osung des Cauc h y{Problems

( C P b )

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� u = 0 ; in 


u = f ; auf �

l

u

�

= g ; auf �

l

u ( x; � � ) = 0 ; x 2 ( � � ; � )

;

w ob ei 
 = ( � � ; � ) � ( � � ; � ) ist. Zun

•

ac hst wird angenommen, da� die Randdaten f und g

eine F ourierreihenen t wic klung v om T yp

f ( y ) =

N

X

j =1

a

j

sin ( j y ) und g ( y ) =

N

X

j =1

b

j

sin ( j y ) ; (3.4)

hab en.

Eine w eitere Annahme ist die Existenz einer H

1

(
){L

•

osung des Problems (CP b) mit

Daten ( f ; g ).

Wir fangen mit der Un tersuc h ung der gemisc h ten Probleme an, die in (3 : 1) v ork ommen.

Das erste ist das w {Problem

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� w = 0 ; in 


w = f ; auf �

l

w

�

= ' ; auf �

r

w ( x; � � ) = 0 ; x 2 ( � � ; � )

:

F

•

ur die Neumanndaten ' ( y ) =

P

N

j =1

'

j

sin ( j y ) , k

•

onnen wir die L

•

osung explizit hinsc hrei-

b en. In der T at, die L

•

osung w lautet
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w ( x; y ) =

N

X

k =1

�

'

k

sinh ( k ( x + � ))

k cosh (2 k � )

+ a

k

cosh( k ( x � � ))

cosh (2 k � )

�

sin ( k y ) : (3.5)

Ein analoges Ergebnis hab en wir f

•

ur das v {Problem

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� v = 0 ; in 


v

�

= g ; auf �

l

v =  ; auf �

r

v ( x; � � ) = 0 ; x 2 ( � � ; � )

mit Diric hletdaten  ( y ) =

P

N

j =1

 

j

sin ( j y ) . Die L

•

osung dieser Randw ertaufgab e ist

v ( x; y ) =

N

X

k =1

�

 

k

cosh( k ( x + � ))

cosh(2 k � )

+ b

k

sinh ( k ( x � � ))

k cosh(2 k � )

�

sin ( k y ) : (3.6)

Aus den L

•

osungsdarstellungen in (3 : 5) und (3 : 6) k

•

onnen wir eine explizite F ormel f

•

ur

den Op erator T herleiten, n

•

amlic h

( T ' )( y ) =

N

X

j =1

0

@

 

�

j

�

j

!

2

'

j

+

 

j �

j

�

2

j

!

a

j

+

1

�

j

b

j

1

A

sin ( j y ) ; (3.7)

w ob ei �

j

= sinh (2 j � ) und �

j

= cosh (2 j � ) sind. W enn wir die F ormel (3.7) iterieren,

gewinnen wir eine Darstellung f

•

ur die F olge f '

k

g

•

ahnlic h der in (3 : 3). In der T at, gegeb en

die Anfangsdaten '

0

( y ) =

P

N

j =1

'

0 ;j

sin ( j y ) , k

•

onnen wir das Elemen t '

k

hinsc hreib en als

'

k

( y ) =

N

X

j =1

2

4

 

�

j

�

j

!

2 k

'

0 ;j

+

k � 1

X

l =0

 

�

j

�

j

!

2 l

 

j �

j

�

2

j

a

j

+

1

�

j

b

j

!

3

5

| {z }

'

k ;j

sin ( j y ) :

Wir w ollen einen Sob olev{Raum �nden, in dem der Op erator T explizit darstellbar

ist. Da wir explizite L

•

osungen n ur v on Cauc h y{Problemen mit p erio disc hen Daten k ennen,

sollten wir die Cauc h ydaten in einem Raum v on p erio disc hen F unktionen w

•

ahlen. Nehmen

wir an, die Anfangsn

•

aherung '

0

liegt in H

�

1

/

2

per

(�

r

). W enn N = 1 in (3.4) ist und die

Cauc h ydaten ( f ; g ) in H

1

/

2

(�

l

) � H

�

1

/

2

(�

l

) liegen, dann b esitzen die w { und v {Probleme zw ar

eindeutige H

1

{L

•

osungen, ab er die Spuren da v on sind nic h t un b edingt p erio disc h. Damit

T '

0

= v

� j �

r

in H

�

1

/

2

per

(�

r

) liegt, m

•

ussen wir st

•

ark ere Regularit

•

atsb edingungen an f und g

fordern.

Da die Gewic h te �

j

=�

j

kleiner als eins f

•

ur alle j sind, folgt aus der Gleic h ung (3.7), da�

T ' in H

�

1

/

2

per

(�

r

) liegt, falls
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1

X

j =1

j

 

�

j

�

2

j

!

2

a

2

j

< 1 und

1

X

j =1

1

j

 

1

�

2

j

!

b

2

j

< 1 (3.8)

gilt. Die Gewic h te �

j

=�

2

j

und 1 =�

j

sind

•

aquiv alen t

2

und die Kon v ergenz der b eiden Reihen

in (3.8) en tspric h t der Annahme, da� die F unktion f bzw. g zu dem Raum H

1

/

2

per

(�

l

) bzw.

H

�

1

/

2

per

(�

l

) mit dem exp onen tielen Gewic h t 1 =�

2

j

geh

•

ort.

Aus Gleic h ung (3 : 7) k

•

onnen wir eine explizite Darstellung auc h f

•

ur den linearen An teil

T

l

v on T ableiten. Es gilt

( T

l

'

0

)( y ) =

1

X

j =1

 

�

j

�

j

!

2

'

0 ;j

sin ( j y ) : (3.9)

Die Eigen w erte v on T

l

sind �

j

= ( �

j

=�

j

)

2

mit sin ( j y ) als zugeh

•

orige Eigenfunktion. Aus

der De�nition v on H

�

1

/

2

per

(�

r

) als Sp ezialfall v on

H

s

per

(( � � ; � )) := f ' ( y ) =

X

j 2 Z Z

c

j

e

ij y

=

X

j 2 Z Z

(1 + j

2

)

s

c

2

j

< 1g ; s 2 I R

sc hlie�t man, da� (3 : 9) n

•

amlic h die Sp ektraldarstellung v on T

l

auf dem T eilraum

H = Span f sin ( j y ) ; j 2 I N g

jj�jj

H

�

1

/

2

per

ist.

Bemerkung 3.1.8 A us der Sp ektr aldarstel lung von T

l

k

•

onnen wir auf die Komp aktheit

des Op er ators ( I � T

l

) schlie�en. Die Selbstadjungiertheit von T

l

folgt wie der aus der Sp ek-

tr aldarstel lung, wenn wir den Hilb ert{R aum H

�

1

/

2

per

(�

r

) mit dem inner en Pr o dukt

� '; � � =

X

j 2 Z Z

(1 + j

2

)

�

1

/

2

'

j

�

j

;

f

•

ur '; � 2 H

�

1

/

2

per

(�

r

) b etr achten.

2

Damit meinen wir, da� es p ositiv e Konstan te c

1

und c

2

gibt, so da�

c

1

�

2

j

�

�

j

�

2

j

� c

2

�

2

j

f

•

ur alle j 2 I N gilt.
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3.1.3 Das V erfahren f

•

ur die Kreisringgeometrie

In diesem Absc hnitt w erden wir die An w endung der Iteration (IT) auf das sp ezielle Problem

in Absc hnitt 2.3 diskutieren. Gesuc h t ist die L

•

osung des Cauc h y{Problems

( C P c )

8

>

<

>

:

� u = 0 ; in 


u = f ; auf �

o

u

�

= g ; auf �

o

;

w ob ei 
 ein o�ener Ring mit inneren bzw.

•

au�eren Radius r

0

bzw. 1 ; 0 < r

0

< 1, ist. Wir

nehmen an, da� die Cauc h ydaten f und g eine F ourierreihenen t wic klung v om T yp

f ( � ) = f

0

+

N

X

j =1

�

f

(1)

j

sin ( j � ) + f

(2)

j

cos ( j � )

�

und

g ( � ) = g

0

+

N

X

j =1

�

g

(1)

j

sin ( j � ) + g

(2)

j

cos ( j � )

�

hab en. Die L

•

osung dieses Cauc h y{Problems wurde in (2.4) angegeb en.

Wir fangen mit der Un tersuc h ung der gemisc h ten Probleme an, die in (3 : 1) v ork ommen.

Das erste ist das w {Problem

8

>

<

>

:

� w = 0 ; in 


w = f ; auf �

o

w

�

= ' ; auf �

i

F

•

ur die Neumanndaten ' ( � ) = '

0

+

P

N

j =1

[ '

(1)

j

sin ( j � ) + '

(2)

j

cos ( j � )], k

•

onnen wir die

L

•

osung explizit hinsc hreib en. In der T at, die L

•

osung w lautet

w ( r ; � ) =

N

X

j = � N

�

a

j

r

j

sin ( j � ) + b

j

r

j

cos ( j � )

�

+ s ln ( r ) (3.10)

mit Ko e�zien ten s = � '

0

r

0

,

a

j

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

r

j +1

0

�

j

f

(1)

j

+

1

j �

j

'

(1)

j

; j > 0

� 1

r

1 � j

0

�

j

f

(1)

j

+

1

j �

j

'

(1)

j

; j < 0

0 ; j = 0

und b

j

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

r

j +1

0

�

j

f

(2)

j

+

1

j �

j

'

(2)

j

; j > 0

1

r

1 � j

0

�

j

f

(2)

j

�

1

j �

j

'

(2)

j

; j < 0

f

0

; j = 0

;

w ob ei �

j

= r

j � 1

0

+ r

� ( j +1)

0

ist.

Dasselb e mac hen wir mit dem v {Problem



3.1. BESCHREIBUNG DES VERF AHRENS 29

8

>

<

>

:

� v = 0 ; in 


v

�

= g ; auf �

o

v =  ; auf �

i

:

F

•

ur die Diric hletdaten  ( � ) =  

0

+

P

N

j =1

[  

(1)

j

sin ( j � ) +  

(2)

j

cos ( j � )] hat das v {Problem

die L

•

osung

v ( r ; � ) =

N

X

j = � N

c

j

r

j

sin ( j � ) + d

j

r

j

cos ( j � ) + t ln ( r ) (3.11)

mit Ko e�zien ten t = g

0

,

c

j

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

�

j

 

(1)

j

+

r

� j

0

j �

j

g

(1)

j

; j > 0

� 1

�

j

 

(1)

j

+

1

j r

� j

0

�

j

g

(1)

j

; j < 0

0 ; j = 0

und d

j

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

1

�

j

 

(2)

j

+

r

� j

0

j �

j

g

(2)

j

; j > 0

1

�

j

 

(2)

j

�

1

j r

� j

0

�

j

g

(2)

j

; j < 0

 

0

; j = 0

;

w ob ei �

j

= r

j

0

+ r

� j

0

ist.

Aus den L

•

osungsdarstellungen in (3.10) und (3.11) ist es m

•

oglic h, eine explizite F ormel

f

•

ur den Op erator T

l

herzuleiten. Es gilt

( T

l

' )( � ) =

N

X

j =1

�

j

[ '

(1)

j

sin ( j � ) + '

(2)

j

cos( j � )] ; (3.12)

w ob ei �

0

= 0 und

�

j

=

 

r

� ( j +1)

0

� r

j � 1

0

r

� ( j +1)

0

+ r

j � 1

0

!  

r

� j

0

� r

j

0

r

� j

0

+ r

j

0

!

; j > 0 (3.13)

die Eigen w erte v on T

l

sind.

Bemerkung 3.1.9 A nalo g zum vorherigen A bschnitt k

•

onnen wir den Op er ator T

l

f

•

ur F unk-

tionen auf H

�

1

/

2

per

(( � � ; � )) � H

�

1

/

2

(�

o

) de�nier en. Man kann auch eine explizite Darstel lung

f

•

ur den Op er ator T �nden und wie in (3.8) Be dingungen f

•

ur das A bklingen der F ourierko e�-

zienten von f und g herleiten, die hinr eichend sind, um die Inklusion ( T ' ) 2 H

�

1

/

2

per

(( � � ; � ))

zu gar antier en.

Aus der De�nition v on H

�

1

/

2

per

(( � � ; � )) sc hlie�en wir, da� (3.12) die Sp ektraldarstellung

v on T

l

auf

H = H

�

1

/

2

per

(( � � ; � ))

ist. Aus dieser Sp ektraldarstellung v on T

l

folgt
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i) jj T

l

jj

L ( H )

� 1;

ii) T

l

ist selbstadjungiert;

iii) ( I � T

l

) ist k ompakt.

Bemerkung 3.1.10 A us der Beschr eibung der Eigenwerte von T

l

in (3.13) schlie�t man,

da� je gr

•

o�er der inner e R adius r

0

ist, desto kontr aktiver wir d der Op er ator T

l

.

Bemerkung 3.1.11 Die A nalyse der Eigenwerte von T

l

f

•

ur die Pr obleme (CP b) und

(CP c) weisen dar auf hin, da� sie b eide sehr

•

ahnlich sind. In der T at, die Eigenwerte

der verschie denen Op er ator en T

l

konver gier en exp onentiel l ge gen 1.

3.2 Analyse des V erfahrens

3.2.1 Die Kon v ergenz

In diesem Absc hnitt wird die Kon v ergenz des Iterationsv erfahrens un tersuc h t, falls die

Cauc h ydaten k onsisten t sind. Es wird auc h gezeigt, da� die Kon v ergenz der durc h die Iterati-

on (IT) erzeugten F olge die Existenz einer L

•

osung des Cauc h y{Problems impliziert. Andere

Eigensc haften wie P ositivit

•

at und Selbstadjungiertheit v on T

l

w erden auc h un tersuc h t.

Bev or wir mit der Un tersuc h ung des V erfahrens anfangen, wird eine sp ezielle T op ologie

v on H

1

/

2

00

(�

l

)

0

analysiert.

Lemma 3.2.1 Das F unktional jj ' jj

�

= (

R




jr L

l

n

( ' ) j

2

dx )

1

/

2

de�niert auf H

1

/

2

00

(�

r

)

0

eine

Norm, die

•

aquivalent zu der

•

ublichen Sob olev{Norm dieses R aums ist.

Bew eis:

Sei ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

gegeb en. L

l

n

( ' ) l

•

ose folgende Randw ertaufgab e:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� u = 0 ; in 


u

j

�

l

= 0

u

� j

�

r

= '

u

� j

�

i

= 0

W egen Satz B.3.3 ist L

l

n

( ' ) die einzige L

•

osung in H

1

0

(
 [ �

r

) dieser Randw ertaufgab e.

Derselb e Satz garan tiert auc h die stetige Abh

•

angigk eit der L

•

osung b ez

•

uglic h der Randdaten,

d.h.

jj ' jj

�

� jj L

l

n

( ' ) jj

H

1

(
)

� c jj ' jj

H

1

/

2

00

(�

r

)

0

:
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Die umgek ehrte Ungleic h ung ist eine Konsequenz der Stetigk eit des Neumann{Spurop era-

tors in Satz B.1.6 und der P oincar � esc hen Ungleic h ung B.3.2.

Bemerkung 3.2.2 Eigentlich kann man zeigen, da� die Norm jj ' jj

�

aus einem inner en

Pr o dukt kommt und H

1

/

2

00

(�

r

)

0

ein Hilb ertr aum ist mit dem inner en Pr o dukt

< '; � >

�

=

Z




r L

l

n

( ' ) r L

l

n

( � ) dx:

Im n

•

ac hsten Satz w erden einige Eigensc haften des Op erators T

l

un tersuc h t, indem wir

den Raum H

1

/

2

00

(�

r

)

0

mit der durc h < � ; � >

�

erzeugten Struktur b etrac h ten.

Satz 3.2.3 Sei T

l

2 L ( H

1

/

2

00

(�

r

)

0

) die in (3.2) de�nierte A bbildung. Es gilt

i) T

l

ist p ositiv, d.h. < T

l

'; ' >

�

� 0 8 ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

;

ii) 1 ist kein Eigenwert von T

l

;

iii) T

l

ist selbstadjungiert, d.h., < T

l

';  >

�

= < '; T

l

 >

�

; 8 ';  2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

;

iv) T

l

ist injektiv.

Bew eis:

i) Wir de�nieren den Op erator W : H

1

/

2

00

(�

r

)

0

! H

1

(
) durc h

W ( ' ) := L

d

� 


d

� L

l

n

( ' ) :

3

Aus Satz B.2.3 und B.2.4 folgt f

•

ur ';  2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

Z




�

r L

l

n

T

l

( ' ) � r W ( ' )

�

r L

l

n

(  ) dx = (3.14)

�

Z




�

�

L

l

n

T

l

( ' ) � W ( ' )

�

L

l

n

(  ) dx +

Z

�

r

[ �

l

�

L

l

n

T

l

( ' ) � W ( ' )

�

�

L

l

n

(  ) d � = 0 :

Dasselb e Argumen t liefert

Z




�

r W ( ' ) � r L

l

n

( ' )

�

r W (  ) dx = 0 : (3.15)

3

F

•

ur die De�nition dieser Op eratoren siehe Absc hnitt 3.2.



32 KAPITEL 3. D AS ITERA TIONSVERF AHREN

W enn wir mit < � ; � > das innere Pro dukt auf L

2

(
) b ezeic hnen, folgt aus (3.14) und

(3.15)

< T

l

'; ' >

�

= < r L

l

n

T

l

( ' ) ; r L

l

n

( ' ) >

(3 : 14)

= < r W ( ' ) ; r L

l

n

( ' ) >

(3 : 15)

= < r W ( ' ) ; r W ( ' ) >

= jjr W ( ' ) jj

2

L

2

(
)

f

•

ur alle ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

.

ii) Sei ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

mit T

l

' = ' . Setze w := L

l

n

( ' ) und v := L

d

� 


d

� L

l

n

( ' ).

4

Dann

gen

•

ugt die Di�erenz v � w auf dem Randst

•

uc k �

r

( v � w )

j

�

r

= ( v � w )

� j

�

r

= 0 :

Der Eindeutigk eitssatz 2.4.6 garan tiert die Gleic hheit v = w . Andererseits gilt nac h De�ni-

tion v on w und v

0 = w

j

�

l

und 0 = v

� j

�

l

= w

� j

�

l

:

Derselb e Eindeutigk eitssc hlu� liefert ' = 0.

iii) Analog zu (3.14) und (3.15) zeigt man, da� f

•

ur ';  2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

die Gleic h ungen

< r L

l

n

( ' ) ; r L

l

n

T

l

(  ) > = < r L

l

n

( ' ) ; r W (  ) > (3.16)

und

< r W ( ' ) ; r W (  ) > = < r W ( ' ) ; r L

l

n

(  ) > (3.17)

g

•

ultig sind. Aus (3.14) , : : : , (3.17) folgt sc hlie�lic h

< T

l

';  >

�

= < '; T

l

 >

�

8 ';  2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

:

iv) Sei '

1

und '

2

in H

1

/

2

00

(�

r

)

0

mit T

l

'

1

= T

l

'

2

. Setze w := L

l

n

( '

1

� '

2

) und v :=

L

d

� 


d

� L

l

n

( '

1

� '

2

). Die De�nition v on v und die Annahme T

l

( '

1

� '

2

) = 0 implizieren

v

� j

�

l

= 0 und v

� j

�

r

= 0 :

Da v harmonisc h in 
 ist, ist v k onstan t in 
. Aus der Iden tit

•

at v

j

�

r

= w

j

�

r

und da

w

j

�

r

2 H

1

/

2

00

(�

r

) folgt dann v � 0.

5

Desw egen v ersc h windet auc h w iden tisc h in 
 und

daraus folgt '

1

= '

2

.

4

Siehe Gleic h ung (3.1).

5

Die einzige k onstan te F unktion, die in H

1

/

2

00

(�

l

) liegt, ist die Nullfunktion.
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Der n

•

ac hste Sc hritt ist, die Kon v ergenz des Iterationsv erfahrens zu b ew eisen. Wir fangen

unsere Un tersuc h ung mit einigen De�nitionen aus F unktionalanalysis an.

De�nition 3.2.4 Sei ( X ; jj � jj

X

) ein Hilb ert{R aum. Ein Op er ator A : X ! X hei�t

asymptotisch r e gul

•

ar auf X , wenn f

•

ur al le x aus X gilt

lim

k !1

jj A

k +1

( x ) � A

k

( x ) jj

X

= 0 :

De�nition 3.2.5 Sei X ein Hilb ert{R aum. Ein Op er ator A 2 L ( X ) hei�t nichtexp ansiv

auf X , fal ls

jj A jj

L ( X )

� 1

gilt.

Der n

•

ac hste Satz zeigt, da� die Eigensc haften in De�nitionen 3.2.4 und 3.2.5 hinreic hend

sind, um die Kon v ergenz einer F olge f A

k

( x ) g

k 2 I N

; x 2 X , zu b ew eisen.

Satz 3.2.6 Sei X ein Hilb ert{R aum, A 2 L ( X ) nichtexp ansiv und �

?

die ortho gonale

Pr ojektion von X auf K er ( I � A ) . Dann sind

•

aquivalent:

i) lim

k !1

A

k

( x ) = �

?

( x ) ; 8 x 2 X ;

ii) A ist asymptotisch r e gul

•

ar auf X .

Der erste T eil i) ) ii) ist klar; der zw eite folgt aus der Hilb ertraum{Struktur v on X zu-

sammen mit H

•

older{Absc h

•

atzungen. Den v ollst

•

andigen Bew eis k ann man in [Pi, S.162] �n-

den. Ein

•

ahnlic her Satz f

•

ur (nic h t un b edingt lineare) nic h texpansiv e Op eratoren in Banac h{

R

•

aumen ist in [Je, S.69] zu �nden.

Der n

•

ac hste Satz zeigt, da� der lineare An teil T

l

des Op erators T in (IT) die Eigensc haf-

ten in De�nitionen 3.2.4 und 3.2.5 aufw eist.

Satz 3.2.7 Sei T

l

2 L ( H

1

/

2

00

(�

r

)

0

) der in (3 : 2) de�nierte Op er ator. Dann gilt

i) T

l

ist asymptotisch r e gul

•

ar;

ii) T

l

ist nicht exp ansiv.



34 KAPITEL 3. D AS ITERA TIONSVERF AHREN

Bew eis:

i) W egen der Iden tit

•

at: ( T

k +1

l

( ' ) � T

k

l

( ' )) = T

k

l

( T

l

� I )( ' ), gen

•

ugt es zu zeigen, da�

lim

k

T

k

l

( ' ) = 0 ; 8 ' 2 R g ( T

l

� I ). Sei  ein Elemen t aus H

1

/

2

00

(�

r

)

0

mit ( T

l

� I )  = ' . Wie

in (3.1) k

•

onnen wir die Iteration T

k

l

(  ) mit Hilfe v on

(

w

l

k

(  ) = L

l

n

( 


n

( v

k � 1

(  ))) ; k � 1

v

k

(  ) = L

d

( 


d

( w

l

k

(  ))) ; k � 0

; (3.18)

und w

l

0

(  ) = L

l

n

(  ) repr

•

asen tieren, w ob ei die F unktionen w

l

k

; v

k

2 H

1

(
) harmonisc h sind.

Aus (3.18) folgt w

l

k

= 0 = ( v

k

)

�

auf �

l

, ( w

l

k

)

�

= ( v

k � 1

)

�

und v

k

= w

l

k

auf �

r

. Aus diesen

Iden tit

•

aten und der Greensc hen F ormel B.2.3 k ann man folgende Gleic h ungen herleiten:

Z




jr v

k

j

2

dx =

Z

�

r

( v

k

)

�

v

k

d � ;

Z




jr w

l

k

j

2

dx =

Z

�

r

( w

l

k

)

�

w

l

k

d � ;

Z




r v

k

r w

l

k

dx =

Z

�

r

w

l

k

( v

k

)

�

d � ;

Z




r v

k � 1

r w

l

k

dx =

Z

�

r

w

l

k

( v

k � 1

)

�

d � :

Die An w endung der Greensc hen F ormel wird durc h den Satz B.2.4 und die De�nition v on

w

l

k

und v

k

garan tiert. Aus den letzten Gleic h ungen folgt

Z




jr ( w

l

k

� v

k � 1

) j

2

dx =

Z




( jr v

k � 1

j

2

� jr w

l

k

j

2

) dx ; (3.19)

Z




jr ( v

k

� w

l

k

) j

2

dx =

Z




( jr w

l

k

j

2

� jr v

k

j

2

) dx : (3.20)

W egen der De�nition v on ' und  gilt w

l

k

( ' ) = w

l

k +1

(  ) � w

l

k

(  ). Die Gleic h ungen

(3.19) und (3.20) implizieren dann

Z




jr w

l

k

( ' ) j

2

dx � 2

Z




( jr w

l

k

(  ) j

2

� jr w

l

k +1

(  ) j

2

) dx: (3.21)

Eine andere Konsequenz v on (3.19) und (3.20) ist, da� die F olge f

R

jr w

l

k

(  ) j

2

dx g

k

nic h t

w

•

ac hst. Desw egen k on v ergiert die rec h te Seite v on (3.21) gegen Null f

•

ur k ! 1 . Die P oin-

car � esc he Ungleic h ung B.3.2 garan tiert die Kon v ergenz v on jj w

l

k

( ' ) jj

H

1

(
)

gegen Null. Die

Behauptung folgt n un aus der Iden tit

•

at T

k

l

( ' ) = 


n

( w

l

k

( ' )).

ii) F

•

ur ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

setze w := L

l

n

( ' ) und v := L

d

� 


d

� L

l

n

( ' ). Wir b ehaupten, es

gen

•

ugt, die Ungleic h ung

< T

l

'; T

l

' >

�

�

Z




jr v j

2

dx (3.22)
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zu zeigen. In der T at folgt aus (3.22)

jj T

l

' jj

2

�

�

Z




r v r v dx =

Z

�

l

[ �

r

v

�

v d �

=

Z

�

l

[ �

r

v

�

w d � =

Z




r v r w d �

�

�

Z




jr v j

2

dx

�

1

/

2

�

Z




jr w j

2

dx

�

1

/

2

:

Die De�nition der Norm jj � jj

�

impliziert n un

jj T

l

' jj

�

�

�

Z




r w r w dx

�

1

/

2

=

�

Z




jr L

l

n

( ' ) j

2

dx

�

1

/

2

= jj ' jj

�

:

Wir zeigen n un die G

•

ultigk eit der Gleic h ung (3.22). Diese folgt ohne w eiteres aus fol-

gender Ungleic h ung

Z




jr L

l

n




n

v j

2

dx =

Z

�

l

[ �

r

�

L

l

n




n

v

�

�

�

L

l

n




n

v

�

d �

=

Z

�

l

v

�

�

L

l

n




n

v

�

d � =

Z

�

l

[ �

r

v

�

�

L

l

n




n

v

�

d �

=

Z




r v r L

l

n




n

v d �

�

�

Z




jr v j

2

dx

�

1

/

2

�

Z




jr L

l

n




n

v j

2

dx

�

1

/

2

Wir sind sc hlie�lic h in der Lage, einen Kon v ergenzsatz f

•

ur das Iterationsv erfahren v or-

zustellen. Wir w erden ohne Einsc hr

•

ankung den Satz f

•

ur das Problem (CP a) form ulieren.

Satz 3.2.8 Seien T und T

l

die Op er ator en in (3.2). Wenn die Cauchydaten ( f ; g ) konsistent

sind, dann konver giert die F olge '

k

:= T

k

'

0

ge gen die Neumannspur der L

•

osung von (CP a)

auf �

r

f

•

ur al le A nfangsn

•

aherungen '

0

2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

.

Bew eis:

Es gen

•

ugt zu zeigen, da� die F olge T

k

'

0

gegen den Fixpunkt ' des Op erators T

k on v ergiert.

6

Setze "

k

:= '

k

� ' . Dann gilt

"

k +1

= '

k +1

� '

= T ( '

k

) � T ( ' )

= T

l

( '

k

) + z

g

� T

l

( ' ) � z

g

= T

l

( "

k

) : (3.23)

6

Siehe Bemerkung 3.1.4.



36 KAPITEL 3. D AS ITERA TIONSVERF AHREN

Aus Satz 3.2.6 und 3.2.7 folgt die Kon v ergenz der F olge f "

k

g gegen �

?

( '

0

� ' ). Die Pro-

jektion v ersc h windet, da K er ( I � T

l

) = 0 ist.

7

Dann k on v ergiert f '

k

g gegen ' .

Bemerkung 3.2.9 Ein ander er We g, um die Konver genz der F olge '

k

:= T

k

'

0

zu b ewei-

sen, wur de von Bastay in seiner Dissertation [Bas S.21] b enutzt. Wenn T ' = T

l

' + z

f ;g

ist, T

l

nichtxp ansiv und selbstadjungiert ist, � 1 keine Eigenwerte von T

l

sind und die Fix-

punktgleichung T ' = ' eine L

•

osung hat, dann kann er die Konver genz der F olge '

k

ge gen

' f

•

ur k ! 1 mit Hilfe eines Satzes von Kr asnosel'skii et al. [Kr a S.66] b eweisen. In die-

sem Satz wir d haupts

•

achlich die Sp ektr aldarstel lung des b eschr

•

ankten und selbstadjungierten

Op er ators T

l

in der Konver genzanalyse b enutzt.

Der letzte Satz dieses Absc hnittes gibt uns ein Existenzkriterium f

•

ur die Cauc h y{Pro-

bleme.

Satz 3.2.10 Seien die Daten ( f ; g ) 2 H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

, und sei f '

k

g die dur ch (IT)

erzeugte F olge. Wenn die F olge '

k

konver giert, dann b esitzt das Pr oblem (CP a) eine L

•

osung

u und es gilt u

� j

�

r

= ' = lim '

k

.

Bew eis:

W enn ein ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

existiert mit '

k

! ' , dann gilt

T ' = T (lim

k

'

k

) = lim

k

( T '

k

) = lim

k

'

k +1

= ' :

Das hei�t, ' ist ein Fixpunkt des Op erators T . Dieselb e Argumen tation wie in Bemerkung

3.1.4 garan tiert die Existenz einer L

•

osung v on (CP a).

3.2.2 Kon v ergenzgesc h windigk eit

In diesem Absc hnitt mac hen wir Gebrauc h v on der Sp ektraldarstellung des Op erators T

l

f

•

ur die Probleme (CP b) und (CP c), um Resultate

•

ub er die Kon v ergenzgesc h windigk eit des

Iterationsv erfahrens herzuleiten.

Betrac h ten wir zuerst das Problem (CP b). Nehmen wir an, da� das Cauc h y{Problem

mit Daten ( f ; g ) k onsisten t ist, und da� die F ourierk o e�zien ten v on f und g der Abfall-

b edingung in (3.8) gen

•

ugen. Nac h F ormel (3.9) k

•

onnen wir die P otenzen des Op erators T

l

folgenderma�en sc hreib en:

( T

k

l

'

0

)( y ) =

1

X

j =1

 

�

j

�

j

!

2 k

'

0 ;j

sin ( j y ) ; (3.24)

7

Siehe Satz 3.2.3 (ii) .
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w ob ei �

j

:= sinh (2 j � ), �

j

:= cosh (2 j � ) ist und die F unktion '

0

2 H

�

1

/

2

per

(�

r

) sic h als

'

0

( y ) =

1

X

j =1

'

0 ;j

sin ( j y )

darstellen l

•

a�t. Die Gleic h ung (3.23) b esc hreibt das W ac hstum des Iterationsfehlers "

j

:=

'

j

� ' . Um die Kon v ergenzgesc h windigk eit zu messen, brauc hen wir n ur zu wissen, wie

sc hnell die F olge T

k

l

"

0

gegen Null k on v ergiert. Aus (3.24) und der De�nition des Hilb er-

traumes H

�

1

/

2

per

(�

r

) folgt

jj "

k

jj

2

H

�

1

/

2

per

(�

r

)

�

X

j � 1

j

� 1

�

�

k

j

"

0 ;j

�

2

;

w ob ei �

j

:= �

j

=�

j

ist. W enn wir annehmen, da� die Anfangsn

•

aherung '

0

so gut ist, da� die

h

•

oheren F requenzen des F ehlers "

0

f

•

ur j > J v ersc h winden, gewinnen wir die Absc h

•

atzung

jj "

k

jj

2

H

�

1

/

2

per

(�

r

)

�

X

j � J

j

� 1

�

�

k

j

"

0 ;j

�

2

� �

2 k

J

jj "

0

jj

2

H

�

1

/

2

per

(�

r

)

(3.25)

Die v orherige Annahme ist in der Praxis unrealistisc h. Viel nat

•

urlic her ist zu erw arten,

da� der Anfangsfehler "

0

= '

0

� ' mehr Regularit

•

at als H

�

1

/

2

per

(�

r

) b esitzt. Nehmen wir

desw egen an, da� es eine F olge f c

j

g 2 I R

+

mit

lim

j !1

c

j

= 1 und

X

j � 1

j

� 1

c

2

j

"

2

0 ;j

= M < 1

existiert. Wir k

•

onnen dann den F ehler b ei der k

ten

{Iteration durc h

jj "

k

jj

2

H

�

1

/

2

per

(�

r

)

=

X

j � 1

j

� 1

c

2

j

c

2

j

�

�

k

j

"

0 ;j

�

2

� �

2 k

J

�

c

J

c

1

�

2

X

j � J

j

� 1

"

2

0 ;j

+

1

c

2

J

X

j >J

j

� 1

c

2

j

�

2 k

j

|{z}

� 1

"

2

0 ;j

� �

2 k

J

�

c

J

c

1

�

2

jj "

0

jj

2

H

�

1

/

2

per

(�

l

)

+

M

c

2

J

(3.26)

absc h

•

atzen. Das n

•

ac hste Beispiel zeigt, wie deutlic h die Sc hlec h tgestelltheit des Cauc h y{

Problems (CP b) sic h in der Absc h

•

atzung (3.25) erk ennen l

•

a�t.
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Beispiel 3.2.11 Nehmen wir an, '

0

ist eine sehr gute Apr oximation f

•

ur ' und die erste

der ob er en A nnahmen tri�t f

•

ur ein kleines J zu. Dann gilt die A bsch

•

atzung in (3.25) mit

folgenden Werten von �

2 k

J

k �

2 k

1

�

2 k

2

10

1

0 : 99972 0 : 9999999990

10

2

0 : 99721 0 : 9999999903

10

3

0 : 97248 0 : 9999999027

10

4

0 : 75654 0 : 9999990271

10

5

0 : 06142 0 : 9999902708

10

10

| 0 : 3779762320

Die Interpr etation ist eindeutig: So gar in der ausgezeichneten Situation, in der al le F r e-

quenzen mit j > 1 im A nfangsfehler "

0

nicht vorkommen, m

•

ussen wir 10

5

Iter ationsschritte

r e chnen, b evor der F ehler kleiner als 6% des A nfangsfehlers wir d.

Die F ehleranalyse des Problems (CP c) ist iden tisc h mit der v on (CP b). Der einzige

Un tersc hied liegt in der Darstellung der Anfangsn

•

aherung '

0

2 H

�

1

/

2

per

(�

r

)

'

0

( � ) =

1

X

j =1

�

'

(1)

0 ;j

sin ( j � ) + '

(2)

0 ;j

cos ( j � )

�

und in der Darstellung der P otenzen des Op erators T

l

( T

k

l

'

0

)( � ) =

N

X

j =1

�

k

j

[ '

(1)

0 ;j

sin ( j � ) + '

(2)

0 ;j

cos ( j � )] ;

w ob ei �

j

in (3.13) de�niert ist.

Absc h

•

atzungen analog zu (3.25) und (3.26) k

•

onnen genauso wie v orher hergeleitet w er-

den. Im n

•

ac hsten Beispiel wird die Asymptotik der Eigen w erte im F alle b eider Gebiete

v erglic hen.

Beispiel 3.2.12 Nehmen wir an, wir hab en wie der die Situation von Beispiel 3.2.11 jetzt

ab er auf der Kr eisringge ometrie. Um den F ehler jj '

k

� ' jj abzusch

•

atzen, hab en wir die

Ungleichungen (3.25) und (3.26) zur V erf

•

ugung, wob ei �

J

die Eigenwerte von T

l

auf der

Kr eisringge ometrie sind. In der folgenden T ab el le wer den die Potenzen von �

J

f

•

ur J = 1 ; 2

und verschie dene R adien r

0

gezeigt.
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r

0

= 0 : 5 r

0

= 0 : 1

k �

2 k

1

�

2 k

2

�

2 k

1

�

2 k

2

2 0 : 0167 0 : 3673 0 : 8521 0 : 9984

2

2

0 : 0002 0 : 1349 0 : 7261 0 : 9968

2

3

| 0 : 0182 0 : 5272 0 : 9936

2

4

| 0 : 0003 0 : 2780 0 : 9872

2

5

| | 0 : 0772 0 : 9747

2

12

| | | 0 : 0377

Die Daten zeigen, da� der Unterschie d zwischen der R e chte ck{ und der Kr eisringge ome-

trien nur quantitativ ist. In b eide F

•

al len konver gier en die Eigwnwerte �

j

exp onentiel l ge gen

eins. Das Bild 3.1 zeigt die Asymptotik der Eigenwerte von T

l

f

•

ur b eide Gebieten.

0 1 2 3 4 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

A

B

C

A

B

C

Kreisring

r

0

= 0 : 5

Kreisring

r

0

= 0 : 1

Rec h tec k e

j

�

j

Bild 3.1

3.2.3 Regularisierung

In diesem Absc hnitt wird das Cauc h y{Problem mit fehlerhaften Daten b etrac h tet. Eine

Appro ximation f

•

ur die exakte L

•

osung des Cauc h y{Problems wird durc h die L

•

osung einer

Fixpunktgleic h ung f

•

ur den Op erator T

reg

hergeleitet, w ob ei der Op erator T

reg

den Op erator

T

l

regularisiert.

Das Ziel der Regularisierung ist, einen Op erator T

reg

so zu w

•

ahlen, da� die Iterationsfolge

'

k ; reg

:= T

k

reg

'

0

+ z

f ;g

sc hneller k on v ergiert als die F olge '

k

:= T

k

l

'

0

+ z

f ;g

. Wir m

•

ussen

dab ei no c h b eac h ten, da� der F ehler jj ' � '

reg

jj klein bleibt, w ob ei ' bzw. '

reg

der Limes

der F olge

' := lim

k !1

'

k

bzw : '

reg

:= lim

k !1

'

k ; reg
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ist.

8

Eine

•

ublic he Regularisierungsstrategie ist es die ersten (kleinsten) Eigen w erte v on T

l

zu n utzen, um den Op erator T

reg

zu de�nieren. Die Wirkung der anderen Eigen w erte wird

en t w eder v ergessen o der so gewic h tet, da� der Ein
u� da v on in der Op eration v on T

reg

nic h t

b er

•

uc ksic h tigt w erden m u�. Die Kon v ergenz der F olge '

reg

h

•

angt dann v on dem gr

•

o�ten

in der Rek onstruktion b en utzten Eigen w ert ab. Wir b en

•

otigen f

•

ur die De�nition unserer

Regularisierungsstrategie einige Ken tnisse

•

ub er das Sp ektrum des Op erators T

l

.

Es wurde in Satz 3.2.3 b ewiesen, da� T

l

ein p ositiv er selbstadjungierter Op erator ist

und sein Sp ektrum in [0 ; 1] liegt. Diese Eigensc haften erlaub en uns, Gebrauc h v on einem

b ek ann ten Satz der F unktionalanalysis zu mac hen, um eine Darstellung f

•

ur den Op erator

T

l

zu �nden. Das ist n

•

amlic h

Satz 3.2.13 (Sp ektraldarstellung) Sei T ein line ar er b eschr

•

ankter selbstadjungierter

Op er ator auf einem Hilb ert{R aum ( H ; < � ; � > ) . Dann existiert eine F amilie von Op er a-

tor en f E

�

g

� 2 I R

mit der Eigenschaft, da� je des E

�

die ortho gonale Pr ojektion von H auf

K er ( T

+

�

) ist, wob ei

T

�

= ( T � �I ) und T

+

�

=

1

2

�

( T

2

�

)

1

/

2

+ T

�

�

:

9

Die F amilie f E

�

g

� 2 I R

hei�t Sp ektr alschar f

•

ur den Op er ator T , und sie erlaubt uns den

Op er ator T als

T =

Z

M

m

�

� dE

�

:

darzustel len, wob ei

m = inf

jj x jj =1

< T x; x > und M = sup

jj x jj =1

< T x; x >

ist. Weiter gilt f

•

ur al le x; y 2 H

< T x; y > =

Z

M

m

�

� d < E

�

x; y >:

Der Satz und die Details

•

ub er die Konstruktion der Sp ektralsc har k

•

onnen in [Krg], [Ru1],

[Wd] o der [Y o] gefunden w erden. Die Sp ektralsc har ist b esonders in teressan t, w eil sie eine

8

Mehr

•

ub er das Thema Regularisation k ann man in [Bau], [Lo1] und [Ho] �nden.

9

Die p ositiv e W urzel eines linearen b esc hr

•

ankten selbstadjungierten Op erators B ist de�niert als der

p ositiv e Op erator A (o der B

1

/

2

), der

A

2

= B

gen

•

ugt.
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Charakterisierung des Sp ektrums eines linearen b esc hr

•

ankten selbstadjungierten Op erator

erlaubt. Das k ann zusammengefa�t w erden in

Satz 3.2.14 (Besc hreibung des Sp ektrums) Sei T ein line ar er b eschr

•

ankter selbstad-

jungierter Op er ator auf einem Hilb ert{R aum ( H ; < � ; � > ) und f E

�

g

� 2 I R

die entspr e chende

Sp ektr alschar. Es gilt

i) �

0

ist ein Eigenwert von T (d.h. �

0

2 �

p

( T ) ) genau dann, wenn die A bbildung � 7! E

�

unstetig in � = �

0

ist (d.h. E

�

0

6= E

�

�

0

);

ii) �

0

geh

•

ort zum kontinuierlichen Sp ektrum �

c

( T ) von T genau dann, wenn die A bbildung

� 7! E

�

stetig in � = �

0

ist (d.h. E

�

0

= E

�

�

0

), ab er nicht konstant in je der r e el len

Umgebung von �

0

ist;

iii) das r esiduale Sp ektrum �

r

( T ) von T ist le er;

iv) �

0

geh

•

ort zur R esolventemenge � ( T ) von T genau dann, wenn ein � > 0 existiert, so

da� die A bbildung � 7! E

�

konstant im Interval l [ �

0

� � ; �

0

+ � ] ist.

Mit Hilfe v on Satz 3.2.14 k

•

onnen wir die Ergebnisse v on Satz 3.2.3

•

ub er das Sp ektrum

v on T

l

v ersc h

•

arfen. Dies ist festgehalten in

Satz 3.2.15 Sei T

l

2 L ( H

1

/

2

00

(�

r

)

0

) der in (3.2) de�nierte Op er ator. Dann geh

•

ort 1 zum

kontinuierlichen Sp ektrum �

c

( T

l

) von T

l

.

Bew eis:

Sei I der Iden tit

•

atsop erator auf H

1

/

2

00

(�

r

)

0

. Dann gilt E

�

= I , f

•

ur � � 1.

10

W egen Satz

3.2.14 gen

•

ugt es zu zeigen, da� es f

•

ur alle � 2 (0 ; 1) einen Eigen w ert �

0

2 ( � ; 1) v on T

l

gibt.

Nehmen wir an, diese Eigensc haft sei nic h t erf

•

ullt, d.h. �

p

( T

l

) � [0 ; � ]. Dann ist T

l

k on traktiv mit jj T jj � � . Seien ( f ; g ) 2 H

1

/

2

(�

r

) � H

1

/

2

00

(�

r

)

0

ink onsisten te Daten f

•

ur das

Problem (CP a). Da T

l

k on traktiv ist, ist die durc h

'

k

= T

k

' = T

k

l

'

0

+

k � 1

X

j =0

T

j

l

z

f ;g

de�nierte F olge f '

k

g

k 2 I N

eine Cauc h y{F olge in H

1

/

2

00

(�

r

)

0

. Der Grenzw ert ' = lim

k

'

k

ist

eine L

•

osung der Fixpunktgleic h ung T ' = ' und der Satz 3.2.10 garan tiert die L

•

osbark eit

des Cauc h y{Problems (CP a). Das widerspric h t ab er der Ink onsistenz der Daten ( f ; g ).

10

Siehe Satz 3.2.3.
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Korollar 3.2.16 A us den S

•

atzen 3.2.3 und 3.2.15 folgt

jj T

l

jj = 1 :

Wir fangen n un mit der De�nition und Analyse der Regularisierungsmetho de an. Sei

o.B.d.A. das Problem (CP a) mit Daten ( f

"

; g

"

) in H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

b etrac h tet. Bek ann t

sei die Existenz v on F unktionen ( f ; g ) 2 H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

mit

jj z

f ;g

� z

"

jj

H

1

/

2

(�

l

)

0

< ";

11

f

•

ur die das Cauc h y{Problem (CP a) k onsisten t ist.

Es w erden zw ei Metho den v orgesc hlagen, um den Op erator T

l

zu regularisieren. Die

erste ist eine Absc hneidemetho de und die zw eite wird mit Hilfe v on ganzzahligen P otenzen

v on T

l

de�niert. F

•

ur 2 � n 2 I N setzen wir

A

n

:=

Z

1 �

1

n

0

� dE

�

und P

n

:=

Z

1

0

( � � �

n

) dE

�

:

12

(3.27)

Beide Op eratoren in (3.27) sind p ositiv, selbstadjungiert und k on traktiv. In der T at,

jj A

n

jj und jj P

n

jj sind durc h 1 � 1 =n absc h

•

atzbar. Sei T

( n )

reg

einer der b eiden Op eratoren in

(3.27). Wir de�nieren ' und '

( n )

als die Fixpunkte v on

8

>

<

>

:

' = T

l

' + z

f ;g

'

( n )

= T

( n )

reg

'

( n )

+ z

"

:

Beide Fixpunkte existieren, da ( f ; g ) k onsisten te Daten f

•

ur das Problem (CP a) sind und

da T

( n )

reg

k on traktiv ist.

Die exakte L

•

osung ' soll durc h die L

•

osung der regularisierten Fixpunktgleic h ung '

( n )

appro ximiert w erden. Wir k

•

onnen die Di�erenz zwisc hen '

( n )

und ' als

'

( n )

� ' = T

l

' + z

f ;g

� T

( n )

reg

'

( n )

� z

"

= T

( n )

reg

( '

( n )

� ' ) +

�

T

( n )

reg

� T

l

�

' + z

f ;g

� z

"

umsc hreib en, und n un wird der F ehler b ei der regularisierten L

•

osung durc h

11

Um die Notation zu v ereinfac hen sc hreib en wir z

"

statt z

f

"

;g

"

. Der a�ne T erm z

f ;g

wurde in Absc hnitt

3.1 de�niert.

12

Wir k

•

onnen ohne Einsc hr

•

ankung annehmen, da� die reellen Zahlen 1 � 1 =n k eine Eigen w erte v on T

l

sind.
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jj '

( n )

� ' jj � jj

�

I � T

( n )

reg

�

� 1

�

T

( n )

reg

� T

l

�

' jj + " jj

�

I � T

( n )

reg

�

� 1

jj (3.28)

abgesc h

•

atzt.

Im n

•

ac hsten Satz wird die Ungleic h ung (3.28) f

•

ur die Op eratoren A

n

und P

n

un tersuc h t.

Satz 3.2.17 Wenn wir den Op er ator T

( n )

reg

dur ch die in (3.27) de�nierten Op er ator en A

n

bzw. P

n

in (3.28) ersetzen, dann gilt

jj

�

I � T

( n )

reg

�

� 1

�

T

( n )

reg

� T

l

�

' jj ! 0 und jj

�

I � T

( n )

reg

�

� 1

jj ! 1 (3.29)

f

•

ur n ! 1 .

Bew eis:

i) Analysieren wir zuerst den F all T

( n )

reg

= A

n

. Aus der Sp ektraldarstellung v on T

l

folgt

( I � A

n

) =

Z

1 �

1

n

0

(1 � � ) dE

�

+

Z

1

1 �

1

n

dE

�

und

( A

n

� T

l

) = �

Z

1

1 �

1

n

� dE

�

:

Diese Gleic h ungen implizieren jj ( I � A

n

) ' jj � 1 =n jj ' jj . Dann ist der Op erator ( I � A

n

)

in v ertierbar. W eiter ist ( I � A

n

) der Iden tit

•

atsop erator auf R g ( A

n

� T

l

). Daraus folgt

( I � A

n

)

� 1

( A

n

� T

l

) = �

Z

1

1 �

1

n

� dE

�

;

und der erste T erm in (3.29) wird durc h

jj ( I � A

n

)

� 1

( A

n

� T

l

) ' jj

2

�

Z

1

1 �

1

n

d < E

�

' ; ' > ! 0

f

•

ur n ! 1 , abgesc h

•

atzt. Die Un b esc hr

•

anktheit des zw eiten T erms in (3.29) folgt aus der

Sp ektraldarstellung v on ( I � A

n

). In der T at impliziert diese Darstellung die Gleic h ung

jj ( I � A

n

)

� 1

jj = (1 � �( n ))

� 1

! 1

f

•

ur n ! 1 , w ob ei �( n ) der gr

•

o�te Eigen w ert v on T

l

ist, der kleiner als (1 � 1 =n ) ist.
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ii) Sei n un T

( n )

reg

= P

n

. F

•

ur dieses Regularisationssc hema gilt ( P

n

� T

l

) = � T

n

l

, und die

Sp ektraldarstellung v on T

l

liefert

( I � P

n

)

� 1

=

Z

1

0

(1 + �

n

� � )

� 1

dE

�

und

( I � P

n

)

� 1

( P

n

� T

l

) =

Z

1

0

�

n

(1 + �

n

� � )

dE

�

:

Um den ersten T erm in (3.29) abzusc h

•

atzen, w erden die F unktionen

� ( n ) := n

(

1

1 � n

)

und � ( n ) := 1 � � ( n )

de�niert, und die Sp ektraldarstellung v on ( I � P

n

)

� 1

( P

n

� T

l

) in

Z

1 � � ( n )

0

�

n

(1 + �

n

� � )

dE

�

| {z }

A

n

+

Z

1

1 � � ( n )

�

n

(1 + �

n

� � )

dE

�

| {z }

B

n

aufgespaltet. Aus der Kon v ergenz v on

�

n

( n ) (1 + �

n

( n ) � � ( n ))

� 1

! 0

f

•

ur n ! 1 folgt lim jj A

n

jj = 0. Die Kon v ergenz jj B

n

jj ! 0 folgt aus der Ungleic h ung

0 < �

n

(1 + �

n

� � )

� 1

� 1 ; 8 � 2 [1 � � ( n ) ; 1] ; n � 2. Wir hab en dadurc h b ewiesen:

lim

n !1

jj ( I � P

n

)

� 1

( P

n

� T

l

) ' jj = 0 :

F

•

ur den letzten T erm in (3.29) liefert uns die Sp ektraldarstellung v on ( I � P

n

)

� 1

die

Gleic h ung

jj ( I � P

n

)

� 1

jj = (1 + �

n

( n ) � �( n ))

� 1

! 1

f

•

ur n ! 1 , w ob ei �( n ) der gr

•

o�te Eigen w ert v on T

l

ist, der kleiner als � ( n ) ist.

Bemerkung 3.2.18 Wir k

•

onnen den Satz 3.2.17 folgenderma�en interpr etier en: Der F eh-

ler b ei der r e gularisierten L

•

osung in (3.28) l

•

a�t sich in die Summe von zwei Komp onenten

sp alten:

jj '

( n )

� ' jj � � ( n ) + � ( n ) ;

und das V erh

•

altnis zwischen den F unktionen � und � ist in etwa wie in Bild 3.1
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� ( n )

� ( n )

n

Bild 3.1

Bemerkung 3.2.19 A us Satz 3.2.17 folgt, da� die in (3.27) de�nierten Op er ator en A

n

und

P

n

die Fixpunktgleichung T ' = ' r e gularisier en, d.h. f

•

ur 0 < " < "

0

existier en F unktionen

� ( " ) : (0 ; "

0

) 7! I R

+

und k ( " ) : (0 ; "

0

) 7! I N

0

;

so da� � ( " ) ! 0 f

•

ur " ! 0 , und f

•

ur al le z

"

mit jj z

f ;g

� z

"

jj � " gilt die A bsch

•

atzung

jj '

( k ( " ))

� ' jj � � ( " ) :

In der T at k

•

onnen wir k ( " ) als das gr

•

o�te n 2 I N

0

mit jj ( I � T

( n )

reg

)

� 1

jj � "

�

1

/

2

de�nier en.

A us Satz 3.2.17 folgt

lim

" ! 0

k ( " ) = 1 und lim

" ! 0

jj ( I � T

( k ( " ))

reg

)

� 1

( T

( k ( " ))

reg

� T

l

) jj = 0 :

Die Ungleichung (3.28) liefert die Behauptung f

•

ur � ( " ) = jj ( I � T

( k ( " ))

reg

)

� 1

( T

( k ( " ))

reg

� T

l

) jj + "

1

/

2

.

Der n

•

ac hste Sc hritt ist, mit Hilfe v on a priori{Ken tnissen

•

ub er die L

•

osung ' der Fix-

punktgleic h ung T ' = ' , eine optimale Regularisierungsstrategie zu �nden. Wir fangen an

mit einer Regularit

•

atsannahme

•

ub er ' . Wir nehmen an, es existiert eine F unktion G mit

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

G : [0 ; 1) 7! I R

+

ist stetig und monoton w ac hsend;

lim

� ! 1

�

G ( � ) = 1 ;

Z

1

0

G

2

( � ) d < E

�

'; ' > = M

2

< 1 :

(3.30)
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Der n

•

ac hste Satz zeigt, da� die Annahme in (3.30) hinreic hend ist, um die F unktionen

� ( n ) und � ( n ) in Bemerkung 3.2.18 auszubalancieren.

Satz 3.2.20 Sei G eine F unktion, die den Be dingungen in (3.30) gen

•

ugt und seien � , � , �

und � die F unktionen im Beweis von Satz 3.2.17. F

•

ur die in (3.27) de�nierten R e gulari-

sierungsstr ate gien existiert ein n

opt

2 I N

0

, so da�

jj '

( n

opt

)

� ' jj � jj '

( n )

� ' jj

f

•

ur al le n 2 I N

0

. Weiter gilt: n

opt

ist die L

•

osung der Minimierungsaufgab e

min

n � 2

(

M

G (1 �

1

n

)

+

"

(1 � �( n ))

)

f

•

ur die R e gularisierung dur ch die Op er ator en A

n

und der Minimierungsaufgab e

min

n � 2

��

�

n

( n ) jj ' jj

1 + �

n

( n ) � � ( n )

+

M

G ( � ( n ))

�

+

"

(1 + �

n

( n ) � �( n ))

�

f

•

ur die R e gularisierung dur ch die Op er ator en P

n

.

Bew eis:

Hier wird n ur der Bew eis f

•

ur das durc h die A

n

de�nierte Regularisationssc hema durc h-

gef

•

uhrt. Der Bew eis f

•

ur das P

n

{Regularisationssc hema ist v

•

ollig analog. Aus (3.30) und Satz

3.2.18 folgt

jj ( I � A

n

)

� 1

( A

n

� T

l

) ' jj

2

=

Z

1

1 �

1

n

�

2

d < E

�

' ; ' >

�

1

G

2

(1 �

1

n

)

Z

1

1 �

1

n

G

2

( � ) d < E

�

'; ' >

�

M

2

G

2

(1 �

1

n

)

:

Die Ungleic h ung (3.28) und der Satz 3.2.18 liefern dann

jj '

( n )

� ' jj �

M

G (1 �

1

n

)

+

"

(1 � �( n ))

;

und der Satz ist b ewiesen.

Bemerkung 3.2.21 Die R e gularit

•

atsb e dingung f

•

ur ' in (3.30) kann folgenderma�en in-

terpr etiert wer den: Mit Hilfe der F unktion G de�nier en wir den unb eschr

•

ankten Op er ator
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G =

Z

1

0

G ( � ) dE

�

auf H

1

/

2

00

(�

r

)

0

. Die Beschr

•

anktheit des Inte gr als in (3.30) ist

•

aquivalent zur A nnahme, da�

' zum De�nitionsgebiet D ( G ) des Op er ators G geh

•

ort, wob ei

D ( G ) :=

n

' 2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

= G ( ' ) 2 H

1

/

2

00

(�

r

)

0

o

ist. D ( G ) ist die De�nition des Sob olev{R aumes H

1

/

2

00

(�

r

)

0

mit dem Gewicht G .

Bemerkung 3.2.22 Man kann auch zeigen, da� die Iter ation (IT) die Fixpunktgleichung

T ' = ' r e gularisiert. Damit ist folgendes gemeint: Wenn '

k

die dur ch (IT) erzeugte F olge

ist, dann existier en f

•

ur 0 < " < "

0

F unktionen

� ( " ) : (0 ; "

0

) 7! I R

+

und k ( " ) : (0 ; "

0

) 7! I N

0

;

so da� � ( " ) ! 0 f

•

ur " ! 0 , und f

•

ur al le z

"

mit jj z

f ;g

� z

"

jj � " gilt die A bsch

•

atzung

jj '

k ( " )

� ' jj � � ( " ) :

F

•

ur Details siehe [Ma].



Kapitel 4

Die Bac kus-Gilb ert{Metho de

4.1 Die urspr

•

unglic he F orm ulierung

1967 hab en sic h G.Bac kus und J.Gilb ert [BaG1] mit dem Problem b esc h

•

aftigt, eine un b e-

k ann te F unktion f 2 X = L

2

(
) ; 
 � I R

n

o�en und b esc hr

•

ankt, aus einer endlic hen Menge

v on Daten g 2 I R

N

= Y zu rek onstruieren. Die Motiv ation f

•

ur dieses Problem k am aus der

Geoph ysik und das mathematisc he Mo dell daf

•

ur wird in der Literatur als Momentenpr oblem

b ezeic hnet

1

.

Es wird angenommen, da� k ein direkter Zugri� zu f m

•

oglic h ist. Alle

•

ub er f v erf

•

ugbaren

Informationen sind indirekt und k ommen v on Messungen eines Elemen ts g 2 Y , dessen

Abh

•

angigk eit v on f sic h durc h die Gleic h ungen

g

i

=

Z




K

i

( x ) f ( x ) dx; i = 1 ; : : : ; N ; (4.1)

b esc hreib en l

•

a�t. Die Kerne K

i

sind gegeb ene reelle F unktionen auf 
, die die Ph ysik des

Problems b esc hreib en. W enn man das lineare F unktional a

i

( h ) :=

R




K

i

h dx; h 2 X , de�-

niert, k ann (4.1) in Gestalt eines linearen Systems

A f = g (4.2)

umgesc hrieb en w erden, w ob ei der Op erator A : X 7! Y durc h Af := ( a

1

( f ) ; : : : ; a

N

( f ))

t

de�niert wird.

Die Idee der Bac kus{Gilb ert Metho de ist, die L

•

osung f

�

2 X v on (4.2) punkt w eise zu

rek onstruieren, d.h., f

•

ur ein x

0

2 
 v ersuc h t man, den W ert f

�

( x

0

) zu b estimmen.

2

Um das

zu erreic hen, hab en die Autoren v orgesc hlagen, eine Appro ximation f

N

( x

0

) f

•

ur f

�

( x

0

) durc h

1

Siehe daf

•

ur [Gro3] o der [Krs].

2

Un ter der Annahme, da� f

�

2 L

2

(
) hinreic hende Regularit

•

at b esitzt.

48



4.1. DIE URSPR

•

UNGLICHE F ORMULIER UNG 49

ein lineares F unktional v on g zu errec hnen. Daf

•

ur wird der lineare Op erator R

N

: Y 7! X

durc h

R

N

( g ) := < '; g >

Y

=

Z




 

N

X

i =1

'

i

K

i

( x )

!

| {z }

�

N

( x )

f ( x ) dx

= < �

N

; f >

X

;

de�niert, w ob ei ' 2 Y und �

N

2 X sind.

Eine gute Appro ximation f

N

( x

0

) := R

N

( g ) gewinn t man, w enn �

N

( � ) ' � ( x

0

� � ) ist,

die an dem Punkt x

0

zen trierte Dirac{Distribution. Bac kus und Gilb ert hab en v ersuc h t,

diese Eigensc haft durc h die Minimierung eines quadratisc hen F unktionals zu erzwingen. Sie

hab en das F unktional

J ( � ) :=

Z




j x

0

� x j

2

�

2

( x ) dx (4.3)

de�niert und �

N

2 Span f K

i

g � X mit

J ( �

N

) = min

� 2 Span f K

i

g

J ( � ) : (4.4)

gew

•

ahlt. Um die triviale L

•

osung zu v ermeiden, wurde au�erdem die lineare Bedingung

Z




� ( x ) dx = 1

b er

•

uc ksic h tigt.

Nac hdem die F unktion �

N

=

P

'

i

K

i

( x ) b erec hnet w orden ist, k ann man die gesuc h te

Appro ximation f

•

ur f ( x

0

) folgenderma�en b estimmen:

f

N

( x

0

) = R

N

( g ) = < �

N

; f >

X

= < '; g >

Y

;

w ob ei ' = ( '

i

)

N

i =1

ist. Diese Metho de hat den V orteil, da� die L

•

osung �

N

der Minimie-

rungsaufgab e (4.4) n ur v on dem Punkt x

0

2 
 abh

•

angt und nic h t v on der rec h ten Seite des

Systems (4.2).

F alls man f

•

ur v ersc hiedene rec h te Seiten g die L

•

osung v on (4.2) an der Stelle x

0

rek on-

struieren will, ist es n ur einmal n

•

otig, das F unktional R

N

( � ) = < '; � >

Y

zu b erec hnen. Die

Appro ximation f

•

ur f ( x

0

) b ek omm t man aus der Ausw ertung eines inneren Pro dukts in I R

N

statt aus einer n umerisc h ung

•

unstigen L

•

osung des Systems (4.2) f

•

ur jede neue rec h te Seite.

Die Minimierung des Stra�unktionals in (4.3) wird in der Literatur Pe ake dness Condition

genann t. Die Autoren w aren damals an geoph ysik alisc hen An w endungen in teressiert, b ei
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denen die Gewic h tsfunktion j x � x

0

j

2

eine gro�e Rolle spielt. Die W ahl der Gewic h tsfunktion

ist eine strikt mo dell{abh

•

angige F rage.

Bemerkung 4.1.1 Der

•

Ub er gang zum kontinuierlichen Momen tenproblem

g ( t ) =

Z




K ( x; t ) f ( x ) dx ;

mit Y = X = L

2

(
) ist nicht schwer nachzuvol lziehen. Dur ch ge eignete Diskr etisierung der

kontinuierlichen Gleichung gewinnt man ein Pr oblem, das analo g zu dem in (4.1) ist.

Unser eigentliches Ziel ist, die Str ate gie von Backus{Gilb ert auf eine umfangr eiche Klas-

se von (line ar en und nichtline ar en) Op er ator en anzuwenden und damit Informationen

•

ub er

die L

•

osung der auf Hilb ertr

•

aumen de�nierten Gleichung (4.2) zu gewinnen.

4.2 Die funktionalanalytisc he F orm ulierung

Wir fangen mit einer v erallgemeinerten F orm ulierung f

•

ur die in Absc hnitt 4.1 b etrac h tete

Aufgab e an.

Sei V , ! X , ! V

0

ein Hilb ertraum{T riple, Y ein Hilb ertraum und sei A : X 7! Y

ein b esc hr

•

ankter linearer Op erator. Wir b etrac h ten das Problem, den W ert < �; x

�

> des

F unktionals � 2 V

0

, angew endet auf x

�

2 X , auszurec hnen, w ob ei x

�

die L

•

osung des Systems

A x = y (4.5)

ist. F

•

ur die Aufgab e aus Absc hnitt 4.1 k

•

onn ten wir f

•

ur 
 � I R

1

die Hilb ertr

•

aume folgen-

derma�en w

•

ahlen: V = H

1

0

(
), X = L

2

(
) und � = � 2 V

0

= H

� 1

(
).

Selbstv erst

•

andlic h m u� der Ausdruc k < �; x

�

> ohne w eitere Regularit

•

atsannahme

•

ub er

x

�

nic h t de�niert sein. Ph ysik alisc he Argumen te k

•

onnen ab er in manc hen F

•

allen die hinrei-

c hende Regularit

•

atsb edingung x

�

2 V gew

•

ahrleisten.

W enn das mathematisc he Mo dell in (4.5) irgendeinen ph ysik alisc hen Proze� repr

•

asen-

tiert, ist es in der Praxis w egen auftretender Me�fehler oft in teressan t den F all zu b etrac h ten,

da� y 2 R g ( A ) nic h t genau b ek ann t ist, sondern man n ur

•

ub er eine Appro ximation y

"

2 Y

mit jj y � y

"

jj

Y

� " v erf

•

ugt, w ob ei " > 0 klein ist.

Wir n utzen die Bac kus{Gilb ert Strategie und v ersuc hen den W ert f := < �; x

�

>

X

durc h

ein lineares F unktional v on y

"

zu appro ximieren. F

•

ur ' 2 Y

0

setzen wir f

";'

:= < '; y

"

>

Y

und sc h

•

atzen den F ehler j f � f

";'

j durc h

j f � f

�;'

j = j < �; x

�

>

X

� < '; y

"

>

Y

j

� j < '; y � y

"

>

Y

j + j < �; x

�

>

X

� < '; A x

�

>

Y

j

� " jj ' jj

Y

0

+ j < � � A

�

'; x

�

>

X

j (4.6)
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ab, w ob ei A

�

: Y ! X die Adjungierte v on A ist.

3

W enn es uns gelingt, ein ' 2 Y

0

zu �nden,

das der Gleic h ung A

�

' = � gen

•

ugt, dann hab en wir f

•

ur den W ert f die Appro ximation

f = < A

�

'; x

�

>

X

= < '; y >

Y

' < '; y

"

>

Y

= f

";'

; (4.7)

und der F ehler j f � f

";'

j v erh

•

alt sic h wie O ( " ). Dies hat als Konsequenz, da� die Appro xi-

mation f

";'

exakt ist, falls es k einen Me�fehler gibt.

Hier erk enn t man wieder den V orteil, da� die Rec hn ung des F unktionals ' unabh

•

angig

v on der rec h ten Seite des Systems (4.5) ist.

•

Ahnlic h wie b eim endlic hdimensionalen Momen-

ten{Problem in Absc hnitt 4.1 wird die Appro ximation f

�;'

in (4.7) v on einem inneren Pro-

dukt in Y geliefert.

Sind sp eziell X und Y F unktionenr

•

aume auf einem Gebiet 
, so liegt die Idee v on

Bac kus{Gilb ert nahe, die F unktion x

�

2 V punkt w eise zu rek onstruieren, d.h. f

•

ur t 2 


soll der W ert x

�

( t ) appro ximiert w erden. Daf

•

ur w

•

ahlen wir � ( � ) = � ( t � � ) und l

•

osen die

adjungierte Gleic h ung A

�

' = � . Der Hilb ert{Raum V soll so sein, da� � in V

0

liegt.

Bemerkung 4.2.1 (Die Normalgleic h ung) Schwierigkeiten wer den eintr eten, wenn �

nicht in R g ( A

�

) lie gt. In diesem F al l kann man statt � seine Pr ojektion auf K er ( A )

?

nut-

zen, um den F ehler jj A

�

' � � jj

V

0

zu minimier en. Das hei�t, gew

•

ahlt wir d ein ' 2 Y

0

, das

die Normalgleichung

( A A

�

) ' = A �

l

•

ost. Einen analo gen We g hab en L ouis und Mass in [L oM1] b etr achtet. Sie hab en ' als

L

•

osung der r e gularisierten Normalgleichung

( A A

�

) ' = A e

h

genommen, wob ei e

h

ein Mol li�er ist, d.h., eine glatte Appr oximation f

•

ur die Dir ac{Distribu-

tion � . Wir kehr en in Bemerkung 4.2.2 zu diesem Punkt zur

•

uck.

Eine ander e A lternative wur de von Chavent [Ch] vor geschlagen.

4

Er versuchte die Nor-

malgleichung A A

�

' = A � mit einem Tikhonov{V erfahr en zu r e gularisier en. ' wur de als

Extr emale des F unktionals ( jj A

�

' � � jj

2

V

0

+ � jj ' jj

2

Y

0

) in Y

0

gew

•

ahlt. Dazu mu� man die

Gleichung

( A A

�

+ �I ) ' = A �

l

•

osen. F

•

ur Details

•

ub er die Tikhonov{Metho de siehe [Bau], [Gr o2], [Ho], [Krs] o der [L o1].

Bemerkung 4.2.2 (Die Molli�er{Alternativ e) Wir diskutier en hier den V orschlag in

[L oM1] (und sp

•

ater in [L o2]), um die Normalgleichung zu r e gularisier en. Sei E

h

: X 7! X ,

h > 0 eine F amilie von Op er ator en mit folgender Eigenschaft: F

•

ur al le x 2 X gilt

lim

h ! 0

E

h

x = x:

3

Hier hab en wir X mit X

0

bzw. Y mit Y

0

iden ti�ziert.

4

Das ist auc h in [Lo2] zu �nden.
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Hier spielt h die R ol le eines R e gularisationsp ar ameters. Um die Op er ator en E

h

einfach

darzustel len, wer den sie line ar gew

•

ahlt. Wir hab en dann f

•

ur die E

h

den A usdruck

( E

h

x )( t ) = < e

h

( t; � ) ; x >

X

b enutzt, wob ei die Molli�er e

h

glatte F unktionen sind und die Be dingung

R




e

�

( t; s ) ds = 1

f

•

ur al le t 2 
 erf

•

ul len. Man l

•

ost nun die r e gularisierte Normalgleichung

AA

�

'

h;t

= Ae

h

( t; � ) (4.8)

auf dem T eilr aum Y

h

� Y mit dim Y

h

= N so, da� AA

�

2 I R

N � N

ist.

Wenn � : X 7! K er ( A )

?

der ortho gonale Pr ojektor auf K er ( A )

?

ist, dann gen

•

ugt '

h;t

o�ensichtlich A

�

'

h;t

= � e

h

( t; � ) . Die Appr oximation x

h

( t ) f

•

ur den Wert x ( t ) wir d dur ch

x

h

( t ) = E

h

x ( t ) = < e

h

( t; � ) ; x >

X

' < A

�

'

h;t

; x >

X

= < '

h;t

; y >

Y

ge geb en. Es wir d auch vor geschlagen, die Kerne e

h

( t; s ) = e

h

( t � s ) zu w

•

ahlen. Die in-

ner en Pr o dukte in der r e chten Seite von (4.8) sind dann F altungen, die dur ch den FFT{

A lgorithmus schnel l ger e chnet wer den k

•

onnen.

Wir erw eitern zun

•

ac hst die Regularisierungsstrategie v on Bemerkung 4.2.2 auf eine b e-

stimm te Klasse v on nic h tlinearen Op eratoren.

Die Bac kus{Gilb ert Strategie k ann im allgemeinen f

•

ur Op eratoren der Art A = A

0

+ 
 A

1

b en utzt w erden, w ob ei A

0

2 L ( X ; Y ) ist und A

1

: X 7! Y stetig di�erenzierbar

5

ist mit


 > 0 klein.

Sei � 2 V

0

und ein y

"

2 Y wie v orher. Gegeb en eine N

•

aherung x

0

2 V f

•

ur die L

•

osung

x

�

v on (4.5), w ollen wir eine Appro ximation der F orm f

";'

= < '; y

"

>

Y

f

•

ur den Ausdruc k

f := < �; x

�

>

X

�nden. Der F ehler j f � f

";'

j ist absc h

•

atzbar durc h

j f � f

";'

j = j < �; x

�

>

X

� < '; y

"

>

Y

j

� j < '; y � y

"

>

Y

j + j < '; A x

�

� A x

0

� dA ( x

0

)( x

�

� x

0

) >

Y

j

+ j < '; A x

0

� dA ( x

0

) x

0

>

Y

j + j < dA ( x

0

)

�

' � �; x

�

>

X

j : (4.9)

Um den F ehler in (4.9) zu analysieren, w

•

ahlen wir einen endlic hdimensionalen Raum

Y

h

= Span f y

j

g

N

j =1

mit

Y

h

� f ' 2 Y = < '; A x

0

� dA ( x

0

) x

0

>

Y

= 0 g :

W eiter setzen wir P

h

: Y 7! Y

h

den orthogonalen Pro jektor auf Y

h

und X

h

= Span f x

j

g

N

j =1

�

D ( A ) \ V einen endlic hdimensionalen Hilb ertraum mit

5

Die F r � ec hetableitung v on A

1

wird durc h dA

1

repr

•

asen tiert.
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det ( < dA ( v )

�

P

�

h

y

i

; x

j

> )

1 � i;j � N

6= 0 :

6

(4.10)

W enn wir y

h

:= P

h

y und y

";h

:= P

h

y

"

setzen, dann folgt aus (4.9) f

•

ur ' 2 Y

j f � f

";'

j � jj ' jj

Y

jj y

h

� y

";h

jj

Y

+ 
 jj ' jj

Y

jj P

h

A

1

x

�

� P

h

A

1

x

0

� P

h

dA

1

( x

0

)( x

�

� x

0

) jj

Y

+ j < '; P

h

A x

0

� P

h

dA ( x

0

) x

0

>

Y

j

+ j < dA

�

( x

0

) P

�

h

' � �; x

�

>

X

j : (4.11)

Die ersten zw ei T erme v on (4.11) hab en wir im Gri�. In der T at, der erste T erm wird

durc h

jj ' jj

Y

jj y

h

� y

";h

jj

Y

� " jj P

n

jj jj ' jj

Y

abgesc h

•

atzt und der zw eite durc h


 jj ' jj

Y

jj P

h

A

1

x

�

� P

h

A

1

x

0

� P

h

dA

1

( x

0

)( x

�

� x

0

) jj

Y

� 
 jj ' jj

Y

jj P

n

jj O ( jj x

�

� x

0

jj

2

X

)

abgesc h

•

atzt. Der dritte T erm v ersc h windet w egen der De�nition v on Y

h

. Aus dem letzten

T erm ergibt sic h die Bedingung, die

•

ub er die W ahl v on ' 2 Y en tsc heiden wird, n

•

amlic h

< dA

�

( x

0

) P

�

h

'; x

j

>

X

= < �; x

j

>

X

; j = 1 : : : N : (4.12)

Dies ist ein N{dimensionales Gleic h ungssystem f

•

ur die Ko e�zien ten v on P

h

' in Y

h

. Das

Problem ist w ohl form uliert, da seine Determinan te w egen (4.10) nic h t v ersc h windet.

Wir k

•

onnen das System (4.12) anders darstellen. Nehmen wir an, der Raum X

h

wird

durc h X

h

:= B

�

Y

h

de�niert, w ob ei B : V

0

7! Y und B

�

: Y 7! V lineare, b esc hr

•

ankte

Op eratoren sind. Der letzte T erm v on (4.11) liefert n un f

•

ur ' 2 Y die Bedingung

< dA

�

( x

0

) P

�

h

' � �; B

�

w >

X

= 0 ; 8 w 2 Y

h

;

d.h.,

< B G

h

'; w >

Y

= < B �; w >

Y

; 8 w 2 Y

h

; (4.13)

w ob ei G

h

= dA

�

( x

0

) P

�

h

ist.

Bemerkung 4.2.3 Wenn wir den F al l � = � untersuchen wol len, mu� B so gew

•

ahlt wer-

den, da� � in Ker B lie gt. Dann k

•

onnen wir das System (4.13) einfach als

< B G

h

'; w >

Y

= 0 ; 8 w 2 Y

h

6

Die R

•

aume wurden so de�niert, da� dim X

h

= dim Y

h

= N .
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umschr eib en. F al ls die Zerle gung B G

h

= B

2

(in I R

N � N

) zul

•

assig ist, kann die A ufgab e als

8

>

<

>

:

jjB '

h

jj

2

= min

' 2 I R

N

jjB ' jj

2

un ter der Neb en b edingung < dA

�

( x

0

) '

h

; 1 >

X

= 1

interpr etiert wer den. Das Ziel der Neb enb e dingung ist, die triviale L

•

osung zu vermeiden.

Diese Betr achtung lie gt der urpr

•

unglichen F ormulierung von Backus und Gilb ert in A bschnitt

4.1. sehr nahe.

F alls der Op erator A linear ist, hab en wir die Absc h

•

atzung (4.6) statt (4.11) f

•

ur den

F ehler j f � f

";'

j , und es gilt f

•

ur ' = '

h

2 Y

h

j f � f

";'

j = O ( " ) + j < A

�

'

h

� �; x

�

>

X

j :

Um diesen F ehler zu analysieren, setzen wir B

�

= A

�

, X

h

= A

�

Y

h

und x

h

:= P

h

x

�

, w ob ei

P

h

: X 7! X

h

der orthogonale Pro jektor auf X

h

ist. Dann hab en wir

< A

�

'

h

� �; x

�

>

X

= < A

�

'

h

� �; x

�

� x

h

>

X

+ < A

�

'

h

� �; x

h

>

X

(4.14)

Der letzte T erm in (4.14) v ersc h windet, da wir '

h

mit A

�

'

h

� � in X

?

h

w

•

ahlen k

•

onnen.

Dann gilt die Absc h

•

atzung

j < A

�

'

h

� �; x

�

>

X

j � jj A

�

 

h

� � jj

V

0

jj x

�

� x

h

jj

V

:

Um den T erm jj x

�

� x

h

jj

V

im Gri� zu hab en, de�nieren wir ~x 2 X

h

durc h die Minimie-

rungsaufgab e

jj x

�

� ~x jj

2

V

= min

x 2 X

h

jj x

�

� x jj

2

V

;

und daraus folgt

jj x

�

� x

h

jj

V

� jj x

�

� ~x jj

V

+ jj ~x � P

h

x

�

jj

V

� dist ( X

h

; x

�

)

V

+ jjP

h

( ~ x � x

�

) jj

V

� (1 + jjP

h

jj ) dist ( X

h

; x

�

)

V

:

Die gesuc h te Absc h

•

atzung f

•

ur den F ehler j f � f

";'

j im linearen F all ist n un

j f � f

";'

j � dist ( A

�

Y

h

; � )

V

0

(1 + jjP

h

jj ) dist ( X

h

; x

�

)

V

+ O ( " ) : (4.15)

Aus 4.15 lern t man, da� erst, w enn � 2 R g A

�

ist, der F ehler in der Appro ximation f

";'

f

•

ur " ! 0 gegen Null k on v ergieren wird.
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4.3 An w endungen

4.3.1 Das Momen tenproblem

Zuerst b etrac h ten wir die An w endung der Bac kus{Gilb ert Metho de auf ein nic h tlineares

Momen tenproblem. Auc h Louis hat sic h in [Lo2] mit quadratisc hen nic h tlinearen Momen-

tenproblemen b esc h

•

aftigt.

Sei X = Y = L

2

(0 ; 1). Wir de�nieren den nic h tlinearen Op erator A : X ! Y durc h

( Ax )( t ) =

Z

t

0

x

0

( t � s ) x ( s ) ds + �

Z

t

0

x ( t � s ) x ( s ) ds; t 2 [0 ; 1] ;

w ob ei der Kern x

0

des linearen An teils v on A eine L

2

(0 ; 1){F unktion ist und � > 0 ein

reeller P arameter ist, der die Nic h tlinearit

•

at v on A k on trolliert. Der Op erator A b esc hreibt

eine m

•

oglic he nic h tlineare V ersion des Momen tenproblems in (4.1), deren k on tin uierlic hen

Gestalt sic h als

Ax = ( A

0

+ � A

1

) x = y

umsc hreib en l

•

a�t.

Wie in Absc hnitt 4.1 w erden wir uns mit einer diskreten F orm ulierung dieses Problems

b esc h

•

aftigen. Wir nehmen an, da� n ur die Daten y

i

= ( Ax )( t

i

), t

i

2 (0 ; 1) f

•

ur i = 1 ; : : : ; N

zur V erf

•

ugung stehen. Eine diskrete V ersion des Op erators A k ann mit Hilfe des Op erators

P

h

: Y 7! Y

h

= I R

N

de�niert w erden. Die lautet n

•

amlic h

( P

h

A )( x ) := [ Ax ( t

i

)]

t

=

�

Z

t

i

0

x

0

( t

i

� s ) x ( s ) ds + �

Z

t

i

0

x ( t

i

� s ) x ( s ) ds

�

t

:

Hier w erden Probleme mit fehlerhaften Daten b etrac h tet, d.h. b ek ann t ist n ur ein y

h;"

2

Y

h

mit jj P

h

y � y

h;"

jj � " , w ob ei " > 0 klein ist. Die Aufgab e, die sic h uns stellt, ist, ein

x

�

2 X zu �nden, das die diskrete Gleic h ung

( P

h

A ) x

�

= y

h;"

:

l

•

ost.

Wie in Absc hnitt 4.2 diskutiert wurde, brauc hen wir eine N

•

aherung f

•

ur x

�

. Daf

•

ur wird

der Kern x

0

des linearen An teils A

0

b en utzt. Der Op erator P

h

dA und seine Adjungierte

( P

h

dA )

�

: Y

h

7! X w erden auc h gebrauc h t. F

•

ur f 2 L

2

(0 ; 1) und w 2 I R

N

gilt

( P

h

dA ( x ))( f ) =

�

Z

t

i

0

x

0

( t

i

� s ) f ( s ) ds + 2 �

Z

t

i

0

x ( t

i

� s ) f ( s ) ds

�

t

1 � i � N

und

( P

h

dA ( x ))

�

( w ) =

N

X

i =1

w

i

[ x

0

( t

i

� s ) + 2 � x ( t

i

� s )] �

[0 ;t

i

]

( s ) :
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W

•

ahle eine Basis f x

i

g

N

i =1

v on X

h

. Diese Basis soll so w ohl die An w endung des V erfahrens

optimieren als auc h der erw arteten Regularit

•

at der L

•

osung x

�

en tsprec hen.

Sei ein � 2 X

0

und die k anonisc he Basis f e

j

g v on Y

h

= I R

N

gegeb en. Aus (4.13) folgt,

da� wir folgendes adjungierte System l

•

osen m

•

ussen:

h

< ( P

h

dA ( x

0

))

�

e

i

; x

j

>

X

i

N

i;j =1

[ '

i

]

t

= [ < �; x

j

>

X

]

t

: (4.16)

W enn wir kubisc he Splines als Basis f

•

ur X

h

n utzen, dann hab en wir in (4.16) ein d

•

unn

b esetztes Gleic h ungssystem. Der relativ kleine T r

•

ager der Splines wird ein System erzeugen,

dessen Matrix eine ob ere Dreiec ksmatrix ist, w as n umerisc h g

•

unstig zu l

•

osen ist. Die Splines

liefern auc h die v on der L

•

osung erw artete Di�erenzierbark eit.

Seien die Punkte t

j

gleic hm

•

a�ig v erteilt im In terv all [0 ; 1], d.h. t

j

= j h , mit h = 1 = N .

De�niere f

•

ur j = 1 ; : : : ; N den kubisc hen Spline

S

j

( t ) =

1

4 h

3

8

>

>

>

<

>

>

>

:

( t � t

j � 2

)

3

; t 2 [ t

j � 2

; t

j � 1

]

h

3

+ 3 h

2

( t � t

j � 1

) + 3 h ( t � t

j � 1

)

2

� 3( t � t

j � 1

)

3

; t 2 [ t

j � 1

; t

j

]

h

3

+ 3 h

2

( t

j +1

� t ) + 3 h ( t

j +1

� t )

2

� 3( t

j +1

� t )

3

; t 2 [ t

j

; t

j +1

]

( t

j +2

� t )

3

; t 2 [ t

j +1

; t

j +2

]

Wir setzen x

j

:= S

j � 1

, j = 1 ; : : : ; N , und de�nieren so den Raum X

h

. Im Bild 4.1 wird

der Spline{Basis f

•

ur N = 5 gezeigt.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S

0

S

1

S

2

S

3

S

4

Bild 4.1

Der Raum Y

h

in Absc hnitt 4.2 wurde so gew

•

ahlt, da� die Elemen te ' 2 Y

h

der Bedingung

< '; P

h

A

1

( x

0

) � dP

h

A

1

( x

0

) x

0

>

Y

= 0 (4.17)
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gen

•

ugen. Mit unserer W ahl v on Y

h

ist diese Bedingung ab er mi�ac h tet. Sie wird b er

•

uc ksic h-

tigt, indem wir die Gleic h ung (4.17) zum System (4.16) hinzuf

•

ugen. Dadurc h gewinnen wir

ein neues

•

ub erb estimm tes System mit N + 1 Gleic h ungen.

Wir w ollen eine punkt w eise Rek onstruktion durc hf

•

uhren, desw egen wird � ( t ) = � ( t

j

� t )

gew

•

ahlt. Eine direkte Konsequenz da v on ist, da� fast alle Ko ordinaten in der rec h ten Seite

v on (4.16) Null sind. Es gilt n

•

amlic h

( < �; x

j

>

X

)

t

= ( 0 ; : : : ; 0 ;

1

4

; 1

|{z}

j

;

1

4

; 0 ; : : : ; 0)

t

:

Wir hab en n un folgendes

•

ub erb estimm te System zu l

•

osen:

8

>

<

>

:

h

R

1

0

[1 + 2 � ] x

0

( t

i

� s ) �

[0 ;t

i

]

( s ) S

j

( s ) ds

i

ij

[ '

j

]

t

= ( < �; x

j

>

X

)

t

< [ P

h

A

1

( x

0

) � P

h

dA

1

( x

0

) x

0

]

t

; [ '

j

]

t

> = 0

;

w ob ei die Matrix{Ko e�zien ten D

ij

Null f

•

ur i > j + 2 sind. Dieses System k ann f

•

ur kleines

N ohne w eitere Sc h wierigk eiten durc h irgendeine direkte Metho de (z.B. das QR{ o der LU{

V erfahren) gel

•

ost w erden. Die n umerisc he Sim ulationen in Kapitel 5 zeigen, da� f

•

ur relativ

kleines N ( N � 50) sc hon gute Ergebnisse erzielt w erden.

4.3.2 Das Cauc h y{Problem

In diesem Absc hnitt diskutieren wir die An w endung der Bac kus{Gilb ert Metho de auf die

Cauc h y{Probleme v on Kapitel 2. Wir w erden uns ohne Einsc hr

•

ankung auf das Problem (CP

a) k onzen trieren.

Um das Cauc h yproblem durc h die Bac kus{Gilb ert Rek onstruktionsmetho de b etrac h-

ten zu k

•

onnen, wird das (CP a) durc h eine Op eratorgleic h ung mo delliert. Wir n utzen die

Notation v on Kapitel 2 und de�nieren den Op erator A : H

1

/

2

(�

r

) 7! H

1

/

2

(�

l

) durc h

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� w = 0 ; in 


w = '; auf �

r

w

�

= 0 ; auf �

l

w

�

= 0 ; auf �

i

&%

'$

�

l

�

r

A ( ' ) := w

j

�

l

� w = 0

w

�

=0

w

�

= 0 w = '



58 KAPITEL 4. DIE BA CKUS-GILBER T{METHODE

Eine L

•

osung f

•

ur das Problem (CP a) mit Daten ( f ; 0) 2 H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

zu �nden,

ist

•

aquiv alen t dazu, die lineare Gleic h ung

A ' = f

zu l

•

osen. F

•

ur eine Distribution � 2 H

�

1

/

2

(�

r

) liefert uns die Bac kus{Gilb ert Strategie die

Apro ximation x

h

:= <  ; f > f

•

ur den W ert x := < �; ' > , w ob ei  durc h

A

�

 = � (4.18)

de�niert ist. Wir m

•

ussen n un den adjungierten Op erator A

�

v on A b estimmen. Daf

•

ur de�-

nieren wir zuerst A

]

: H

1

/

2

00

(�

l

)

0

7! H

1

/

2

00

(�

r

)

0

durc h

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� v = 0 ; in 


v = 0 ; auf �

r

v

�

=  ; auf �

l

v

�

= 0 ; auf �

i

&%

' $

�

l

�

r

A

]

(  ) := v

� j

�

r

� v = 0

v

�

=0

v

�

=  v = 0

Beide Op eratoren A und A

]

sind w ohl de�niert, da Satz B.3.3 die Existenz und Eindeu-

tigk eit der L

•

osungen der en tsprec henden gemisc h ten Randw ertaufgab en gew

•

ahrleistet.

Nehmen wir an, da� ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

) ist. Die H

1

(
; �){F unktionen w und v gen

•

ugen n un

(

w

j

�

r

= '

w

� j

�

l

= 0

und

(

v

j

�

r

= 0

v

� j

�

l

=  

Aus den S

•

atzen B.2.4 und B.2.3 folgt

0 = �

Z




� w v dx = �

Z

�

r

w

�

v d � �

Z

�

l

w

�

v d � +

Z




r w r v dx (4.19)

und

0 =

Z




� v w dx =

Z

�

r

v

�

w d � +

Z

�

l

v

�

w d � �

Z




r v r w dx; (4.20)

w ob ei die Randin tegrale in (4 : 19) v ersc h winden. W enn man die Gleic h ungen (4.19) und

(4.20) addiert, folgt f

•

ur alle ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

) und  2 H

1

/

2

00

(�

l

)

0
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Z

�

l

A ( ' )  d � = �

Z

�

r

' A

]

(  ) d � :

Dies zeigt, da� A

]

die Adjungierte der Restriktion v on A auf H

1

/

2

00

(�

r

) ist.

7

Um die

Adjungierte v on A zu b estimmen, brauc hen wir

Satz 4.3.1 (Korrekturformel) F

•

ur r e el le Zahlen a und b sei �

a;b

ir gend eine C

1

(�

r

) {

F unktion mit �

a;b

( P

1

) = a und �

a;b

( P

2

) = b , wob ei P

1

= (0 ; � 1) und P

2

= (0 ; 1) die

Kontaktpunkte zwischen �

r

und �

l

sind. Sei V

a;b

� H

1

/

2

(�

r

) der R aum

V

a;b

:= f ' 2 H

1

/

2

(�

r

) = �

a;b

� ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

) g :

Dann gilt f

•

ur '

1

; '

2

2 V

a;b

:

Z

�

l

A'

1

 d � +

Z

�

r

'

1

A

]

 d � =

Z

�

l

A'

2

 d � +

Z

�

r

'

2

A

]

 d �

f

•

ur al le  in H

�

1

/

2

(�

l

) .

Beweis:

Sei '

1

; '

2

2 V

a;b

. Aus der De�nition v on V

a;b

folgt

'

1

� '

2

= ( '

1

� �

a;b

) � ( '

2

� �

a;b

) 2 H

1

/

2

00

(�

r

) :

F

•

ur  2 H

�

1

/

2

(�

l

) sei w bzw. v die H

1

(
; �) L

•

osung v on

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� w = 0 ; in 


w = 0 ; auf �

r

w

�

=  ; auf �

l

w

�

= 0 ; auf �

i

bzw :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� v = 0 ; in 


v = '

1

� '

2

; auf �

r

v

�

= 0 ; auf �

l

v

�

= 0 ; auf �

i

:

Aus den S

•

atzen B.2.4 und B.2.3 folgt

0 =

Z




� w v dx =

Z

�

l

w

�

v d � +

Z

�

r

w

�

v d � �

Z




r w r v dx

und

0 =

Z




� v w dx = �

Z




r v r w dx:

Die letzten zw ei Gleic h ungen liefern

7

Aus Satz B.2.4 folgt, da� der Op erator A den Raum H

1

/

2

00

(�

r

) nac h H

1

/

2

00

(�

l

) abbildet.
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Z

�

l

 ( A'

1

� A'

2

) d � +

Z

�

r

A

]

 ( '

1

� '

2

) d � = 0 ;

und der Satz ist b ewiesen.

Satz 4.3.1 erm

•

oglic h t uns die adjungierte Gleic h ung (4.18) so umzusc hreib en, da� die

Bac kus{Gilb ert Metho de angew endet w erden k ann. Wir de�nieren f

•

ur a; b 2 I R das lineare

F unktional

r

a;b

(  ) := < A�

a;b

;  > + < �

a;b

; A

]

 >

auf H

�

1

/

2

(�

l

). Aus Satz 4.3.1 folgt, da� f

•

ur ' 2 V

a;b

< A';  > = � < '; A

]

 > + r

a;b

(  ) ; 8  2 H

�

1

/

2

(�

l

)

gilt.

W enn es uns gelingt, ein  2 H

�

1

/

2

(�

l

) zu �nden, das die Gleic h ung

� A

]

 = �

l

•

ost, dann k

•

onnen wir durc h

< '; � > = � < '; A

]

 >

= < A';  > � r

a;b

(  )

= < f ;  > � r

a;b

(  )

die Bac kus{Gilb ert Strategie wieder an w enden, w ob ei a; b 2 I R mit ' 2 V

a;b

gew

•

ahlt sind.

Die W erte a bzw. b sind n

•

amlic h die Ausw ertung der Cauc h ydaten f auf den Kon taktpunk-

ten P

1

bzw. P

2

.



Kapitel 5

Numerisc he Ergebnisse

Der erste T eil unserer n umerisc hen Un tersuc h ungen b etri�t die An w endung der Bac kus{

Gilb ert Metho de auf das Momen tenproblem v on Absc hnitt 4.3.1. In Absc hnitt 5.1 w erden

Beispiele v orgestellt, um die E�zienz dieser Metho de zu illustrieren. Wir w erden so w ohl

lineare als auc h nic h tlineare Op eratoren un tersuc hen und Probleme mit fehlerhaften Daten

b etrac h ten.

In Absc hnitt 5.2 wird zun

•

ac hst das Cauc h y{Problem aus Kapitel 2 un tersuc h t. Das Ite-

rationsv erfahren aus Kapitel 3 wird n umerisc h getestet, indem wir die gemisc h ten Probleme

durc h die Metho de der �niten Elemen te l

•

osen. Die An w endung der Bac kus{Gilb ert Strategie

wird analysiert, indem die adjungierte Gleic h ung v on Absc hnitt 4.3.2 un ter Ber

•

uc ksic h tigung

der Korrekturformel aus Satz 4.3.1 gel

•

ost wird.

Die n umerisc hen Co des wurden an einer W ork{Station IBM RISC System/6000-250 (Re-

c hengesc h windigk eit v on 12.7 MFLOP's) ausgef

•

uhrt. Die linearen Systeme v on Absc hnitt

5.1 wurden mit Hilfe der F aktorisierungsroutinen des Programm{P ak etes ESSL (Enginee-

ring and Scien ti�c Subroutine Library Release 4) gel

•

ost.

1

Die n umerisc hen L

•

osungen f

•

ur

die zw eidimensionalen elliptisc hen gemisc h ten Randw ertaufgab en aus Absc hnitt 5.2 wurden

durc h die Metho de der �niten Elemen te mit Hilfe des Programm{P ak etes PL TMG V ersion

6.1 und 7.1 errec hnet.

2

5.1 Das nic h tlineare Momen tenproblem

Sei A : L

2

(0 ; 1) ! L

2

(0 ; 1) der nic h tlineare Op erator aus Absc hnitt 4.3

( Ax )( t ) =

Z

t

0

x

0

( t � s ) x ( s ) ds + �

Z

t

0

x ( t � s ) x ( s ) ds; t 2 [0 ; 1] ; (5.1)

1

Siehe daf

•

ur [IBM].

2

F

•

ur Details

•

ub er das Programm{P ak et siehe [Ban]. Die Literatur

•

ub er die Metho de der �niten Elemen ten

ist umfangreic h. Eine v ollst

•

andige F orm ulierung dieser Metho de k ann man z.B. in [ChZh], [Od] o der [StFi]

�nden.

61
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mit x

0

( t ) = t . Das erste Beispiel b etri�t ein lineares Problem ( � = 0), b ei dem wir v ersuc hen,

C

0

(0 ; 1){ und L

2

(0 ; 1){F unktionen punkt w eise zu rek onstruieren. Hier b en utzen wir die

L

•

osungsstrategie, die in Absc hnitt 4.3.1 diskutiert wurde.

Beispiel 5.1.1 Wir l

•

osen dr ei verschie dene Pr obleme f

•

ur den Op er ator A und erzeugen die

r e chte Seite des Systems Ax = y , so da� wir als L

•

osung die F unktionen

x

a

( t ) =

(

t= 2 ; t � 1 = 2

t �

1

4

; t � 1 = 2

; x

b

( t ) =

(

2 t ; t � 1 = 2

2 � 2 t ; t � 1 = 2

bzw.

x

c

( t ) =

(

1 ;

1

4

� t �

3

4

0 ; sonst

erhalten. Wir setzen t

j

= j = N ; j = 0 ; : : : ; N und de�nier en unser e B{Spline Basis wie in

A bschnitt 4.3. Unser es Ziel ist, die L

•

osung je des Systems sowohl an den Punkten t

j

als auch

an den Mittelpunkten ( t

j +1

+ t

j

) = 2 ; j = 0 ; : : : ; N � 1 zu r ekonstruier en. Wir r ekonstruier en

je de L

•

osung in 2 N + 1 gleichm

•

a�ig verteilten Punkten des Interval ls [0 ; 1] , wob ei f

•

ur die

Dimension N die Werte 6, 25 und 50 b enutzt wer den (siehe Bild 5.1).

Zuerst wer den Daten ohne F ehler b enutzt. Die Er gebnisse in Bild 5.1.a weisen dar auf hin,

da� der F ehler in der punktweise R ekonstruktion ge gen nul l geht f

•

ur al le Punkte, f

•

ur N ge gen

Unend lich. In Bild 5.1.a erkennt man weiter, da� die Diskontinuit

•

at in den A bleitungen der

F unktionen x

a

und x

b

die punktweise R ekonstruktion nicht qualitativ b e ein
ussen.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8
N = 25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
N = 25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N = 25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

N = 50

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
N = 50

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N = 50

Bild 5.1.a

Nun nutzen wir Daten y

"

mit einem zuf

•

al ligen F ehler von 1%, d.h. f

•

ur y = [ y

j

]

t

=
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[( Ax )( t

j

)]

t

2 I R

N

gilt

j y

j

� y

j;"

j �

1

100

y

j

; j = 1 ; : : : ; N :

In dieser Situation stel len wir fest, da� die punktweise R ekonstruktion stark mit der Di-

mension oszil liert, und die b este Er gebnisse err eicht man, wenn die Dimension N klein ist

(siehe Bild 5.1.b).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
N = 25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
N =  6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N =  6

Bild 5.1.b

Nun untersuchen wir, wie der F ehler in der punktweise R ekonstruktion der F unktionen

x

a

( t ) = 2 t und x

b

( t ) =

(

2 t ; t � 1 = 2

2 � 2 t ; t � 1 = 2

an der Stel le t = 1 = 2 sich verh

•

alt, wenn die Daten y = Ax ohne F ehler ge geb en sind. Der

F ehler j x (

1

/

2

) � x

N

(

1

/

2

) j wir d im Bild 5.2 in A bh

•

angigkeit der Dimension N ab gebildet. Das

Er gebnis weist dar auf hin, da� die Unstetigkeit in der A bleitung von x

b

einen quantitativen

Ein
u� auf die Asymptotik des F ehlers hat.

0 10 20 30 40 50
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0 10 20 30 40 50
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14
1

x

2

1

x

F ehler b ei x

a

F ehler b ei x

b

N N

Bild 5.2

Im Bild 5.2 ist auch zu erkennen, da� f

•

ur N ger ade die Appr oximation etwas b esser ist.

Dies l

•

a�t sich damit erkl

•

ar en, da� f

•

ur ger ade Dimensionen es einen B{Spline gibt, der an

dem Punkt t =

1

2

zentriert ist, und deswe gen wir d das F unktional � ( � �

1

2

) in R g ( A

�

) b esser

appr oximiert.
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Im n

•

ac hsten Beispiel w erden wir die An w endung der Metho de auf den nic h tlinearen

Op erator A in (5.1) un tersuc hen, w ob ei die Konstan te � > 0 klein gew

•

ahlt wird.

Beispiel 5.1.2 Sei der Op er ator A wie in (5.1) de�niert. Wir analysier en das System Ax =

y , dessen L

•

osung das Polynom x ( t ) = t

2

ist. Die Daten y sind exakt genommen.

Wie in Beispiel 5.1.1 , wer den wir die L

•

osung an den 2 N + 1 Punkte t

j

und ( t

j +1

+ t

j

) = 2

r ekonstruier en. Die punktweise R ekonstruktion f

•

ur verschie dene Werte von � und N = 25

wir d im Bild 5.3 gezeigt.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
� = 0 : 01 � = 0 : 1 � = 1

Bild 5.3

Diese Appr oximation kann nat

•

urlich weiter verb essert wer den. Daf

•

ur erzeugen wir ein

neues x

0

dur ch eine Interp olation der err e chneten Werte und l

•

osen damit das neue System

( P

h

dA ( x

0

))

�

' = � ( � �

1

2

) :

Wir b etr achten nun nichtline ar e Gleichungen, der en L

•

osungen nicht glatt sind. Sei der

Op er ator A mit � = 0 : 01 b etr achtet. Untersucht wer den die Systeme mit L

•

osungen

x

b

( t ) =

(

2 t ; t � 1 = 2

2 � 2 t ; t � 1 = 2

bzw : x

c

( t ) =

(

1 ;

1

4

� t �

3

4

0 ; sonst

:

Das Er gebnis der R ekonstruktion wir d im Bild 5.4 dar gestel lt und zeigt, da� im nichtline ar en

F al l die Sensibilit

•

at b ez

•

uglich Unstetigkeiten in der L

•

osung gr

•

o�er ist.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
N = 25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N = 25

Bild 5.4
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5.2 Das Cauc h y{Problem

Wir b etrac h ten zuerst das Problem (CP a) auf einem Kreisring mit Radius 1 = 2 bzw. 1. In

den n

•

ac hsten zw ei Beispielen w erden wir v ersuc hen, das Iterationsv erfahren anzu w enden, um

die Diric hlet{ bzw. Neumanndaten eines Cauc h y{Problems zu rek onstruieren. Wie b eginnen

mit der Rek onstruktion der Diric hletdaten.

3

Beispiel 5.2.1 Sei f eine Distribution in H

1

/

2

(�

l

) und A : H

1

/

2

(�

r

) ! H

1

/

2

(�

l

) der in

A bschnitt 4.3.2 de�nierte Op er ator. Wir hab en schon gesehen, da� eine L

•

osung des Pr oblems

(CP a) mit Cauchydaten ( f ; 0)

•

aquivalent dazu ist, die line ar e Gleichung

A ' = f

zu l

•

osen. Mit Hilfe der dur ch

	( t ) := (cos [ t � � = 2] ; sin [ t � � = 2]) ; t 2 [0 ; � ]

de�nierten Par ametrisierung von �

r

erzeugen wir die F unktionen

'

a

(	( t )) = 2 j t=� � 1 = 2 j ; t 2 [0 ; � ]

und

'

b

(	( t )) = sin ( t ) ; t 2 [0 ; � ] :

Diese sol len die L

•

osungen unser er Cauchy{Pr obleme sein. Die r e chten Seite f

a

bzw. f

b

wer den nun dur ch die L

•

osung der entspr e chenden dir ekten Pr obleme f = A' b er e chnet.

Daf

•

ur mu� man nur eine gemischte R andwertaufgab e auf 
 f

•

ur je des ' l

•

osen, n

•

amlich

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� w = 0 ; in 


w

�

= 0 ; auf �

r

w = '; auf �

l

w

�

= 0 ; auf �

i

:

Dann gilt

f = A' := w

j �

r

:

Wir k

•

onnen dann das Iter ationsverfahr ens auf die Pr obleme (CP a) mit Cauchydaten

( f

a

; 0) bzw. ( f

b

; 0) anwenden. Die Iter ation (IT) wir d mit der A nfangsn

•

aherung '

0

= 0

gestartet. Das Er gebnis ist im Bild 5.5 dar gestel lt.

4

3

Die An w endung der Metho de der �niten Elemen te auf elliptisc he Cauc h y{Probleme wird in [Han] b e-

trac h tet. Diese Metho de wird dort b en utzt, um eine v ariationelle F orm ulierung eines Cauc h y{Problems zu

l

•

osen.

4

Das Gitter der Metho de der �niten Elemen te b esteh t aus 2048 (= 2

11

) gleic hm

•

a�ig v erteilten Dreiec k en

und hat 33 Knoten auf �

r

. Der Knoten 1 en tspric h t dem Punkt (0 ; � 1) und der Knoten 33 dem Punkt (0 ; 1).

Bei dieser F einheit des Gitters dauert es ca. 3.5 sec, um ein einzelnes gemisc h tes Problem zu l

•

osen, h undert

Iterationssc hritte w erden in et w a 11 min errec hnet.
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�

r

Exakte L

•

osung

Exakte L

•

osung

Bild 5.5

Die numerische L

•

osung kann verb essert wer den, wenn das Gitter verfeinert wir d. Die

Iter ation wur de auch auf einem feiner en Gitter (mit 2

17

Elementen) getestet. Die V erb es-

serung in der Qualit

•

at der numerischen L

•

osung war deutlich erkennb ar, obwohl der F ehler

no ch r elativ gr o� war. A nder erseits war das Pr o gr amm 87 Mal langsamer als mit dem ersten

Gitter.

5

Eine m

•

ogliche Erkl

•

arung f

•

ur diese langsame V erb esserung der numerischen L

•

osung

in A bh

•

angigkeit des Gitters ist, da� die numerische R e alisierung des Op er ators langsam

ge gen den kontinuierlichen konver giert. Wir kehr en zu diesem Thema zur

•

uck, wenn wir die

Iter ation auf dem Quadr at numerisch testen. In der R e chte ckge ometrie sind die Eigenwer-

te des kontinuierlichen Op er ators b ekannt und wir k

•

onnen diese mit den Eigenwerten des

numerischen Op er ators ver gleichen.

Das n

•

ac hste Beispiel illustriert die Rek onstruktion der Neumanndaten des Problems

(CP a). Analog zum Beispiel 5.2.1 de�nieren wir den Op erator A : H

1

/

2

00

(�

r

)

0

! H

1

/

2

00

(�

l

)

0

durc h die L

•

osung der gemisc h ten Randw ertaufgab e

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� w = 0 ; in 


w

�

= '; auf �

r

w = 0 ; auf �

l

w

�

= 0 ; auf �

i

&%

' $

�

l

�

r

A ( ' ) := w

j

�

l

� w = 0

w

�

=0

w = 0 w

�

= '

5

500 Sc hritte wurden in einer gesam ten Laufzeit v on 82 Stunden errec hnet.
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Sei g eine Distribution in H

1

/

2

00

(�

l

)

0

. Die Spur ' := u

� j

�

r

der L

•

osung des Cauc h y{Problems

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� u = 0 ; in 


u = 0 ; auf �

l

u

�

= g ; auf �

l

u

�

= 0 ; auf �

i

zu b estimmen, ist

•

aquiv alen t dazu, die Gleic h ung A' = g zu l

•

osen.

Beispiel 5.2.2 Sei 	 die in Beispiel 5.2.1 de�nierte Par ametrisierung von �

r

. Wir setzen

die F unktion

' (	( t )) = 1 ; t 2 [0 ; � ]

und err e chnen die r e chte Seite g = A' . Wir nutzen die Cauchydaten (0 ; g ) 2 H

1

/

2

(�

l

) �

H

1

/

2

00

(�

l

)

0

f

•

ur die Iter ation, die mit '

0

= 0 gestartet wir d. Einige Elemente der erzeugten

F olge f '

k

g wer den in Bild 5.6.a dar gestel lt.

6
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-1.5

-1
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0.5

1
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-0.5
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k = 50
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-1

-0.5
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k = 100

�

r

�

r

�

r

Bild 5.6.a

Die Singularit

•

aten in den Punkten (0 ; � 1) und (0 ; 1) (Knoten 1 bzw. 33), die in den

Neumanndaten von Bild 5.6.a zu erkennen sind, sind wohl eine Konse quenz davon, da� es

singul

•

ar e T erme in der Darstel lung

7

der H

1

{L

•

osung von (CP a) gibt. Ein ander er Hinweis,

der diese Hyp othese st

•

utzt, ist die Be ob achtung, da� solche Singularit

•

aten auch in der nume-

rischen L

•

osung von (CP a) vorkommen. In der T at, die L

•

osung von (CP a) ist gleichzeitig

L

•

osung des gemischten Pr oblems

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� u = 0 ; in 


u = 0 ; auf �

l

u

�

= 1 ; auf �

r

u

�

= 0 ; auf �

i

:

6

Die n umerisc he Implemen tation ist v

•

ollig analog zu der v on Beispiel 5.2.1, und die Daten im Bild 5.6

w erden so wie im Bild 5.5 dargestellt.

7

Siehe Satz B.3.4.
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Das Bild 5.6.b zeigt die numerische L

•

osung dieses gemischten Pr oblems und ihr e Neumann-

spur auf �

r

. Die Singularit

•

aten in den Kontantpunkten sind deutlich zu erkennen.

0 5 10 15 20 25 30

0.6

0.7

0.8

0.9

Neumann Spur

�

r

Bild 5.6.b

Im n

•

ac hsten Beispiel wird die Korrekturformel v on Satz 4.3.1 un tersuc h t. Das f

•

ur die

L

•

osung der gemisc h ten Probleme b en utzte Finite{Elemen te-Gitter ist dasselb e wie b eim

v orherigen Beispielen (mit 2048 Dreiec kselemen ten und 33 Knoten auf �

r

).

Beispiel 5.2.3 Seien die Op er ator en A und A

]

und das line ar e F unktional r

a;b

( � ) f

•

ur a; b 2

I R wie in A bschnitt 4.3.2 de�niert. Wir wol len die Korr ekturformel

< A';  > = � < '; A

]

 > + r

a;b

(  ) (5.2)

8 ' 2 V

a;b

und  2 H

�

1

/

2

(�

l

)

•

ub erpr

•

ufen.

8

Wir fangen mit ' 2 H

1

/

2

00

(�

r

) an (d.h. a = b = 0 ).

In diesem F al l gilt r

0 ; 0

� 0 , und kein Korr ekturterm ist n

•

otig. In der n

•

achsten T ab el le

wer den die Werte der inner en Pr o dukte in 5.2 f

•

ur einige ' und  gezeigt.

9

8

F

•

ur die Notation siehe Absc hnitt 4.3.2.

9

Die De�nition der F unktionen ' bzw.  in den n

•

ac hsten T ab ellen ist durc h die P arametrisationen

	( t ) := (cos[ t � � = 2] ; sin[ t � � = 2]) bzw : �( t ) := (cos [ t + � = 2] ; sin [ t + � = 2]) ; t 2 [0 ; � ]

zu v erstehen.
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( ' ( t ) ;  ( t )) < A';  > � < '; A

]

 > relativ e F ehler

10

(

1

�

2

t ( t � � ) ;

t

�

) � 0 : 09659 � 0 : 10144 0 : 04781

(sin ( t ) ; (

t

�

)

2

) 0 : 22590 0 : 23736 0 : 04823

( � � 2 j t �

�

2

j ; 1) 0 : 49903 0 : 52309 0 : 04599

Das R esultat ist akzeptab el, denn die gemischten Pr obleme wur den mit einem r elativ gr ob en

Gitter numerisch gel

•

ost.

Nun b er e chnen wir die inner en Pr o dukte in (5.2) und den Korr ekturterm r

a;b

f

•

ur a; b ,

die nicht verschwinden. Das Er gebnis folgt in der n

•

achsten T ab el le.

( ' ( t ) ;  ( t )) < A';  > � < '; A

]

 > r

a;b

(  ) � < '; A

]

 > rel. F ehler

(1 + 2 t ; cos ( t )) 3 : 01941 1 : 92929 2 : 90155 0 : 03903

( t �

�

2

)

2

; 2) 11 : 68992 7 : 99153 11 : 89763 0 : 01776

(cos

2

( t ) + t ; 2 t � � ) � 3 : 94720 � 2 : 45022 � 3 : 78483 0 : 04113

Dies R esultat entspricht unser er Erwartung. Der r elative F ehler ist von derselb en Or dnung

wie b eim F al l a = b = 0 .

Im letzten Beispiel wird das Problem (CP b) b etrac h tet. Ein k onsisten tes Cauc h y{

Problem wird un tersuc h t und das V erhalten der n umerisc hen Implemen tation des Itera-

tionsv erfahrens f

•

ur ink onsisten te Cauc h ydaten ( f ; g ) in H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

analysiert.

Beispiel 5.2.4 Sei 
 = (0 ; 1) � (0 ; 1) � I R

2

. Wir b etr achten folgendes Cauchy{Pr oblem auf

dem Gebiet 
 :

( C P b )

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

� u = 0 ; in 


u = f ; auf �

l

u

�

= g ; auf �

l

u ( x; 0) = 0 ; x 2 (0 ; 1)

u ( x; 1) = 0 ; x 2 (0 ; 1)

;

10

Der relativ e F ehler wird durc h

j < A';  > + < '; A

]

 > j

j < A';  > j

de�niert.
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wob ei �

l

= f ( x; 0) =x 2 (0 ; 1) g und �

r

= f ( x; 1) =x 2 (0 ; 1) g sind. Da das Gebiet 
 kleiner

als das Gebiet von Pr oblem (CP b) aus A bschnitt 3.1.2 ist, konver gier en die Eigenwerte von

T langsamer ge gen 1. In der T at, die Eigenwerte von T , eingeschr

•

ankt auf span f sin ( j � x ) g ,

sind �

j

= (sinh ( j � ) = cosh ( j � ))

2

in Ge gensatz zu den Eigenwerten (sinh (2 j � ) = cosh(2 j � ))

2

aus A bschnitt 3.2.1.

Wir setzen f ( y ) = 0 , g ( y ) = sin ( � y ) und versuchen die Spur der L

•

osung

u ( x; y ) =

sinh ( � x ) sin ( � y )

�

auf �

r

zu r ekonstruier en: ' = u

j

�

r

. Wenn wir das Iter ationsverfahr en mit '

0

= 0 starten,

folgt aus der A bsch

•

atzung (3.25), da�

jj '

k

� ' jj � �

2 k

1

jj ' jj

ist. Da �

400

1

= 0 : 0503 ist, lie gt der F ehler nach 200 Schritten b ei etwa 5%. Unser e nume-

rischen Exp erimente zeigen ab er die Konver genz der numerischen F olge schon nach 100

Schritten.

11

Da wir in diesem F al l die Iter ation T

k

'

0

exakt kennen, k

•

onnen wir die exakte

F olge f '

k

g mit der numerischen Iter ationsfolge f ~'

k

g ver gleichen. Schon nach 50 Schritten

stel lt man fest, da� die Di�er enz jj '

k

� ~'

k

jj dieselb e Or dnung hat wie jj '

k

jj .

Dieses Pr oblem ist auch in Beispiel 5.2.1 zu erkennen (obwohl da nicht so dr amatisch

auftr etend). Es kann kontr ol liert wer den, indem man dur ch die V erfeinerung des Gitters

eine b esser e Dirkr etisierung des Op er ators T konstruiert. Ein weiter es Exp eriment auf einem

feiner en Gitter zeigt,

12

da� b ei einer b esser en Genauigkeit die numerische Konver genz erst

nach 500 Schritten eintritt; nach 200 Schritten stel lt man wie der fest, da� die Di�er enz

jj '

k

� ~'

k

jj dieselb e Or dnung hat wie jj '

k

jj . Das Er gebnis dieser Iter ation wir d im Bild 5.7.a

dar gestel lt.
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Bild 5.7.a

11

Wie b ei den Beispielen 5.2.1 und 5.2.2 wurde ein Gitter mit 33 Knoten auf �

l

bzw. �

r

b en utzt ( 2

12

=4096

gleic hm

•

a�ig v erteilte Dreiec k e). Die Rec hn ungen wurden ab er mit dopp elter Genauigk eit durc hgef

•

uhrt.

12

Das Gitter hat 257 Knoten auf �

r

und 2

18

Elemen te. F

•

ur diese Iteration wird wieder die V ersion 7.1

des Programm-P ak etes PL TMG b en utzt, die mit dopp elter Genauigk eit arb eitet. Jedes gemisc h te Problem

b en

•

otigt ca. 5min CPU{Zeit, um gel

•

ost zu w erden.
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Der r elative F ehler in der L

2

(�

r

) {Norm der '

k

's in Bild 5.7.a b etr

•

agt 93.04%, 59.64%

bzw. 45.98%.

Dieses Pr oblem wur de von F alk und Monk analysiert. In [Mo] wur de das Pr oblem (CP b)

in 
 = (0 ; 1) � (0 ; 1) f

•

ur die Cauchydaten f ( y ) = 0 , g ( y ) = sin ( � y ) =� b etr achtet. Benutzt

wur de eine R e gularisierungsstr ate gie, die zur Minimierung eines quadr atischen F unktionals

f

•

uhrte. Die err e chneten Appr oximationen hatten einen r elativen F ehler zwischen 6.7% und

12% in der L

2

(�

r

) {Norm.

Wir versuchen eine ander e T e chnik anzuwenden, um den Op er ator T zu diskr etisier en.

Das scha�en wir, indem wir die gemischten R andwertaufgab e dur ch die Metho de der �niten

Di�er enz l

•

osen. Ein gleichm

•

a�iges Gitter wir d b enutzt, um die line ar e Systeme zu b auen. Die

dadur ch erzeugten Matrizen wer den mit Hilfe der R outinen des Pr o gr amm-Packetes ESSL

invertiert, was uns erlaubt, den Op er ator T in Matrix{F orm dir ekt zu r epr

•

asentier en.

13

Je-

der Iter ationsschritt wir d dur ch ein Pr o dukt Matrix{V ektor b er e chnet. Die Er gebnisse sind

vielverspr e chender als diejenigen, die dur ch die A nwendung der Metho de der �niten Ele-

mente err e chnet wer den, wie man im Bild 5.7.b feststel len kann.

14

Dies lie gt dar an, da�

b ei derselb en Diskr etisierungsdimension die Eigenwerte (insb esonder e der erste) der Finite{

Di�er enz{Diskr etisierung von T n

•

aher an den Eigenwerte des kontinuierlichen T lie gen als

die Eigenwerte der �niten Elementen{Diskr etisierung von T .

0 10 20 30 40 50
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osung
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Bild 5.7.b

Der r elative F ehler in der L

2

(�

r

) {Norm von den '

k

's in Bild 5.7.b b etr

•

agt 92.8%, 48.5%

bzw. 7.9%. In der folgenden T ab el le zeigen wir den r elativen F ehler, den Zeitaufwand und

den Sp eicherverbr auch f

•

ur die Implementation des Iter ationsverfahr ens dur ch die Metho de

der �niten Di�er enz auf verschie denen Gittern.

13

Dies ist o�ensic h tlic h der aufw endigste T eil der n umerisc hen Rec hn ung.

14

Das Gitter der Metho de der �niten Di�erenz im Bild 5.7.b hat 52 Knoten auf �

r

. Der Knoten 1 en tspric h t

dem Punkt (1,0) und der Knoten 42 dem Punkt (1,1).
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Anzahl v on relativ er F ehler in der CPU{Zeit

15

b en

•

otigter

Knoten auf �

r

L

2

{Norm nac h 1000 Sc hritten Sp eic herplatz

16 20.4% 0.62s 2 MBytes

32 10.1% 24.39s 18 MBytes

52 6.2% 6m 02.31s 122 MBytes

64 5.0% 20m 34.23s 270 MBytes

Bemerkung 5.2.5 Wenn wir die numerischen Er gebnisse von Pr oblem (CP a) und (CP b)

ver gleichen, schlie�en wir, da� die Asymptotik der Eigenwerte b eider Op er ator en qualitativ

sehr verschie den ist und sehr stark von dem Gebiet abh

•

angt.

Wir hab en in Beispiel 5.2.4 versucht, die einfachst m

•

ogliche R ekonstruktion numerisch

zu r e alisier en und so gar f

•

ur diese Cauchydaten war en die Er gebnisse numerisch sehr auf-

wendig. F

•

ur das Pr oblem (CP a) hab en ab er umfangr eiche T ests gezeigt, da� das Iter ati-

onsverfahr en in der L age ist, gute R esultate schon b ei kleiner Diskr etisierungsdimension zu

liefern.

Bemerkung 5.2.6 Eine Eigenschaft der Metho de der �niten Elemente ist, da� in der

end lichdimensionalen F ormulierung des gemischten Pr oblems der kontinuierliche Op er a-

tor L

l

n

bzw. L

d

in einer A rt diskr etisiert wir d, die uns erlaubt, jj L

l

n; FE

jj � jj L

l

n

jj bzw.

jj L

d; FE

jj � jj L

d

jj zu schlie�en,

16

wob ei L

l

n; FE

bzw. L

d; FE

die Diskr etisierung dur ch die Me-

tho de der �niten Elemente des Op er ators L

l

n

bzw. L

d

ist.

17

Wenn wir den diskr eten Op er ator

~

T

l

:= 


n

� L

d; FE

� 


d

� L

l

n; FE

de�nier en, folgt nun,

da� die Norm des Op er ators

~

T

l

h

•

ochstens so gr o� ist wie die von T

l

. In al len Beispielen,

in denen wir die Norm von

~

T

l

err e chnen k

•

onnen, stel len wir ab er fest, da�

~

T

l

eine e chte

Kontr aktion erzeugt.

Dies k

•

onnen wir in der R e chte ckge ometrie deutlich

•

ub erpr

•

ufen. Wenn wir die Stei�g-

keits{Matrizen von b eiden gemischten Pr oblemen invertier en und sie mit den p assenden

Spurop er ator en komp onier en, k

•

onnen wir den Op er ator

~

T

l

in Matrixform schr eib en und die

Eigenwerte mit denen von T

l

ver gleichen. Die A bweichung zwischen den Eigenwerten von

~

T

l

und denen von T

l

(siehe Beispiel 5.2.4) ist, soweit wir ger e chnet hab en, sehr gr o�, da

die Eigenwerte von

~

T

l

viel kleiner als 1 sind. Dies erkl

•

art die von uns b e ob achtete schnel le

numerische Konver genz.

Eine Konsequenz dieser durc h

~

T

l

erzeugten Kon traktion ist, da� sogar f

•

ur ink on-

sisten te Cauc h ydaten das diskrete Iterationsv erfahren k on v ergiert. Dies hab en wir

pseudo{Kon v ergenz genann t.

15

Die CPU{Zeit b ezieh t sic h zu einem IBM RISC System/6000-590 mit 230 MFLOP's Rec hengesc h win-

digk eit.

16

Siehe [Au2].

F

•

ur die Notation siehe die De�nition der Iteration (IT) in (3.1).

17

W as die Diskretisierung durc h die Metho de der �niten Di�erenz b etri�t, ist uns k ein Argumen t b ek ann t,

das diese Aussage garan tiert.
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Man kann in der diskr eten Iter ation zwischen der pseudo{Konver genz und der e chten

Konver genz der numerischen Iter ationsfolge f '

k

g unterscheiden. Wenn die Cauchydaten

konsistent sind, dann konver gier en die H

1

{F olgen L

n

( '

k

) und L

d

( 


d

( L

n

( '

k

))) ge gen dieselb e

Gr enzfunktion, n

•

amlich die H

1

{L

•

osung des Cauchy{Pr oblems. Wenn ab er die Cauchydaten

inkonsistent sind, dann konver giert die Di�er enz L

n

( '

k

) � L

d

( 


d

( L

n

( '

k

))) nicht ge gen Nul l

in H

1

(
) .

Bemerkung 5.2.7 Im Ge gensatz zu den Er gebnissen von A bschnitt 5.1, sind wir f

•

ur das

Cauchy{Pr oblem nicht in der L age, eine punktweise R ekonstruktion dur chzuf

•

uhr en. Dies

lie gt dar an, da� die Cauchydaten (0 ; �

h

) 2 H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

l

)

0

inkonsistent sind, wob ei �

h

ir gendeine glatte Appr oximation f

•

ur die Dir ac{Distribution � ist. Dies hab en wir festgestel lt,

indem wir versuchten, Cauchy{Pr obleme mit verschie denen Daten �

h

iter ativ zu l

•

osen. Be-

ob achtet wur de nur die pseudo{Konver genz aus Bemerkung 5.2.6.



Anhang A

F unktionen{R

•

aume

In diesem Anhang w erden die De�nitionen der Sob olev{R

•

aume eingef

•

uhrt, die in dieser

Arb eit b en utzt w erden. Haupts

•

ac hlic h w erden die R

•

aume H

s

(
) , H

s

0

(
) und H

s

( @ 
) f

•

ur

s 2 I R, gebrauc h t, w ob ei 
 � I R

n

(insb esondere I R

2

) ein regul

•

ares

1

, o�enes, b esc hr

•

anktes

und zusammenh

•

angendes Gebiet ist. F

•

ur die v ariationelle F orm ulierung v on gemisc h ten

elliptisc hen Randw ertaufgab en w erden die Sob olev{R

•

aume H

s

0

(
 [ �) und H

s

(�) b en utzt,

w ob ei � � @ 
 ein b ez

•

uglic h @ 
 o�enes Randst

•

uc k ist.

Die Literatur

•

ub er Sob olev{R

•

aume ist umfangreic h. Die f

•

ur diese Arb eit am h

•

au�gsten

k onsultierten B

•

uc her w aren [Ad], [Au1], [DaLi], [F o], [GiT r], [Gri1], [Gri2], [LiMa], [T re] und

[T ro]. (Man m u� mit der Notation v orsic h tig sein. Ein Beispiel daf

•

ur ist der Raum H

�

1

/

2

,

der f

•

ur einige Autoren der Dualraum v on H

1

/

2

0

und f

•

ur andere der Dualraum v on H

1

/

2

00

ist.)

A.1 Die R

•

aume C

k

(
)

Wir b eginnen die Un tersuc h ung der Sob olev{R

•

aume mit der De�nition der R

•

aume v on

glatten F unktionen. Sei 
 � I R

n

o�en. Man setzt C

k

(
) ; k 2 I N, den linearen Raum v on

F unktionen, die zusammen mit ihren Ableitungen der Ordn ung � k stetig in 
 sind. Dann

k

•

onnen wir den Raum

C

1

(
) :=

\

k 2 I N

C

k

(
)

de�nieren. F

•

ur k 2 I N sei C

k

( 
) der Raum der F unktionen aus C

k

(
), die zusammen mit

ihren Ableitungen bis zur Ordn ung k stetig fortsetzbar auf 
 sind.

2

Analog wie v orher

de�nieren wir

1

Damit meinen wir, da� 
 glatt ist und lok al auf einer Seite v on @ 
 liegt.

2

F

•

ur b esc hr

•

anktes 
 ist dies ein Banac h{Raum mit der Norm jj u jj

C

k

( 
 )

:=

P

� � k

j D

�

u j

1 ;


.

74



A.2. DIE SOBOLEV{R

•

AUME H

S

(
) 75

C

1

( 
) :=

\

k 2 I N

C

k

( 
) :

F

•

ur eine stetige F unktion u in 
 de�niert man den T r

•

ager v on u (o der supp u ) als den

Absc hlu� v on f x 2 
 = u ( x ) 6= 0 g . Der lineare Raum C

k

0

(
) ; k 2 I N [ f1g , ist de�niert

durc h

C

k

0

(
) := f u 2 C

k

(
) = supp u ist eine k ompakte T eilmenge v on 
 g :

Sei � � @ 
 ein b ez

•

uglic h @ 
 o�enes Randst

•

uc k. Der lineare Raum C

k

0

(
 [ �) ; k 2

I N [ f1g , ist de�niert durc h

C

k

0

(
 [ �) := f u 2 C

k

( 
) = supp u ist eine k ompakte T eilmenge v on 
 [ � g :

Die F unktionen aus C

k

0

(
 [ �) v ersc h winden iden tisc h auf @ 
 n �. O�ensic h tlic h gilt die

Ein b ettung

C

k

0

(
) � C

k

0

(
 [ �) � C

k

(
) :

De�nition A.1.1 (Distribution) Die Konver genz einer F olge f u

j

g in C

1

0

(
) kann fol-

genderma�en de�niert wer den: Man sagt, die F olge f u

j

g konver giert im Sinne von D (
)

ge gen 0 , wenn eine komp akte Menge K � 
 existiert, so da� f

•

ur al le j supp u

j

� K

ist und D

�

u

j

! 0 gleichm

•

a�ig in K f

•

ur al le Multiindizes � konver giert. Eine Distribution

T 2 D

0

(
) ist ein line ar es F unktional auf C

1

0

(
) mit ( T ; u

j

) ! 0 f

•

ur al le u

j

! 0 in D (
) .

De�nition A.1.2 (Distributionelle Ableitung) Wenn T : u 7! ( T ; u ) eine Distribution

ist, so ist auch S : u 7! � ( T ; u

x

i

) eine Distribution. Man de�niert S als die (distributionel le)

A bleitung von T o der die A bleitung im Sinne von D

0

(
) und schr eibt @ T =@ x

i

= S . F

•

ur einen

al lgemeinen Multiindex � schr eibt man

D

�

T : u 7� ! ( � 1)

j � j

( T ; D

�

u ) ; 8 u 2 D (
) :

3

A.2 Die Sob olev{R

•

aume H

s

(
)

Sei n un zus

•

atzlic h 
 ein regul

•

ares, o�enes, b esc hr

•

anktes und zusammenh

•

angendes Gebiet.

Das Randst

•

uc k � � @ 
 sei wie v orher de�niert. Hier wird die Strategie v on Agmon [Ag]

und Miranda [Mi] b en utzt, die lautet, die Sob olev{R

•

aume mit nic h t negativ en Indizes als

3

Aus der De�nition folgt T

x

i

x

j

= T

x

j

x

i

.
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Absc hlu� der R

•

aume v on glatten F unktionen zu de�nieren. Danac h w erden die R

•

aume mit

negativ en Indizes durc h Dualit

•

at de�niert.

Wir geb en zuerst die De�nition v on Sob olev{R

•

aumen mit ganzzahligen Indizes. F

•

ur

k 2 I N setzt man

H

k

(
) := C

1

( 
)

jj�jj

k ;


; H

k

0

(
) := C

1

0

(
)

jj�jj

k ;


und

H

k

0

(
 [ �) := C

1

0

(
 [ �)

jj�jj

k ;


;

w ob ei

jj u jj

2

k ;


=

X

j � j� k

jj D

�

u jj

2

L

2

(
)

ist. Das F unktional jj � jj

k ;


de�niert auf dem Raum H

k

(
) bzw. H

k

0

(
) eine Norm, und

damit sind diese Banac hr

•

aume.

In Kapitel 2 b en

•

otigen wir in Satz 2.4.4 die De�nition v on lok alen Regularit

•

at einer

Distribution. Desw egen setzen wir f

•

ur k 2 I N die R

•

aume

H

k

lo c

(
) := f u 2 D

0

(
) = u' 2 H

k

(
) 8 ' 2 D (
) g :

F

•

ur einen p ositiv en reellen Index s k ann man dasselb e Absc hlu�argumen t n utzen, um

die R

•

aume H

s

zu de�nieren. Man brauc h t daf

•

ur n ur eine geeignete De�nition f

•

ur die Norm

jj � jj

s

.

Sei s = k + � 2 I R

+

mit k 2 I N und � 2 (0 ; 1). Man de�niert ein F unktional jj � jj

s ;


auf

C

1

( 
) durc h

jj u jj

2

s ;


:= jj u jj

2

k ;


+

X

j � j = k

Z Z


 � 


j D

�

u ( x ) � D

�

u ( y ) j

2

j x � y j

n +2 �

dx dy :

Der Sob olev{Raum H

s

(
) bzw. H

s

0

(
) bzw. H

s

0

(
 [ �) wird als der Absc hlu� v on C

1

( 
)

bzw. C

1

0

(
) bzw. C

1

0

(
 [ �) b ez

•

uglic h jj � jj

s ;


de�niert.

Bemerkung A.2.1 Es folgt aus der De�nition, da� f

•

ur b eliebiges s � 0 die Einb ettung

C

1

0

(
) , ! H

s

0

(
) � H

s

0

(
 [ �) � H

s

(
)

gilt.

4

F

•

ur 0 � s �

1

2

gilt so gar C

1

0

(
) , ! H

s

(
) .

5

Dar aus folgt die dimensionsunabh

•

angige

Identit

•

at:

4

, ! hei�t dic h t eingeb ettet.

5

Siehe z.B. [LiMa] S. 9.
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H

s

0

(
) = H

s

0

(
 [ �) = H

s

(
) ; 0 � s �

1

2

:

Bemerkung A.2.2 H

•

au�g wir d der Sob olev{R aum H

k

(
) ; k 2 I N , als der T eilr aum von

L

2

(
) mit der Eigenschaft

H

k

(
) = f u 2 L

2

(
) = D

�

u 2 L

2

(
) ; j � j � k g

6

de�niert. Die Hilb ertr aum{Struktur von H

k

(
) wir d dur ch das inner e Pr o dukt

< u; v >

k ;


=

X

j � j� k

Z




D

�

u D

�

v dx

b eschrieb en. O�ensichtlich gelten f

•

ur 0 < k < l 2 I N die Einb ettungen

H

l

(
) , ! H

k

(
) , ! H

0

(
) = L

2

(
)

7

Bemerkung A.2.3 Eine ander e

•

ubliche De�nition des Sob olev{R aums H

s

(
) ; s 2 I R

+

,

fal ls 
 r e gul

•

ar ist, wir d mit Hilfe der F ouriertr ansformation in L

2

(
) dur chgef

•

uhrt. Man

de�niert zuerst den Hilb ert{R aum

H

s

(I R

n

) = f u 2 L

2

(I R

n

) = (1 + j � j

2

)

s= 2

^u 2 L

2

(I R

n

) g

8

mit dem inner en Pr o dukt < u; v >

s ;I R

n

=

R

I R

n

(1 + j � j

2

)

s

^u ^v d� . Der R aum H

s

(
) wir d dann

dur ch

H

s

(
) = f u 2 L

2

(
) = 9 U 2 H

s

(I R

n

) mit u = U

j 


g

de�niert. Die H

s

0

(
) {F unktionen sind diejenigen in H

s

(
) , der en F ortsetzung dur ch Nul l ~u

auf I R

n

in H

s

(I R

n

) lie gen.

F

•

ur die Un tersuc h ung v on gemisc h ten elliptisc hen Randw ertaufgab e b en

•

otigt man no c h

zw ei sp ezielle R

•

aume. Der erste ist der Raum H

1

(
; �) der durc h

H

1

(
; �) := f u 2 H

1

(
) = � u 2 L

2

(
) g

de�niert wird. Er spielt eine gro�e Rolle in der Analyse solc her Aufgab en, da ihre L

•

osungen

genau diese Regularit

•

at b esitzen.

9

Der zw eite ist der Raum H

s

00

(
) ; s 2 I R

+

. F

•

ur s = k + �

mit k 2 I N und � 2 [0 ; 1) setzt man

6

Die Ableitungen sind in distributionellem Sinn zu v erstehen.

7

Die Ein b ettungen sind sogar k ompakt (Satz v on Rellic h).

8

Mit ^u wird die F ouriertransformierte der F unktion u 2 L

2

(I R

n

) b ezeic hnet.

9

F

•

ur Details siehe Anhang B.3.
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jj u jj

s ;00;


:=

8

<

:

jj u jj

2

s ;


+

X

j � j = k

Z




j D

�

u ( x ) j

2

d

� 2 �

( x; @ 
) dx

9

=

;

1

/

2

;

w ob ei d ( x; @ 
) die Euklidisc he En tfern ung zwisc hen x 2 I R

n

und @ 
 ist. Der Raum H

s

00

(
)

wird n un als der Absc hlu� v on C

1

0

(
) b ez

•

uglic h der Norm jj � jj

s ;00;


de�niert.

Bemerkung A.2.4 F

•

ur s 6= k +

1

2

kann man die

•

Aquivalenz der Normen jj � jj

s ;


und

jj � jj

s ;00;


zeigen und es gilt H

s

00

(
) = H

s

0

(
) .

Der inter essanteste F al l f

•

ur diese A rb eit ist der F al l s =

1

2

. Man kann den R aum H

1

/

2

00

(
)

als

H

1

/

2

00

(
) := f u 2 H

1

/

2

0

(
) = u d

�

1

/

2

( � ; @ 
) 2 L

2

(
) g

de�nier en. A us der De�nition folgt, da� H

1

/

2

00

(
) dicht in H

1

/

2

0

(
) eingeb ettet und mit einer

strikt feiner en T op olo gie versehen ist.

Es fehlten no c h die R

•

aume H

� s

; s 2 I R

+

. Daf

•

ur brauc h t man den Raum D (
) und

seinen Dualraum D

0

(
).

10

Der Raum H

� s

(
) wird de�niert als

H

� s

(
) = f u 2 D

0

(
) = < u; � >

L

2

(
)

2 H

s

0

(
)

0

g :

Anders ausgedr

•

uc kt, H

� s

(
) ist der Dualraum v on H

s

0

(
) b ez

•

uglic h des Piv ot{Raumes

L

2

(
). Damit hat man f

•

ur alle s 2 I R

+

das Hilb ert{T riple

H

s

0

(
) , ! L

2

(
) , ! H

� s

(
) :

Bemerkung A.2.5 Es gibt eine ander e n

•

utzliche De�nition von H

� k

(
) ; k 2 I N . Man

setzt

H

� k

(
) := f u =

X

j � j� k

D

�

u

�

; u

�

2 L

2

(
) g :

Diese Darstel lung von u 2 H

� k

(
) ist ab er nicht eindeutig, wie man in [Gri1] o der [LiMa]

nachlesen kann.

10

Siehe Anhang A.1.
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A.3 Die Sob olev{R

•

aume H

s

( @ 
)

Um die Sob olev{R

•

aume H

s

( @ 
) zu de�nieren, brauc h t man ein tec hnisc hes Hilfsmittel, das

es erlaubt, immer mit den R

•

aumen H

s

(I R

n � 1

) zu arb eiten. Das Gebiet 
 und sein Rand @ 


sind wie in Anhang A.2 de�niert. Die not w endigen Hilfsmittel sind

De�nition A.3.1 ( O

i

; �

i

)

N

i =1

hei�t eine F amilie von lo c al maps genau dann, wenn

� O

i

� I R

n

o�en ist, mit @ 
 �

S

N

i =1

O

i

;

� je des �

i

ein C

1

{Di�e omorphismus ist mit:

8

>

>

<

>

>

:

�

i

: O

i

7! Q := f ( y

0

; y

n

) 2 I R

n

= j y

0

j < 1 ; � 1 < y

n

< 1 g ;

�

i

( O

i

\ 
) = Q

+

:= f ( y

0

; y

n

) 2 Q = y

n

> 0 g ;

�

i

( O

i

\ @ 
) = f ( y

0

; 0) 2 Q g :

De�nition A.3.2 Eine F amilie von F unktionen ( �

i

)

N

i =1

hei�t eine Partition der Eins b e-

z

•

uglich ( O

i

; �

i

) genau dann, wenn

� �

i

( x ) � 0 ; 8 x 2 @ 
 ;

� supp �

i

� O

i

\ @ 
 ;

�

P

N

i =1

�

i

( x ) = 1 ; 8 x 2 @ 
 .

Die Sob olev{R

•

aume auf @ 
 w erden folgenderma�en de�niert. Sei ( O

i

; �

i

)

N

i =1

eine F a-

milie v on lo cal maps und ( �

i

)

N

i =1

eine en tsprec hende P artition der Eins f

•

ur @ 
. F

•

ur eine

Distribution f auf @ 
 setze

( �

i

f )( y

0

) =

(

( �

i

f )( �

� 1

i

( y

0

; 0)) ; j y

0

j < 1

0 ; sonst

auf I R

n � 1

. Der Raum H

s

( @ 
) ; s 2 I R , wird n un durc h

H

s

( @ 
) := f f = �

i

f 2 H

s

(I R

n � 1

) ; i = 1 ; : : : ; N g

de�niert.

F

•

ur 
 2 I R

2

und ein o�enes (zusammenh

•

angendes) Randst

•

uc k � � @ 
 k ann man die

R

•

aume H

s

(�) und H

s

((0 ; 1)) iden ti�zieren. F

•

ur den Raum H

1

/

2

00

(�) gibt es eine alternativ e

De�nition. Das ist n

•

amlic h
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H

1

/

2

00

(�) := f u = U

j �

= U 2 H

1

0

(
 [ �) g ;

mit der Quotien tennorm

jj u jj

?

:= inf

U 2 H

1

0

(
 [ �)

U

j �

= u

jj U jj

1;


:

Die R

•

aume H

1

/

2

00

(�) v on A.2 und H

1

/

2

00

(�) sind algebraisc h iden tisc h und die Normen

jj � jj
1

/

2

;00;�

und jj � jj

?

sind

•

aquiv alen t.

Aus dieser De�nition folgt, da� die H

1

/

2

00

(�){F unktionen genau diejenigen aus H

1

/

2

0

(�)

sind, deren F ortsetzungen durc h Null auf @ 
 zu H

1

/

2

( @ 
) geh

•

oren.



Anhang B

Gemisc h te Randw ertaufgab en

In diesem Anhang w erden die not w endige Un tersuc h ungen

•

ub er gemisc h te elliptisc he Rand-

w ertaufgab en durc hgef

•

uhrt. Haupts

•

ac hlic h wird die Theorie v on sc h w ac hen L

•

osungen v on

gemisc h ten Problemen un tersuc h t. Die f

•

ur die Analyse b en

•

otigte Sob olev{Raum theorie wird

in Anhang A diskutiert.

Die Korrektgestelltheit solc her Randw ertaufgab en im Sinne v on Hadamard

1

wird nac h-

gepr

•

uft und die dazugeh

•

origen Hilfss

•

atze w erden diskutiert, damit wir die f

•

ur die Analyse

des Iterationsv erfahrens b en

•

otigte Theorie v ollst

•

andig im Gri� hab en.

B.1 Spurs

•

atze

Zun

•

ac hst de�nieren wir das Gebiet, auf dem unsere Randw ertaufgab en b etrac h tet w erden.

Sei 
 2 I R

2

ein o�enes regul

•

ares

2

glattes b esc hr

•

anktes Gebiet. Der Rand v on 
 sei zerlegbar

in @ 
 = [

N

j =1

�

j

, w ob ei die Randst

•

uc k e �

j

o�en zusammenh

•

angend sind und �

i

\ �

j

= ;

f

•

ur 1 � i 6= j � N . F erner sei 


j

der Diric hlet{Spurop erator v on C

1

( 
) nac h C

1

(�

j

) und

�

j

das V ektorfeld normal zu �

j

.

Der erste Satz b esc hreibt das V erh

•

altnis zwisc hen einer F unktion in H

m

(
) und ihrer

Spur auf @ 
. Dies ist ein Standard{Ergebnis, das in [Ad], [LiMa], [Au1], [DaLi], [Gri1,2]

und anderen zahlreic hen B

•

uc her

•

ub er Sob olev{R

•

aume gefunden w erden k ann.

Satz B.1.1 (Spursatz) Sei m 2 I N . Die auf C

1

( 
) de�nierte A bbildung

u 7� !

(


 u; 


@ u

@ �

; : : : ; 


@

m � 1

u

@ �

m � 1

)

hat eine einzige stetige (surjektive) F ortsetzung als ein Op er ator von

1

Siehe daf

•

ur Absc hnitt 1.1.

2

Damit meinen wir, da� 
 lok al auf einer Seite v on @ 
 liegt.

81
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H

m

(
) nach

m � 1

Y

i =0

H

m � i �

1

2

( @ 
) :

Weiter b esitzt diese F ortsetzung eine stetige R e chtsinverse.

Wir m

•

ussen no c h wissen, w as f

•

ur eine Regularit

•

at die Neumannspur der H

1

(
){L

•

osung

einer elliptisc hen Randw ertaufgab e b esitzt. Daf

•

ur reic h t der Satz B.1.1 leider nic h t. Da die

L

•

osungen den v on uns un tersuc h ten Randw ertaufgab en harmonisc h sind, ist es hinreic hend,

einen Spursatz f

•

ur F unktionen in H

1

(
; �) zu un tersuc hen.

3

In dieser Ric h tung hilft uns

Satz B.1.2 (Neumannspur v on H

1

(
; �) ) Die auf C

1

( 
) de�nierte A bbildung

�

�

: u 7� ! 


@ u

@ �

b esitzt eine einzige stetige F ortsetzung

~

�

�

: H

1

(
; �) � ! H

�

1

/

2

( @ 
) :

Dieser Satz ist ein Standard{Ergebnis der Theorie v on elliptisc hen Randw ertaufgab en

und k ann in [DaLi] und [Gri1,2] gefunden w erden. In der Analyse v on gemisc h ten Problemen

m

•

ussen wir auc h

•

ub er die Regularit

•

at der Spur v on auf 
 de�nierten F unktionen auf dem

Randst

•

uc k �

j

Besc heid wissen. Dab ei hilft uns

Satz B.1.3 (Spursatz bzgl. eines Randst

•

uc ks) Sei m 2 I N . Die f

•

ur je des j = 1 ; : : : ; m

auf C

1

( 
) de�nierte A bbildung

u 7� !

(




j

u; 


j

@ u

@ �

j

; : : : ; 


j

@

m � 1

u

@ �

m � 1

j

)

b esitzt eine einzige stetige (surjektive) F ortsetzung als ein Op er ator von

H

m

(
) nach

m � 1

Y

i =0

H

m � i �

1

2

(�

j

) :

3

Nac h De�nition ist H

1

(
; �) = f v 2 H

1

(
) = � v 2 L

2

(
) g .
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Dieser Satz un tersc heidet sic h nic h t w esen tlic h v on B.1.1 und k ann in [Gri1,2] gefunden

w erden. Eigen tlic h gilt er sogar, w enn 
 ein krummliniges P olygon mit C

k ; 1

Rand, k � m � 1

ist. Das n

•

ac hste Korollar en tspric h t dem Sp ezialfall m = 1 und l = 0 v on Satz B.1.3 und

ist genau das, w as man brauc h t, um H

1

(
){L

•

osungen v on gemisc h ten Randw ertaufgab en

zu un tersuc hen.

Korollar B.1.4 (Diric hletspur bzgl. eines Randst

•

uc ks) Der Dirichlet{Spur op er ator

von C

1

( 
) nach C

1

(�

j

) hat eine einzige stetige (surjektive) F ortzetzung als ein Op er ator

von

H

1

(
) nach H

1

/

2

(�

j

) ;

f

•

ur j = 1 ; : : : ; N .

Bemerkung B.1.5 Der Spur op er ator in Satz B.1.3 und insb esonder e in Kor ol lar B.1.4

b esitzt eine stetige R e chtsinverse. Das folgt aus der Existenz eines Pr olongationsop er ators

! 2 L ( H

s

(�

j

) ; H

s

( @ 
)) ; s � 0 , der die stetige R e chtsinverse des R estriktionsop er ators

� 2 L ( H

s

( @ 
) ; H

s

(�

j

)) ist. F

•

ur Details siehe [A u1] S.187-194.

W as no c h fehlt, ist eine Aussage

•

ub er die Regularit

•

at der Neumannspur v on H

1

{F unk-

tionen auf dem Randst

•

uc k �

j

. Wie in Satz B.1.2 reic h t es, die F unktionen in H

1

(
; �) zu

un tersuc hen. Der n

•

ac hste Satz arb eitet genau in diesem Kon text. Da er v on b esonderen

In teresse ist, wird hier eine Bew eisskizze durc hgef

•

uhrt.

Satz B.1.6 (Neumannspur bzgl. eines Randst

•

uc ks) Der von C

1

( 
) nach C

1

(�

j

)

de�nierte Neumann{Spur op er ator b esitzt eine einzige stetige F ortzetzung als ein Op er ator

von

H

1

(
; �) nach H

1

/

2

00

(�

j

)

0

;

f

•

ur j = 1 ; : : : ; N :

Beweis:

Sei v 2 V := f v 2 H

1

(
) = 


i

v = 0 ; i 6= j g . Aus der De�nition v on H

1

/

2

00

folgt 


j

v 2

H

1

/

2

00

(�

j

). F

•

ur u 2 C

1

( 
) liefert uns die Greensc he F ormel B.2.3

Z

�

j

u

�

j

v d � =

Z




� u v dx +

Z




r u r v dx :

Daraus folgt

j

Z

�

j

u

�

j

v d � j � c jj u jj

H

1

(
;�)

jj v jj

H

1

(
)

:
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Das hei�t, die Neumannspur v on u auf �

j

ist durc h

jj 


j

@ u

@ �

j

jj

H

1

/

2

00

(�

j

)

0

� c jj u jj

H

1

(
;�)

; u 2 C

1

( 
) ;

absc h

•

atzbar. Die Behauptung folgt n un aus der Dic h theit der Ein b ettung v on C

1

( 
) nac h

H

1

(
; �).

B.2 Die Greensc he F ormel

In der Analyse des Iterationsv erfahrens in Absc hnitt 3.2 so wie in der Un tersuc h ung v on ge-

misc h ten Randw ertaufgab en wird eine sp ezielle F assung der Greensc hen F ormel gebrauc h t.

Sie soll an die in dieser Arb eit b en utzten Sob olev{R

•

aume angepa�t w erden.

Sei die Menge 
, der Diric hlet{Spurop erator 


j

und das normale V ektorfeld �

j

wie in

Anhang B.1 de�niert. Der n

•

ac hste Satz wird in der Literatur

•

ublic herw eise (erste) Green-

sc he F ormel genann t. Er gilt auc h, falls @ 
 n ur Lipsc hitz{stetig v orausgesetzt wird. Ein

Bew eis daf

•

ur k ann in [Au1], [DaLi], [Gri1], [LiMa], [Krs] o der [T ro] gefunden w erden.

Satz B.2.1 Seien die F unktionen u; v in C

1

( 
) . Dann gilt

Z




� u v dx =

Z

@ 


u

�

v d � �

Z




r u r v dx: (B.1)

Die Gleichung ( B : 1) gilt auch f

•

ur F unktionen ( u; v ) 2 H

2

(
) � H

1

(
) und eb enfal ls f

•

ur

( u; v ) 2 H

1

(
; �) � H

1

(
) .

4

In einem gemisc h ten Problem w erden die Randdaten auf �

j

statt auf @ 
 v orgesc hrieb en.

Desw egen suc hen wir nac h hinreic henden Bedingungen, die uns erlaub en, das Randin tegral

R

@ 


u

�

v in ( B : 1) mit der Summe

P

j

R

�

j

u

�

j

v zu v ertausc hen. Den ersten Hin w eise daf

•

ur

liefert uns

Satz B.2.2 Seien die F unktionen u in H

2

(
) und v in H

1

(
) . Dann gilt

Z




� u v dx =

N

X

j =1

Z

�

j

u

�

v d � �

Z




r u r v dx: (B.2)

Dieser Satz ist eigen tlic h eine Konsequenz des Spursatzes B.1.3, denn dieser garan tiert

die Besc hr

•

anktheit der inneren Pro dukte in (B.2) in Sinne v on L

2

(�

j

). Satz B.2.2 bleibt

4

Die letzte Behauptung folgt aus der Dic h theit der Ein b ettung v on C

1

( 
 ) nac h H

1

(
; �) zusammen

mit dem Spursatz B.1.2.
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g

•

ultig, falls @ 
 ein krummliniges C

1 ; 1

P olygon ist. Den v ollst

•

andigen Bew eis k ann man in

[Gri1,2] �nden.

Der Satz B.2.2 l

•

ost leider nic h t alle unsere Probleme. Die L

•

osungen der gemisc h ten

Randw ertaufgab en in Absc hnitt 3.1 sind nic h t in H

2

(
), sondern n ur in H

1

(
; �). Desw egen

m

•

ussen wir einen Satz wie B.2.2 f

•

ur solc he F unktionen ableiten. Da w enig Regularit

•

at v on u

v erlangt wird, w erden w eitere Regularit

•

atsannahmen f

•

ur v n

•

otig sein, um das auszugleic hen.

In der T at, der Spursatz B.1.6 garan tiert die Dualit

•

at zwisc hen 


j

u

�

j

und 


j

v in (B.2),

falls u 2 H

1

(
; �) und v 2 H

1

(
) mit 


j

v 2 H

1

/

2

00

(�

j

) ; j = 1 ; : : : ; N sind. Das k ann

zusammengefa�t w erden in

Satz B.2.3 Sei u 2 H

1

(
; �) und v 2 f v 2 H

1

(
) = 


j

v 2 H

1

/

2

00

(�

j

) ; j = 1 ; : : : ; N g . Dann

gilt

Z




� u v dx =

N

X

j =1

Z

�

j

u

�

v d � �

Z




r u r v dx :

Die n

•

ac hsten zw ei S

•

atze b esc hreib en einige Eigensc haften der Spur v on H

1

{F unktionen,

die in der F orm ulierung des Iterationsv erfahrens in Absc hnitt 3.1 n

•

otig sind.

Satz B.2.4 Sei N = 2 , d.h. @ 
 = �

1

[ �

2

und u 2 H

1

(
) . Wenn 


1

u in H

1

/

2

00

(�

1

) lie gt,

dann lie gt 


2

u in H

1

/

2

00

(�

2

) .

Beweis:

Sei u 2 H

1

(
) mit 


1

u 2 H

1

/

2

00

(�

1

). Es existiert nac h De�nition v on H

1

/

2

00

(�

1

) ein v 2

H

1

0

(
 [ �

1

) mit 


1

( u � v ) = 0.

5

Die H

1

{F unktion w := u � v gen

•

ugt o�ensic h tlic h




1

w = 0 und 


2

w = 


2

u:

Dann ist w 2 H

1

0

(
 [ �

2

) und 


2

w 2 H

1

/

2

00

(�

2

).

Satz B.2.5 Sei N = 2 , d.h. @ 
 = �

1

[ �

2

und u eine harmonische F unktion in H

1

(
) .

Wenn 


1

@ u

@ �

1

in H

�

1

/

2

(�

1

) lie gt, dann lie gt 


2

@ u

@ �

2

in H

�

1

/

2

(�

2

) .

6

Beweis:

Sei u harmonisc h in H

1

(
) mit 


1

@ u

@ �

1

2 H

�

1

/

2

(�

1

). F

•

ur ' 2 H

1

/

2

(�

2

) setzen wir v

'

:=




� 1

2

' .

7

Damit de�nieren wir das lineare F unktional

5

Nac h De�nition ist H

1

0

(
 [ �

1

) := f v 2 H

1

(
) = 


2

v � 0 g .

6

Man sollte b emerk en, da� H

�

1

/

2

(�

2

) = H

1

/

2

(�

2

)

0

ist, denn es gilt H

1

/

2

0

(�

2

) = H

1

/

2

(�

2

).

7

Der Op erator 


� 1

2

ist der stetige Lift v on H

1

/

2

(�

2

) nac h H

1

(
) so, da� 


2

� 


� 1

2

die Iden tit

•

at auf H

1

/

2

(�

2

)

ist. Die Existenz v on 


� 1

2

wird in Bemerkung B.1.5 diskutiert.
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F ( ' ) :=

Z




r u r v

'

dx �

Z

�

1

u

�

1

v

'

d �

auf H

1

/

2

(�

2

). Die Besc hr

•

anktheit v on F folgt aus der Ungleic h ung

j F ( ' ) j � jj u jj

H

1

(
)

jj 


� 1

2

' jj

H

1

(
)

+ jj 


1

@ u

@ �

1

jj

H

�

1

/

2

(�

1

)

jj 


1




� 1

2

' jj

H

1

/

2

(�

1

)

� c

�

jj u jj

H

1

(
)

+ jj 


1

@ u

@ �

1

jj

H

�

1

/

2

(�

1

)

�

jj ' jj

H

1

/

2

(�

2

)

:

Sei n un ' 2 H

1

/

2

00

(�

2

) � H

1

/

2

(�

2

). Die S

•

atze B.2.4 und B.2.3 implizieren

F ( ' ) =

Z

�

2

u

�

2

' d � :

Die Behauptung des Satzes folgt aus der Dic h theit der Ein b ettung H

1

/

2

00

(�

2

) , ! H

1

/

2

(�

2

).

B.3 Gemisc h te Probleme

Bev or wir die gemisc h ten Probleme b etrac h ten, b en

•

otigen wir das

Lemma B.3.1 Sei 
 � I R

n

ein glattes b eschr

•

anktes Gebiet, u 2 D (
)

0

und v 2 D (
) .

Dann gilt

( � � u; v ) = ( r u; r v ) :

8

(B.3)

Die Gleichung ( B : 3) gilt auch f

•

ur F unktionen ( u; v ) 2 H

1

(
) � H

1

0

(
) .

9

W as wir no c h f

•

ur die Un tersuc h ung der gemisc h ten Problemen brauc hen, ist eine Poin-

c ar � esche Ungleichung auf H

1

0

(
 [ �

j

), w ob ei das Gebiet 
 � I R

2

und die Randst

•

uc k e �

j

wie

in Anhang B.1 de�niert sind. Zur V erf

•

ugung hab en wir in dieser Situation den

Satz B.3.2 F

•

ur 
 und �

j

wie in A nhang B.1 und u 2 H

1

0

(
 [ �

j

) gilt

jj u jj

L

2

(
)

� c jjr u jj

L

2

(
)

;

wob ei die Konstante c nur von 
 abh

•

angt.

10

8

Mit ( � ; � ) wird hier die Dualit

•

at zwisc hen D (
) = C

1

0

(
) und D (
)

0

angedeutet.

9

Die letzte Behauptung folgt, wie in Satz B.2.1, aus einem Dic h theitsargumen t.

10

Der Bew eis ist relativ tec hnisc h und ist in [T r] S. 69 zu �nden.
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Wir b etrac h ten das folgende gemisc h te Problem auf 
. F

•

ur f 2 H

1

/

2

(�

l

) und g 2

H

1

/

2

00

(�

r

)

0

�nde eine H

1

{L

•

osung v on

( GP )

8

>

>

>

<

>

>

>

:

� u = 0 ; in 


u = f ; auf �

l

u

�

= g ; auf �

r

u

�

= 0 ; auf �

i

:

Die Existenz, die Eindeutigk eit und die stetige Abh

•

angigk eit v on den Randdaten f

•

ur das

(GP) folgen grunds

•

atzlic h aus dem

Satz B.3.3 F

•

ur je des Paar ( f ; g ) 2 H

1

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

00

(�

r

)

0

b esitzt (GP) eine einzige L

•

osung

u 2 H

1

(
) . Weiter gilt

jj u jj

H

1

(
)

� c

�

jj f jj

H

1

/

2

(�

l

)

+ jj g jj

H

1

/

2

00

(�

r

)

0

�

: (B.4)

Bew eis:

Aus dem Korollar B.1.4 folgt die Existenz einer F unktion

~

f 2 H

1

(
) mit

~

f

j

�

l

= f .

Betrac h ten wir das V ariationsproblem

Z




r w r v dx =

Z

�

r

g v d � �

Z




r

~

f r v dx ; 8 v 2 V ; (B.5)

w ob ei V = H

1

0

(
 [ �

i

[ �

r

) ist.

11

Die Bilinearform < r� ; r� > ist k o erziv auf ( V ; jj � jj

H

1

(
)

) w egen Satz B.3.2. Der Satz

v on Lax{Milgram garan tiert dann die Existenz und Eindeutigk eit in V der L

•

osung dieses

V ariationsproblems, falls die rec h te Seite v on (B.5) in V

0

ist. Nenn t man l ( v ) die rec h te Seite

v on (B.5), dann folgt die Besc hr

•

anktheit des linearen F unktionals l aus der Ungleic h ung

j l ( v ) j � jj g jj

H

1

/

2

00

(�

r

)

0

jj v

j

�

r

jj

H

1

/

2

00

(�

r

)

+ jjr

~

f jj

L

2

(
)

jjr v jj

L

2

(
)

� c jj v jj

H

1

(
)

: (B.6)

In der letzten Ungleic h ung wurde stillsc h w eigend b en utzt, da� der Diric hlet{Spurop erator

eine stetige Abbildung v on V nac h H

1

/

2

00

(�

r

) ist.

12

Aus Lemma B.3.1 und Gleic h ung (B.5) f

•

ur v 2 H

1

0

(
) � V folgt

Z




�( w +

~

f ) v dx =

Z




r ( w +

~

f ) r v dx = 0 :

11

Der Raum V ist wie auc h H

1

0

(
) ein abgesc hlossener T eilraum v on H

1

(
).

12

F

•

ur Details siehe [DaLi] S. 397
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Dann ist u := w +

~

f 2 H

1

(
) harmonisc h und o�ensic h tlic h gen

•

ugt u

j �

l

= f . Aus Satz B.2.3

und Gleic h ung (B.5) f

•

ur v 2 H

1

0

(
 [ �

r

) � V folgt

Z

�

r

u

�

v d � =

Z

�

r

g v d � :

Daraus folgt, da� u

�

= g in Sinne v on H

1

/

2

00

(�

r

)

0

ist, denn der Diric hlet{Spurop erator ist

eine stetige surjektiv e Abbildung v on H

1

0

(
 [ �

r

) nac h H

1

/

2

00

(�

r

).

13

Aus einem

•

ahnlic hen Argumen t folgt u

�

= 0 auf �

i

. Dann ist u eine L

•

osung v on (GP).

Die Eindeutigk eit v on u folgt aus der Eindeutigk eit der L

•

osung w des V ariationsproblems

(B.5).

Die Ungleic h ung (B.4) ist n

•

amlic h eine Konsequenz des Lax{Milgram Satzes. In der T at

liefert dieser Satz die Absc h

•

atzung

jj u jj

H

1

(
)

� �

� 1

jj l jj

H

� 1

(
)

;

w ob ei � die Ko erzivit

•

atsk onstan te der bilinearen F orm in (B.5) ist. Aus der Absc h

•

atzung

(B.6) folgt ab er

jj l jj

H

� 1

(
)

� c

�

jj

~

f jj

H

1

(
)

+ jj g jj

H

1

/

2

00

(�

r

)

0

�

:

Die Ungleic h ung (B.4) folgt dann aus Bemerkung B.1.5.

Der n

•

ac hste Satz liefert eine Darstellung der H

1

{L

•

osung v on (GP), die in Absc hnitt

3.2 n

•

utzlic h sein wird. Der Satz k ann in Grisv ard [Gri1,2] o der W endland [Wn] gefunden

w erden.

14

Satz B.3.4 F

•

ur R anddaten f 2 H

3

/

2

(�

l

) und g 2 H

1

/

2

(�

r

) , l

•

a�t sich die H

1

{L

•

osung u von

( GP ) als

u = h +

2

X

i =1

�

i

u

i

(B.7)

darstellen, w ob ei h 2 H

2

(
) ist, �

i

2 I R und u

i

die singul

•

aren H

1

{F unktionen

u

i

( r ; � ) = r

1

/

2

i

sin

�

i

2

sind. Hier ist r

1

(bzw. r

2

) die En tfern ung zwisc hen z = ( r ; � ) 2 
 und dem Punkt (0 ; 1) 2 I R

2

(bzw. (0 ; � 1)); �

1

(bzw. �

2

) ist der Wink el zwisc hen z � (0 ; 1) (bzw. z � (0 ; � 1)) und der

T angen te zu @ 
 durc h (0 ; 1) (bzw. (0 ; � 1)) in der Ric h tung v on �

l

.

13

F

•

ur Details siehe [DaLi] S. 397

14

Elliptisc he Probleme auf ec kigen Gebieten w erden auc h in [Da] b etrac h tet.
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Bemerkung B.3.5 Die Existenz und Eindeutigkeit f

•

ur das Pr oblem ( GP ) mit R anddaten

( f ; g ) 2 H

3

/

2

(�

l

) � H

1

/

2

(�

r

) wir d analo g wie in Satz B.3.3 b ewiesen. Obwohl diese R and-

daten h

•

oher e R e gularit

•

at b esitzen, ist die L

•

osung i.A. nicht b esser als H

1

(
) . Der Satz

B.3.4 erlaubt uns, dieses Er gebnis zu versch

•

arfen, indem er eine genaue Beschr eibung des

singul

•

aren An teils der L

•

osung gibt.
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