





Diversos pintores e escultores utilizaram os poliedros como
elementos de suas obras;

e Paolo Ucello (1397 - 1475)

Figura 4.8

Figuras 4.9
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e Alberto Giacometti (1901 — 1966)

Figura 4.10

*M. C. Escher (1898 — 1972)

Figura 4.11
3) poliedros de Catalan.

Estes sao os poliedros duais aos poliedros de Arquimedes.
Os modelos encontram-se na figura 4.12;
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Figuras 4.12
4) poliedros, prismas e anti-prismas (figura 4.13).

Os prismas noés ja vimos. Os anti prismas sdo construidos
da seguinte maneira:

i) construa um poligono regular P de n lados num
plano «,
ii) construa um plano § paralelo ao plano «,

iii) sobre o plano B construa um poligono Q do mesmo
tipo que P de maneira que um vértice de P seja eqiii
distante de dois vértices de Q (basta rodar P por um
angulo /n).

Existe um ntimero infinito de prismas e anti prismas.

Figura 4.13
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5) poliedros de Johnson (figura 4.14).

Todos os poliedros convexos formados por faces que sejam
poliedros regulares e ndo pertencem as classes de poliedros
platonicos, arquimedianos, prismas ou anti-prismas sao co-
nhecidos como poliedros de Johnson. Em 1960, Norman Jo-
hnson conjecturou que existem 92 nesta categoria e em 1969
Johnson, Griinbaum e Zalgaller (Canadian J. of Maths, 18,
1966, 169-200) provaram a conjectura.

DO
e
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Figuras 4.14

6) deltaedros
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Os poliedros cujas faces sao tridngulos eqiiildteros sao co-
nhecidos como poliedros deltaedros. Existem 8 deltaedros
convexos (figura 4.15), 3 dos quais sdao poliedros regulares:
o tetraedro, o octaedro e o icosaedro. E curioso o fato que
ao contarmos o nimero de faces de cada um dos deltaedros
eles formam a seqiiéncia 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, e 20.



LB G

Tetraedro Bipiramide triangular Octaedro Bipiramide pentagonal
Deltaedro-4 Deltaedro-6 Deltaedro-8 Deltaedro-10

LA K

Deltaedro-12 Deltaedro-14

Deltaedro-16 Icosaedro
Deltaedro-20

Figura 4.15
7) dipiramides e deltoedros.

As dipiramides sao os poliedros duais dos prismas e os del-
toedros sao os duais dos anti-prismas (figura 4.16).

5 &

Figura 4.16

8) monstros.

Além dos poliedros nos itens anteriores existem muitos
outros que, por nao satisfazerem a relacdo de Euler, eram
denominados de monstros. O ilustrado na figura 4.17 satis-
faz X(P)=16-32+16=0. Para compreender melhor estes
exemplos recomendamos ao leitor o tema da classificagao
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das superficies compactas. Na figura 4.17a temos o toro de-
senhado por Leonardo da Vinci; o artista Paollo Ucello ja
havia desenhado um toro.

Figura 4.17a

Figura 4.17b

O artista renascentista Fra Giovanni também havia dese-
nhado um toro num de seus painéis de intarsia (mosaico
feito de madeira).

Figura 4.18
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Poliedros existem na natureza com relativa abundancia entre di-
versos tipos de pedras e de cristais. Alguns dodecaedros de bron-
ze, feitos entre os séculos 2 d.C. e 4 d.C., foram encontrados em
diversos paises da Europa. Também foi encontrado um icosaedro,
que assim como o dodecaedro, ndo se descobriu utilidade deles
para os povos antigos.

Figura 4.19

A definicao de poliedro é muito geral e complexa para obtermos re-
sultados matemadticos com as técnicas que dispomos. Devido a isto,
daremos uma defini¢ao de poliedros adequada aos nossos fins; po-
rém, antes precisamos formalizar alguns conceitos preliminares;

Definigao 6. Um conjunto X do espago R* é convexo se o segmento
de reta definido por quaisquer dois pontos P,Q € X estd contido em X ;
isto é PO c X (figura 4.20).

(@) (b)

Figura 4.20 (a), (b)

Definicao 7. Um conjunto X do espaco é limitado se existe uma esfera
Sy (P) tal que X < S, (P) (figura 4.21 — nesta figura, considere X o
conjunto sombreado). O mesmo conceito aplica-se quando X estd con-
tido no plano.
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(a) limitado (b) ilimitado

Figura 4.21a e 4.21b

4.2 Contando Veértices, Arestas e Faces

Dado um poliedro P, denotaremos o niimero de faces de n-lados
por F ,onde n>3. Assim,
F=F+F+.+F,.

O nimero de vértices sobre os quais incidem n arestas denota-
mos por 4,; dai,
A=A, +A4,+..+4,.

Definigao 8. Um poliedro P éum S -poliedro se existe uma esfera S, (P)
e uma fungio f : P — S, (P) que seja bijetora e continua.

Observacao 9. O que significa a fungdo f:P — S, (P) ser conti-
nua? Para definirmos o conceito de continuidade necessitamos de
técnicas que vao além do contetido apresentado, por isso ndo defi-
niremos. No entanto, em todo poliedro convexo que admite uma
esfera no seu interior podemos definir uma fungdo f: P — S, (P)
continua da seguinte maneira: seja O o centro da esfera e P um
ponto sobre o poliedro; seja P’ o ponto de intersecio da reta OP
com a esfera S,. Ao definirmos f(P)=P' obtemos uma funcéo
continua. Dentre os exemplos citados em 4.1, observamos que os
poliedros platonicos e os arquimedianos admitem uma esfera
inscrita sobre a qual podemos projetar os poliedros para obter
uma funcao continua e bijetora. Os tinicos sélidos, dentre os apre-
sentados, que ndo sdo S -poliedros sdao os monstros.

Uma caracteristica importante dos S -poliedros é que cada aresta
é a intersegao de duas faces. Assim, ao nos restringirmos a classe
dos S -poliedros podemos obter uma relacdo entre 4 e F' con-
tando o nimero de arestas em cada classe de poligonos: os tri-
angulos tem 3 arestas, os quadrilateros 4, os pentdgonos 5 e os
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n-dgonos n. Como num & -poliedro cada aresta é a intersecao de
duas faces, segue que
24=3F,+4F,+5F,...+nF,. 4.1)

Podemos fazer o mesmo ao contarmos os vértices, pois cada vér-
tice pertence exatamente a uma aresta;
24=3V,+4V, +5V,...+nV . 4.2)

Decorre do processo de contagem acima que valem as seguintes
desigualdades para um S -poliedro;
a) 24>3F, b) 24>3V. 4.3)

As demonstragdes de ambas sao idénticas e bastante simples. No
caso (a),
24=3(F,+F,+F;+..+F, )+ F, +2F, +3F; +..+(n-3)F, > 3F .

Aigualdade 24 =3F ocorre se, e somentese, F, =F, =...=F =0,
ou seja, se o poliedro tiver apenas faces triangulares. Se as faces
forem todas de n-lados segue que 24 =n}.

4.2.1 Relacao de Euler

O estudo dos poliedros tem apelo estético e matematico. Além
disto, é revelador. Umas das relagdes mais interessantes na teoria
é a conhecida caracteristica de Euler de um poliedro;

Definigao 10. A caracteristica de Euler de um poliedro P é o niimero
X(P)=V-A+F.

O objetivo desta secao é mostrar que para todo S -poliedro vale a
relacdao de Euler
X(P)=2. 4.5)

Uma observagao interessante é que em cada vértice v de um po-
liedro P temos a soma 6(v)= >0, dos angulos 6, das faces in-

i
cidentes a v. Se 6(v)=2m, entdo todas as faces incidindo em v
podem ser transformadas numa tinica, pois sao planares.
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Definigao 11. O defeito de um poliedro espacial no vértice v, é a diferenga
o(v,)=2n-6(v,).
. foge 2 T

Exemplo. No cubo, o defeito em cada vértice é o, = EX no tetrae-

. , 27 , T . 4
dro é 7z, no octaedro é 3 no dodecaedro é 5 e no icosaedro é
T 4 . P .
3 Além disto, como observou René Descartes, em todo poliedro

de Platao vale a igualdade

O0(P)=4x.

4.3 Poliedros Planos

Um poliedro é plano se ele pode ser desenhado no plano. Isto
ocorre sempre que a soma dos angulos em cada vértice do polie-
dro é igual a 27 . Um poligono é um poliedro plano, a uniao de
um namero finito de poligonos no plano cujas interse¢oes satisfa-
zem a defini¢do de poliedro é um poliedro.

Uma observagao importante € que um poliedro plano possui uma

curva poligonal fechada simples que o limita no plano. Isto é uma

manifestagdo do seguinte resultado geometricamente ébvio, po-
rém dificil de demonstrar;

Teorema 12. Teorema da Curva de Jordan — Uma curva fechada e
simples no plano decompoe o plano em duas regioes distintas, uma
limitada e outra ilimitada.

Proposigao 13. Se P é um poliedro plano, entao
X(P)=1.

Demonstracdo. Suponhamos que o poliedro esta desmontado de
forma que cada peca seja uma face. Vamos construi-lo come-
cando por uma face com n lados denotada por F'. Um poligono
de n lados tem n vértices, n arestas e 1 face e

X(F)=V-A+F=n-n+1=1.
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Euma curva formada
por segmentos de reta
que comegam num vértice
e retornam ao vértice sem
se auto interceptarem.




ma aresta perten-

ce ao bordo de um
poliedro se ela pertence
a uma Unica face do po-
liedro.

De acordo com a definicdo de poliedro ha duas possibilidades
para a intersecdo de duas faces: (a) elas encontram-se numa
aresta, ou (b) elas encontram-se num vértice. Seja F’ a proxi-
ma peca (face) que identificaremos & F:

a) uma aresta a' de F; ¢ identificada a uma aresta a de F,.
Entéo,

X(F'OF)=1+[(k-2)— (k-1 +1]=1.

b) a intersecio F| NF, é um vértice;

X(F'AFY)=1+[(k-1)—k+1]=1.

Por inducdo sobre o niimero de faces vamos assumir que apos
termos identificado n - 1 faces obtemos o poliedro plano
F(n-1) e que X(F(n—1))=1. Suponhamos que a tltima face
F a ser colada ¢ um poligono de m lados. Se a identificacdo de
F a F(n—l)seguir as condicoes descritas anteriormente, en-
tdo pelo mesmo calculo temos que X'(F(n—1) U F) =1, pois

X(F(n-D)UF)=1+(m-2)—(m-1)+1=1.

Pode ocorrer que, ao montarmos o poliedro, sejam identificados
| arestas adjacentes de F (/ <k) com [ arestas de F(n—1) ja
colocadas. Neste caso, temos /+1 vértices identificados como
ilustra a figura 4.22;

X(F(n-1)OF)=1+[(m—-1-1)—(m-1)+1]=1.

F (n-1)

Figura 4.22

O conjunto das arestas no bordo da regido obtida, ap6s termos
identificado todas as faces, é uma curva fechada simples. Segue

do Teorema de Jordan que esta poligonal decompde o plano em
duas regides distintas. A regiao limitada é o poliedro que havia
sido desmontado.
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4.4 Grafos x Poliedros

Generalizaremos o conceito de poliedro uma vez que, para os re-
sultados de contagem que estamos interessados, as arestas serem
segmentos de reta € irrelevante, o que de fato interessa é a manei-
ra como elas intersectam-se.

Definigao 14. Um grafo G consiste de um conjunto finito de vértices
V(G) ={w,,...,v,} edeum conjunto finito de arestas A(G) ={a,,...,a,,},
onde cada aresta é uma curva ligando dois vértices que denominamos

extremidades da aresta.

Exemplo. As figuras em 4.23 representam grafos;

v @
A
&

Figura 4.23

Existem diversas situa¢Oes préticas nas quais os grafos sdao em-
pregados para modelarem as questdes, por exemplo:

1) qual a maneira de conectarmos as residéncias de um bair-
ro a central telefonica de maneira que minimize os custos
com fiagao?

2) qual € a rota mais rdpida para irmos de um local a outro
dentro de uma cidade?
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3) qual a melhor tabela para o campeonato nacional de futebol,
levando-se em conta que € preciso minimizar as viagens?

4) em que ordem deve o carteiro entregar as cartas num bairro
de maneira que minimize a distancia percorrida?

5) quantas camadas o chip de um computador necessita de
maneira que as conexdes numa mesma camada nao se cru-
zem?

6) quantas cores sao necessarias para pintarmos um mapa de
maneira que paises vizinhos tenham cores distintas?

Enfim, existem intimeras situa¢des onde grafos sao aplicados.
Nosso foco serd aplicé-los aos poliedros.

Uma maneira eficiente para especificarmos um grafo é através da
sua matriz de adjacéncia;

Definicao 15. Dado um grafo G com vértices indexados por
V(G)={v,,...,v,}, a matriz de adjacéncia de G, denotada A(G), é a ma-
triz construida da sequinte maneira:

1) considere i, o nimero de arestas que conectam o vértice v,

N

av;

2) A(G) tem n linhas. Correspondem cada uma a um vértice e
n colunas também correspondendo cada uma a um vértice.

Assim A(G) possui n’ entradas a; onde
0 sev, ev, nao sao conectados por uma aresta,
a,
ij

i; havendo conexao por aresta entre os vértices v;, v,

Observacao 16.
1) ao mudarmos a ordem de indexacao do conjunto de vértices
obtemos uma outra matriz de adjacéncia para o grafo.
2) a matriz de adjacéncia é simétrica, pois i, =i, .

3) a matriz de adjacéncia ndo é suficiente para determinar o
grafo, é preciso também estabelecer uma bijecdo entre os
vértices, como indicam os grafos na figura 4.24
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Figura 4.24

A relagao biunivoca

x&d, vy b, z&e, wea
estabelece uma relacao bijetora entre G e H. As matrizes de
adjacéncia sao

¥ x oy zow *d b ¢ a
x 01 0 1 d 01 01
A4G)=y 1.0 1 0, AH)= b 1 0 1 0
z 01 00 c 01 00
w1l 0 0 0 a 1 0 0 O

Definicao 17. Um grafo G é considerado um grafo planar se pode
ser representado sobre o plano de maneira que a intersegao de
suas arestas é ou um vértice do grafo ou vazia.

Exemplo.

1) Um poliedro plano é um grafo, porém a reciproca é falsa
como mostra o exemplo na figura 4.25;

Rl

2) Gas-agua-eletricidade. Num bairro bidimensional formado

Figura 4.25

por 3 casas precisamos estabelecer as conexdes de cada casa
com as centrais de gas, de d4gua e de eletricidade. Para evi-
tarmos problemas entre os vizinhos estas conexdes nao po-
dem se cruzar. Mostraremos que nao € possivel realizar esta
tarefa, pois o grafo que representa a situagao nao € planar.

Nos exemplos de grafos apresentados observamos que um grafo
planar divide o plano em diversas regioes. Isto é conseqiiéncia do
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teorema da Curva de Jordan. Cada uma destas regides é denomi-
nada uma face de G.

Definicao 18. Dado um grafo G dizemos que F é uma face do grafo se
existir uma curva C fechada e simples, formada por arestas do grafo, tal
que as seguintes condigoes sejam satisfeitas:

1) F sejalimitada por C,

2) aunica curva de G que encontra F é a curva C.

Exemplo. Se pensarmos num grafo representando um mapa e as
faces do grafo correspondendo aos paises, temos (figura 4.26):

F4' = oceano

Figura 4.26

A curva fechada e simples mais externa do grafo, aquela que li-
mita a unido de todas as faces do grafo, é o bordo de uma regiao
ilimitada que denominamos oceano (figura 4.26) e que considera-
mos como uma face do grafo.

Definigao 19. A caracteristica de Euler de um grafo G que possui V
vértices, A arestas e F faces contadas com o oceano é
X(G)=V—-A+F.

Teorema 20. Se G é um grafo planar, entio
X(G)=2.

Demonstracdo. Ao substituirmos as arestas de G por segmentos
de reta obtemos um poliedro plano F,, nesta situacdo dizemos
que G e P, sdo equivalentes. A Unica diferenca entre G e P,
esta na forma das arestas e no fato de para G também computar-
mos 0 oceano como uma face, no resto eles coincidem; portanto,

X(G)=X(P,)+1=2.
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Porém, nem sempre um grafo ¢ um poliedro plano. Neste caso,
0 que temos € a presenca de um vértice de G que se retirado
decompoe o grafo em dois ou mais subgrafos distintos; supo-
nhamos que sejam apenas dois, entao as sequintes situagoes
podem ocorrer;

a) os subgrafos estdo conectados por uma aresta (figura 4.27a).
b) os subgrafos estdo conectados por uma face (figura 4.27b).

G G G G
1 2 1 2

(a) (b)

Figura 4.27a e 4.27b

No caso (a), suponhamos que G =G, UG, , onde G, e G, sejam
equivalentes a poliedros planos e a seja uma aresta de G, com
um vértice v € G,. Assim,

X(G Ufa})=2+(1-1+0)=2.

No caso (b), suponhamos que F seja a face de G, cujo vértice
ve G, entdo
X(GUF)=2+(1-2+1)=2.

Consequentemente, X(G) =2.

A seguir, mostraremos que um S -poliedro € equivalente a um
grafo plano. Para isto, precisamos projetar a esfera sobre um pla-
no. A projecdo estereogréfica serve para projetarmos a superfi-
cie de uma esfera sobre um plano. Por exemplo, ao fazermos um
mapa mundi projetamos a superficie da Terra sobre o plano.

Para definirmos a projegao estereografica fixamos um sistema de
coordenadas xyz com origem em O, a esfera S, (centradaem O e
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com raio R) e o plano a_, gerado pelas retas OX e OY . Sobre a
esfera marcamos o ponto N = (O, 0,2R ), denominado pdlo norte.
Agora, dado um ponto P =(x,y,z)e S, tracamos a semi-reta I
e marcamos o ponto P’ =(x/, y',O)’ onde /» corta o plano «,,. O
ponto P’ é a projecao estereografica de P (figura 4.28).

Figura 4.28

A projecao estereogréfica induz a 7, :S, —{N}— «a,, (fungao bi-
jetora), onde 7, (P)=P" é o ponto obtido acima. Observamos a
necessidade de retirarmos o p6lo norte para realizarmos a proje-
cao. Além disto, observamos que ao projetarmos as regioes muito
proximas do ponto N elas aumentam de escala, o que justifica a
ilha da Groenlandia aparecer em alguns mapas com uma &rea
comparavel a da Austrélia.

Vamos aplicar a projecdo estereogréfica aos poliedros. Porém, an-
tes precisamos projeta-los sobre a esfera:

Definicao 21. Um grafo esférico é um grafo cujos vértices, arestas e

faces pertencem a superficie de uma esfera. Dizemos que o grafo é um

poliedro esférico (figura 4.29) se ele satisfaz as sequintes propriedades:
1) a intersecao de duas arestas é ou um vértice ou vazia;

2) cada aresta € a interse¢ao de duas faces;

3) a intersecao de duas faces é ou um vértice, ou uma aresta
ou vazia.
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Figura 4.29

Observacao 22.Se G° é um grafo esférico, entdao todo ponto sobre
a esfera pertence a alguma face de G°. Isto também se verifica no
plano quando levamos em conta a regiao oceanica.

Através da projecdo estereografica temos que um grafo plano
corresponde a um grafo esférico e vice-versa. Observamos que
0 oceano associado a um grafo planar é mapeado pela projecao
estereogréfica sobre uma regido da esfera contendo o pélo norte
N. Decorre desta observagao o seguinte resultado;

Teorema 23. Seja G° um grafo esférico, entio
X(G)=2. (4.6)

Demonstracao. Seja O o centro da esfera. Escolhemos um pon-
to N sobre a esfera que pertenca ao interior de uma face de G*
e consideremos o plano a tangente a esfera e perpendicular a
reta ON. Seja G=m,G° o grafo plano equivalente a G°. Ao
revertermos a projecao estereografica, a regido oceanica de G ¢é
levada sobre a face F' que contém N; ou seja, G° e G possuem
0 mesmo numero de vértices, arestas e faces. Portanto,

X(G*)=X(G)=2.

Decorre da defini¢ao 8, na se¢do 4.2, que um S-poliedro P é
equivalente a um grafo esférico G°. Chegamos assim ao resulta-
do principal;

Teorema 24. (Euler) Se ‘P é um S -poliedro, entdo
X(P)=2. 47)
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Coroldrio 25. Se P é um S -poliedro com V' vértices, A arestas e
F faces, entao 4 <3V —6.Caso nenhuma das faces seja um tridn-
gulo, entao 4 <2V -4.

Demonstracdo. Decorre da inequagdo 24 >3F 4.3(a) e da
identidade 4.7 que 4 <3V —6. Nao havendo faces triangulares,
a mesma inequacao implica em 24 > 4F . Conseqiientemente,

8=4V —4A+4F <4V —44+24A= A<2V -4.

Podemos aplicar o corolario a questao do exemplo no qual trés ca-
sas devem ser ligadas as centrais de gas, d4gua e eletricidade sem
que haja cruzamento das conexdes. Veja que ao efetuarmos ligagoes
temos 6 vértices e 9 arestas e nenhuma face triangular, portanto
2(6)—-4=8<9. Assim, concluimos que néo é possivel realizar as
conexdes num plano sem que haja intersegdes entre as conexoes.

Observacao 26. A definicdo 8, na secao 4.2, é baseada nos exemplos
de poliedros que admitem uma projecao sobre a esfera de maneira
que a projecao seja continua e bijetora. De fato, existe uma questao
bastante dificil que é caracterizar os poliedros que limitam uma
regiao do espaco que possa ser deformada no interior de uma esfe-
ra. Algo analogo ao Teorema da Curva de Jordan no espago, onde
trocariamos curvas por superficies. Acontece que no espago, a ge-
neralizagao do teorema de Jordan é falsa. Para o leitor interessado
recomendamos procurar por esferas cornudas de Alexandroff.

4.5 Classificacao dos Poliedros Regulares
A relagao de Euler 4.5 é suficiente para obtermos a classificacao
dos poliedros de Platao. Eles tém as seguintes caracteristicas;

1) todas as faces sdo poligonos regulares congruentes entre si;

2) o numero de arestas incidindo sobre cada um dos vértices é
sempre 0 mesmo;

3) pertencem a classe dos S -poliedros.

Nos exemplos apresentados de poliedros platonicos € facil verifi-
carmos a ultima condi¢do uma vez que cada um dos sélidos ad-
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mite uma esfera inscrita e o sélido limitado por eles é convexo.
Sendo assim, eles satisfazem a relagcao de Euler

V—-A+F=2.

Suponhamos que todas as faces sejam poligonos regulares de n
lados, entdo decorre da relacdo 4.1 que
nk
A=—. 4.8
: )
Também assumimos que em cada vértice incidem p arestas, ou

seja V' =V, narelagdo 4.2. Assim,

pV

Substituindo as relagoes 4.8 e 4.9 na relagao de Euler, segue que

L iy S )
2 2 2p—2n—np
Como o namero de faces € finito, devemos ter 2p—2n—np >0, ou
seja
>p.
n—2 P

Porém, num poliedro, temos p >3, da onde n<6. A seguir ana-
lisaremos os casos possiveis;

) n=3
. p=3~F=4 tetraedro,
F:6—p:> p=4~F =8 octaedro,
p p=5~+F =5 1icosaedro.
2)n=4
_ 2p_:>p:3 ~ F =6 cubo.
4-p
3) n=5.
- 4p = p=3~ F =12 dodecaedro.
10-3p

No texto a seguir, apresentamos um extrato (retirado de [16]) do
texto de Platdo, incluido no didlogo de Timeu, que justifica porque
os poliedros regulares foram denominados Poliedros de Platio;
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“Em primeiro lugar, é claro para toda a gente que o fogo, a terra e
0 ar sdo corpos, e que todos os corpos sdo solidos. Todos os corpos
sdo iluminados por superficies e todas as superficies retilineas sio
compostas por tridngulos. Ha dois tipos fundamentais de tridngulos,
cada um deles tendo um dngulo reto e dois Angulos agudos; num
deles estes dois Angulos sdo metade de dngulos retos, sendo subenten-
didos por lados iguais; no outro, sdo desiguais, sendo subentendidos
por lados desiguais. Postulamos isto como a origem do fogo e dos
outros corpos, combinando o nosso argumento a verossimilhanga e a
necessidade; as suas origens 1iltimas sdo conhecidas dos deuses e dos
homens a que os deuses amam.

Figura 4.30

Devemos continuar a indagar quais sdo 0s quatro corpos mais perfei-
tos possivel que embora diferentes uns dos outros, sio capazes de se
transformar uns nos outros por resolugio. Se conseguimos encontrar
a resposta para esta questdo temos a verdade sobre a origem da terra
e do fogo e dos dois termos entre eles; porque nunca admitiremos
que haja corpos visiveis mais perfeitos do que estes, cada um do seu
tipo. Assim, devemos fazer o possivel para construir quatro tipos de
corpos perfeitos e defender que compreendemos suficientemente a
sua natureza para atingirmos o nosso objetivo. Dos dois tridngu-
los fundamentais, portanto, o isésceles tem wma iinica variedade e
0 escaleno um niimero finito. Devemos por conseguinte escolher, se
vamos comegar de acordo com 0s 10ssos proprios principios, o mais
perfeito deste niimero infinito. Se alguém nos puder indicar uma me-
lhor selegio de tridngulos para a construgio dos quatro corpos, essa
sugestio serd bem-vinda; mas pela nossa parte propomo-nos passar
por cima de todos os restantes e selecionar um tinico tipo, aquele cujo
par compdes um tridngulo eqiiildtero. Seria uma historia demasiado
longa explicar a razdo, mas se alguém conseguir apresentar uma pro-
va de assim ndo é, essa proeza serd bem recebida. Assumamos entio
que estes sdo os dois tridngulos a partir dos quais o fogo e os outros
corpos sio construidos: um isdsceles e o outro com um lado maior
cujo quadrado é o triplo do menos...
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Temos que descrever sequidamente a figura geométrica de cada corpo
e indicar o miimero de seus componentes. Comegaremos com a cons-
trugdo da figura mais simples e mais pequena. A sua unidade bdsica
¢ o triangulo cuja hipotenusa tem o dobro do seu lado menor. Se
juntarem dois destes tridngulos, com a hipotenusa como didmetro da
figura resultante, e se repetir o processo trés vezes, fazendo coincidir
os didmetros e os lados menores da trés figuras no mesmo vértice, o
resultado é um simples tridngulo eqiiildtero composto de seis unida-
des bdsicas. Ao juntarem-se quatro tridngulos eqiiildteros, trés dos
seus Angulos planos encontram-se para formar um sé angulo solido,
aquele que aparece imediatamente a seguir ao mais obtuso dos dngu-
los planos; e quando quatro destes dngulos tiverem sido formados o
resultado é a figura sélida mais simples, que divide a superficie da

esfera, circunscrevendo-a em partes iguais e similares.
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A sequnda figura é composta dos mesmos tridngulos bidsicos reuni-
dos para formar oito tridngulos eqiiiliteros e que forma um sé dngulo
solido a partir de quatro planos. A formagio de seis destes solidos
completa a figura niimero dois.

A terceira figura é formada a partir de cento e vinte tridngulos bd-
sicos e tem doze dngulos sélidos, cada um deles limitado por cinco
triangulos eqiiildteros planos e vinte faces, cada uma das quais é um
tridngulo eqiiildtero.

Depois da construgdo destas trés figuras dispensa-se a primeira das
nossas unidades bdsicas e utiliza-se o tridngulo isésceles para a produ-
¢do do quarto corpo (figura 4.24). Quatro destes tridngulos sdo juntos
com o0s seus dngulos retos encontrando-se num vértice para formarem
um quadrado. Seis quadrados postos em conjunto completam dngulos
solidos, cada um deles composto por trés angulos retos planos. A figura
do corpo resultante é o cubo, com seis faces quadradas planas.



B
%

L

Faltava ainda uma quinta construcdo que o deus utilizou para

Figura 4.32

organizar todas as constelacdes do céu.
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Figura 4.33
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...devemos prossequir distribuindo as figuras cujas origens acabamos
de descrever pelo fogo, terra, dgua e ar. Atribuamos o cubo a terra,
uma vez que é o mais imovel dos quatro corpos e tem a forma mais
estdvel, sendo estas caracteristicas que deve possuir a figura com as
formas mais estdveis. E relativamente aos tridngulos bdsicos assumi-
mos que o isdsceles tem uma base naturalmente mais estdvel que o
escaleno, e que das figuras eqiiildteras compostas por eles o quadrado
é, todo ou em parte uma base mais firme que do que o tridngulo eqiii-
latero. Mantemos assim o nosso principio de verossimilhanga atri-
buindo-o a terra e, de forma semelhante a dgua a menos movel das
outras figuras, a mais movel ao fogo e a menos cortante a dgua. Re-
sumindo, a figura que tem o menor niimero de faces deverd ser, pela
natureza das coisas, a mais movel, assim como a mais cortante e mais
penetrante e, finalmente, sendo composta pelo menor niimero de par-
tes semelhantes, a mais leve. A nossa sequnda figura serd em todas
essas caracteristicas, e a nossa terceira serd a terceira. Deste modo, a
légica e a verossimilhanga exigem que olhemos para a pirdmide como
figura sélida que é a unidade bdsica ou a semente do fogo; e podemos
olhar a sequnda das figuras que construimos como a unidade bdsica
do ar, a terceira a da dgua.



O texto usado como
referéncia resultou em
um conjunto de trabalhos
escritos por professores
participantes de um
Curso de Especializagio
realizado em 1993

no Departamento de
Educagio da Faculdade de
Ciéncias da Universidade
de Lisboa.

Figura 4.26
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