O Espaco das Retas em R?

Celso M. Doria
UFSC - Depto. de Matematica
cmdoria@mtm.ufsc.br

March 28, 2009

Abstract

1 Introduction

O objetivo destas notas é descrever o espago

L,={L|LCR" éumareta}

Uma reta L C R"™ é descrita por um ponto P € L e por um vetor u//L.
Considerando o vetor v = OP, entao temos que

L={v+tu|teR}

O fato que os vetores v,u € R™ determinam L mostra que bastam 2n
parametros para descrever L, o que indica que £,, é um espago cuja dimensao
¢ no maximo 2n. No entanto, observamos que ao realizarmos substituigoes do
tipo

1. o vetor u por um vetor & = rou, 79 € R
2. o vetor v pelo vetor v = v 4 sgu, Sg€R

obtemos a mesma reta L (como objeto geométrico), o que reduz o ntimero de
parametros para 2(n-1). Esta observacao pode ser colocado da seguinte forma;

Proposition 1.0.1. Sejam v e u vetores em R™ e

L={v+tu|teR} L={o+tu|tecR,d=uv+sou,i=rou,ro,so € R}

Entio, L = L.



Proof. Desde que

U+t = v+ tou + t(su) = v+ (to + ts)u

concluimos que 1~)+fﬁ~€ L. Analogamente, para todo ¢ € R temos que v+tu € L.
Consequentemente, L = L. O

Uma vez que a reta L pode ser descrita em termos de um par (v, u), vamos
descrevé-la utilizando conceitos definidos a partir da introducao do produto
interno em R™ definido por

v = (al,ag,...,an),u: (bl,bg,...,bg,) = < v,u>=a1by+asba+---+asbs

Sejam u € R™ um vetor paralelo & L tal que | u |=1e P, € L o ponto de L
mais préximo da origem O, isto é,

d(0, P,) =d(O,L) = Inin dist(0, Q)

Observe que ha dois vetores paralelos a L cujo médulo é 1; isto implica que é
preciso tomar o quociente por Zs no que corresponde a u. Como antes, considere
v = OP o vetor determinado pelo ponto P € L e defina v,,, = OP,,. E imediato
verificar que

Uy, = v— < U, U > U, (1)

da onde, pela proposicao ( 1.0.1) a reta determinada por (vy,,u) é a mesma que
a determinada por (v,u) e, além disto, vy, L u.
Portanto,

L= (v,u) < (vm, u),

onde

=1
{|u| : )
< UV >=0

2 L3

Em termos de coordenadas, se v, = (z1, T2, x3) u = (24, 5, ), S€gue que uma
reta em R3 corresponde a uma solucdo do sistema algébrico

(3)

T1T4 + T2x5 + 2376 = 0,
i+ a2+ ad=1

Considere os polindomios



Py (z1, 22, %3, Ta, T5, Tg) = T124 + o5 + T3Te,
2022
Py(xq, 20, 3, 24, 5, 6) = T4 + x5 + 2§

Uma vez que,

(5)

vpl(I1,$2,$37l'4,$5,136) = (I4,I5,I67I1,I2,I3)
VP2($1,$2,$371'4,£C5, xG) = 2(03 0,0,$4,$5, ‘rﬁ)

observamos que em todo ponto (z1,Z2,%3,%4,75,76) € R® os gradientes
VP, e VP, sao 1.i. Portanto, os polindomios P; e P sao transversais em todos
os pontos pertencentes ao conjunto P; '(0) N Py (1) e, consequentemente, o
espaco £, das retas em R3 é uma subvariedade algébrica de RS cuja dimensdo é

dim(L) =5+5—6=4

Uma vez que os polindémios em ( 7) sdo homogéneos, isto é

Py(x1, 29,23, T4, T5,T6) = X124 + T2T5 + 2326 = Pi(tz) = 2P (x),
P2($1,$27.’L‘3,I4, 1‘5,1}6) = 33421 + J?g + JI% = Pg(ta?) = t2P2(.’L‘)

(6)
é possivel projetivizar o espago £ de forma que ele se torna um espaco compacto
em RP®.

2.1 Classe de homeomorfismo de L3

Vamos inicialmente estudar o caso do espaco L. Seja M? a faixa de Moebius.

Proposition 2.1.1.

homeo
~

L4 M? ~ RP? — D?

A inclusdo RP' C M? corresponde ao subconjunto de L3 formado pelas retas
que passam pela origem.

Proof. Neste caso, teremos que £ é definido pelo par de equagoes

T1T3 + Toxg = 0,
r34+ai=1

Considere, para cada R € R, o circulo

SYR) = {(x1,22) € R* | 2? + 23 = R?}

de modo que

R*= | J Sk

ReR



Quando R=0, temos que S} = {(0,0)}.

Decorre que para cada ponto v = (x1,72) € R?, temos que o vetor u =
(x3,74) é um vetor unitério ortogonal & v. Para qualquer v € R? considere o
espaco

L,={weR?|w L v}

Se restringirmos & situacdo onde v = (x1,22) € S'(R), entdo teremos que
L, =T,S'(R) e, consequentemente, o espago

U

veS(R)

é exatamente o fibrado tangente T'S'(R). Por isto, ao considerarmos que
u € L, e | u|=1 temos que

(v,u) € UT(S'(R)) = fibrado tangente unitario

Porém, conforme foi dito, é preciso tomar o quociente pela acao de Zs sobre
L,, uma vez que a reta determinada pelo par (v,u) é igual a reta determinada
pelo par (v, —u). Assim,

(v,u) € P(S*(R)) = fibrado tangente projetivizado

Como P(SY(R)) =~ S x Zs, apés o quociente por Zs, temos que o espaco
das retas tangentes a S*(R) é homeomorfo a S'. Portanto, para cada R € Rq
temos uma cépia de S da onde concluimos que o espco das retas que nao passam
pela origem (caso R=0) ¢ homeomorfo ao cilindro (0,00) x S*. Quando R=0,
entao observamos que os os circulos estao degenerando-se sobre a origem e que
as retas tangentes aos pontos antipodas do circlo estao se identificando. Isto
corresponde a introduzir no cilindro [0, co] x R
a relacao de equivaléncia

(R,z)~(R,z) & R=R=0 e z=-z2

Entao,

homeo [0, OO) X Sl
2 ~ B —

O quociente pela relagdo de equivaléncia corresponde a realizar a identi-
ficagao, ao longo do bordo {0} x S*, quando se constroi o espago projetivo RP?
a partir de S2. Desta forma,

homeo
~

Lo RP? — D?
A demonstragao esta completa ao observarmos que

2 hogeo

RP2—-D M2,



