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Capitulo 1

Introducao

As Variedades Diferenciaveis constituem uma categoria de espagos topoldgicos sobre os quais é possivel definir os
operadores de Derivacao e Integragdo. Diversos modelos matemdticos apresentam um carater nao linear, o que
significa que as equagbes definem estruturas nao-lineares. Quando esta estrutura é associada a uma variedade
diferencidvel, entdo as técnicas da teoria de variedades diferenciveis podem ser empregadas para entender os
problemas oriundos da nao-linearidade.

O desenvolvimento da integracao sobre Variedades surgiu do descobrimento das formas diferenciais. Por sua
vez, as formas foram descobertas pela simples observacdo de que os teoremas classicos de integracdo, Teorema
Fundamental do Célculo, Teorema de Green, Teorema de Stokes e o Teorema de Gauss, eram o mesmo Teorema
quando escritos na linguagem das formas diferenciais. Tal fato pode ser dado como um exemplo onde, em ma-
tematica, a simplicidade da linguagem nao deve ser ignorada mas interpretada como indicio de uma estrutura cuja
riqueza sé poderd ser avaliada apds ter sido explorada.

O primeiro grande resultado foi o Teorema de De Rham, cuja afirmacao diz que os grupos de cohomologia
de formas e os grupos de cohomologia singular(c/coef. em R) sdo isomorfos, relacinando a estrutura diferencidvel
com a topologia da variedade. Posteriormente, a teoria culminou com a chamada Teoria de Chern-Weil, onde
classes caracteristicas de fibrados vetoriais sao detectadas a partir de formas diferenciais definidas pela forma de
curvatura.

H4 diversas aplicacgoes de formas diferenciais na Geometria e na Topologia, mas sdo muito relevantes as
aplicagoes na Relatividade Geral e na Teoria do Calibre (Gauge). Todas as aplicagdes sao decorrentes do fato de
que as formas diferenciais formam a linguagem adequada para descrever operadores globalmente definidos sobre
uma variedade, dispensando o uso de cartas locais.
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Capitulo 2

Integracao Vetorial

2.1 Calculo Vetorial

Vamos recordar alguns aspectos operacionais de cdlculo vetorial, para motivar e entender o emprego das formas
diferenciais. Formas Diferenciais formam uma linguagem, sendo que através delas as variedades manifestam alguns
aspectos da sua natureza. Digamos que seria muito dificil para Sigmund Freud desenvolver a sua Teoria da
Psicandlise caso os humanos ndo tivessem uma linguagem altamente desenvolvida; neste caso, o analisado é a
variedade.

2.1.1 Integral de Linha

Para rever a integral de linha, vamos utilizar o conceito fisico do Trabalho. Considere uma particula de massa M
que é deslocada sobre uma linha reta & uma distancia s sob a agdo de uma forga constante F, entdo o Trabalho é
dado por

W = F.s.

Agora, suponha que ao deslocar-se, a particula descreve uma curva 7 : [a,b] — R? ~= (v1,72). Para determinar
o Trabalho realizado vamos aproximar a curva por uma curva poligonal vp associada a uma partigao P = {a =
ti,...,ti,...,tn = b} do intervalo [a,b]. Considere o conjunto de pontos

{t1;1<i<nt; € [ti1,t:]}
assuma que no intervalo [t;,t;41] o Trabalho é dado por
W; =< F(t7),T(t7) > As;

onde T'(t7) = % é o vetor tangente a  no instante t], e

As, — \/[Wl(twl) - Vl(ti)}z + [72(ti+1) - 72(“)]2Ati _
tiv1 — t; tit1 — b

= VP + a0 At =] 7 (£) | At

Portanto, o trabalho realizado sobre a linha poligonal yp é

WPIiWi:i}<F(ﬁ),T(tZ) > As; =

(t «
77( S ) | At =

(8)

=T <FE),T) > v () | At =Y < F(t)), |
i=1 i=1

n

=Y <F(t),7 () > At

i=1
Desta forma, o Trabalho sobre v é aproximadamente W ~ Wp.
De fato, se || P ||= sup;<;<, | ti+1 — ti |, podemos definir o Trabalho sobre v como sendo
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W= lim Wp (2.1)
[IPl]—0
Quando o limite ( 2.1) existe, denotamos
b
W= / < F(t),y(t) > dt (2.2)

Suponha que F = (Fi, F2) e v = (y1,72), entao

< F(t),y (t) > dt = Fy(t)y; (t)dt + Fa(t)vs(t)dt

O ponto de partida para a Teoria de Formas Diferenciais é definir os funcionais lineares dz1, dxs como segue: sejam
pE€R? eu = (u1,u2),v = (v1,v2) € T,R?, entdo para todo r,s € R

dz1(ru + sv) = rur + sv1, dxa(ru + sv) = rug + sve

Uma vez que dy = 0yydt = (jdt,v,dt), temos que

dzi(dy) =~i(t)dt e dxa(dy) = v;(t)dt

onde 7' (t) = dy.1 = dyydt.1
Desta forma,

w— [ "< P() () > di = / R (0t + Bty (2.3)

= [t @) + B0z

Em geral, o campo vetorial F' = (F1, F») estd definido em R?, da onde podemos considerar o funcional linear
definido em R? por

w = Fidx, + ngxg,

de modo que podemos escrever a equacao ( 2.3) na forma

W= /w (2.4)

O simbolo acima significa que

b
W= / w= / (B (v(0)dzr + Fo(4(t))dis} = / (B (v(8)ds + F(4(£))daa) (7 (1)) =

:/ {Fl(v(t))dwl(v’(t))+F2(V(t))d$2(7’(t))}:/ Fi(t)vi(8)dt + Fa(t)ys(t)dt =

a

b
= [ AGOR0 + RO
Com o objetivo de definir os funcionais lineares dx1 e dx2 vejamos o seguinte;
Definicdo 2.1.1.1. Seja p € R%. O plano tangente ¢ R% no ponto p € o espago vetorial
T,R={veR’|3 7n:(—ee) —R> tal que n1(0)=p,n(0)=uv}.
Desta forma, v'(t) € Tw(t)RQ enquanto dz; e dre definem, para cada ponto p € R?, os funcionais lineares

dr; : T,R> >R i=1,2.
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2.1.2 Integral de Superficie

Vamos agora considerar o seguinte problema fisico; calcule o fluxo de um campo vetorial V (ex: campo elétrico,
meio fluido, corrente elétrica, ...) através de uma superficie limitada Q € R®. Seja (U, ), ¢ : U — R* uma
parametrizagdo de €2 dada em coordenadas por

¢(u7 U) = (¢1(u,v),¢2(u,v),d)g(u,v)) ) (u7v) eu
Uma particdo P de U é uma subdivisdo em pequenos elementos de drea A;. Como anteriormente, sejam

[| Pll=supi<i<n | Ai | e (ui,v]) € A;.
Notagao: % = 0w = Gu.-

Em Q, vamos assumir que existe um campo vetorial normal unitéario de classe C*° dado por

) = TR

onde

Pu A Py = (Oup20vd3 — Oud30y P2, Oud30uP1 — Oud10vP3, Ou10vd2 — Oup20uP1)

Exercicio 1: No ponto (u,v), a derivada da aplicagdo ¢ : U — R? define a aplicacio linear dpuw) : T(um)]R2 —
t¢(u7v)R3, cuja matriz na base canonica é dada por

8u¢1 6’1} ¢1
d¢(u,v) = au¢2 8v¢2 (25)
a’u,¢3 av¢3

Mostre que o vetor ortogonal N = ¢, A ¢, é dado por

N(u, 1}) _ (8(¢27 ¢3) , 8(¢’37 ¢1 7 a(¢1a ¢)2) )’
O(u,v) * O(u,v) " 9(u,v)
onde cada coordernada é um determinante menor da matrix ( 2.5).

Se um campo vetorial V for tangente a superficie, entdo ndo haverd fluxo de V através da superficie. Intui-
tivamente, considere o caso quando as pessoas estdo caminhando paralelamente a uma parede, ou ortogonalmente
a normal a parede, entdo havendo uma porta na parede, o fluxo de pessoas pela porta sera 0.

Analogamente, a idéia é aproximar €2 por uma superficie de um poliedro. Para isto, considere uma particao P
de U. Supondo que U = [a, b] X [c,d], considere P, = {a = u1,...,up =b} e P, = {c =v1,...,v, = d}. Portanto,
uma particdo de U é dada por

P =PuxPo={(ui,vi) | 1 <i<n}

ou seja,

U= [wi—1, ui] X [vj-1,v;].

1

C:=
Y

=1y

Os vértices ¢(us,v;) da partigdo P definem o poliedro

Qp = {o(ui,vi) | (us,vi) € P}

em R3. Ao fazermos uma contagem das faces do poliedro Qp definimos o indice i para denotar a ordem da face
;. Considere o conjunto de pontos

{(ui,vi) eU},

onde | uj € [ug—1,ux], para algum k e v; € [v;_1,v;] para algum [.
Supondo que em cada ; o valor do campo vetorial V é muito préximo do valor constante V' (uj,v;), é plausivel
assumir que o fluxo através de cada €2; seja

D,; =< V(ui,v;),n(ui,v;) > .AQ;

onde, se uj € [uk—1,ur] e v; € [vi—1,v], o elemento de drea é dado por

AQ; =| N(u,v) | .Agulv.
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Desta forma, é natural definirmos o fluxo total sobre €2 como sendo o limite
o = lim D; (2.6)
[IPl[—0 “—
1,7=0

Caso o limite acima exista, entao o fluxo é dado pela integral dupla

N(u,v)

Oq :/ < V(u,v), ————"—==.| N(u,v) | dudv =
u | N(u,v) |
=/ < V(u,v), N(u,v) > dudv.
u
Em coordenadas, temos que
< V(u,v), N(u,v) >= Vi(u,v)Ni(u,v) + Va(u,v)Na2(u,v) + V3(u,v) N3(u, v)

onde

‘/lNl = ‘/l-(8u¢28'u¢3 - 8u¢38’u¢2) (27)
‘/QNQ = VQ-(6u¢38v¢1 - 8u¢18v¢3)

V3N3 = V3~(au¢lav¢2 - au¢28v¢1)
Procedendo de maneira anéloga, introduzimos os funcionais lineares
de :T,R* - R, dy:T,R* =R,  dz:T,R*—>R
dzp(V) = Vi(p), dy,(V) =Va(p),  dz(V) = Vs(p)

Agora, consideremos o funcional bilinear alternado dy A dz : TpR® x TPR3 — R definido da seguinte forma: sejam
U = (u1,u2,u3) e V= (v1,v2,v3) vetores de R3, entdo

dy Ndz(U,V) =dy(U).dz(V) — dy(V).dz(U) = (ugv3z — vaus).

Assim, podemos escrever a equagao ( 2.7) na forma

VAN = Vi.dy A dz(3uc, 9 6)

Analogamente,

VoNy = Va.dz A dx (0w, Oued)

V3N3 = Va.dx A dy(aud), 8v¢)

da onde,

g = / (Vidy A dz + Vadz A dx + Vadz A dy) (0w, Owd)dudv (2.8)
u

Sendo assim, se considerarmos o funcional alternado

w = Vidy AN dz + Vadz N dx + Vadx A dy,

entao o fluxo pode ser escrito na forma

Dq :/Qw (2.9)

Problema 2.1.2.1. Resolva os seguintes itens;
1. Mostre que todo vetor V tangente a 2 pode ser escrito na forma V = v10y¢ + v20,¢.
2. Sejam U,V wvetores tangentes a Q. Calcule dez A dy, dy A dz e dz A dx.
3. Desde que d¢ = Oupdu + Ovpdv, calcule dx A dy(de,d), dy A dz(d,d¢) e dz A dz(de, dd)
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2.2 Teoremas Classicos de Integracao

O desenvolvimento do Caélculo deu-se a partir do século XVI com o advento da Geometria Analitica e com os
trabalhos que culminaram com as descobertas das Leis da Mecanica. O conceito de integracao ja era conhecido
pelos gregos, o grande avango foi a descoberta da derivada e a sua relagdo com a integracao. Ha quem diga, o que
eu concordo, que uma das maiores descobertas feitas pela humanidade foi o Teorema Fundamental do Célculo.

Theorem 2.2.0.2. Teorema Fundamental do Cdlculo
Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao continua e

x
o) = [ v
a
Entdo, g (x) = f(x)
Para fins mais operacionais, o teorema admite o seguinte enunciado;

Theorem 2.2.0.3. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e seja g : [a,b] — R uma fungdo tal que g’ (x) = f(x),
entao

b
/ F(6)dt = g(b) — g(a) (2.10)

O bordo do intervalo [a,b] é definido como sendo o conjunto d([a, b]) = {a, b}; assim, temos que

/ g(t)dt = g(b) — g(a)
9([a,b])

e a férmula ( 2.9) pode ser escrita na forma

/ g’ (t)dt = / g(t)dt (2.11)
[a,?] 9([a,d])

Os outros teoremas de integracao generalizam ( 2.11) para integrais multiplas.

Theorem 2.2.0.4. Teorema de Green
Seja Q C R? um conjunto compacto cujo bordo é uma curva de classe C*. Se P,Q : Q — R sdo funcgées de classe
C*, entdo

oQ OP

— — —)dzdy = Pdz + Qdy 2.12

/ /Q( Ox oy ) o0 ( )

Theorem 2.2.0.5. Teorema de Stokes
Seja Q C R® wma superficie compacta cujo bordo é a curva 9Q de classe C*. Se P,Q, R : Q — R sdo fungdes de
classe C1, entdo

0Q 0P OR 0Q OR 0P
e 2 &g a2 =/ P 2.1
/ /Q (G = G ody+ (Gf = Ty + (G = Tdads] = | P+ Qay + Rz (2.13)
Theorem 2.2.0.6. Teorema de Gauss
Seja 2 C R® uma regido compacta cujo bordo é uma superficie OQ de classe C*. Se P,Q,R: Q — R sdo de classe
Ct, entdo

/// [%P N %Q + OBy :/ Pdydz + Qdzdz + Rdzdy (2.14)
o 0T Y aQ

0z
O que observamos nas expressoes ( 2.11), (2.12), ( 2.13) e ( 2.14) é que as integrais sobre a regido (2 sao determinadas
por integrais sobre o bordo 9€2. O grande passo na evolugdo da linguagem das formas foi o desenvolvimento
necessario que estes 4 teoremas fossem vistos como casos particulares de um mesmo teorema. A descoberta deste
Teorema foi fundamental para o desenvolvimento da teoria das formas diferenciais.

2.3 Teoria do Potencial
Nesta se¢ao, vamos abordar um outro tipo de questao implicita no Teorema Fundamental do Célculo;

Questao 1: Seja f : [a,b] — R uma fungéo continua. Existe uma fungédo g : [a,b] — R, denominada primitiva de
f, tal que
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Pelo Teorema fundamental do Célculo a fungéo

o) = [ " f(yde

é a solugao para a questao.
Ao tratarmos o caso de fungoes de 2 variavéis, a derivada pode ser identificada com o gradiente;

or o,
oz’ Oy

Questao 2: Seja V = (v1,v2) : R? — R? um campo vetorial continuo. Existe uma funcio diferencidvel F : R> — R
tal que V = VF 7?7 Ou equivalentemente,

F:R* SR dF ~ VF=(

oF oF
= = 7 2.15
nm=go e n=g (2.15)
Na segunda questao ha uma obstrucao para mostrar a existéncia de solugao uma vez que
O*F  O*F
Oydx ~ Oz0y
implica em
81}1 (9’1)2
— == 2.16
Jy or ( )

Portanto, a questdo 2 deve ser enunciada da seguinte forma: Dado um campo vetorial continuo V' = (v1,v2)
satisfazendo ( 2.16), existe uma funcdo F : R? — R tal que

VF=V 7
A funcao F é denominada Fungdo Potencial de V.

Vamos comegar a analisar a questdao descrevendo um contra-exemplo.

Exemplo 1: Considere o campo vetorial V : R? — R dado por
_ —Y x
V(ﬂ% y) = (m7 m)
Neste caso, vamos mostrar que a resposta a questao 2 é negativa embora a condicao ( 2.16) seja satisfeita. Supo-
nhamos que exista uma funcio F : R* — R satisfazendo ( 2.15). Considere v : [0, 27] — R?, definida por

7(0) = (cos(8), sen(0))
e também defina a fun¢do composta F, : [0,27] — R F, () = F o y(0). Pela regra da cadeia,

dF,

C20) = V57 (0) = V(cos(0), sen(0)). (6) =

(—sen(0), cos(0)).(—sen(),cos(9)) =1

Consequentemente,

o

No entanto, de acordo com o Teorema Fundamental do Célculo,

27
/ 5 pvao = 2.
0

2m

/ %(e)de _ P (27) — F,(0) = 0.
0

Havendo contradicdo, concluimos que tal funcdo F néo poderd existir.

De fato, o campo V n#o esta bem definido em R?, mas sim em R? — {0}. Isto torna a questio mais sutil devido a

contribuicdo que a topologia da regido Q C R? da ao problema.

Definicao 2.3.0.7. Um subconjunto Q C R™ € dito estrelado com respeito a um ponto xo € Q se o segmento
{tzo + (1 —t)z | t € [0,1]} esta contido em 2 para todo = € Q.

Observagao 2.3.0.8. Os campos vetoriais que admitem uma fungao potencial exercem papel fundamental na Fisica
por terem um cdrater conservativos; por isto também denominados de campos conservativos.
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Theorem 2.3.0.9. Seja Q C R? um conjunto aberto e estrelado. Para todo campo vetorial V = (v1,v2) : Q — R?
satisfazendo ( 2.16) existe uma funcao potencial.
Demonstrag¢do. Sem perda de generalidade, podemos assumir que o = 0 € 2. Considere a fungao F : @ — R
definida por
1
Fo.y) = [ lon(ta.ty) + yoaea,ty)dt.
0

Desde que € é estrelado em relagao a 0, F(z,y) é bem definida para todos os pontos (z,y) € . Segue que

oF . ! Ov1 Ova
G = [ ) + P ) + 1y G @)l
No entanto, a expressao
dlt.v (tx, ty)] vy Ovy
g = v (tz, ty) + t:v%(t:c, ty) + tya—y(t:c, ty)
implica que
OF _(tdto(te, ty)) Ova ovy
%(x,y) = /0 [T + ty(%(t@ty) - Ty(t%ty))}dt-

Decorre da identidade ( 2.16), que

oF L dltv (tx, t

o w) = [ ANt s, )] = 1 ,0)
0

Analogamente, %(m,y) = va(z,y)

O

O exemplo 1 e o Teorema acima mostram que a forma do conjunto {2 é importante para responder a questao
2. Em vez de tentar resolver a questdo para tipos distintos de conjuntos €2, vamos definir um invariante de 2 que
serd util para detectar a existéncia de uma fungao potencial.

Considere o espacgo vetorial C*°(Q, R*) das funcdes diferencidveis f : @ — R*. Vamos inicialmente nos
restringir ao caso k=2.

Definigao 2.3.0.10. Seja V € C*(Q,R?);
1. o gradiente é o operador linear diferencial grad : C°°(Q,R) — C*°(Q, R?) definido por

o or,
oz’ Oy
2. o rotacional é o operador linear diferencial C*(Q,R?) — C*(Q,R) definido por

grad(F) = (

V=(PQ - rov)= (5250

Observacao 2.3.0.11. Vejamos o sequinte;

1. Sejam

Nuc(rot) = {V € C®(Q,R?) | rot(V) = 0}

Im(grad) ={V e C*(Q,R*) |3 FeC®Q,R) tal que V = grad(F)}.
2. Para todo F € C*(,R), temos que

rot o grad(F) =0 Im(rot) C Nuc(grad).
Com base na observagdo acima, consideramos o espago vetorial quociente

H'(Q) = Nuc(rot)/Im(grad) = {a + Im(grad) | « € Nuc(rot)}

Embora Nuc(rot) e Im(grad) sejam espagos vetoriais de dimensao infinita, o fato notdvel, decorrente do Teorema de
De Rham, é que quando 2 é compacto o espago vetorial H'(2) é de dimensdo finita. Com este conceito, podemos
reformular os resultados obtidos no Teorema ( 2.3.0.9) e no exemplo 1;
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Theorem 2.3.0.12. Seja Q C R?, entdo
1. se Q € estrelado = H*(Q) =0
2. H'(R*-0) #0
Observagao 2.3.0.13. Quando Q C R?, seque do Teorema de De Rham que a dimensdio de H'(Q) corresponde

ao niimero de buracos em Q, por exemplo, dim(H'(R* —0)) = 1.

Também consideramos os espagos vetoriais

H°(Q) = Nuc(grad), H?*(Q) = C™(Q,R)/Im(rot).
Theorem 2.3.0.14. Seja Q C R? um conjunto estrelado, entdo;
1. Q possui k componentes coneras < H°(Q) ~ RF.
2. H*(Q,R) = 0.
Demonstragao. 1. Suponha que grad(f)=0. Entao, f é localmente constante, o que significa que cada xg € Q

tem uma vizinhanca Uy, tal que se x € Uy, = f(x) = f(x0). Se Q é conexo, entdo toda fungao localmente
conexa ¢é constante. De fato, para zo € {2 o conjunto

FH(f(20)) = {z € Q| f(2) = f(x0)}

é fechado uma vez que f é continua, e é aberto porque fé localmente constante. Consequentemente, f é
constante, o que implica que H°(Q) ~ R. Agora, suponha que = Ule Q; tem k componentes conexas,
entdo para cada k-upla (ci,...,cx) € R® existe uma fungio f € Nuc(grad) tal que na f |o,= ¢;. De fato,
existe um isomorfismos entre espacos vetoriais Nuc(grad) ~ R* = H'(Q) ~ R*

2. Seja f € C*(9,R) e considere o campo vetorial V = (0, @), onde

O A R ()

Consequentemente, rot(V) = f e H*(Q) = 0.

Vamos agora analisar o caso quando  C R3.
Definigao 2.3.0.15. Seja V = (v1,v2,v3) € C°(Q,R?);
1. o gradiente ¢é o operador linear diferencial grad : C°°(Q,R) — C*°(Q, R?) definido por

OF OF OF

d(F) = (22 22 92
grad(r) = (5, 50 55
2. o rotacional é o operador linear diferencial C*(Q,R?) — C>(Q,R?) definido por

81)3 8v2 8’01 5‘1)3 8v2 8’01

3. o divergente é o operador linear diferencial div : C*°(Q,R?) — C°°(Q,R) definido por
% 81)2 8v3

div(v1,v2,v3) = o 3y 5

Observagao 2.3.0.16. Vejamos o sequinte;

1. Sejam Nuc(rot) o micleo de rotacional e Im(grad) a imagem do gradiente. Desde que para todo F €
C*(Q,R)
rot o grad(F) = 0,
seque que Im(grad) C Nuc(rot).

2. Sejam Im(rot) a imagem do rotacional e Nuc(div) o nicleo do divergente. Desde que para todo V €
C*(Q,R?)

seque que Im(rot) C Nuc(div).
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Analogamente ao que ja definimos, consideramos os espagos vetoriais

H°(Q) = Nuc(grad), H'(Q) = Nuc(rot)/Im(grad),

H?*(Q) = Nuc(div)/Im(rot), H*(Q) = C™(Q,R)/Im(div).
Theorem 2.3.0.17. Se Q C R? ¢ um conjunto estrelado, entdo H°(Q) =0, H'(Q) =0, H*(Q) =0 e H*(Q) = 0.

Demonstragdo. A demonstracio de que H°(Q) =0 e H'(Q) = 0 é andloga ao caso Q C R%. Vamos nos restringir
a mostrar que H?(Q) =0 e H*(Q) = 0.

1. Suponha que Q é estrelado com respeito & origem 0. Considere uma funcio V : Q@ — R3 tal que div(V) =0,
e defina G : Q — R3 por

1
Gla) = / [V (t) x (to)]dt
0
onde
[V(z) x (tz)] = t.(vazs — v3T2, V3T1 — V1T3, V1T2 — V2T1)
No entanto, se div(V) = 0, segue que

rot[V (tz) x (tz)] = W

Desta maneira, temos que

rot(G(x)) = /0 WVE) v,

2. Seja f € C*(Q,R) e consideremos o campo V = (P, 0,0), onde

P(x,y,z) = /O1 ftzx,y, z)xdt.

Segue que div(V) = f, portanto, H*(Q,R) = 0.
O

Exercicio: Seja S = {(z,y,2) € R*® | 2* 4 y*> = 1,2z = 0} o circulo unitdrio no plano (x,y,0). Considere a
funcio V : R®* — S — R® definida por

—2xz —2yz 2?2 4y% -1
22+($2+y2—1)27Z2+(172+y2—1)2,22+($2+’y2—1)2

1. Mostre que V € H'(R? — 9).
2. Calcule a integral de linha
/ v
y
ao longo da curva v : [—m, 7] — R?® definida por
() = (V1 + cos(t),0, sen(t))

3. Suponha que V = grad(F) e calcule a mesma integral de linha acima.

4. Conclua que [V] # 0 em H'(R* — S) (= H*(R* — S) #0).

Vi(z,y,2) = ( )
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2.4 Integracao
2.4.1 Definicoes Basicas

A definicao da Integral sobre uma regido retangular 2 C R™ é andloga ao caso quando n=1, por isto a exposigdo
serd simples visando apenas fixar a linguagem. Em termos de medida, serd sempre usada a medida de Lebesgue,

ou seja
[a’7b] - Réﬂ([aﬂb]) =b—a
Definigao 2.4.1.1. Seja Q C R",

1. Q é um retangulo fechado se pode ser escrito como o produto de intervalos fechados da reta ,

Q= [al,bl] X - X [an,bn]

2. Uma particdo de um retingulo Q é uma cole¢io P = (P1,...,Pn), onde cada Py,1 < i <n é uma particdo
do intervalo [a;, b;]. Suponha que cada parti¢io P; é dada por

Pi = {ai :t’i,...,tzk :bl}
onde ny é o nimero de subintervalos de [a;,b;] gerado pela particdo. Portanto, a particao P divide Q em
[T, ni retdngulos, os quais serao chamados de subretdngulos da parti¢io P.

Considere que €2 é um retangulo, f : Q@ — R é uma funcao limitada e P é uma particdo de §2. Para cada
subretangulo S de P, sejam
ms(f) = inf{f(z) |z € S}
Ms(f) = sup{f(@) | = € S}

e v(S)= volume de S. As somas inferior (L) e superior (U) de f associadas a partigdo P sao definidas por
L(f,P) =3 ms(f)u(S), U(f,P) =3 Ms(f)v(S),
s s

Por definigao, temos que L(f,P) < U(f,P).
Lema 2.4.1.2. Suponha que a particio P> é um refinamento de P. Entdo,
L(f,P) < L(f,P), e U, P)<U(,P)

Demonstragdo. Desde que P’ é um refinamento de P, segue que cada subretangulo S de P é subdividido em
subretangulos de P, digamos que S = R1 U ---U Ry, entao

mS(f7 P) < mR; (fa,P’)7VZ € {17 7l}

Mg, (f,P) < Ms(f,P),Vie{1,.,1}
Desde que
v(S) =v(R1) + - +v(R),
ms(f).v(S) =ms(f).v(Rry) 4+ ms(f).v(R) <
< mp, (f)v(Ry) + - 4+ mg, (f)v(Ri).

Consequentemente,
l
L(f,P) =Y _ms(f)0(S) < Y mr,(f)o(Ri) = L(f,P")
S S =1
Para mostrar o caso U(f,P’) < U(f,P), o procedimento é andlogo. O

Corolério 2.4.1.3. Se P e P’ sdo duas parti¢oes quaisquer, entdéo L(f,P) < U(f,P).
Demonstrag¢do. Seja P> uma particao que refinas ambas P e P’. Entao,

L(f,P) < L(f,P") <U(f,P") SU(f,P)
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Definicao 2.4.1.4. Uma fungdo f: 2 — R ¢é integravel sobre um rretangulo Q2 se f € limitada e
sup L(f,P) = inf U(f,P)
P P

Se f € integrdvel, denotamos fﬂ f=infpU(f,P)

Theorem 2.4.1.5. Uma func¢do limitada f : Q — R € integrdvel < para todo € > 0 existe uma particgo P de 2
tal que U(f,P) — L(f,P) <e€

Demonstragdo. 1. («=) Esta diregao é trivial.

2. (=) Se f é integravel, entao

sup L(f,P) = inf U(f,P)
P P

implica que existem partigdes P e P’ tais que U(f,P) — L(f,P’) < €. Se P> refina ambas P e P, segue do
lema acima que

U(f,P?) = L(f,P) SU(f,P) = L(f, P)

Exemplos:
1. Seja f : © — R uma fungdo constante, f(z) = c. Entao, para qualquer partigdo P e subretangulo S nés temos
que ms(f) = Ms(f) = ¢, da onde segue que L(f,P) =U(f,P) = > gcv(S) =cv(Q) = [, f =co(Q)
2. Seja f:[0,1] x [0,1] — R definida por

Foy) 0, se x é racional
z,Y)= - .
1,se x é irracional

Se P é uma particao, entdo todo subretdngulo S conterd pontos (z,y) com x racional, e também pontos
(z,y) com x irracional. Consequentemente, ms(f) =0 e Ms(f) =1, ou seja

L(f,P)=0,e U(f,P)=1

= f ndo é integravel.

2.4.2 Conjuntos de Medida Zero

Definicao 2.4.2.1. Um subconjunto Q2 C R"tem medida 0 se para todo € > 0 eziste uma cobertura

{U1,U2,Us,...},

de Q onde os conjuntos U; sdo retangulos fechados tais que

Z v(U;) < €

Os seguintes fatos seguem imediatamente da definigao;
1. Os conjuntos U; poderiam ser considerados retangulos abertos;
2. Se  tem medida 0 e ' C €2, entao €2’ tem medida 0;
3. Um conjunto enumeravel tem medida 0;
4. Os racionais Q tem medida 0 (use a contagem lexicografica)
Exercicio: Se Q = Q1 UQ U Q3 U ... e cada €; tem medida 0, entdao Q tem medida 0. (dica: utilize a

contagem lexicogréfica)

Definigao 2.4.2.2. Um subconjunto @ C R"™ tem volume 0 se para todo € > 0 eziste uma cobertura finita de 2
formada por retangulos fechados
{U17U27 ey UP}

tais que
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Observagao 2.4.2.3. O conceito de volume acima tem a ver, por exemplo, com o fato de que um intervalo [a,b]
em R? tem drea 0 e um quadrado em R® tem volume 0.

Similarmente,

1. Os conjuntos U; poderiam ser considerados retangulos abertos;
2. Se () tem conteudo 0 e ' C 2, entdo ' tem conteido 0;
3. Um conjunto enumerével € tem volume 0 < € é finito;

4. Os racionais Q ndo tem volume 0 (use a contagem lexicogrfica)

Exercicio: Se a < b, entdo o intervalo [a,b] C R néo tem conteddo 0. De fato, se {Ui,...,Up} é uma
cobertura finita de [a, b] por intervalos fechados, entdo > 7_, v(Us) > b —a.
Exercicio: Se 2 é compacto e tem medida 0, entdo €2 tem volume O.

2.4.3 Funcoes Integraveis

Considere a funcgdo limitada f : Q@ — R. Para medir o quanto f falha em ser continua em a € 2, considere § > 0 e
sejam

M(a, f,6) = 21618{f(1);\ T —al<d}
mia, £,6) = inf {f(@):e| x —a] <o}
Definigao 2.4.3.1. A oscilagao o(f,a) de f em a é definida por
o(f,a) = lim[M(a, f,8) = m(a, /,5))
Este limite sempre existe desde que [M(a, f,0) — m(a, f,0)] > 0 e decresce quando § decresce.
Problema 2.4.3.2. 1. Uma fungdo limitada f é continua em a < o(f,a) =0.
2. Seja  C R™ um congunto fechado. Se f:Q — R é uma fungdo limitada, e € > 0, entdo
{zcQfo(fiz) 2 ¢}
€ fechado.

Lema 2.4.3.3. Sejam Q um retangulo fechado e f : Q@ — R uma funcao limitada tal que o(f,x) < € para todo
z € Q. Entdo existe uma particio P de Q2 com

U(f,P) — L(f,P) < ev(Q)
Demonstra¢do. Para todo x € ) existe um retangulo fechado U,, contendo x em seu interior, tal que

My, (f) —mu, (f) <e

Desde que € é compacto, existe uma cobertura finita por abertos {Us,,...,Us,}. Seja P uma particdo de  tal
que cada subretangulo S de P estd contido em algum Us,,. Entdo Ms(f) — ms(f) < € em todo subretdngulo S de
P, tal que

U(f,P) = LS, P) = D_[Ms(f) = ms(f)]u(S) < ev(Q)

s
O

Theorem 2.4.3.4. Seja Q um retingulo fechado e f : @ — R uma funcao limitada. Seja B = {x € Q; f nao € continua em z}.
Entdo f € integrdvel em Q < B tem medida 0.

Demonstragao. 1. (<) Suponha que B tem medida 0.
Sejam € > 0 e B. = {z € Q;0(f,z) > €}. Entdo B. C B, o que implica que a medida de B, é 0. Desde que
B. é compacto, ele tem contetido 0. Portanto, existe uma colecao finita {Ui,...,Up} de retangulos fechados,

cujos interiores cobrem B e tais que > 7_, v(Us) < e. Seja P uma particao de Q2 tal que todo subretangulo
S de P estd em um dos seguintes grupos

(a) S1, o qual consiste de subretangulos S, tais que S C U; para algum i.

(b) Sz, o qual consiste de subretadngulos S com SN B = &
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Por hipétese, existe M € R tal que | f(z) |< M,Vz € Q, o que implica que Ms(f) —ms(f) < 2M para todo
S. Portanto,

> IMs(f) = ms(f)lv(S) < 2MZ’U(U¢) < 2Me

SeS

Agora, se S € S2, entdo o(f,z) < e Vz € S. O Lema (5.3.3 ) implica que existe um refinamento P> de P
tal que

> [Ms. () = ms. (£)]0(S") < ev(S)

s.cs
para todo S € Sz. Entéo

U(f,P’) - L(f,lp’) <
< 3 Ms(f)—ms (Do) + S [Ms.(f) — ms. (f)]0(S)
S CSeS, S:CSeSsy

< 2Me+ Z ev(S) < 2Me + ev(Q)
SESy

Desde que M e v(2) sdo fixos, isto mostra que nds podemos fixar uma partigdo P> com U(f,P’) — L(f,P’)
tao pequeno quanto desejado = f é integravel.

2. (=) Suponha que f é integravel.
Desde que B = B1 U B% U B% U..., é suficiente provarmos que cada conjunto B1 tem medida 0. De fato,
nés mostraremos que cada B1 tem volume 0.

Sejam € > 0 e P uma particdo de 2 tal que
€

Seja S uma colegao de subretangulos S tais que SN B1 # &. Entdo S é uma cobertura de B1. Agora, se
S € S, entdo Ms(f) —ms(f) > % Consequentemente,

% Do 0(S) < YU P) = LS P)o(S) = D [Ms(f) — ms(f)]-0(S) <

ses Ses S

implicando que

D> wu(S) <e
O

Até agora, temos desenvolvido o conceito de integracdo sobre retangulos porque a integral sobre um conjunto
arbitrario pode ser reduzida a integral sobre um retangulo. Para ver como isto é feito, seja C' um conjunto qualquer
e considere a fungdo caracteristica de C

XC_{&x¢a

l,zeC

Se C' C Q2 para algum retangulo 2 e f : Q — R é limitada, entao fc f € definida como fc fxc, se foxo é
integravel. Isto certamente ocorre se f e xc sdo integraveis.

Theorem 2.4.3.5. A funcao xc € integrdavel < o bordo de C tem medida 0
(= volume=0).

Demonstragdo. Se x estd no interior de C, entdo existe um retangulo aberto U tal que z € U C C, da onde xc =1
sobre U e xc é continua em x. Analogamente, se x estd no exterior de C, existe um retangulo aberto U tal que
x € U CR"— C, consequentemente, xc = 0 sobre U e x¢ é continua em x. Finalmente, se z € 9C, entdao para
todo retangulo aberto U contendo x, existe y1 € U N C tal que xc(y1) = 1 e existe y2 € U N (R™ — C), tal que
Xxc(y2) = 0. Portanto, xc nao é continua em x. Assim,

9C = {x; xc nao é continua em x}

e o resultado segue do Teorema anterior. O
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Definicao 2.4.3.6. Um conjunto limitado C' C £ cujo bordo tem medida 0 é denominado Jordan mensuravel.
Como vimos anteriormente, a integral fQ xc € denominada volume de C.

Problema 2.4.3.7. Prove que uma func¢do F : Q — R, definida numa regidgo limitada qualquer 2, € integrdvel <
o conjunto de discontinuidades de f em Q tem medida 0.

2.4.4 Teorema de Fubini

O Teorema de Fubini implica que o cdlculo de uma integral sobre um retangulo em R" reduz-se ao célculo de
integrais sobre intervalos fechados em R. Antes, é preciso algumas definigoes elementares.

Definigao 2.4.4.1. Sejam f : [a,b] — R uma fung¢do limitada sobre um retdngulo fechado e CP = {conjunto de partigcoes de [a,b]}.

1. a integral superior de f em [a,b] é
2. a integral inferior de f em [a,b] é

Theorem 2.4.4.2. (Fubini) Seja A C R™ e B C R" retangulos fechados, € seja f : A X B — R uma fungdo
integrdvel. Para x € A sejam gz : B — R a func¢do definida por g.(y) = f(z,y) e

£@) =2([)a), U@ =5([)a)
Entio L e U sdo integrdveis em A e
[ =]

Jout= 1

Demonstragdo. Seja Pa uma partigdo de A e Pp uma particdo de B. Ambas definem uma particdo P de A X B na
qual todo retangulo S é da forma Sa x Sp, onde S4, Sp sdo subretangulos de P4 e Pp respectivamente. Entéo,

L(f,P) =Y ms(f)u(S) = D> ms,xsv(Sa x Sp) =
S

Sa,Sp

=370 mswss (F)-0(S5)]0(Sa)

Sa Sp
Agora, se x € Sa, entdo ms, x5y (f) < msy(gz). Consequentemente, para todo x € S4 nés temos

Sp

> msaxsy (N0(S5) < 3 msy (9:):0(S5) < 7( [ ar) = £(@)
Sp

Portanto,

> O misaxss (£)v(Sp))v(Sa) < L(L, Pa),

SaA Sp
da onde obtemos que
( prova da ultima desigualdade é andloga a prova da 1?.). Desde que f é integrével,
sup {L(f,P)} = inf {U(f,P)} = .
sup (L(P)} = int (WGP = [
Em outra palavras, £ ¢ integrdvel em Ae [, o f= [, L.

A afirmacao para U segue de forma similar através das desigualdades

L(f,P) < L(L,Pa) < LU, Pa) SUU,Pa) SU(f,P)
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2.4.5 Particoes da Unidade

Partigoes da Unidade sdo ferramentas de grande utilidade em situagdes onde procura-se definir objetos globais a
partir de objetos locais, como é o caso de integrgao.

Definigao 2.4.5.1. Uma Particdo da Unidade de classe C* em Q é uma familia de funcées {¢x}rea € CF(Q,R),
tais que :

1. Para quaisquer A € A e x € Q temos que dx(x) > 0;

2. A familia F = {supp(dx}ren € localmente finita em Q;

3. Para todo x € Q tem que Y, .\ da(z) =1

Decorre da defini¢ao que
1. 0< ¢xr(z) <1lparatodoz € Qe eEA;

2. Para todo x € Q existe A € A tal que ¢x(x) > 0, o que implica que os suportes das ¢ forma uma cobertura
de Q (2 C U,cp supp(éa))

Theorem 2.4.5.2. Seja Q € R™ um aberto. Para toda cobertura aberta Cn = {Ux | A € A} de Q existe uma
particio da unidade {Px}rca de classe C*° subordinada a Ch.

Antes de demonstrar o Teorema vamos precisar de alguns resultados basicos de topologia e de alguns exemplos
de fungoes que servem como base para a construgao das fungoes ¢

Definic¢ao 2.4.5.3. Uma familia de subconjuntos C = {Ch}rea de Q CR" € localmente finita quando todo ponto
x € Q possui uma vizinhaga V C € que intersecta apenas um numero finito de conjuntos Cx. Quando, além disso,
se tem Q C Jyep Or, diz-se que C = {Cx | A € A} € uma cobertura localmente finita de Q.

Alguns resultados serdo necessarios, mas para evitar desvios dos objetivos do curso eles serao deixados como
problemas.

Problema 2.4.5.4. (Teorema de Lindelsf) Seja Q C R™ um conjunto qualquer. Mostre que toda cobertura de )
admite uma subcobertura enumerdvel.

Problema 2.4.5.5. Mostre que toda familia localmente finita de um aberto Q C R® ¢ enumerdvel.

Problema 2.4.5.6. Mostre que se C = {Cx | A € A} € uma familia localmente finita num aberto Q@ C R™, entdo
um congunto compacto K C € intersecta no mdximo um numero finito de conjuntos Cx

Problema 2.4.5.7. Mostre que se C = {Cx | A\ € A} € uma familia localmente finita de conjuntos fechados de €,
entao C' = UAGA C\ € fechado em Q.

Definicao 2.4.5.8. A parti¢io da unidade {¢x | A € A} esta subordinada a cobertura Co = {Us | 6 € O} de Q
quando para cada A € A eziste algum 6 € © tal que supp(¢pr) C Us. (significa que a cobertura {supp(édr) | X € A}
é um refinamento da cobertura {Uy | 6 € ©}

A demonstragdo do teorema esta baseada nos seguintes problema e lema;
Problema 2.4.5.9. Seja
fa) = {6_(f+2>1<'+1),t € [-2,—1];
0,t ¢[—2,—1].
1. Faga o grdfico de f
7= st < 0

i)
= it >0

2. Faga o grdfico da fungdo g(t) =

3. Considere a funcao h : R — R definida por h(s) = fioo g(s)ds e faca seu grdfico
4. Seja i : R™ — R dada por ¥(z) = h(] = |). Mostre que 1 € C*(R™,R) e supp(v) C B2(0)

Lema 2.4.5.10. Todo aberto @ C R" se escreve como unido enumerdvel Q = K, de compactos K,, tais que

neN

K, C int(Knt1), VneN
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Demonstragdo. Todo ponto a € €2 esta contido numa bola Bs(a) C ©, o que implica que Q C J,c, Bs(a). Pelo
Teorema de Lindelof, existe uma subcobertura enumerével tal que Q C U, oy Bs(an) e @ C U,y Bs(an), onde
Bs(ay) sdo conjuntos compactos.

Vamos definir os conjuntos K, por indugdo. Pomos K1 = Bs(a1) e suponha que

1.QCKlUKQU"'UKPUB(;(GP+1)U...
2. K, CKn+1
3. Bs(a1)U---UBs(ap) C Kp

Agora, cobrimos o compacto K, U Bs(ap+1) com um niimero finito de conjuntos Bs(a) onde a € K, UBs(ap+1).
Considere
Kpi1 = Kp U” Bs(ap+1)

Demonstragao. (Teorema) Sejam {zx | A € A} uma familia de pontos em €2 e Bs(xx) bolas abertas tais que

Qc | Bs(za)

AEA

Para cada A € A, considere a fungao 1 (z) dada pelo problema de tal forma que supp(¢x) C Bs(xx).

Pelo Lema 1, existe uma familia enumeravel de compactos {K, | n € N} tal que K,, C Kn41 e Q2 C UnEN K.
Seja |J71, uma cobertura finita de Ki. Desde que Az = K» — K1 é compacto, seja Az = [J2, Ko — K1 uma
cobertura finita de As. Analogamente, seja A, = K,, — K,,_1 e

Pn
An = Bs(x:)
i=1

uma cobertura finita de A,,. Portanto,

QcC U Ej Bs(x:)

neNi=1

Para a simplicidade da exposi¢ao, vamos considerar que

oc UB(;(%) = |J Bs(xn)

neNi=1 neN

Para cada n € N, considere a fungao ¢ : 0 — N

Ya(x)
Pn(r) = =
ZnGN 170” (‘1‘)
Segue da construgao que a colegdo de fungdes {¢n» | n € N} satisfaz as seguintes propriedades;
1. 0 < ¢Y(n(z) <1lforalzef;

2. dado = € Q, ¢n(z) # 0 apenas para um numero finito de n € N e supp(¢n) C Bs(zn). Consequentemente,
a familia F = {supp(¢,) | n € N} é localmente finita em 2 e também é subordinada a cobertura {Bs(xn) |

n € N};
3. > en®n =1
O
2.4.6 Teorema da Mudanca de Variavel para Integrais Miiltiplas
Definicao 2.4.6.1. 1. Uma aplicagao f: U — R"™ € um difeomorfismos local se para todo ponto x € U existe

uma vizinhangca U, C U de z tal que a restrigio f : Uy — R™ € inversivel e a inversa é de classe C'™
(= det(dfz) #0, Vx €Us) .

2. Uma aplicacdo C™ f : U — V, onde U,V C R", ¢ um difeomorfismo se f~' : f(U) — U esta definida e é
de classe C*° (= det(df) #0, VxeU)

No caso de integragao de fungdes de 1-variadvel temos o seguinte;
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Theorem 2.4.6.2. Sejam f : [a,b] — R uma fungdo integravel e ¢ : [a,b] — [c,d] um difeomorfismo, entdo
#(b) b
[ = weare
#(a) a
Demonstra¢do. Seja F° = f uma primitiva, entao

b (b)
/¢ ., F@)dz = Fo0) = Fo(@)

No entanto, (F o ¢) (z) = F'(z).¢(z) = f(¢(x)).¢ (z) =

b b
/ (F o ¢) (x)dz = / F(6(@)) (z)dz = F($(b)) — F((a))

Problema 2.4.6.3. Usando a notagdo

/m,] =/ v
/‘Nla,b]) /= /[a,b](f 0d).| o |

O objetivo desta secao é generalizar a férmula encontrada no problema para dimensao n.

mostre que

s

Problema 2.4.6.4. Seja Q C R™ um congunto aberto e T : Q@ — R™ uma aplicagdo linear. Se f : a(Q2) — €
integrdvel, entao

/T(Q) f= /Q(foT) | det(T) |

Theorem 2.4.6.5. Seja Q@ C R"™ um conjunto aberto e a : Q — () um difeomorfismo. Se f : a(2) — R é

integrdvel, entao
[ s=[(oa)|det(aa) |
a(2) Q

Demonstra¢do. O Teorema acima é substancialmente mais dificil de ser demonstrado do que seu andlogo para
dimensao 1. Por isto, a demonstragao serd dividida em 4 afirmagdes que implicam no resultado;

1. Se a afirmagdo do Teorema é verdadeira para os difeomorfismos locais o : @ — R" e §: @ — R", onde
a(Q2) C 0, entdo também é verdadeira para a composi¢ao avo 3 : Q — R™.

Demonstragaio.
= = (e} d t d =
Loa? =L £ L (o) et

= [ (foBoa)| det(ad)det(da) |= [ fo(Boa) | det(d(Boa) |

2. Se a afirmagdo do Teorema é verdadeira para f = 1, entdo é verdadeira para toda funcdo integravel.

Demonstrag¢do. Suponha que

/Q(Q) 1 :/Q | det(da) |

Seja P uma particdo de um retangulo R C 2. Para cada subretangulo S de P, seja fs a funcdo constante
fs(x) = msf. Entao,

L, P) =S ms(Hu(s) = 3 / fs=% / (fs 0 ) | det(da) |<
S s 7S s Ja

—1(S)
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oa) | det(da o) | det(do
<[ e ldatas [ o] deitaa)

a=1(R)

Analogamente,

/ (f o a) | det(da) |< U(f, P)
a~(R)

Desde que f é integravel, segue que

/f/ (foa) | det(da) |

. Para todo ponto a € €2, existe uma vizinhanca U, C € onde o Teorema é verdadeiro.

Demonstragdo. A demonstracio deste item serd por indugdo na dimenséo, por isto suponha que a afirmacéao
feita seja valida para todo ponto em R™™*. Vamos assumir que dog = I e seja a(z) = (a1(x),. .., an(x))
Seja 3 : 2 — R™ a aplicacdo dada por B(z) = (a1 (z),...,an—1(z),zn), entdo dB, = I implica que existe um
aberto U’ C Q, contendo a, de tal forma que 8 : U’ — B(U’) é um difeomorfismo. Por isto, podemos definir
a aplicacao v : B(U’) — R™ por

V(@) = (21, Tamr, @ (87 (2))).

Decorre da construgao de 8 e v que a = yo 3. Para verificar que v pode ser tomado como um difeomorfismo
basta observar que

P [(n_ll)x(n 1) 0 )
PO e P @b 25 (a)

Oxp

Segue de da, = I que

0g-1
a(o‘naixf)a(a):l = det(dys() £ 0

Portanto, existe um aberto V, com B(a) € V C B(U’), tal que v : V. — (V) é um difeomorfismo. Seja
U, = 874(V) e considere

U —— ) —— B

B

Ua Vv —— R"
onde VC B(U)ea=v00:U — R" é uma composigdo de difeomorfismos.

Agora, de acordo com os itens 1° e 2° da demonstr¢do, é suficiente mostrar que a afirmagdao do Teorema é
satisfeita pelas aplicagoes [ e v ao integrar uma fungdo constante. Vamos mostrar para (3.

Seja W C U, um retangulo da forma D X [an,b,], onde D é um retangulo em R™™! onde a férmula da
mudanca de varidvel vale. Seja B, : D — R"! definida por

ﬂxn(ml,. . .,xn_l) = 6(%1 e ,.Tn_1,.’rn)

Observamos que para todo =, € U, temos que 35, e um difeomorfismo = det(df,,, ) # 0. Além disto,

/ l‘da:l‘..dxn_l :/ d:IZ'1...d.Z‘n_1
B(Dx[an,bn]) By, (D)

Aplicando indugao ao caso (n-1);

/ = / [/ dz...dep_1]|dz, = / / | det(dBn) | dx1 ... dxp—1]dz, =
B(W) lan,bn] J/B(D) [an,bn]

/ | det(dBy) | das ... dan
w

De forma andloga mostra-se que o Teorema é verdadeiro para ~y.
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Desta forma, podemos concluir que o Teorema é verdadeiro para « : U, — R", isto é,

/ 1 :/ | det(da) |
a(Ua) a

decorre do 2°-passo que para toda fungdo f : U, — R temos

/aU f:/a(f°a)|det(da)|

4. Se para todo a € 2 existe uma vizinhaga na qual o Teorema vale, entao ele vale para todo a € Q.
Demonstrag¢ao. Do passo anterior, temos que  C UaGQ U,, onde o teorema vale para cada U,. Vamos

extrair uma subcobertura enumerdvel de forma que a(Q2) C U,y @(Ua, ). Seja {¢n | n € N} uma particao
da unidade subordinada a {&(U,,, ) | n € N}. Desde que

supp((¢n 0 @).(f o)) C Un

e
supp(dn.-f) C a(Un)
segue que
/ bt = | (bnoa)(foa)]det(da) |
a(Un) Un
Portanto,

/a(mf:/a qunf:Z/awn)%.f:

() nen neN
-3 / (6n 0 0).(f 0 ) | det(da) |= / {3 (6n 0 a)}(f o a) | det(da) |=
neNv Un Un peN

= [ (Fo)| det(aa)
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2.5 Algebra Tensorial
2.5.1 Produto Tensorial

O produto tensorial de espagos vetoriais surge naturalmente em diversos ramos da Matematica, especialmente
na Algebra Linear e nas suas ramificagbes em Geometria Diferencial, Teoria de Cohomologia e Teoria de Repre-
sentagoes, dentre outras.

Dados V, W espagos vetoriais sobre um corpo K, de dimensao finita. Seja V' x W o produto cartesiano de V'
com W e considere o grupo abeliano livre gerado pelos elementos de V' x W isto é

F = {Z Tn(Tn,Yn) | Tn € K, (zn,yn) € V x W}
neN

Seja G o subgrupo de F' gerado pelos elementos da forma
x+x,y) - (xy) - &y),xxeV, ye W;

Sy ) - () - (xy), x€ VL yy'e W

. (ax,y)-a(x,y), a € K, x€ V, ye W;

. (xay)-a(x,y), a € K, xe V, ye W.

N

O quociente F/G é denominado o Produto Tensorial de V e W sobre K e o denotamos por V ®x W.
Consideramos j : F — F/G o homomorfismo canonico induzido pela projegao e j(z,y) = z ® y. Como F é
gerado por V' x W, segue que F/G é gerado pela imagem de j dos elementos (z,y) € V x W, ou seja, da forma
j(z,y) = z ® y. Tem-se entdo que

@t+z)oy=[c+z,y ==y +[,y))=20y+z ©y

De modo andlogo,

m®(y+y/):x®y+x®y’

k(z®y) = (kr) @y + z ® (ky)

Assim, V @ x W tem uma estrutura de espago vetorial e é gerado pelos elementos da forma x ® y. Sendo V/
e W espagos vetoriais de dimenséo finita sobre K, consideramos as bases {e; | 1 <i<n}e {f; |1 <j<m} de
V e W, respectivamente. Entdo, para quaisquer z € V, y € W onde z =Y .7 z'e; e y = Z;”Zl Y f;, decorre que
V @k W é gerado pelos elementos e; ® f; uma vez que

n m . .
rRy=>Y > 2y f

i=1 j=1
Exercicios: Considere H como sendo o anel de divisdo dos quaternions e M, (K) a algebra das matrizes n x n
sobre K. Resolva os seguintes itens:

1. R"@R™ = Mpm(R).
2. R" @z K ~ M, (K).
3. COrC~CaC.
4. C®p H~ M,(C).
5. HRp H~ My(R).

A seguinte proposigdo afirma que uma fungdo K-bilinear f : V x W — P, onde P é um grupo abeliano qualquer,
pode ser extendida a uma aplicagdo linear f, : V ® x W — P. Isto justifica a estrutura introduzida de produto
vetorial.

Proposicao 2.5.1.1. (Propriedade Universal do Produto Tensorial)
Seja F o grupo abeliano gerado por V-x W, e P um grupo abeliano livre tal que f : F — P é um homomorfismo
satisfazendo as sequintes condi¢des:

1‘ f(x—"_x/?y) :f(m7y)+f(x/7y)’vx7wl e V7y e W}'

2. fle,y+y) = fle,y) + fz,y), Ve € v,y,y € W;
3. flaz,y) = f(z,ay) = af(z,y),Va € K,z € V,y e W.
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Entao, existe um tinico homomorfismo f. : F/G — P tal que o sequinte diagrama comuta:

Diagrama
Demonstracdo. Considere a aplicagao
7 F/G—-P F'(zQy)=f(z,y)

Segue que f* esta bem definida. Com efeito, dados (x,y), (z,w) em F tal que [(x,y)]=[(z,w)], entdo (x,y)-(z,w)
€ G. Como G é gerado por elementos da forma ..., entdo ,

0=f((z,y) — (,9) = flz,y) — flz,w) = f(z@Yy) — (@ w),

isto é, f"(z®y) = [ (z®@w).

Resta mostrar que G C Nucl(f). Sendo f um homomorfismo, tem-se que
L fletay) —fay) - f@,9) =0 = [(@+2)oy)=[(@oy) +f oy);
2. flry+y) —fay) —f@y)=0 = [@o@+y)=loy+/@oy);
3. af(z,y) = flaz,y) = f(z,ay) = [ ((az) ®y) = [z ® (ay)) = af " (z @ y),

Logo, para todo g € G, temos que f(g) =0 = g € Nucl(f)

O

A construcao do produto tensorial apresentada pode ser estendida ao produto tensorial de k fatores V1 x ...V}
de forma andloga, sendo neste caso linear em cada um dos fatores (multilinearidade).

Proposicao 2.5.1.2. Seja V,W, S espacos vetoriais sobre K. Entdo existem isomorfismos
1. VW WV, zQy —-yQz;
2. (VeawW)eaS—-VeaWes), t0y)®z—1® (¥ 2);
3 (Vom)eS—-VaesS)aWaes), (z+y)Qz—r02z+yQz;
4. KQV -V, k®x — kx
Demonstra¢do. Ver em O
O item (b) acima justifica a notagdo V@ W ® S para (v®@ W) ® S.

Problema 2.5.1.3. Sejam A e B duas K-dlgebras sobre K. Defina o produto tensorial A @ x B e mostre que
A ®k B admite uma estrutura de K-dlgebra.

2.5.2 Algebra Tensorial

A defini¢do do produto tensorial de espagos vetoriais sobre um corpo K nos leva naturalmente a definir a Algebm
Tensorial de um espago vetorial V' sobre um coprpo K.
Seja V um espacgo vetorial sobre um corpo K. Considere

——
VW =Vg...@V, n=12,...

e V® = K. Considere também os isomorfismos:

7 KeV® v ke — ke

T VWK V™ sk —zk

Assim, podemos assumir que existe um tnico isomorfismo

(T1®  @Tm) ® (Tmt1 @+ O T(myn)) = L1 @ T @ Tint1 ® -+ ® T(myn)

Agora, considere o espago vetorial

TV)=PvW=kevPaev?e..
n=0

munido com a operagao do produto tensorial.
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Proposigao 2.5.2.1. (T(V),+,®) é uma dlgebra sobre o corpo K

Demonstragao. Os elementos de v € T'(V') sdo escrito na forma

v=T o™, o™ ey,
neN

Devido a associatividade do produto tensorial e da existéncia do elemento unidade 1 € K, segue que (T'(V), +,®)
é uma algebra. (I

Definigao 2.5.2.2. (T(V),+,®) é denominada Algebra Tensorial do espago vetorial V.
A Algebra Tensorial T'(V') é uma algebra graduada uma vez que v gy m cyhtm)

Proposicao 2.5.2.3. (Propriedade Universal da Algebm Tensorial)
Seja A uma dlgebra sobre o corpo K, e f : V. — A um homomorfismo. Entdo existe um unico homomorfismo
f« : T(V) — A tal que o diagrama abaizo comuta;

DIAGRAMA

Demonstrag¢io. Considere os homomorfismos fy) : V™ — A n €N, definidos por

FOU) =k, f(e1@22® - @wn) = fla1).f(z2)... f(zn)

Tomando fx como f. : T(V) — A tal que f« |,ym= % n e N segue que f. é um homomorfismo de &lgebras.
Como V gera T'(V), f« é o tinico homomorfismo de T'(V) sobre A que coincide com f em V. O

2.5.3 Algebra Exterior

As Algebras Exteriores, ou Grassmanianas, sdo de grande importancia no estudo das formas diferenciais. Elas
foram introduzidas em 1844 por Hermann Gunther Grassmann. O problema abordado por Grassmann era para
encontrar uma algebra na qual para todo v € V fosse verdade que v = 0. Em 1867, Hermann Hankel interpretou
geometricamente as idéias de Grassmann através do produto alternado de vetores.

Nesta se¢do, o objetivo serd construir a Algebra Exterior A(V) associada a um espago vetorial V. A construgao
serd feita através do operador alternado Alt: T(V) — T(V),
da onde teremos que A(V') = Img(Alt).

Considerando que nosso objetivo é trabalhar com formas diferenciais, vamos desenvolver a Algebra Exterior
A(V™*) associada ao espago vetorial dual V*.

Definicao 2.5.3.1. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Define-se como um p-tensor em V a uma func¢do
p-linear
——
T:VP=Vx---xV =K.

Isto é, para todo j € {1,...,p} verifica-se a condigdo de linearidade

! !
T(v1,...auj + Puj,...,vp) =T (1...,05,V541,...,0p) + BT (v1,...,05,...,0p)
onde vi,v; eVeapfeK

Exemplos:

1. Se p=1, os 1-tensores sdo os funcionais lineares em V;
2. O produto interno em R"™ é um 2-tensor;
3. O determinante de uma matriz k£ X k é um k-tensor.

O conjunto dos k-tensores sobre um espago vetorial V serd denotado por 77(V) (7H(V) = V*).
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Problema 2.5.3.2. Resolva os sequintes problemas;
1. TP(V) é um espago vetorial sobre K.
2. Mostre que um p-tensor T : V*? — K induz um homomorfismo T : V® — K.

O produto tensorial de tensores é definido da seguinte forma: dados T'€ TP(V) e S € T4(V), T ® S é dado
pela férmula;

(T'®S) (1, Vpy Upg1sevvyenUptq) = T(V1, 000 Vp, Upt1y - -, Uptg)-
O produto tensorial induz uma estrutura associativa sobre 7 (V), que ndo é comutativa.
Seja 8 ={e1,...,ex} uma base de Ve 8" = {ej,...,e;} a base dual correspondente, isto é ,
N 1, se i=j;
(o) =9 Y
0, se i#j.

o que utilizando o Delta de Kronecker pode ser escrito como

ei (v;) = di

Se I = (41,...,1p) é uma sequéncia de inteiros entre 1 e k, denotamos

* * *
eI:ei1®"'®ei,}

€j = (ej17'~-vejp)

Se I e J sdo sequéncias de indices, entdo, por definigao,
* * *
eI(eJ) = (61'1 & - ®6ip)(6j1,. . '7ejp) =

= e (ej,) ... (ej,) = o1y

Proposicao 2.5.3.3. Seja V um espago vetorial de dimensio k e {¢1,...,¢r} uma base para V*. Entdo os p-
tensores {¢iy, ..., i, | 1 < i1, da,...,ip < k} formam uma base para TP (V). Consequentemente, dim(T?(V)) =
kP.

Demonstragio. Sejam 3 = {e1,...,ex} umabasede Ve 3 = {e],..., e} a base dual correspondente. Sem perder

a generalidade, vamos mostrar a proposicdo para a base 3.

1. O conjunto {ej; ® -+~ ®¢;, | 1 <id1,d2,...,49 < k} é linearmente independente.
Suponha que que existam coeficientes a; € K tal que ) ;are; = 0, entdo

ZGJE?(Q]):CLJZO = a;j=0 VJ
T

2. O conjunto {e, ® ---®@e¢j |1 <id1,42,...,4, <k} gera TP(V).
Sejam w; =37, whie;,,i=1...,k vetores em V e T € T?(V), entdo

T(w1,...,wp) :Z}~-Z:T(ell,...,elp)wlll ..Awi,” =
I Iy
:Z--~ZT(611,‘..761P)6;‘1(1U1)...ez;(wp) =
1y lp

= Z'”anl2~-~lp(€71 ®...ef)(wi,. .., wp)
Iy lp

da onde concluimos que

* *
T = E E ﬂllzmlpell@“’elp'
1y lp

Segue dos itens acima que dois tensores T' e S s@o iguais (T'= S) < T'(er) = S(er) para toda sequéncia de indices
I. Portanto, {e7} gera 77(V).
]
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Vamos considerar o espago vetorial

T(V)=P1°(V)
p=0
De fato, observe que 7 (V) = T(V™)
Definigao 2.5.3.4. Um p-tensor é Alternado se

T(’Ul,...,'l)i,...,'Uj,...,’Up):—T(’Ul,...,'Uj,...,’Ui,...,Up)

Por convencgao, os 1-tensores sao considerados alternados.

Exemplo: O determinante de uma matriz p X p é um p-tensor alternado.

Seja S, o grupo das permutagdes dos numeros de 1 a p. Dada uma permutagdo m € Sp, esta serd par ou
impar, dependendo se o nimero de transposigoes de indices for par ou impar. Sendo assim, (—1)™ serd igual & +1
ou —1 dependendo se 7 for par ou impar, respectivamente.

Existe uma agao do grupo das permutacoes S, sobre 77 (V)
Sp X TP(V) — TP(V)
(m,T) =TT

onde

T" (v1,v2,..,0p) = T(Va(1), Ur(2)s - - Vs (p))

Decorre da expressdo acima que (77)7 = T7°7.
Assim, um p-tensor ¢ alternado se para toda permutagdo m € Sp, temos que

T =(-1)"T
Agora, vamos passar a construcao de tensores alternados.

Defini¢ao 2.5.3.5. O Operador Alternado é o operador linear Alt : TP(V) — TP(V) obtido ao extendermos
linearmente a expressio

ATy = 5 3y

P TESp
Seja AP (V) ={T € TP(V) |T" = (-1)"T, Vm € Sp} € T?(V) o subespago vetorial dos p-tensores alternados.

Proposicao 2.5.3.6. O operador Alt : TP(V) — TP(V) € uma proje¢do sobre o subespago vetorial AP(V'), para
todo p.

Demonstragio. Vamos verificar que para todo o € S, e T' € TP (V) temos que [Alt(T)]° = (—1)7 Alt(T).

A(T))” = [5 S ()T =]§ S~ [T =

" weS, TESp
1 [eg o U oo 1 o oo g OoTT
= > =)= YTT =D D ()T =
TeSp TESy
1

= ()7 3yt =

|
p: TESp

Uma vez que S, é um grupo, para todo 7 € S, existe m € S, tal que 7 = 0 o 7, ou seja, a expressdo acima pode
ser escrita como

= (=1)7 > (=1)7T7 = (~1)7 AlK(T)

TESY

Portanto, Alt : 7P(V) — AP(V). Para mostrar que, de fato, Alt é uma projegdo, vamos verificar que Alt o Alt =
idpp(vy. Para isto, suponha que T é um p-tensor alternado; T = (—1)"T', entdo

AI(T) = z% 3 ()T = % 3 ()T ()T =

" weSy mESp
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1
:EZT:T

TESp

Isto implica que Alt |sp(vy= idpr(v)

O préximo passo serd definir uma estrutura de algebra sobre o espago dos tensores alternados.

Definicao 2.5.3.7. Dados os tensores T € TP(V) e S € T4(V), o produto exterior de T' com S € dado por

TAS=AKT®S)e TP V)
O produto exterior goza das propriedades bdsicas que o tornam um produto (ndo comutativo);

1. (associatividade) Para todo T € T?(V), S € T4 (V) e R€ T (V)
(TASYAR=TA(SAR)
2. (unidade) Seja k € K, para todo T € T?(V)
kNT =T Nk =kT

em particular 1 € K é o elemento neutro do produto exterior.

3. (distributividade) Para todo T € 7P(V), S € T%(V) e R€ T"(V)

TAS+R)=TAS+TAR

Dentre as propriedades listadas acima, a que requer mais atengdo é da associatividade uma vez que a sua
demonstragao nao é direta. Para demonstra-la precisamos do seguinte lema;

Lema 2.5.3.8. Se Alt(T) =0, entao T NS =S AT =0, para todo tensor S.

Demonstragio. Se T € TP(V) e S € TY(V) entdo T ® S € T®PT9 (V). Seja G o subgrupo de S(p+q) formado pelas
permutacoes que fixam os indices p + 1,...,p + gq; decorre que G é isomorfo a S,. Assim se m € GG, entdo

/n—(]‘?""p7p+]‘7""p+q):(Tr(l)""77r(p)’p+17"'7p+q)
Portanto, para todo m € G temos que (T'® S)™ = T" ® S uma vez que

(T®8) (V1. Vps Vpt1, - ooy Uptg) = (1) T (Vn(ays s V() -S(Vpt1s - Uptq);

da onde,
SE=D)TTRS) =D (-)TTeS=AT)®S =0

TeG TeG

O subgrupo G decompdem Sp4+4 em uma unido disjunta de classes laterais a esquerda, o que significa que existe
um conjunto de elementos 0; € Sp+4,1 <7 <[ tal que para todo 7 € Sp44 existe m € G tal que

T7=0;.G, paraalgumie {1,...,1}
Consequentemente,

l

TAS= 3 (e Sy =3 ST e s -

TE€Sptq i=171€G

i+1 TeG

=2 DTN @ 8] =3 (1) [A(T) @ 57 =0

TeG i=1

Proposicao 2.5.3.9. O produto exterior é associativo
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Demonstragao. Pela linearidade do operador Alt
(TAS)ANR— AT ®S®R)=Alt[(TAS)® R —Alt(T® S® R) =

=Alt[(TAS)@R-TRSQ®R]|=Al[(TANS-T®S)® R]
No entanto,

ATAS —T®S] =0

Pelo lema, conclui-se que a expressao acima é nula da onde

(TAS)YANR=AI(T ® S® R)

Analogamente,
TASAR)=Alt(T®S®R)
o que implica na associatividade. O

O conjunto de todos os tensores alternados associados a um K-espago vetorial V' é o K-espago vetorial
AV) =P A W)
P

Devido as propriedades do produto exterior (A(V),A) é uma K-dlgebra.
Proposigao 2.5.3.10. Sejam ¢,v € A*(V), entdo;

1 gAY =~ AG;
2. pAG=0

Demonstracao. Basta observar que

(A Y)(v1,v2) = Alt(p ® P)(v1,v2) = ¢ @ P(v1,v2) — ¢ @ Y(v2,v1) =

= ¢(v1)-P(v2) — ¢(v2).1(v1).

Portanto, ao trocarmos as posicoes de ¢ 1) obtemos o resultado. O

Proposicao 2.5.3.11. Seja {¢1,...,¢r} uma base de V* e ZP = {I = (i1,...,1p) | 1 < i1 <ig < -+~
Considere para cada I = (i1,...,1p) o p-tensor alternado

b1 =iy Ao A i,
FEntao, o conjunto

{¢1;1 € T}
¢ uma base para AP(V). A dimensdo de AT (V) ¢ .

Demonstragao. Para mostrar que {¢r | I € Z} gera AP basta lembrar que todo p-tensor T pode ser escrito de
forma tnica como

T = Z Tiy.ipbiy, @+ ® @i,
i1 yeensip
o que implica que

AT = 3 Ty Alt(, @ - @ 60) = S T

Iczp Iezp
A condigao de ser linearmente independente é simples de ser verificada. Se {vi,..., v} é uma base de V tal que
¢i(vj) = dij e vy = (vjy,...,v;,) entdo
¢s(vy) =0r1s
Portanto,

Z Tror =0= Z Tror(vy) =T5; =0

Iezp Iezp

A dimensao é obtida através da contagem do conjunto {¢; | I € Z”}. Para isto, basta observar que ¢ A ¢ = 0.
O
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Problema 2.5.3.12. Sejam T € AP(V) e S € A1(V), entao

TAS=(—1)SAT.

Desta forma, se V é um espaco vetorial de dimensio n, segue que A(V) = @%_yA™(V) é um espaco vetorial
de dimens&o 2™. Ao munirmos A(V') com o produto exterior A ele torna-se uma &lgebra na qual a relagio z* = 0
é verficada para todo elemento x € V. Considerando que V gera A(V), a relagao é universal.

A Algebra Exterior A(V) pode ser definida como uma élgebra fatorial. Para este fim, considere o ideal Z de
T(V) gerado pelos elementos da forma {v @ v | v € V'}. Pela definigéo , os elementos de V sdo de grau 1, ou seja,
pertencem a 7(V) = ZN7"' =0.

Dado o homomorfismo canénico j : T(V) — T(V)/Z, a restricdo de j a V ¢ injetiva . Com isto podemos
identificar V com sua imagem j(V) e vé-lo como um subconjunto de A(V) = T'(v)/Z. Como V gera a dlgebra
T(V), V também gera a algebra A(V). Por construcdo, j(v)? = 0 para todo v € V.

Podemos verificar que A(V) = T(V)/Z é uma algebra graduada. Com efeito, como Z é gerado por elementos
homogéneos v ® x, T é homogéneo no sentido que tomando Z° = ZNV® 7 = ®:Z®. Entao A(V) é graduada
pelos subconjuntos E® = (VW 4+ 7) /T isto é

A(V) = @iE“); EO g0 « gptitd)

Proposicao 2.5.3.13. (Propriedade Universal da Algebm Exterior)
Seja A uma dlgebra sobre um corpo K e f:V — A um homomorfismo tal que

f).flv) =0, YveW
Entao existe um unico homomorfismo ¢ : A(V) — A que estende f.

Demonstragdo. Pela propriedade Universal da Algebra Tensorial existe um homomorfismo f* : T(V) — A definido
por f*(v@w) = f*(v).f*(w). Segue da propriedade de f que f*(v®wv) = 0,Vv € V, o que implica em Z C Nucl(f*),
consequentemente f* induz um homomorfismo f*: T(V)/Z — A.

UNICIDADE O
Problema 2.5.3.14. Algebm de Clifford

1. Seja V' um espago vetorial sobre R munido com uma forma bilinear nao-degenerada < .,. >:V xV - R, e
seja q 'V — R a forma quadrdtica associada. Considere a relagao

uv+ovu=-2<u,v> VYuveV

Mostre que com a relagao acima obtemos uma dlgebra Cl1(V,q) gerada por V.

2. Suponha que V. =R" e a forma bilinear seja o produto interno euclideano. Seja Cl,(R) a dlgebra de Clifford
gerada por R™. Mostre que Cl1(R) ~ C e Clx(R) ~ H.
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2.6 Formas Diferenciais

Neste capitulo vamos definir formas diferenciais sobre R™ e desenvolveremos as estruturas bédsicas para demonstrar
o Teorema de Stokes. Além disto, vamos definir a Cohomologia de De Rham.

2.6.1 Definicao

Definicao 2.6.1.1. O plano tangente a R™ no ponto x € R™ € o espaco

TR = {ve€R" |37 (6, =R%3(0) =2 ¢ 7(0) =0}
Proposi¢ao 2.6.1.2. Seja x € R", entdo;
1. T,R™ é um espago vetorial.

2. T,R" ~ R".

Demonstragao. 1. Suponha que v, w € T,R? onde v = v (0) e w = n(0). Para quaisquer a,b € R, considere a
curva 7 = a.y1 + b.y2 : (—€,€) — R™; entao

av+bw=n0) — av+dbweT,R".

2. Vejamos que a base canonica 8 = {e1,...,e,} é uma base de T,R". Considere , para cada i € {1,...,n}, a
curva v;(t) = x + t.e;. Desta forma, segue que e; € TR"™ e que 3 é uma base de T,R".

O

Definicao 2.6.1.3. 1. Um referencial mdvel sobre R™ € uma aplicagio C= e : R™ — Gl,(R) definida por

e(x) ={e1,...,en}
onde para cada x € R™ temos que e(z) € uma base de T,R"™.

2. Um co-referencial mdvel sobre R"™ € o dual do referencial;

* * * *
e“(z) ={el,...,en}, eilej)=0i;.
Decorre da proposigdo acima que a base canonica 8 de R™ é um referencial mével constante, e o seu dual é
um co-referencial. Classicamente, adota-se a notacdo
dz; = e].

Definigao 2.6.1.4. 1. Seja QP(R™) = Uzern AP(T,R™). Uma p-forma diferencial em R\ ¢ uma aplicacdo
diferencial
w:R™ — QP(R™)

Uma p-forma diferenciavel associa a cada ponto x1R™ um p-tensor alternado pertencendo a algebra exterior
do espago vetorial T,R™.
Exemplos:

1. 0-forma - O espago Q°(R™) = C°°(R"™,R).

2. 1-forma - Se para cada x € R" tivermos um funcional linear w, € T, R", variando diferenciavelmente com
x, entdo w define uma 1-forma.

3. muitos exemplos de 1-forma podem ser produzidos a partir de 0-formas, uma vez que

fe QR = df. € Told = df € Q' (U).

Seja f € O (R™) e considere (z1,...,%,) as coordenadas de R™. Entéo,

0x1 O 0x;

i=1

dfx.u:mﬁ +~~~—|—unﬁ = (i of dmi> (u).

Portanto,

i=1
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De acordo com o capftulo anterior, se para cada x € R", e*(x) = {ej(z),...,en(x)} é uma base de T, R",
entdo, para cada ¢ € R", temos que uma base de AP(T;U) é dada por

{e1 | I =(i1,...,ip)}

Uma vez que em R"™ podemos considerar ] como um co-referencial constante, uma p-forma pode ser descrita como
* oo n
w = E wrer, wr € C(R™;R).
I

Uma propriedade fundamental das formas é a condicdo de naturalidade, assim descrita: Toda aplicagdo
¢ : R" — R™ induz um homomorfismo ¢* : QP (R™) — QP (R"™) definido por

[P w]e(u1, ..., un) = W) (dp.ur, . .., do.un)
Dizemos que a p-forma ¢*w é o pull-back de w por ¢. Quando w é uma O-forma, o pull-back de w por ¢ é a

0-forma ¢*w = wo ¢

Problema 2.6.1.5. Sejam ¢ e ¢ aplicacgoes diferenciaveis. Mostre que
1. ¢" (w1 4+ w2) = ¢" w1 + P wa;
2. ¢" (w1 Aw2) = ¢ w1 A p*wa;
3. §ov)w=1 ¢ w
Exemplo:
Este exemplo é de particular importancia para a compreensao e simplificacdo de alguns célculos. Sejam U C R"

e V. C R™ abertos descritos em coordenadas por U = {(z1,...,zn)} e V = {(y1,...,ym)}. Seja ¢ : U — V uma
aplicagdo C*° cujas coordenadas sdao ¢ = (¢1,...,dm). Entdo,

(b* dye = dpa

n

(" dya)(u) = dya(do.u) = dya (Z uz%) =

n n mom 53
= widya (22 = Zuidya< ) =3 > u S dya(es) =
i=1 ¢ i=1 B= i=1 =1 i

- Z  Ox; |:Z sz

Segue a afirmagdo uma vez que a igualdade vale para todo u € T,U.

Problema 2.6.1.6. Seja ¢ : U — V um difeomorfismo de abertos de R"™. Sejam (z1,...,Zn) € (Y1,...,Ym)
coordenadas em U e V respectivamente. Mostre que para todo y = ¢(x) temos que

[@"(dyr A -+ Adym)]s = det[ddsz](dxzi A -+ A dxn)s

Theorem 2.6.1.7. (Teorema da Mudanga de Varidvel) Sejam U,V abertos de R"™ e ¢ : U — V um difeomorfismo
que preserve a orientacdo. Se w € uma n-forma integrdavel em V| entao

/¢(U) v /IJ¢*w

Demonstra¢do. Exercicio O

Exemplo: Seja U C R? um aberto e w = fidzs A dzz + fodzs A dzy + fadzi A dze € Q*(R3®). Suponha que
¢ : U — R?, definida por

o(u,v) = (u, v, g(u,v)),

onde g : U — R é diferencigvel, é a parametrizacéo de uma superficie S ¢ R®. Vamos calcular

I
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Pelo Teorema de mudanca de varidvel, temos que

o= foe

de forma que o célculo a ser efetuado é para determinar o lado direita da igualdade acima;

¢'w=Y (fiod)¢"(dx; Ndar) = Y (fiod)(¢"dw;) A (¢ dwy)
{igk} {igk}
No entanto,

(;5 * (dml) = d¢1 =du

¢5* (daﬁz) = d¢2 =dv

@du—k 8fialv

¢"(dz3) = dg = u 3

da onde temos que
¢ (dz1 A dz2) = du A dv

¢ (dzs Ndx1) = —@du A dv

ou
¢"(dz2 N dzs3) = —@du/\dv
2 3)= =3,
Substituindo na expresséo,
P w= [_fla g, + fa]ldu Adv =
_ _99 9
=< (fi, fo fa), (=5 =50 1) > duAdv

integrando obtemos

* 0 0
[ o= [ <(hfo ) (=5L =L > duto =

=/<F7N>dudv:/<F,n>dA, (dA =| N | dudv)
U U

Portanto, a integracdo de uma 2-formas sobre uma superficie S é, como era de se esperar, a integral de superficie
sobre S do campo definido pelos coeficientes da 2-forma.

/ w’
S

onde w é a 2-formas do exemplo acima e S € parametrizada por ¢ : U — R3,

(;3(’[1,, U) = (()bl (u7 U)7 ¢2 (uv U)v (j)g(U, ’U))

Problema 2.6.1.8. Calcule

2.6.2 Derivada Exterior

Definigdo 2.6.2.1. Para cada p € {1,...,n}, o operador derivada exterior é o operador d,, : QF (U) — QFY1(U)
definido como segue;
1. Sep=0ewe QU),

n

dow = dw = Z ggjl dx;

i=1

2. Sep>0ew=Y,wrdr; € QY (U), onde w; € Q°(U), entdo

dpw = Zdw[ Adxg
I

Exemplos:
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1. UCRQ, w = fidx1 + fodzo € QI(U) e F'= (f17f2)

14 f1 fz 8f2

dw:dfl/\dx1+df2/\dm2:( f dx1 + z—dx2) Ndz1 + (57— x2) A dxy =
ox T2 ozr 1 a 2
_,0f2  Ofr _
= (75331 E dz1 A dze = rot(F)dzy A dzo

2. U C R3, w = fld,'.El + de.’IZQ + f5dl’5 (S Ql(U) e = (fl,fz,fg).

3 3
Z oh dml Adz + Z E dxl Adza + ( Ofs 2—dz;) Ndxs =

— 3
0fr 0fr 0f2 f2 0fs Ofs
Dirs ——dxs N dx1 +8 dzs A dxy +8 dzy A dxo +8 dzs A dxo +8 dzy N dxs +8 dzo N\ dxs =
on _on s of ofs _0f:
[61'1 ]d z1 A\ dxo + [aim 8$3]dx1 A dxs + [8$2 8:63}(1122 A dxs.

Portanto, dw = 0 < rot(F) =0
3. U CR? w= fiadz1 Adxs + fizdzy Adxs + fosdas Ades e F = (fia, — fi3, f23)

8f12 0fa3

o0x

0f13
0x2

dz1 A dre Ades = div(F)dzi A dzs A dzs.

[ da:l /\dl’z/\dwg—‘r(

)d$1 A dxo N dxrs +

Portanto, dw = o < div(F) = 0.

Theorem 2.6.2.2. Para todo p € {1,...,n}, operador derivada exterior d, : QP (U) — QPYL(U) satisfaz as
sequintes propriedades;

1. (linearidade)
dp(w1 + w2) = dpw1 + dpws;

2. (lei da multiplicagdo) Se w € QP (U), entio
dp(wA0)=dpw A0+ (—1)’w A db
3. (condigao de cociclo)
dpt10dp =0
Além disto, a familia de operadores
{dp: Q" = Q"' |1 <p<n}

€ a unica familia de operadores que satisfaz as propriedades acima e do = d (a derivada exterior sobre 0-formas
coincide com a derivada usual sobre fungoes).

Demonstragdo. A verificagdo das propriedades acima é direta. Para verificar a unicidade suponha que existe uma
familia de operadores

{Dy : (V) = "TH(U)
tal que Do = d. Entéo, D(dxr) = 0 uma vez que
D(dziy) A+ AD(dxi,) =Y (=1)% day A-- A D(dzij) A~ Ada,
J
e D(dxz;;) = D(Dxi;) = 0.

Desta maneira, se w =y ; ardz, entéo

Dw = Z[D(az) Ndxr 4 arD(dxr)] = Zd(a;) Adx; = dw.
! 1

Coroldrio 2.6.2.3. Seja ¢ : R™ — R"™ um difeomorfismo. Entdo, para toda forma w € QF(R™) seque que

dp(¢"w) = ¢"dpw
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Demonstragdo. Basta verificar que o operador D = (¢~ 1)* o d o ¢* satisfaz as propriedades do teorema acima e
Dw = dw para O-formas. Se f € Q°(R™), entdo ¢* f € Q°(R™), d(¢* f) € Q*(R™) e

(¢~ 1)*do" f € Q' (R™),

Df=(¢7")d(foe)=d(foo)do™") =df
Segue da unicidade que D, = d, O

2.6.3 Cohomologia de De Rham
Pelo que foi vimos, a derivada exterior define a sequéncia
dn—1

do dy

QORY —D L olrr) B, grRY) 7 qrti(gr) 2t Q" (R)
onde dp+10d, = 0 (neste caso, dizemos que a sequéncia acima é um complezo). Portanto, para todo p € {1,...,n}

temos que
Img(dy) C Nucl(dp+1)
Definigdo 2.6.3.1. 1. w e QP(U) € uma forma fechada se dpw =0 (= w e HY x(U)) e
ZP(R"™) = {w € QP(R"™) | dw = 0}.
2. w € QP(U) é uma forma exata se existe n € QP~H(U) tal que w = dp_17, €
BP(R") ={w € Q°(R") | w € ezata}.
Considere a seguinte relagdo de equivaléncia em Z?(R"):
we~w S w —we BPRY);  [w] =w+dp1 QP!
Se w ~ w dizemos que w’ e w sdo cohomdlogas.

Definigao 2.6.3.2. O p-ésimo grupo de Cohomologia de De Rham do R™ € o espago vetorial (quociente)

__Nuc(dy)
Img(dp-1)
Por convengdo, HY o(U) =0 se p < 0. Como haviamos visto antes, Hjr(U) = Nucl(d) = {f € C=(U,R) |
df = 0}.

Embora os espagos QP (U) sempre tenham dimenséo finita, os espacos vetoriais HY, ,(U) tem dimenséo finita.

Hpr(U) = Z"(R")/B"(R").

Problema 2.6.3.3. Se U possui k componentes conezras < H%R(U) ~ R*,

Proposicao 2.6.3.4. O espago vetorial

Hpr(U) = @ HpR(U)
i=0
€ uma dlgebra quando munido com a multiplica¢do

- Hpp(U) x Hpp(U) — HpE (U)

([wa], [wa]) = [wi].[we] = [w1 A wo]
Demonstra¢do. Uma vez que, sendo wy e ws formas fechadas, a forma w; A w2 também é fechada, pois,

d(w1 A ’LUQ) = dwi N ws + (—1)‘w1‘w1 A dws.

Assim, é suficiente mostrar que o produto esta bem definido, uma vez que a propriedade de associatividade é
herdada do produto exterior. Suponha que [w; = [w;] e [wz] = [w}], para mostrar que o produto estd bem definido
é preciso verificar que

[wi] [we] = [wi].[w3]
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ou seja
[wi A we] = [wi Aw]

Fazendo w} = w1 + dm e wy = wa + dn2, temos que

wi Awy = (w1 +dm) A (w2 +dn2) =
= w1 Awz +wi Adnz +dm Awe +dm Adne =
= w1 Awz +dlm Awa + (=1)Pw1 Anz +m1 Ang]
= fwi] fwa] = [w3]fuy]

O

Uma vez que ¢*d = d¢*, uma aplicacdo diferencidvel ¢ : R” — R™ induz um homomorfismo ¢* : HY, ,(R™) —
HY z(R™), pois, uma p-forma w é fechada (exata) em QF(R™) entéo ela é fechada (exata) em QP(R™). Vale a lei
da composigao, ou seja, o diagrama

induz o diagrama

o o
H%R(W) - H%R(V) HpDR(U)

de forma que (Y 0 @)* =™ 0 @*.

Lema 2.6.3.5. (Lema de Poincaré)
Se U C R"™ € uma regido estrelada de R™, entdo HY,,(U) =0 parap >0 e HYp(U)~R

Demonstrag¢do. A idéia da demonstragdo é construir um operador S, : Q7 (U) — QP~1(U) tal que

dp—1Sp + Spy1d, =idor quando p >0

Sid=1id—e, e(w)=w(0) se p=0

A existéncia deste operador implica imediatamente no Lema, pois, se w é uma forma fechada, entao
w=dp_1Sw, se p>0

w=w(0), se p=0

1. Primeiramente, vamos construir o homomorfismo S, : Q°(U x R) — QP~(U). Toda forma w € Q”(U x R)
pode ser escrita na forma

w=>"fr(z,t)der + Y gs(x,0)dt Adas
I J

onde I = (i1,...,4p) € J = (j1,..., jp—1) sdo multi-indices. Defina

gp(w) = Z[/ gJ(z, t)dt]dx s

J 0
Decorre de
9 )
d affdmmdx,Jrz Ot 4 & dae +Z g"dmmdt/\dm
que
1
dS,(w) + Spi1dw = / dg. Ldt)dzi A dxy + Z 8f’ g dildr - [/ giJ dtldz; A day =
0 : 0 i

= Z[/ affdt]d rr = Z[f, x,1) — f(x,0)]dxr.
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2. Agora, seja 1 : R — R uma funcdo C*° tal que 0 < ¢ < 1, mais precisamente,

0,t <0;
Y(t) =41t >1;
0<y() <1,te(0,1)

e¢:U xR — U a aplicacdo ¢(x,t) = ¢(t)z. Defina Sp(w) = 5°(¢*w). Seja w = > hi(x)dzr, desde que

6" (dws) = 2ot (1)t + () da

temos que

¢"(w) =Y hi(@()2) (d(t)zi, + P(t)dwiy) A -+ A (d()as, + (t)des,)

I

Na notagao utilizada, a expressao acima implica que o primeiro termo, independente de dt, é dado por

> hi (@) () dar
I
o que implica em

dorhi(x)der =w, p>0;

dSp(w) + Sp+1dw = {w(w) —w(0), p=0

O
O lema de Poincaré implica que os espacos R"™ (n > 1) tem cohomologia de De Rham trivial (H},z = 0,p # 0).
Veremos que é possivel definir a Cohomologia de De Rham para espagos mais gerais do que R™, n > 1.

2.6.4 Teorema de Stokes

Finalmente, chegamos ao ponto prometido de mostrar que os teorema classicos de integracao sdo na realidade casos
particulares de um teorema geral conhecido por Teorema de Stokes.

Para demonstrar o Teorema de Stokes sao necessarios alguns conceitos elementares que de certa forma manifestam
o resultado do Teorema de De Rham.

Para efeito da exposicio, considere o n-cubo em R" como sendo

I, =1[0,1] x --- x [0,1] = [0,1]"

Defini¢ao 2.6.4.1. Um n-cubo singular em U C R™ é uma fung¢do continua ¢ : [0,1]" — U. Por convengio,
[0,1]° = {0} = R°.

Exemplos:
1. ¢:[0,1)° — U corresponde ao ponto ¢(0) € U;
2. ¢:[0,1]' — U corresponde a uma curva em U;

3. O n-cubo I, é um n-cubo singular definido por I, : [0,1]" — R", I,(z) =z

Seja Cn(U) o grupo livre gerado pelos n-cubos singulares, de tal forma que cada elemento do grupo é escrito como
combinagao linear de um nimero finito de n-cubos singulares. Assim, todo ¢ € C,(U) é da forma

k
c= E aici, n; €N, ¢ :I, — U n-cubo singular
i=1

Os elementos de C,(U) sdo denominados de n-cadeias.
Para cada n-cubo I, e para cada i € {1,...,n}, nos definimos 2 (n-1)-cubos singulares como segue; = =
(z1,...,2n) € R™!

I,,(li’o)(x) = In(xl, .. .,mi,l,O,mi,. .. ,ibn,l)

Ir(f’l)(x) = In($1, ey i1, 1,,’.Ei, . ,xn_l)
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O (n-1)-cubo I"® é chamado de face (i,0) de I,, e 157 de face (3,1) de I,.

Exemplos:
L ?(:1%» _ L1y, N
5 (x) =12(0,21) e I " (x) = I2(1,21)
1829 (2) = L(21,0) e I2Y () = L(21,1)
2. n=3;
I8 (2) = I5(0, 21, 20) e I (2) = Is(1, 21, 22)
I$29(z) = Is(z1,0,22) e I (2) = Is(21, 1, 2)
189(2) = Is(21,22,0) e IV (2) = Is(21, 22, 1).

Definigao 2.6.4.2. Seja c: I, — U um n-cubo singular; para cada o € {0,1}
1. A face (i,a) de C é
Clisa) = O IS
2. O bordo de um n-cubo singular €
n 1
6c = Z Z(—l)H—aC(i’a)
i=1 a=0

3. o0 bordo de uma n-cadeia ¢ = Zfﬂ nic; €
k
Oc = Z n;oc;
i=1

Exemplos:
1. n=1;
2. n=2;
3. n=3;

Lema 2.6.4.3. O bordo define um homomorfismo On : Cn(U) — Cr—1(U) tal que
8n71 ] 8n =0 (82 = O)

DEFINIR CADEIAS CICLOS E BORDOS + HOMOLOGIA SINGULAR.

Os operadores d e 9 gozam de propriedades similares (d° = 0 e 9? = 0) sugerindo alguma realacio entre cadeias
e formas. Esta relacdo é estabelecida ao integrar formas sobre cadeias. por isto, estaremos considerando apenas
n-cubos singulares diferenciaveis.

Se w é uma k-forma definida sobre I, entdo podemos escrevé-la como w = fdxi A - -+ A dxg. Defina

/Ikw: X

fdxl/\~~-/\dxk:/ f(a:l,...,a:k)dazl...dwk

I I

ou equivalentemente,

Se w é uma k-forma em U e ¢ é um k-cubo singular em U, nés definimos

*
/’LU:/CU)
c Iy

/fdml/\~~~/\dack:/ (c)*(fd:c1/\~~~/\dxk):/ (foc)dr:...dzy.

Iy, Iy,

ou seja

O caso k=0 precisa ser tratado separadamente. Uma 0-forma w é uma fungéo, se ¢ : {0} — U é um 0-cubo singular
em U nés definimos
/ w = w(0)
c

A integral de w sobre uma k-cadeia ¢ = 22:1 n;c; é definida por
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1
/w:E ai/w
c i=1 [}

Classicamente, a integral de uma 1-forma sobre uma 1-cadeia é denominada integral de linha, enquanto a integragao
de uma 2-formas sobre uma 2-cadeia é uma integral de suoperficie.

Theorem 2.6.4.4. (Teorema de Stokes)
Se w € uma (k-1)-cadeia sobre um conjunto aberto U C R"™ e ¢ € uma k-cadeia em U, entdo

/dw:/w
c dc

Demonstragao. Primeiramente, suponha que ¢ = I ¢ w é uma (k-1)-forma sobre I,. Entdo, w pode ser escrita
como

n
w=> fidzi A+ NdTi Ao Aday,
=1

observamos que

1z = {015
dxj,i # j.

Portanto,

0, =j;

T9N* (fideyr Ao AdTi A - Adag) =
/( ) (fida D= o Filns s za)dos . dayi £

Desta forma,

ko1
/ fidzy Ao AdE; A A dag :ZZ/ (I (fidwy A NdBs A+ A dag) =

Ol j=1a=07Tk-1

k . .
=) [(-1)’* filza, ..., 1, xe)dz - . dxg + (1) filz1,...,0,. ., zp)dey . .. dag]

=1 Iy, Iy,
O célculo do outro lado da expressdo nos dé

~ ofi ~
d(fidzy N+ NdZ; A -+ Ndxy) = %da:i/\dx1/\---/\dxi/\-~~/\dxk:
I, 1, 9Ti

ofi

— (—1)!
(-1) .

Pelo Teorema de Fubini e o Teorema Fundametal do Célculo, nés temos

. 1 .
A fudy A AdTs A - A day) = (—1)1—1/ [/ gﬁzdxi]dxl...d@...dxk -
I,_q, Jo i

Iy,

= (—1)i71/ [f(a;l,...,l,...,a;k)—f(w17...,0,...,mk)]d:p1...dii...d:pk =
Tp_q

= (-1 f@y,. 1 x)+ (=D [ f(z,...,0,... 2 dey ... dxy,
Iy, Iy,

Comparando as expresoes () e () concluimos que

/ w = dw
oIy, I

Se ¢ é um cubo singular qualquer, segue das propriedades vistas dos operadores [ e d que

/dw:/ c*(dw): d(c*w):/ c*w:/ w
c Iy, Iy Oy dc

. . N 1 ~
Finalmente, se ¢ é uma k-cadeia singular ¢ = 3., a;¢;, entao
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l l
/dszai/dw:Zai/a wz/w
c i=1 c; i=1 c; dc
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Capitulo 3

Variedades Diferenciaveis

3.0.5 Definicao
Vamos considerar o R" munido com a topologia induzida pela func¢ao distancia.

Definicao 3.0.5.1. Um espago topoldgico X é uma Variedade Topoldgica de dimensdo n se para todo ponto p € X
existem vizinhangas abertas U, C X e Uy, C R™ e um homomorfismos ¢o : Ua — Uw, onde p € Uy.

Observagao 3.0.5.2. No caso em que Ua N [7[3 # 0, entdo a aplicagdo

$pa = 50 ba' : ba(Ua NUp) = ¢(Ua N Us)
€ um homomorfismo local do R™. A aplicagdo ¢pa € denominada mudanga de coordenada de X.

Embora as variedades topoldgicas existam, elas ndo sdo espagos onde se possam construir os operadores d e
J do célculo.

Ao par (ﬁa, ¢a), obtido na defini¢ao acima, denominamos de carta local de X. Um atlas de X é um conjunto
2l formado por cartas locais que cobrem X, ou seja,

A ={(Ua,pa) | @ € A, X CUsUa},
OEde A é um conjunto indexador. Dizemos que o atlas 2 é maximal se para todo par de cartas locais (ﬁa, da) €
(Ug, ) tais que
L. (Ua,da) €2
2. UsnNUs #£0e
3. ¢pa = bsoda’: ¢a(l7a NUs) — ¢3(Us NUs) é um homeomorfismo

temos que (U, ¢a) € (Us, ¢p) estdo contidos em 2.
Um atlas 2l no qual as mudangas de coordenadas sdo homemorfismos sdo denominados de estrutura topoldgica
de X.

Definicao 3.0.5.3. Um wariedade topoldgica X é uma variedade diferencidvel se o admite um atlas 2 cujas
mudangas de coordenadas sao difeomrofismos. Neste caso, dizemos que A é uma estrutura diferencial sobre X.

Observagao 3.0.5.4. Seja [X]|= classe de variedades homeomorfas a X. De acordo com a defini¢ao, uma variedade
X € diferencidvel se existir M € [M] que admita uma estrutura diferencidvel. Existem exemplos de variedades
com um numero infinito de estruturas diferencidveis nao equivalentes.

Exemplos:

1. Considere o espago S* = {(z,y) | R? | % 4+ 3? = 1}. Usaremos projecio estereografica para mostrar que S*
é uma variedade diferencidvel.

Seja N=(0,1) o pdlo norte, a reta definida pelos pontos N e (u,0) € R x {0} é
r(t) =(0,1)+t(u—0,0—-1) = (tu,1 —t)
A intersecdo com de 7(t) com S* é obtida quando

Pu+ (11—t =1
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da onde obtemos a equagao

2
tt(u® +1) - 2] = ty = —5——
(W +1)-2=0 = to=
¢ 2
20 uw -1
($7y)—(m7m)
é féacil verificar que
x
u = Ty
Desta forma, vamos definir a carta ((717 ¢1) por
=S =N} e éilay) =1
— 1 Y) = 172/

Analogamente, utizamos projegao estereogréfica através do pélo sul S = (0, —1) para definir a carta

=5 —{S} e du(xy) =

T
1+y

Tanto ¢1 quanto ¢2 sdo homeomorfismos, vejamos para ¢a;

(a) ¢2 é sobrejetora; desde que y # —1 temos que para um fixado u € R ¢a(u(l + y),y) = u. Porém,
épreciso que (u(l+y),y) € Us, isto é,

2 2 2 2 1-y 1—u”
1 =1 = =—2 = =
Consequentemente,
_ 2u
b3 " (u) = (1-1-7’ 1—u’1+u?)
(b) @2 é injetora;
Suponha que ﬁ = hfw ez +y*> =1, 2° + w? = 1. Entdo,

P?1+w)?=21+y)? = 224 20%0+ %0 =27+ 22294 2%
=’ 4 20%w +2°(1 - 2°) =2 + 2%y +2°(1—2°) = 22°(14w)=22"(1+y)

1+w7i

1+y a2

o 14w _ 2z : — —
Comparando com a equagao Ty = concluimos que z =rew =Y.

(¢) ¢2 é6 homemorfismo.
~ ~1 o~ .
Bata ver que as expressoes encontradas para ¢2 e ¢, sao continuas.

Segue da construcao que S' = Uy UUs e Uy N Uz = (S* — {N}) N (S* — {S}). A mudanca de coordenada
neste caso é dada por

921 R~ {0} — R~ {0}, éalu)="

Consequentemente, 2 = {(U; ) (Uz, ¢2)} define uma estrutura diferencidvel sobre S'.
. Considere o espaco S? = {( ) € R?* | 2 +4? + 2% = 1} Utilizando a mesma idéia da projecio estere-
ogréfica, sejam N = (0,0,1) e S = (0,0, —1) os p6los norte e sul da esfera e considere

U, = S*{N}, ¢:0U, — R?

definida por

$1(z,y,2) = (e, L)

1—2"1-2

Uy = S*{S}, ¢:U, —R?
definida por

o2(@02) = (155 7 s)
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Uma vez que S = Uy UUs e Us1 = (S? — {N})N(S? — {S}) # @, a mudanca de coordenada ¢21R? — {0} —
R? — {0} definida por

.
u? 4+ 027 u? + v?

)

implica que 2 = {(ﬁl, 1), ((72, $2)} define uma estrutura diferenciadvel sobre S2.

B21(u,v) = (

3. Considere o espaco T?% = S x S*.
Se considerarmos sobre T2 a topologia produto e as cartas locais como cartas produto das carta de S*, entdo
segue que T2 é uma variedade diferencigvel cujo atlas é

A= {(U1 x Ur, 1 x ¢1), (U1 x Uz, p1 X ¢2), (U2 x Uy, 2 x 1), (Uz x Us, 2 X 2)}

4. RP"™ = Plano Projetivo Real
Considere em R™™! — {0} a seguinte relacio de equivaléncia: sejam x,y € R™*
r~yeexiste tER talque y=tx

Defina RP™ = R™"™'/ ~. Assim, o plano projetivo corresponde ao espaco das retas em R™ ™' que passam
pela origem.

3.0.6 Fibrados Tangente e Cotangente
No caso do R™, o plano tangente a um ponto p € R™ é o conjunto
TR ={v e R" [v=7(0),p=7(0),7: (—€,¢) = R"}
onde a curva vy : (—epsilon,e) — R™ é de classe C*°.
Problema 3.0.6.1. Mostre que para todo p € R"™ temos que T,R"™ ~ R"™ como espago vetorial

Se U € R" é um aberto, entdo para todo p € U segue que T,U ~ T,R".

O conceito de espago tangente é fundamental em Topologia Diferencial, uma vez que muitas das técnicas
baseiam-se na utilizacdo do operador derivagao. Para definir o plano tangente de uma variedade num determinado
ponto é necessério fixar uma carta local. R

Seja X uma variedade diferencidvel, 2l uma estrutura diferencidvel sobre X e x € X. Considere (Ua, ¢po) uma
carta € 2 tal que x € Us. Seja p = ¢a(z); neste caso, defina

ToX = T,Ua

Considerando que = pode estar em contido em vérias cartas é preciso nos certificar de que a definigao esta
consistente. Para isto, seja (Ug,d3) € 2 uma outra carta tal que x € Ug. Seja ¢ = ¢g(z). De acordo com a
defini¢do, temos que

T, =T,U3
Decorre da defini¢ao de estrutura diferenciavel que
$pa : pa(Ua NU) — ¢p(Ua N Up)
é um difeomorfismo. Uma vez que ¢ = ¢g.(p), segue que
doga : TpUa — T4Up

é um isomorfismo de espgos vetoriais. Portanto, a definigao do plano tangente T, X esta consistente a menos
de difeomorfismo (este é ponto de vista em Topologia Diferencial).

Desta forma, seria mais conveniente, em termos formais, definir o plano tangente como o quociente de todos
os planos obtidos através de cartas, mas tal definigdo tem pouco utilidade pratica. Talvez a definigao mais abstrata
e util seja a seguinte;

Problema 3.0.6.2. Seja C*°(R™,R) o espago da fungdes diferencidveis sobre R™ e
I'R")={D:C* -C*|D ¢é R-linear}
o espago dos operadores lineares definidos sobre C*°(R™,R). Mostre que para todo p € R™ temos que

T,R" =~ I'(R")(p) = {Dp}
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B claro, uma vez que sabemos como definir o plano tangente a X num ponto x € X, entdo podemos definir
o plano cotangente a © € X como sendo o plano dual T, X. Para descrever o plano cotangente explicitamente,
lembre que para todo p € R"

T;R" = A*(T,R")
da onde concluimos que um elemento de 7, R™ corresponde ao uma 1-forma avaliada em p. O mesmo pode

ser dito para T, X.
Definido o plano tangente, é natural colar esta informagdo no que denomina-se Fibrado Tangente de X.

Definicao 3.0.6.3. O Fibrado tangente de uma variedade diferenciavel X é o espaco

TX = |J T.X ={(z,v) |z € X,0 € T, X}
rzeX
munido da topologia que torna a projecio m : TX — X, onde w(x,v) = x, uma fungdo continua. A imagem
inversar ' (z) = T X ¢ denominada a fibra de TX.

Para melhor entender o fibrado tangente de uma variedade é preciso reconhecer que sua descrigao ¢ feita
através das cartas é sempre local. Seja A = {(Ua, ¢o) | @ € A} uma estrutura diferenciale sobre X, se x € U,
entao

T.X ={veR"|veT,, (x)Us} ~R"

implica que para todo a € A existe um isomorfismo

Vo 7 H(x) — R”

3.0.7 Aplicagoes Diferenciaveis entre Variedades

Ao longo desta segio considere (M™,2(5) e (N™,2y) variedades diferencidveis.

Definicao 3.0.7.1. Uma aplica¢ ao f : M — N e diferenciavel se para quaisquer cartas locais ([7, @) € A,

-~

(V,4) € An, a aplicagao fvy = o fod—1:U — V for diferenciavel, onde U C R™ e V C R".

A aplicagdo fyy : U — V é uma aplicacdo diferencidvel entre espagos euclideanos e portanto podera ser
analisada com as técnicas usuais de calculo. A derivada da aplicacdo fyu no ponto p € U define uma transformacao
linear dfyvu(p) : R™ — R"™. Se fixarmos as bases canonicas do R™ e R", entdo teremos a aplicagio dfvy : U —
M (m,n), onde para cada ponto p € U dfyy serd uma matriz m x n.

A seguir, citaremos alguns resultados de Anélise no R™ que serdo utéis para mostrarmos que determinados
espagos sao variedades diferencidveis.

Theorem 3.0.7.2. Sejam U,V abertos do R" e f : U — V uma fun¢do diferencidvel. Se no ponto p € U temos
que dfp € nao singular, entdo existem vizinhancas w C U de p e V' C V de f(p) tais que f : U> — V> é um
difeomorfismo.

Definigao 3.0.7.3. Sejam U C R™ e V C R"™ abertos e f : U — V uma aplicagido diferencidvel tal que para todo

ponto p € U a derivada df, tem posto mdzimo;

1. Se m < n, dizemos que f é uma imersao (posto(dfy) = m);

2. Sem > n, dizemos que f é uma submersao (posto(dfy) =n).

Theorem 3.0.7.4. (Forma Local das Imersées)
Sejam U CR™ e V. C R"™ abertos e f: U — V uma imersao (m < n). Entdo, existem abertos U, W' C R™ e uma
fungdo diferencidvel ® : W> — U’ tal que a composi¢do fo®: W’ — V ¢é dada por

Fo®(ut,...;um) = (Ut s Umy @1 (Uty vy Um)ye ey P (ULy e ey Um)),
onde as fungédes ¢; : W» — R sdo diferencidveis.
Demonstra¢do. Vamos considerar o caso particular onde m = 2 e n = 3. A generalizagdo é simples e direta. Seja

f(x,y) = (f1(z,y), fz(l’, y)v f3($,y)

entao
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9f1 9f1
5h 5
j— 2 2
Uy = | B2 )
9fs 9fs
oz oy

Como posto(dfy) = 2, podemos supor que a matriz

9f1  9f1
@ 9
oz oy
é ndo singular. Assim, se definirmos a aplicacdo g : U — R?, g(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y)), conluimos que dg,
é nao singular. Pelo Teorema da Funcao Inversa, existem vizinhancas U” C U e V> de f(p), taisque g : U’ — V»
é um difeomorfismo. Seja ® = g~' : V* — U’; denotando u = fi(x,%), v = fao(z,y) e ¢1(u,v) = f3 0 ®(u,v)
concluimos que

Fo®:V = U fod(uv)= (uv,é(uv)

Problema 3.0.7.5. Demonstre a Forma Local das Imersoes para n e m arbitrdrios.

Decorre do Teorema da Forma Local das Imersoes que toda Imersao é localmente o grafico de uma aplicagao,
e por isto dominio e imagem (local) sdo difeomorfos.

Theorem 3.0.7.6. (Forma Local das Subemrsoes)

Sejam U CR™, VCR" e f: U — V uma submersio (m > n). Entao, existe uma vizinhanga U’ (C U) de p, um
aberto W C R™ e um difeomorfismo ® : W — U tal que a composta fo® : W — V ¢é dada pela proje¢io

fo®(ur,. .. Un,...,Um) = (Ut,...,Un)

Demonstra¢do. Vamos mostrar apenas para ocaso quando n=3 e m=2. Seja’

f(ac,y,z) = (fl(mvyvz)va(x7y7z))

e
a2 = | oy  ofs  Ofe

enao

ox oy Oz

Por hipédtese temos que posto(df,) = 2 para todo p € U; por isto podemos assumir que a matriz
o2 ofe
oz dy

F({L’,y,Z) = (fl(mvyv Z),fQ({L’,y,Z),Z)

é nao singular
Defina a fungdo F': U — V x R por

cuja derivada no ponto p é

9fi Ofi 9of
ox 8;/ Oz

dF, = ofz 3@7; 9f2 = det(dF,) #0
0 0 1

Pelo Teorema da Funcao Inversa, existem vizinhangas U’'(C U) de p e W(C V x R) contendo f(p), tais que
F:U — V> é um difeomorfismo. Seja ® = F~': W — U u = fi(z,y,2) e v = fa(x,y, 2), assim

fo®(u,v,z2) = f(z,y,2) = (u,v)

O

Corolario 3.0.7.7. Sejam U C R™, V C R"™ abertos, e f : U — V uma submersdo, entdo para todo ponto c € V
o conjunto f~(c) é uma variedade diferencidvel.
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Corolédrio 3.0.7.8. (Teorema da Fungdo Implicita)
Sejam U C R™, V. C R" abertos, e f: U — V uma aplicagdo tal que o determinante

(f1, - fr)

hACRLASARPLYINN

3(1’1,...,mk) 7é
entao a equagao

fx1,...;zm) =c

admite solucdo. Além disto, existe wma vizinhancas U C R¥ sobre a qual estio definidas aplicagées diferencidveis
D1y P U — U
de forma que se f(x1,...,%k, Tht1,.--,Tm) = C, entao
Tht1 = 01(T1,- -y Tk), e oy Tm = Pk (T1, ..., Tk)

Em geral, pode acontecer de a aplicagdo ndo ser uma submersao em todos os pontos, o que motiva a seguinte
definicao;

Definicao 3.0.7.9. Seja f: U — V uma aplicac¢do diferencidvel. Um ponto ¢ € V' € valor regular de f se
f ' (e)n{z € U | df, nio é sobrejetiva} = &
caso contrdario dizemos que ¢ € um valor singular de f.

Exemplos:

= {3 2) € B #2442 422 1)
On={A€ M,(R)| A" A =1}
SLa(R) = {A € Mu(R) | det(A) = 1}

Sejam fi,..., fn : R — R* fun¢des diferencidveis e suponha que ¢ = (c1y...,ck) € R* é um valor regular
de fi, Vi € {1,...,n}, entdo

L

X:{(mh,,,,mn)|f1($1,..4750n)2017--.,fk(5017-~~,$n):Ck}

é uma variedade diferencidvel de dimensao (n — k).
3.0.8 Subvariedades Diferenciaveis
3.0.9 Variedades com Bordo

3.0.10 Teorema do Ponto Fixo de Browder

3.0.11 Orientacao

Em R":
Dizemos que as bases 8o = {ef,...,en} e Bg = {6’18, ...,e2} de R™ sdo equivalentes se a mudanga de base

Tpo : R" = R", Tpa(e]) =) tled
j=1
satisfaz a condigao

det(Tga) >0

A relagao

Ba ~ Bg < det(Tsa) > 0

define uma relagdo de equivaléncia sobre o conjunto das bases Brn de R". Ao fixarmos uma base de R™, por
exemplo a base canonica ¢ = {ey,...,e,}, observamos que o conjunto das classes possui 2 classes distintas. Assim,
seja

Ope = B2 — (), -1}

~
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onde [1] corresponde as bases (. tais que det(Tac) > 0 e [—1] as bases tais que det(Tac) < 0.

Uma orientagdo em R™ consiste em fixar uma uma classe de Orn. Neste caso, uma orientacdo esta determinada
ao fixarmos uma base para R".
Em um aberto de R":

Conforme vimos anteriormente, é possivel fixar sobre um aberto U C R™ um referencial movel

B8={e1,...,en},

o que significa que para todo p € U o conjunto

B = {61(])), .- .,en(p)},

é uma base de T,U. Neste caso, dizemos que o referencial é globalmente definido em U. Vamos assumir que,
em todo ponto po € U, o conjunto 8 = {e1(p),...,en(p)} representa a classe [1] € Or,r. Uma orientagao em U
consiste em dar uma orientacao para cada plano tangente 7,U. Sendo assim,, uma orientacao em U corresponde
a fixar um referencial movel em U.

Sejam U € R™ e V € R™ abertos com orientagoes fixas. Dizemos que uma aplicagdo diferenciavel f : U — V
preserva orientagao se para todo ponto p € U temos que det(dfp) > 0.
Em uma Variedade Diferencidvel X:

Seja Ax = {(Ua, da) | @ € A} a estrutura diferencidvel definida sobre X. Nem toda variedade diferencidvel
admite um referencial movel globalmente definido, por isto, temos que trabalhar localmente. Para cada a € A,
defina um referencial movel 8, = {ef,...,en} (equivalentemente, uma orientacio).

Definicao 3.0.11.1. Uma orientagio sobre X corresponde a munir cada aberto Us com uma orientacao de tal
forma que sempre que U NUg # &, a matriz da transformagdo de coordenadas

dpas() : Too@)Ua = Toy()Us
preserva a orienta¢ao.

Existem variedades que nao admitem uma orientacao, elas sao denominadas variedades nao orientaveis. Um
exemplo cldssico é a Faiza de Moebius, outros sio o RP?™, K*(Garrafa de Klein).

Problema 3.0.11.2. O grupo fundamental de toda variedade ndo orientdvel possui um subgrupo normal isomorfo
a ZQ‘

Digamos que os referenciais moveis (o e (g, definidos sobre Uy e (75 respectivamente, sao compativeis se
det(dgsa(x)) > 0 para todo x € Ua N ﬁg. Assim, orientar a variedade X corresponde a estender sobre X, de forma
compativel, um referencial movel 3, definido sobre Us.

Um outro ponto de vista sobre a definicdo de orientagdo pode ser dada através das formas diferenciais. Veja
que fixar uma base para T, X corresponde a fixar uma base para AP (T, X);

ﬁa:{el,...7en} — wg=e1N---Nep

Uma vez que dim(A™ (T, X)) = 1, podemos definir a seguinte relagido de equivaléncia entre seus elementos;

w~w <& existe A>0 talque w =Aw

Portanto, ao fixarmos uma base 3 para T, X, podemos dizer que wg é uma base positiva para AP (T, X. Agora,
observamos que se 73’3 éa matriz de mudanga de base, entéo

wg, = det(Tg,g)UJIB.

Consequentemente,

Br~p & ws ~uwg
Portanto, uma orientacdo sobre um aberto U C R" corresponde a fixar uma n-forma globalmente definida,
denominada forma de volume. O mesmo ocorre sobre uma variedade X.
Problema 3.0.11.3. Mostre que;
1. a Faiza de Moebius é nao orientdvel;
S™ ¢é orientdvel;
. K € ndo orientdvel
. RP?™ ¢ ndo orientdvel;

. RP*™ L ¢ orientdvel;

SN
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3.1 Integracao em Variedades

Sejam
Q°(X) = C™(X,R)

QF(X) = |J A(TuX)

zeX
Definicao 3.1.0.4. Uma p-forma sobre X é uma sec¢io do fibrado vetorial QP (X), isto €,
w: X — QP (X),
onde para cada x € X temos que w(x) € um tensor p-alternado definido sobre T, X .

Conforme vimos anteriormente, se ¢ : V — U é um difeomorfismo entre abertos em R* e f é uma funcio
integravel em U, entao;

/ fdzy...dzn, = / (foo)|det(dp) | dyir...dyn
U v
Seja (X,%Ax) uma n-variedade diferenciavel, possivelmente com bordo, com a estrutura diferencidvel

Ax = {(Ua; ¢a) | a € A}.

Dado uma forma w € QP(X), dizemos que w é de suporte compacto se o fecho do conjunto

{z € X | w(x) #0},
denotado Supp(w), é compacto. Assuma que w é uma p-forma com suporte compacto contido numa carta local

U,. Vamos supor que ¢, : Uy, — U, é um difeomorfismo que preserva orientagdo. Neste caso, (qﬁfl)*w é uma
forma cujo suporte é compacto e esta contido em U,. Defina

Jow= /aw‘l)*w

Seja B € A tal que Ua NUs # D, € ¢pa = ¢p 0 ¢+ ¢a(Ua NUs) — ¢p(Ua N Up) um difeomorfismo que
preserva a orientacdo. Segue do fato do célculo

/ 05w = [ Ghalés)w = [ (65 0002y w= [ (62w
¢(UgnUg) $a(UgnNUp) ba(UgNUp) $a(UgNUp)

que a defini¢do de integral ndo depende da carta utilizada, da onde temos que a defini¢do é coerente.

Agora, vamos analisar o caso onde o Supp(w) néo esta contido numa carta local da variedade. A receita é
utilizar particdo da unidade de forma a decompor a forma w em um somatdério de forrg\as cujo suporte esta contido
numa carta. Considere {pa }aca uma partigdo da unidade subordinada a cobertura {Uq }aca formada pelas cartas

locais. Assim,
w= piw
fee=%,

Para mostrar que [  w independe da partigao utilizada, seja {pj;} sea’ ma outra parti¢do, também subordi-

[

p;w = /P'P"w
/X J ; < Py

nada a cobertura {U,}. Portanto,
onde
similarmente,

piw = /p’~p-w

Portanto,
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S [ rw=35 [ o= % [ poyw=3 [ pu
—Jx T Ux T Ix T Jx
Segue das propriedades locais e da defini¢do que para todo a,b € R e w1, w2 € QP(X) que
/{aw1+bw2}:a/ w1+b/ wa
X X X
Theorem 3.1.0.5. Sejam X e Y variedades diferencidveis e f : X — Y uma aplicagao diferencidvel, entdo
/ w= / ffw
Y X
1. operador d, cadeias singulares, homologia, teorema de Stokes
3.2 Derivada Exterior
Definigao 3.2.0.6. O operador derivada exterior é o operador d : QP(X) — QPTH(X) definido por
p . ~
dw(Yo,...,Yy) = > (-1 Yi(w(Yo,...,Yi,...,Yp)) +
i=0 o (3.1)
+ Z(_1)1+]w([)/'i’ }/7]7 )/07 sy Yi7 sy 1/.7'7 R YP)
i<j

Proposigao 3.2.0.7. O operador derivada exterior satisfaz as sequintes propriedades;
1. d é R-linear.

2. Sew € QF (X), entdo

d(wAn) =dwAn+ (—1)"w Adn.
3. d*>=0

4. d € o dnico operador que satisfaz as propriedades acima tal que d : Q° (X)— Ql(X) coincide com a derivada
sobre funcoes (df (V) = Lv (f)).

Localmente, ou seja, se fixarmos um aberto U, e um referencial movel {ei,...,e,} sobre U,, entdo o co-
referencial movel {e], ..., ey} implica que toda k-forma sobre U, é escrita na forma

w = E widzy
I

Conforme definido em (...), temos que

dw = Zdw? Adzr
T

E preciso verificar que a definicdo dada independe da carta utilizada. Sejam «, 3 € A tais que Ua N ﬁﬁ #* o
a condi¢do de compatibilidade deve ser

$had” = d°¢fa
o que segue diretamente da unicidade do operador derivada exterior definido em R"™.
Assim, temos para cada p €= {0,...,n} o operador d, : QF (X) — QP~1(X).

3.3 Cohomologia de De Rham

No capitulo vimos a defini¢do da Cohomologia de De Rham para um aberto U C R"™. No caso de uma variedade
diferencigvel (X, 2x), procedemos de forma ansloga.

Decorre da proposicao acima que sobre X temos o complexo

QO(X) —L - ol(x) —2

LX) T gerxy e, e

Q’!L (X)
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e, por isto, podemos definir os espagos vetoriais

_ Nucl(dp)

iy mg(dp—1)
denominados de p-ésimo grupo de Cohomologia de De Rham de X.
FORMA DE VOLUME

Hpr(X)

Proposicao 3.3.0.8. Seja X uma variedade diferencidvel;
1. Se X ¢é coneza, entdo HYp(X) ~ R;
2. Se X é compacta e sem bordo, entao Hpr(X) ~ R
Demonstragao. 1. trivial

2. Seja wg uma forma de volume, entao

/Xwﬁ?éo

Suponha que wg seja uma forma exata ; wg = dn. Pelo Teorema de Stokes,

/WBZ/CMI/ n=20
X X o0X

contradizendo o fato de ser wg uma forma de volume. Assim, uma n-forma néo pode ser exata mas sempre
serd fechada. Precisamos mostrar que dado duas formas de volume wg, wg., temos que

wp, —wg = d’l’] & wg, = wWg.
TA MAL ...

Sejam n-forma

wp. = det(Tp.5)wp

da onde

wg. — wp = [det(Tp.5) — Nwg
O

Para efetuarmos alguns célculos de grupos de Cohomologia de De Rham é preciso retornar ao Lema de
Poincaré, onde construimos um operador, cujo andlogo para variedades é
S, QP(X xR) — QP 1(X),
onde se

w = Zf[(x,t)dxf +Zg1(x,t)thde, I=(i1,...,0p),J = (J1,- -, Jp—1)
1 7

entao,

§p(w) = Z[/ gJ(z, t)dt]dz 5

—Jo

Se considerarmos 7 : R x X — X a projegao no 2°-fator e i, : X — R x X o mergulho i,(z) = (z,a), entdo

dSpw + Sp1dw = w — 7 itw

(T iaw =32, 9 (z, a)dxy)

Decorre da existéncia de S, que

Hpp(R x X) ~ H p(X)
uma vez que os homomorfismos
o HOp(X xR) —» HLp(X), e 7w : HYp(X) — H?(X xR)

~ . sk k¢ * ek .
sao tais que i,m" = ZdHJ%R(X) e i, = ZngR(Xle)
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Proposicao 3.3.0.9. Se f,g: X — Y sdo aplicagées homotdpicas, entio f* = g*

Demonstragdo. Seja H :[0,1] x X — Y uma homotopia tal que Ho(z) = f(x) e Hi(z) = g(z). Seja a € [0,1] e
considere o mergulho i, : X — X X [0, 1] dado por iq(z) = (z,a). Desta maneira, temos que

f=Foig, e g=Foi
o que implica em que f* =ijo F* e g* =i] o F".

De acordo com a proposi¢ao anterior, para qualquer a € [0, 1], segue que i, é a inversa de 7* : H?(X) —
*

HPTH(X x [0,1]); ou seja, i = i. Consequentemente, f* = g*.
O

Corolério 3.3.0.10. Seja X uma variedade contrdtil, entdo Hpp(X) =0 se p > 0.
Demonstragao. Segue diretamente da proposi¢ao anterior ao tomarmos Y = {zo}, onde 9 € X O

Theorem 3.3.0.11.
R, p=0,n

H%R(Sn) = {0 p#0,n

Demonstra¢ido. Vamos assumir que o Teorema é verdadeiro para S"~! e mostrar que isto implica no resultado
para S™.
Sejam N o pélo norte e S o pélo sul de S™. Considere os abertos

Uy =S™ — [N}, Us=5"—{5}

entao

S" =UnUUs (3.2)

UnNUs ~S™ % (0,1) (3.3)

afirmacéao: Se p > 1, entdo Hp, (Un UUs) = HPD;;(UN NUs).

Seja w € HP L(S™). Se p > 0 temos que HY,p(Un) = Hp 5(Us) = 0. Portanto, em Uy temos que w = dnn
em Us temos que w = dng. Consequentemente, em Uy N Us temos que

dny =dns = d(ny —ns) =0 =y —ns € Hyy (Un N Us)

Assim, temos

1" Hpp(Ux UUs) — Hpp (Uv NUs)
w— NN —1s

Agora, seja n € HY . (Ux N Us). Vamos construir uma p-forma em HY . (Ux N Us). Seja {pn,ps} uma
partigdo da unidade subordinada a cobertura {Un,Us} de S™. Se n é uma (p-1)-forma em Uy N Ug, considere as
(p-1)-formas

IN = PNT,  Ts = —psn

Observe que em Uy NUsg temos que n = (pn + ps)n =y — ns.
Em H? ,(Un UUs), defina a p-forma w que restrito a Ux é dnn e em Us é dns. Uma vez que sobre Ux NUs
temos que
dny —dns =dn=0 = dnn =dns

da onde segue que a p-forma w esta bem definida e é certamente fechada.
Assim, seja
w* : HYJ (Un NUs) — HP(Ux NUs)
n—ow
Decorre da construgdo que n*w* = w*n* = id.
De acordo com a proposi¢ao anterior,
HY o (Un NUs) ~ HP (8™ ")

Para concluir a proposigao, basta observar que
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H%)R(Sl) = R?
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e Hpr(S™) =0, se k>1



3.4. FIBRADOS VETORIAIS

3.4 Fibrados Vetoriais

3.4.1 Definicao
3.4.2 Método do Referencial Médvel

3.4.3 Formas com valores em Fibrados Vetoriais
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