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Introducao

Variedades
X = n-variedade C*°, fechada e simplesmente conexa (w1(X) = 1, 1-conexa).

As técnicas usadas por Stephen Smale para provar o Teorema do h-
Cobordismo entre n-variedades se limitam aos casos quando n > 5. Isto
devido a impossibilidade de aplicar o Lema de Whitney para o cancelamento
dos pontos complementares de intersecao.
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Introducao

Variedades
X = n-variedade C*°, fechada e simplesmente conexa (w1(X) = 1, 1-conexa).

As técnicas usadas por Stephen Smale para provar o Teorema do h-
Cobordismo entre n-variedades se limitam aos casos quando n > 5. Isto
devido a impossibilidade de aplicar o Lema de Whitney para o cancelamento
dos pontos complementares de intersecao.

Conjectura de Poincaré

A Conijectura de Poincaré, para dimensdes n > 5, decorre do Teorema do
h-Cobordismo.
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Teorema do h-Cobordism

(W, Xo, X1) € um h-cobordismo sempre que W for uma (n + 1)-variedade tal
que
e OW = Xo U Yl
Q H.(W,Xo) = H,(W,X1) =0
(Xi — W é uma equivaléncia homotopica, i = 0, 1).
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Teorema do h-Cobordism

(W, Xo, X1) € um h-cobordismo sempre que W for uma (n + 1)-variedade tal
que
Q OW = Xo U Yl
Q H.(W,Xo) = H,(W,X1) =0
(Xi — W é uma equivaléncia homotopica, i = 0, 1).

Teorema
Seja (W, Xp, X1) um h-cobordismo C* entre Xy and X; (n-variedades C°,

fechadas e simplesmente conexas). Se n > 5, entdo W < Xo % [0, 1].
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Forma de Intersecao

X ~ Qx : H?(X,Z) x H3(X,Z) — Z, Qx unimodular, simétrica.
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Teoremas Classicos em dimensao 4

Forma de Intersecao

X ~ Qx : H?(X,Z) x H3(X,Z) — Z, Qx unimodular, simétrica.

Teorema de Whitehead

Xo € X3 sdo homotopicas < as formas de intersecédo sao isomorfas.
(Qo ~ Q1, a menos de uma mudanca de base)
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Teoremas Classicos em dimensao 4

Forma de Intersecao

X ~ Qx : H?(X,Z) x H3(X,Z) — Z, Qx unimodular, simétrica.

Teorema de Whitehead

Xo € X3 sdo homotopicas < as formas de intersecédo sao isomorfas.
(Qo ~ Q1, a menos de uma mudanca de base)

Teorema de Wall
Xo € X3 sdo homotopicas < sdo h-cobordantes.
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Teoremas Classicos em dimensao 4

Forma de Intersecao

X ~ Qx : H?(X,Z) x H3(X,Z) — Z, Qx unimodular, simétrica.

Teorema de Whitehead

Xo € X3 sdo homotopicas < as formas de intersecédo sao isomorfas.
(Qo ~ Q1, a menos de uma mudanca de base)

Teorema de Wall
Xo € X3 sdo homotopicas < sdo h-cobordantes.

Teorema de Freedman
Se Xp and X; sao h-cobordantes < elas sdo homeomorfas.
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Teoremas Classicos em dimensao 4

|
N

Conclusao

A Forma de Intersec¢édo € o principal invariante topologico de uma
4-variedade, fechada, simplesmente conexa. Além disto, determina TX:

rank(Qx) = by + b ;

WZ(X) : WZ(X) n= Qx ( Jl)aV?? € HZ(X7ZZ)7
p1(X):  pu(X) =3(b; —by),
c2(X): co(X)=x(X)=2+bJ +b,.

18/Maio/2007
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Teoremas Classicos em dimensao 4

Conclusao

A Forma de Intersec¢édo € o principal invariante topologico de uma
4-variedade, fechada, simplesmente conexa. Além disto, determina TX:
rank(Qx) = by + b ;

|

WZ(X) : WZ(X) n= Qx ( 777)7V77 € HZ(X7ZZ)7
p1(X):  pu(X) =3(b; —by),
c2(X): co(X)=x(X)=2+bJ +b,.

Teorema de Donaldson

Existem 4-variedades fechadas Xq and X; que sdo homeomorfas mas
gualquer h-cobordismo entre elas ndo é C*°-equivalente ao produto
Xo % [0, 1].

| \
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Estabilizacdo de Wall

Sejam Xg and X; 4-variedades C*°, fechadas, 1-conexas e homeomorfas,
entao existe x € N tal que

difeo

X#k(S? x S?) '~ Y #k(S? x S?).
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Estabilizacdo de Wall

Sejam Xg and X; 4-variedades C*°, fechadas, 1-conexas e homeomorfas,
entao existe x € N tal que

difeo

X#k(S? x S?) '~ Y #k(S? x S?).

Problema
Determine .
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Uma \-alca, ou alga de indice A\, em W"*! & um subespago hy c W tal que

difeo
hy ~ D* x D" +1,
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Decomposicao em Algas

Uma \-alca, ou alga de indice A\, em W"*! & um subespago hy c W tal que

difeo
hy ~ D* x D" +1,

a-Esferas e b-Esferas

Numa X-alca hy ¢ W, temos:
@ aa-esfera de fixagdo Sp = S*~* x {0},
Q ab-esferacinta S; = {0} x S"~*.
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Decomposicao em Algas

Uma \-alca, ou alga de indice A\, em W"*! & um subespago hy c W tal que

difeo
hy ~ D* x D" +1,

a-Esferas e b-Esferas

Numa X-alca hy ¢ W, temos:
@ aa-esfera de fixagdo Sp = S*~* x {0},
Q ab-esferacinta S; = {0} x S"~*.

Decomposicado em Alcas

W = (Xo X [0,])UH; UH, U---UH U ---UHp—1 U (Xy x [0,1]), (1)

onde H,=uU™mhl e my_\=m,.
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Par de Alcas Complementares x Par de Alcas
Geomeétricamente Cancelaveis

Alcas Complementares

O numero de interse¢do em W das algas hi e h? &

e(hi, h?) = S1.Sa, (2)

onde Sy € a b-esfera de h} e Sy € a a-esfera de h?. Assim, as algas h} e h?
formam um par:
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Par de Alcas Complementares x Par de Alcas
Geométricamente Cancelaveis

Alcas Complementares

O numero de interse¢do em W das algas hi e h? &

e(hi, h?) = S1.Sa, (2)

onde Sy € a b-esfera de h} e Sy € a a-esfera de h?. Assim, as algas h} e h?
formam um par:

complementar
sel=k+1ee(hi h2, )=+l
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Par de Alcas Complementares x Par de Alcas
Geométricamente Cancelaveis

Alcas Complementares

O numero de interse¢do em W das algas hi e h? &

e(hi, h?) = S1.Sa, (2)

onde Sy € a b-esfera de h} e Sy € a a-esfera de h?. Assim, as algas h} e h?
formam um par:

complementar
sel=k+1ee(hi h2, )=+l

geometricamente cancelavel

se h{ e h? sdo complementares em W, e Sy N Sg = {W} (W € W).
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Funcao de Morse

Suponha que a decomposicdo em alcas seja obtida a partir de uma funcéao
de Morse f : W — R, onde X = f1(0), Xy = f (1) e Xy o = f71(1/2).
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H-Cobordismo

Funcao de Morse

Suponha que a decomposicdo em alcas seja obtida a partir de uma funcéao
de Morse f : W — R, onde X = f1(0), Xy = f (1) e Xy o = f71(1/2).

| A

X1/2

Seja W um h-cobordismo entre Xo and X; com « pares de 2- e 3-alcas
complementares (h}, hy), e X1, = f~1(1/2) a 4-variedade no nivel médio.
Pelo teorema de Wall

difeo

X2 = Xo#k(S* x S?); )
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H-Cobordismo

Funcao de Morse

Suponha que a decomposicdo em alcas seja obtida a partir de uma funcéao
de Morse f : W — R, onde X = f1(0), Xy = f (1) e Xy o = f71(1/2).

X1/2

| A

Seja W um h-cobordismo entre Xo and X; com « pares de 2- e 3-alcas
complementares (h}, hy), e X1, = f~1(1/2) a 4-variedade no nivel médio.
Pelo teorema de Wall

difeo

X2 = Xo#k(S* x S?); )

Estratificacdo de W

W® =Xo x [0,1/2]| |(UlLihh), oW = Xo Xy,
(U hE) oW ®) = X LI X;.
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Decomposicao em Alcas de X /»

As k-copias de S? x S? sio geradas pelas seguintes esferas;

Q Soi = S? x {x} = D§ LY. As esferas Sy; séo as a-esferas para fixar as
3-algas hy, 1 <i < k.
@ Sii = {*} x S? sdo as b-esferas cintas (belt) de hi,1<i<k.
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Decomposicao em Algas de X,

As k-copias de S? x S? sio geradas pelas seguintes esferas;

Q Soi = S? x {x} = D§ LY. As esferas Sy; séo as a-esferas para fixar as
3-algas hy, 1 <i < k.
@ Sii = {*} x S? sdo as b-esferas cintas (belt) de hi,1<i<k.

NUmero de Intersecao

S0i-Soj =0, Vi,j,  SoiNSy =2,
SOi~Slj = (Sij Vi?jv
Sli'Slj =0 Vi7j7 Sli n Sll =9a.
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Definicao

Seja W*® um h-cobordismo entre as 4-variedades Xq e X; e considere (W, H)
uma decomposicéo em alcas de W.
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Complexidade de W

Definicao

Seja W*® um h-cobordismo entre as 4-variedades Xq e X; e considere (W, H)
uma decomposicéo em alcas de W.

Considerando os pares de 2-esferas Sg; x S;; descrito acima, sejam
p(Ski, Sij) = #(Sk N Syj) e

CW,H)=> > p(Su.Sy) — &

Kl i

Dr. Celso Melchiades Doria (UFSC) Comp obordismos entre 4-Vari des 18/Maio/2007 11/28



Complexidade de W

Definicao

Seja W*® um h-cobordismo entre as 4-variedades Xq e X; e considere (W, H)
uma decomposicéo em alcas de W.

Considerando os pares de 2-esferas Sg; x S;; descrito acima, sejam
p(Ski, Sij) = #(Sk N Syj) e

CW,H)=> > p(Su.Sy) — &

Kl i

O grau de complexidade de W é
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Observacao

difeo

C(W) >0,sendoque C(W) =0« Xg =~ X;.
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Observacao

difeo

C(W) >0,sendoque C(W) =0« Xg =~ X;.

Definicao
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Considere

X4 e Y3 tais que OX =Y.
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Considere
X4 e Y3 tais que OX =Y.

—

Fixe estruturas compativeis ax € Spin®(X) e ay € Spin°(Y).
A cada a € Spin®(X) associamos um par de fibrados vetoriais o ~ (L4, S}).
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Teoria de Seiberg-Witten-Floer

Considere
X4 e Y3 tais que OX =Y.

Fixe estruturas compativeis ax € Spin®(X) e ay € Spin°(Y).
A cada a € Spin®(X) associamos um par de fibrados vetoriais « ~ (Lq, S}).

Espaco de Configuracédo

Sejam A, o espaco das U;-conexdes em L, e e I'(S*) o espacgos das
secdes spinoriais. O espaco de configuragédo é

Co = Aq x I'(SY).
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Sejam (A, ¢) € C

Eg. de SW sobre X*

Da¢ =0,

Fi=o0(¢), Q4(X)®C=~Endo(S)),
2

o(¢) = om0 - 2L

Dr. Celso Melchiades Doria (UFSC) 18/Maio/2007 14 /28



Equactes de Seiberg-Witten sobre (X*, g)

Sejam (A, ¢) € C

Eg. de SW sobre X*

Da¢ =0,

F::U(¢), Qz( ) CﬁEndo(S;’;),
2

o(¢) = om0 - 2L

Principio Variacional

1 1 1
Walh )= [ {F1FaR+17% P 5 |01 3K | 62} by + 202

onde kqy= curvatura escalar de (X, g).
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Sejam (A, ¢) € Cq.

Eq. de SW sobre Y3

DA¢ = O»
«Fa = 0(¢), QYY)®C=~Endy(S}).

*k*k FI M *kk
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Sejam (A, ¢) € Cq.

Eq. de SW sobre Y3

DA¢ = O»
«Fa = 0(¢), QYY)®C=~Endy(S}).

Principio Variacional

CSD(A,qﬁ):/Y{—%FA/\A—F%<¢,DA¢>>}.

*k*k FI M *k*k
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Lema de Whitney falha !

O Lema de Whitney nao pode ser aplicado quando dim(W) = 5. Por isto, ndo
ha como cancelar os pontos de interse¢éo

(P o'} =SansSy, k#I
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Decomposicao em Algas de X,

Lema de Whitney falha !

O Lema de Whitney nao pode ser aplicado quando dim(W) = 5. Por isto, nao
ha como cancelar os pontos de intersegcéo

(P o'} =SansSy, k#I

0-Handle

Fixe um ponto base * € Xy, tal que * ¢ U, Sgi x Sy;, e fixe os pontos

xKki € Ski, 1 <1 < k. Considere que 0s 2x-arcos conectando * a cada ponto
Uik {*Ki } encontram-se em posicao geral. A vizinhanca regular destes
2r-arcos define uma 0-alga ho € X 5.
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Em cada S, conectamos #; aos pontos pi', qi' € S (estes arcos surgem
aos pares). Desta forma, ao conectarmos x a p;' e pj' a #; resulta um arco
7 de + & ;. A vizinhanga regular de ' define uma 1-alca (h, )y, fixada a
0-al¢a ho.

R e

o
A
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Decomposicao em Algas de X,

1-Handle

Em cada S, conectamos #; aos pontos pi', qi' € S (estes arcos surgem

aos pares). Desta forma, ao conectarmos x a p;' e pj' a #; resulta um arco

gi‘j‘;lde kal a xj. A vizinhanga regular de Vi'jd define uma 1-al¢a (h;)}, fixada a
-alca Ng.

R e

o
P S

Figura: ho Figura: (hy)}
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Decomposicao em Algas de X,

Em S, 0s arcos conectando # ou a pi‘J?' ou a qi'j‘I definem a arvore 7y C Sy,
cuja vizinhaca regular N(7Z) C Sy € homomorfa a um 2-disco. Dai,

Dk = Ski — N(Zx) também é um 2-disco (figura 4). A vizinhanca regular de
Dy C X2 define uma 2-alga h' fixada sobre ho L (Ui j 1(h1))-
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Decomposicao em Algas de X,

2-Alcas

Em S, 0s arcos conectando # ou a pi‘J?' ou a qi'j‘I definem a arvore 7y C Sy,
cuja vizinhaca regular N(7Z) C Sy € homomorfa a um 2-disco. Dai,

Dk = Ski — N(Zx) também é um 2-disco (figura 4). A vizinhanca regular de
Dy C X2 define uma 2-alga h' fixada sobre ho L (Ui j 1(h1))-

Mais 2-Alcas

| A

Desde que Xy, € simplesmente conexa, podemos considerar as 2-algas hy,
1 <t <r, que cancelam os geradores < Xi, ..., X > de 7.
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Decomposicao em Alcas de X /»

2-Algas h¥
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2-Algas h¥
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Definicao

Bi/ =ho LU (Ui,j,k,l(hl):L) U (Ugh}) .
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Definicao

Bi/ =ho LU (Ui,j,k,l(hl)ilL) U (Ugh}) .

Observacao
B1/, € contratil, uma vez que 71(By/,) = 1 € Ha(By/2,Z) = 0.
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V

Vi =By U (Uki h?) ) (4)
V= <V1/2 X [% —€ % + 6]) Ua_ (F"s) Ua, (H's) ; (5)

onde (i) H} & uma 3-alga dual a 2-alga H}, (ii) a a-esfera de H} é Sg;, (iii) a
a-esfera de Hj &€ S;; (ela também é a b-esfera H)).
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Vi =By U (Uki h?) ) (4)
V= (vl/2 x [% — e % " e]> Ua_ (A5 Ua, (M), )

onde (i) H} & uma 3-alga dual a 2-alga H}, (ii) a a-esfera de H} é Sg;, (iii) a
a-esfera de Hj &€ S;; (ela também é a b-esfera H)).

V é contratil e W — int(V) & um produto por [0, 1].
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|‘

Definicao
Vi =By U (Uki h?) ) (4)
V= <V1/2 X [% —€ % + 6]) Ua_ (F"s) Ua, (H's) ; (5)

onde (i) H} & uma 3-alga dual a 2-alga H}, (ii) a a-esfera de H} é Sg;, (iii) a
a-esfera de Hj &€ S;; (ela também é a b-esfera H)).

V é contratil e W — int(V) & um produto por [0, 1].

OV = VU V1 e Vg e V1 sdo contrateis.
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Diagramas de Kirby

Diagrama de Kirby de V e de V;

TN
Oy
NN J-‘,, -
S N
Hos ‘:,
NN
] B Hy
A .
N
.
R
-
P e TR T,
- ‘\,,4,,' f‘},i -
T e
; . ki
Figura: h3
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homeo
~

Vo X | DS.

Dr. Celso Melchiades Doria (UFSC)
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homeo
Vo x| =~ D5.

Fato 4

Existe um difeomorfismo f : Vo — V1 com a propriedade que restrito ao bordo
€ uma involugao.
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Sub-Cobordismo V

homeo
Vo x| =~ D5.

| \

Fato 4

Existe um difeomorfismo f : Vo — V1 com a propriedade que restrito ao bordo
€ uma involugao.

<

Fato 5 - S.Akbulut

O difeomorfismo id : Vo — dV1 nao estende-se a um difeomorfismo
f: Vo — V1.
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Hipotese

Seja W® um h-cobordismo C> entre as 4-variedades X, e X1, ambas
fechadas e simplesmente conexas, nao difeomorfas.
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Hipotese

Seja W® um h-cobordismo C> entre as 4-variedades X, e X1, ambas
fechadas e simplesmente conexas, nao difeomorfas.

Teorema A

Entdo, existe um sub-cobordismo V> ¢ W? entre Vo € X e V1 C X5 com as
seguintes propriedades:
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V, Vo e V3 sao compactos e contrateis.
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Propriedades do Sub-Cobordismo V>

V, Vo e V3 sao compactos e contrateis. I

0 h-cobordismo W restrito a W — int(V) € um produto, i.e., difeomorfo a
(Xo — int(V)) x [0, 1].
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Propriedades do Sub-Cobordismo V>

V, Vo e V3 sao compactos e contrateis. I

0 h-cobordismo W restrito a W — int(V) € um produto, i.e., difeomorfo a
(Xo — int(V)) x [0, 1].

Vo x | e V1 x | séo difeomorfos a D°. I
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Propriedades do Sub-Cobordismo V>

V, Vo e V3 sao compactos e contrateis. l

0 h-cobordismo W restrito a W — int(V) € um produto, i.e., difeomorfo a
(Xo — int(V)) x [0, 1].

Vo x | e V1 x | séo difeomorfos a D°. \

Vo € difeomorfo a V; por um difeomorfismo que, quando restrito a Vg = dV1,
€ uma involugao.
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Propriedades do Sub-Cobordismo V>

V, Vo e V3 sao compactos e contrateis. l

0 h-cobordismo W restrito a W — int(V) € um produto, i.e., difeomorfo a
(Xo — int(V)) x [0, 1].

Vo x | e V1 x | séo difeomorfos a D°. \

Vo € difeomorfo a V; por um difeomorfismo que, quando restrito a Vg = dV1,
€ uma involugao.

W-VeX —V,i=01sa0 S|mplesmente COonexos.
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Teorema B

Teorema B

Existe um subconjunto aberto U ¢ W homeomorfo a | x R* e um subconjunto
compacto K c U tal que o par (W — K,U — K) é difeomorfo ao produto | x
(Xo — K, (UNXp) —K). Os subconjuntos R; = U NX;, i =0, 1, sdo difeomorfos
a subconjuntos abertos de R*. Se X, e X; ndo sio difeomorfos, entdo néo
existe uma 4-bola contidaem R;, i = 0, 1 contendo os subconjuntos compactos
KNR;,i=0,1, e, consequentemente, ambos R; sdo R* exoticos.
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Teorema B

Existe um subconjunto aberto U ¢ W homeomorfo a | x R* e um subconjunto
compacto K c U tal que o par (W — K,U — K) é difeomorfo ao produto | x
(Xo — K, (UNXp) —K). Os subconjuntos R; = U NX;, i =0, 1, sdo difeomorfos
a subconjuntos abertos de R*. Se X, e X; ndo sio difeomorfos, entdo néo
existe uma 4-bola contidaem R;, i = 0, 1 contendo os subconjuntos compactos
KNR;,i=0,1, e, consequentemente, ambos R; sdo R* exoticos.

O teorema A foi inicialmente anunciado por Curtis-Hsiang, cujos esfor¢os
foram melhorados num artigo conjunto com Freedman and Stong. O teorema
B também foi demonstrado por Matveyev e BiZaca.
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Homenagem ao Professor James Eells
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