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Introdução

Variedades
X = n-variedade C∞, fechada e simplesmente conexa (π1(X) = 1, 1-conexa).

História

As técnicas usadas por Stephen Smale para provar o Teorema do h-
Cobordismo entre n-variedades se limitam aos casos quando n ≥ 5. Isto
devido a impossibilidade de aplicar o Lema de Whitney para o cancelamento
dos pontos complementares de interseção.

Conjectura de Poincaré
A Conjectura de Poincaré, para dimensões n ≥ 5, decorre do Teorema do
h-Cobordismo.
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Teorema do h-Cobordism

Definição
(W , X0, X1) é um h-cobordismo sempre que W for uma (n + 1)-variedade tal
que

1 ∂W = X0 ∪ X 1

2 H∗(W , X0) = H∗(W , X1) = 0
(Xi →֒ W é uma equivalência homotópica, i = 0, 1).

Teorema
Seja (W , X0, X1) um h-cobordismo C∞ entre X0 and X1 (n-variedades C∞,

fechadas e simplesmente conexas). Se n ≥ 5, então W
C∞

≃ X0 × [0, 1].
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(Xi →֒ W é uma equivalência homotópica, i = 0, 1).
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Teoremas Clássicos em dimensão 4

Forma de Interseção

X  QX : H2(X , Z) × H2(X , Z) → Z, QX unimodular, simétrica.

Teorema de Whitehead
X0 e X1 são homotópicas ⇔ as formas de interseção são isomorfas.
(Q0 ∼ Q1, a menos de uma mudança de base)

Teorema de Wall
X0 e X1 são homotópicas ⇔ são h-cobordantes.

Teorema de Freedman
Se X0 and X1 são h-cobordantes ⇔ elas são homeomorfas.
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X0 e X1 são homotópicas ⇔ são h-cobordantes.

Teorema de Freedman
Se X0 and X1 são h-cobordantes ⇔ elas são homeomorfas.

Dr. Celso Melchiades Doria (UFSC) Complexidade de h-Cobordismos entre 4-Variedades 18/Maio/2007 4 / 28
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Teoremas Clássicos em dimensão 4

Conclusão
A Forma de Interseção é o principal invariante topológico de uma
4-variedade, fechada, simplesmente conexa. Além disto, determina TX :
rank(QX ) = b+

2 + b−
2 ;

w2(X) : w2(X) ∪ η = QX (η, η), ∀η ∈ H2(X , Z2),

p1(X) : p1(X) = 3(b+
2 − b−

2 ),

c2(X) : c2(X) = χ(X) = 2 + b+
2 + b−

2 .

Teorema de Donaldson
Existem 4-variedades fechadas X0 and X1 que são homeomorfas mas
qualquer h-cobordismo entre elas não é C∞-equivalente ao produto
X0 × [0, 1].
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Estabilização de Wall

Estabilização de Wall
Sejam X0 and X1 4-variedades C∞, fechadas, 1-conexas e homeomorfas,
então existe κ ∈ N tal que

X#κ(S2 × S2)
difeo
≃ Y#κ(S2 × S2).

Problema
Determine κ.
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Decomposição em Alças

Alças

Uma λ-alça, ou alça de ı́ndice λ, em W n+1 é um subespaço hk ⊂ W tal que

hλ
difeo
≃ Dλ × Dn−λ+1.

a-Esferas e b-Esferas
Numa λ-alça hλ ⊂ W n+1, temos:

1 a a-esfera de fixação S0 = Sλ−1 × {0},
2 a b-esfera cinta S1 = {0} × Sn−λ.

Decomposição em Alças

W = (X0 × [0, 1]) ∪ H1 ∪ H2 ∪ · · · ∪ Hλ ∪ · · · ∪ Hn−1 ∪ (X1 × [0, 1]), (1)

onde Hλ = ∪mλ

l=1hl
λ e mn−λ = mλ.
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Par de Alças Complementares × Par de Alças
Geométricamente Canceláveis

Alças Complementares

O número de interseção em W das alças h1
k e h2

l é

ε(h1
k , h2

l ) = S1k .S0l , (2)

onde S1k é a b-esfera de h1
k e S0l é a a-esfera de h2

l . Assim, as alças h1
k e h2

l
formam um par:

complementar

se l = k + 1 e ε(h1
k , h2

k+1) = ±1.

geometricamente cancelável

se h1
k e h2

l são complementares em ∂W , e S1k ∩ S0l = {w} (w ∈ W ).
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H-Cobordismo

Função de Morse
Suponha que a decomposição em alças seja obtida a partir de uma função
de Morse f : W → R, onde X0 = f 1(0), X1 = f−1(1) e X1/2 = f−1(1/2).

X1/2

Seja W um h-cobordismo entre X0 and X1 com κ pares de 2- e 3-alças
complementares (hi

2, hi
3), e X1/2 = f−1(1/2) a 4-variedade no nı́vel médio.

Pelo teorema de Wall

X1/2
difeo
≃ X0#κ(S2 × S2); (3)

Estratificação de W

W (2) = X0 × [0, 1/2]
⊔

(∪k
i=1hi

2), ∂W (2) = X0 ⊔ X1/2,

W (3) = W (2)
⊔

(∪k
i=1hi

3) ∂W (3) = X0 ⊔ X1.
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Decomposição em Alças de X1/2

S2 × S2

As κ-cópias de S2 × S2 são geradas pelas seguintes esferas;

1 S0i = S2 × {∗} = D2
0i ⊔ Σi . As esferas S0i são as a-esferas para fixar as

3-alças hi
3, 1 ≤ i ≤ κ.

2 S1i = {∗} × S2 são as b-esferas cintas (belt) de hi
2, 1 ≤ i ≤ κ.

Número de Interseção

S0i .S0j = 0, ∀i, j , S0i ∩ S0j = ∅,

S0i .S1j = δij ∀i, j ,

S1i .S1j = 0 ∀i, j , S1i ∩ S1j = ∅.
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As κ-cópias de S2 × S2 são geradas pelas seguintes esferas;

1 S0i = S2 × {∗} = D2
0i ⊔ Σi . As esferas S0i são as a-esferas para fixar as

3-alças hi
3, 1 ≤ i ≤ κ.

2 S1i = {∗} × S2 são as b-esferas cintas (belt) de hi
2, 1 ≤ i ≤ κ.
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Complexidade de W

Definição

Seja W 5 um h-cobordismo entre as 4-variedades X0 e X1 e considere (W ,H)
uma decomposição em alças de W .

C(W ,H)

Considerando os pares de 2-esferas S0i × S1i descrito acima, sejam
ρ(Ski , Slj) = #(Ski ∩ Slj) e

C(W ,H) =
∑

k 6=l

∑

i,j

ρ(Ski , Slj ) − κ.

C(W )

O grau de complexidade de W é

C(W ) = min
H

C(W ,H).
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Observação

C(W )

C(W ) ≥ 0, sendo que C(W ) = 0 ⇔ X0
difeo
≃ X1.

Definição

C(X0, X1) = min
W

C(W ) κ =?.
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Teoria de Seiberg-Witten-Floer

Considere
X4 e Y 3 tais que ∂X = Y .

Estruturas Spinc

Fixe estruturas compatı́veis αX ∈ Spinc(X) e αY ∈ Spinc(Y ).
A cada α ∈ Spinc(X) associamos um par de fibrados vetoriais α (Lα, S+

α ).

Espaço de Configuração
Sejam Aα o espaço das U1-conexões em Lα e e Γ (S+) o espaços das
seções spinoriais. O espaço de configuração é

Cα = Aα × Γ (S+
α ).
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Equações de Seiberg-Witten sobre (X 4
, g)

Sejam (A, φ) ∈ Cα.

Eq. de SW sobre X 4

DAφ = 0,

F+
A = σ(φ), Ω2

+(X) ⊗ C ≃ End0(S+
α ),

σ(φ) = φ ⊗ φ∗ −
| φ |2

2
.1.

Princı́pio Variacional

SWα(A, φ) =

∫

X

{

1
4
| FA |2 + | ▽Aφ |2 +

1
8
| φ |4 +

1
4

kg | φ |2
}

dvg + π2α2.

onde kg= curvatura escalar de (X , g).
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Equações de Seiberg-Witten sobre (Y 3
, g)

Sejam (A, φ) ∈ Cα.

Eq. de SW sobre Y 3

DAφ = 0,

∗FA = σ(φ), Ω1(Y ) ⊗ C ≃ End0(S+
α ).

Princı́pio Variacional

CSD(A, φ) =

∫

Y

{

−
1
2

FA ∧ A +
1
2

< φ, DAφ >

}

.

*** FIM ***
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Decomposição em Alças de X1/2

Lema de Whitney falha !
O Lema de Whitney não pode ser aplicado quando dim(W ) = 5. Por isto, não
há como cancelar os pontos de interseção

{pkl
ij , qkl

ij } = Ski ∩ Slj , k 6= l.

0-Handle
Fixe um ponto base ∗ ∈ X1/2 tal que ∗ /∈ ∪κ

i=1S0i × S1i , e fixe os pontos
∗ki ∈ Ski , 1 ≤ i ≤ κ. Considere que os 2κ-arcos conectando ∗ a cada ponto
∪ik{∗ki} encontram-se em posição geral. A vizinhança regular destes
2κ-arcos define uma 0-alça h0 ∈ X1/2.
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Decomposição em Alças de X1/2

1-Handle
Em cada Ski , conectamos ∗ki aos pontos pkl

ij , qkl
ij ∈ Ski (estes arcos surgem

aos pares). Desta forma, ao conectarmos ∗ki a pkl
ij e pkl

ij a ∗lj resulta um arco

γkl
ij de ∗kl a ∗lj . A vizinhança regular de γkl

ij define uma 1-alça (h1)
ij
kl fixada a

0-alça h0.

Figura

Figura: h0 Figura: (h1)
ij
kl
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Decomposição em Alças de X1/2

2-Alças

Em Ski , os arcos conectando ∗ki ou a pkl
ij ou a qkl

ij definem a árvore Tki ⊂ Ski ,
cuja vizinhaça regular N(Tki ) ⊂ Ski é homomorfa a um 2-disco. Daı́,
Dki = Ski − N(Tki ) também é um 2-disco (figura 4). A vizinhança regular de
Dki ⊂ X1/2 define uma 2-alça hki

2 fixada sobre h0 ⊔ (∪i,j,k ,l(h1)
ij
kl ).

Mais 2-Alças

Desde que X1/2 é simplesmente conexa, podemos considerar as 2-alças ht
2,

1 ≤ t ≤ r , que cancelam os geradores < x1, . . . , xr > de π1.
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Decomposição em Alças de X1/2

2-Alças hki
2

Figura: hki
2
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Decomposição em Alças de X1/2

2-Alças hki
2
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2 são entrelaçadasDr. Celso Melchiades Doria (UFSC) Complexidade de h-Cobordismos entre 4-Variedades 18/Maio/2007 20 / 28



B1/2

Definição

B1/2 = h0 ⊔
(

∪i,j,k ,l(h1)
ij
kl

)

⊔
(

∪t ht
2

)

.

Observação
B1/2 é contrátil, uma vez que π1(B1/2) = 1 e H2(B1/2, Z) = 0.
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V

Definição

V1/2 = B1/2 ⊔
(

∪kih
ki
2

)

, (4)

V =

(

V1/2 × [
1
2
− ǫ,

1
2

+ ǫ]

)

⊔∂−

(

H̄ i
3

)

⊔∂+

(

H i
3

)

, (5)

onde (i) H̄ i
3 é uma 3-alça dual a 2-alça H i

2, (ii) a a-esfera de H i
3 é S0i , (iii) a

a-esfera de H̄ i
3 é S1i (ela também é a b-esfera H i

2).

Fato 1
V é contrátil e W − int(V ) é um produto por [0, 1].

Fato 2
∂V = V0 ∪ V1 e V0 e V1 são contráteis.
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Diagramas de Kirby

Diagrama de Kirby de V0 e de V1

Figura: hki
2
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Sub-Cobordismo V

Fato 3

V0 × I
homeo
≃ D5.

Fato 4
Existe um difeomorfismo f : V0 → V1 com a propriedade que restrito ao bordo
é uma involução.

Fato 5 - S.Akbulut
O difeomorfismo id : ∂V0 → ∂V1 não estende-se a um difeomorfismo
f : V0 → V1.
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Teorema

Hipótese

Seja W 5 um h-cobordismo C∞ entre as 4-variedades X0 e X1, ambas
fechadas e simplesmente conexas, não difeomorfas.

Teorema A
Então, existe um sub-cobordismo V 5 ⊂ W 5 entre V0 ⊂ X0 e V1 ⊂ X1 com as
seguintes propriedades:
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Propriedades do Sub-Cobordismo V 5

P1
V , V0 e V1 são compactos e contráteis.

P2
o h-cobordismo W restrito a W − int(V ) é um produto, i.e., difeomorfo a
(X0 − int(V )) × [0, 1].

P3
V0 × I e V1 × I são difeomorfos a D5.

P4
V0 é difeomorfo a V1 por um difeomorfismo que, quando restrito a ∂V0 = ∂V1,
é uma involução.

P5
W − V e Xi − Vi , i = 0, 1, são simplesmente conexos.
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P2
o h-cobordismo W restrito a W − int(V ) é um produto, i.e., difeomorfo a
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Teorema B

Teorema B

Existe um subconjunto aberto U ⊂ W homeomorfo a I ×R4 e um subconjunto
compacto K ⊂ U tal que o par (W − K , U − K ) é difeomorfo ao produto I ×
(X0 −K , (U ∩X0)−K ). Os subconjuntos Ri = U ∩Xi , i = 0, 1, são difeomorfos
a subconjuntos abertos de R4. Se X0 e X1 não são difeomorfos, então não
existe uma 4-bola contida em Ri , i = 0, 1 contendo os subconjuntos compactos
K ∩ Ri , i = 0, 1, e, consequentemente, ambos Ri são R4 exóticos.

Créditos
O teorema A foi inicialmente anunciado por Curtis-Hsiang, cujos esforços
foram melhorados num artigo conjunto com Freedman and Stong. O teorema
B também foi demonstrado por Matveyev e Biz̃aca.
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Homenagem ao Professor James Eells
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