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“Calculo Avancado” desenvolve as técnicas necessarias
para o estudo da Teoria de Diferenciacdo em Espacgos de
Banach e também para a demonstracao do Teorema de
Stokes. Na primeira parte, ha uma introducéo ao conteudo
de operadores lineares em espacos de Banach com
exemplos classicos de operadores compactos e de
Fredholm, para definir a derivada de Fréchet e para
construir exemplos de aplicacdes diferenciaveis entre
espacos de Banach. O Teorema da Funcéo Inversa

compoe esta primeira parte.

Este livro apresenta os Campos Vetoriais e Fluxos,
incluindo o Teorema de Frobenius. As Formas Diferenciais
sao introduzidas e aplicadas para provar o Teorema de
Stokes e definir os grupos de Cohomologia de De Rham.
No Capitulo 8, sao feitas as aplicagdes do Teorema de
Stokes a teoria das Fungdes Harmdnicas e também uma
abordagem geométrica das equacdes de Maxwell do

Eletromagnetismo.
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Este material destina-se ao
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diferenciacdo mais abstratas
aplicadas para resolver
problemas em espacos
funcionais. Ha um capitulo
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Introducdo

O objetivo do texto é introduzir as técnicas de Diferenciacao e de Integragao de aplicagoes
diferencidveis e mostrar algumas aplicagdes.

As primeiras disciplinas de Calculo (I e 1) introduzem as técnicas de Derivagao e de Inte-
gracao de fungdes de uma variavel real, em sequida Clculo Il estende as técnicas para fungoes
de varias varidveis reais. Para funcoes de uma variavel real, os principais resultados da teoria
sao (a) a existéncia de maximos e minimos para uma funcao diferenciavel definida num conjunto
compacto e (b) o Teorema Fundamental do Calculo. Ao tratarmos o caso de varias varidveis, 0s
principais resultados sao generalizagoes dos casos (a) e (b), sendo que o caso (b) & conhecido
como Teorema de Stokes.

Na época da passagem do milénio, no final de 1999 do calendario Gregoriano, haviam muttas
especulagdes sobre os resultados de maior importancia alcangados no 1° milénio. Um certo dia,
na sala de espera de um consultério médico, havia uma revista listando alguns resultados que
consideravam de grande destaque entre os obtidos para o desenvolvimento do conhecimento
humano. Para a minha grata surpresa, um dos resultados citados era o Teorema Fundamental
do Calculo. Nao havia pensado nesta possibilidade, de pronto concordet com a aludida inclusao,
nao somente por ser um matematico mas também porque é um fato que toda a Mecancia Cléssica,
a Termodinamica e o Eletromagnetismo foram desenvolvidos com o uso das técnicas do Calculo.
Por conseguinte, os avangos tecnolégicos alcancados pelas ciéncias exatas e sociais dependeram
em larga escala do desenvolvimento do Calculo.

De forma geral, quando nos referimos ao Célculo estamos nos referindo as técnicas de
diferenciacao e de integragao. Na maioria dos livros didaticos, o estudo da derivada precede o
da Integral, mas historicamente ndo. O método da exaustao desenvolvido por Arquimedes era um
processo de soma infinita analogo ao usado para definirmos a integral de uma funcao. O conceito
de derivada foi desenvolvido posteriormente ao desenvolvimento da Geometria Analitica, por
volta do século XVI, para efetuarmos o calculo da taxa de variacao relativa de uma quantidade.
No perfodo citado, muitas ideias na Fisica estavam evoluindo rapidamente devido ao emprego
do método cientifico. Neste periodo, o desenvolvimento da Mecanica era latente. Os pioneiros
do Calculo como conhecemos hoje foram Sir Isaac Newton (1642-1727), que desenvolveu o
método dos Fluxos, e Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1 716) que desenvolveu o Calculo,
como era por ele chamado, e também boa parte da notacao empregada até os dias de hoje.
Newton descobriu as Leis basicas da Mecanica Cldssica, entao aplicou-as juntamente com o
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método dos Fluxos para demonstrar as Leis de Kepler. A 27 Lei de Newton afirma que uma
forca ao agir sobre um corpo de massa m gera uma taxa relativa de variacao da velocidade em
relacdo ao tempo. Mais precisamente, na linguagem matematica atual, a 2° Lei afirma que a
forca F agindo sobre um corpo de massa m é dada por F = m%‘f, sendo 7 o vetor velocidade
do corpo. Assim, o conceito de derivada é essencial para a formulagdo da Lei. O método
para entendermos o comportamento dinamico de uma varidvel a partir da sua taxa relativa de
variacao mostrou-se muito eficiente, nele as informacdes mais importantes sequem de dados
locais da variavel estudada. Isto requer responder a sequinte questao: suponhamos que a taxa
relativa da variacdo de uma grandeza estudada seja conhecida, como podemos determinar a
grandeza? Esta pergunta é parcialmente respondida pelo Teorema Fundamental do Calculo
a0 revelarmos a conexdo entre os conceitos de derivada e de integral. Enquanto a integral
d4 informacées globais, a derivada dé informagdes locais. A natureza local da diferenciagao e
global da integragdo sao comportamentos complementares que se unem nas diversas aplicagdes
existentes.

No século XIX, a Mecancia Classica e o Calculo estavam maduros, exceto pelas questdes
dos fundamentos do Calculo como a compreenséao dos nimeros reais, convergéncia de niimeros
e limites de fungoes, todas elas tratadas posteriormente pela Anélise Matematica. O Eletro-
magnetismo comegou a ser formulado em termos de leis expressas matematicamente no inicio
do século XIX e culminou com as Equagdes de Maxwell publicadas em 1861. O Eletromagne-
tismo foi uma das principais fontes de motivagao para o desenvolvimento do Calculo Vetorial,
assim como também contribuiram o desenvolvimento da Mecanica dos Fluidos, o formalismo La-
grangeano para a Mecanica Lagrangeana e os Quatérnions descobertos por Sir William Rowan
Hamilton. Cronologicamente, as equagdes do Eletromagnetismo eram escritas em termos das
coordenadas, a sequir evoluiu para notacdo vetorial e finalmente para a formulagao usando
as formas diferenciais. O Eletromagnetismo foi importante devido a sua aplicabilidade, isto
impulsionou o conhecimento experimental e teérico da teoria. Em decorréncia da teoria Eletro-
magnética a revolugdo industrial passou de motores a vapor para motores elétricos implicando
num desenvolvimento sem precedentes, além do telégrafo que tornou-se essencial para a comu-
nicacao. Foi devido as Equagdes de Maxwell que os comportamentos ondulatérios dos campos
elétricos e magnéticos foram descobertos assim como o fato de que ambos viajam a velocidade
da luz. A riqueza matematica do Eletromagnetismo revelou diversas estruturas que contribuiram
para o desenvolvimento de idéias e métodos, por exemplo para o formato atual dos teoremas de
integracao que encontramos nos livros de Calculo. As formas diferenciais surgiram posterior-
mente e revelaram uma linguagem mais precisa e sucinta. A formulacao original das Equagdes
de Maxwell, conforme publicada por James Clerk Maxwell (1 831-1879) em 1861, consistiam de
20 equagbdes, anos mais tarde Olivier Heaviside (1850-1925) introduziu os operadores vetoriais
V x (rotacional) e V. (divergente) e reduziu as equagoes para 4 equagdes. Mais tarde, com o
uso de formas diferenciais, as equagdes reduziram-se para apenas 2 equagoes.

O Calculo tem limitacdes e estas formam o escopo das questoes abordadas no campo da And-
lise Matematica. Estas limitacdes tornam-se relevantes ao generalizarmos o Calculo empregado
para estudarmos fungées para, por exemplo, o Célculo das Variagdes. O desenvolvimento do Cal-
culo motivou o desenvolvimento de diversos outras areas da Matematica. Hoje em dia, podemos
afirmar que a Matemética dispde de um aparato de técnicas e ferramentas suficientes para
resolvermos teoricamente diversos problemas da Algebra Linear, o que nao é verdade quando
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o problema pertence ao mundo nao linear. As questdes nao lineares podem ser estratificadas
dentre aquelas onde as técnicas e ferramentas lineares sao eficientes, por exemplo nos fend-
menos nao lineares cuja aproximacao linear é Gtil no estudo e nos fenémenos cuja aproximacao
linear é inutil. Neste dltimo caso, os problemas nao lineares sdo muito mais dificeis e raramente
inserem-se numa teoria global, ou seja, cada questao é um problema per si.

Com o desenvolvimento da Mecanica Quantica e a evolugao dos problemas de Otimizacao
advindos de diversas &reas tornou-se imprescindivel o desenvolvimento das técnicas de Calculo
para espagos de fungdes, os quais neste texto serdo os Espacos de Banach, muito mais gerais
e mais abstratos do que o espago euclidiano R". Em muitos casos, estes sio os espacgos de
Hilbert, casos particulares de espacos de Banach.

Com o desenvolvimento do conhecimento surgiram questdes que induziram novas areas, por
exemplo a Topologia Algébrica, a Topologia Diferencial e a Topologia Geométrica. Tornou-
se evidente, em varios modelos e teorias, que as propriedades topoldgicas e geométricas dos
espacos seriam fundamentais para compreender o modelo. Na Matemdtica, a 1° demonstragao
do Teorema Fundamental da Algebra dada por Gauss usou o (ndice de uma curva evidenciando
o fato que a topologia desempenha papel importante, 0 mesmo ocorrendo mais tarde com o
desenvolvimento do Célculo de fungées de uma Varidvel Complexa. Os conceitos e as técnicas
evoluiram de maneira muito eficiente. No texto introduzimos os Grupos de Cohomologia de De
Rham, os quais contém informacées globais da topologia de um espaco e fazem amplo uso da
natureza local e global dos operadores, derivada e integral, respectivamente.

Matematica é uma linguagem para quantificarmos, como tal o seu dominio tem a fungdo de
melhorar a compreenséo e a eficiéncia para resolvermos um problema de natureza quantificadora.
No entanto, somente o dominio da linguagem ndo revela os caminhos para a compreendermos os
fenénemos inerentes de um modelo e as suas aplicagées. Algo semelhante ocorre em outras teo-
rias e areas do conhecimento humano onde a Matematica se faz presente. Claro, a Matematica
beneficia-se desta interacao; como diz o ditado "uma mao lava a outra que lava a uma'.

O texto estd dividido em 8 Capitulos. O conteido do Capitulo 1 é para fixarmos algumas
notagoes, enunciarmos alguns teoremas usados ao longo dos outros Capitulos e para desen-
volvermos alguns contetidos elementares conforme as necessidades posteriores. Desta forma,
nao recomendamos a leitura do Capitulo 1 e sugerimos que ele seja usado apenas como fonte
de referéncia para resultados basicos. O Capitulo 2 é sobre Diferenciacdo no R”, com uma
rpida introdugdo as variedades viferencidveis e aos grupos de Lie. O Capitulo 3 introduz os
operadores lineares em Espacos de Banach e alguns resultados cléssicos que sdo Uteis para
0s propdsitos do texto. O Capitulo 4 é sobre Diferenciacdo em Espacos de Banach e algumas
aplicagoes. Existem diversas aplicacdes da teoria do Capitulo 4 em diversas areas, apresen-
tamos poucas porque, em geral, sdo muito extensas e requerem conhecimento especifico dos
conteddos. O Capitulo 5 é uma introdugdo aos Campos Vetoriais, as operagoes basicas, a es-
trutura de algebra de Lie e a interpretacao em termos de operadores diferenciais lineares. No
Capitulo 6 revemos o formalismo no qual os teoremas cldssicos de integracdo estdo escritos e
mostramos a passagem deste formalismo para o formalismo das formas diferenciais. No Capitulo
7 introduzimos a 4lgebra exterior das formas diferenciais para provarmos o teorema de Stokes
e, como exemplo de aplicacao, definimos os grupos de Cohomologia de De Rham e calculamos
0s grupos da esfera S”. No Capitulo 8 mostramos aplicagées do Teorema de Stokes e de formas
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diferenciais introduzindo as Funcdes Harménicas, as Equagdes de Maxwell e o Teorema de
Helmhotz.

Ao dividirmos o contetido em dois temas centrais (1) Diferenciagao e (2) Integracao, temos
que a interdependéncia entre os Capitulos é a mostrada no fluxograma contido na figura 1.

Uapftulo 3 ] ‘r Capitulo 71
[ Capitulo 4 r [ Capitulo 8
Capitulo 5 ]

FIGURA 1. interdependéncia entre os Capitulos




Sumario

Capitulo 1. Conceitos e Resultados Bésicos
Conjuntos

Algebra Linear em R"

Topologia, Espacos de Banach
Teoremas de Calculo

Teorema de Ascoli-Arzela

Teoremas de Anélise Funcional

Lema da Contracao

NOU ke WwN =

Capitulo 2. Diferenciacdo no R”

Diferenciabilidade de funcées f : R" — R
Formula de Taylor

Singularidades e Extremos Locais

Teorema da Fungao Implicita e Aplicacdes (TFIm)
Multiplicadores de Lagrange

Aplicacées Diferencidveis |

S RWN =

Capitulo 3. Operadores Lineares em Espacos de Banach
Operadores Lineares Limitados em Espacos Normados
Espaco Dual

Espectro de um Operador Linear Limitado

Operadores Compactos

Operadores de Fredholm

Operadores em Espacos de Hilbert

Operadores Lineares Ilimitados Fechados

NOU ks wN =

Capitulo 4. Diferenciagdo em Espacos de Banach
Aplicagoes entre Espagos de Banach

Derivagao e Integracao de Funcbes f :[a, b] = E
Aplicagoes Diferenciaveis |l

Teorema da Fungao Inversa (TFIn)

Aplicagoes de Fredholm

Célculo Variacional - Exemplos

Ok WN =

vil

— el

13
14
16

19
19
31
33
38

- 47

49

65
65
69
70
76
82
90
99

105
105
109
112
113
126
134




viit Calculo Avancado
/. Uma Aplicagao do Teorema da Funcao Inversa

Capitulo 5. Campos Vetoriais

Campos Vetoriais em R"

Campos Conservativos

Teorema de Existéncia e Unicidade

Fluxo de um Campo Vetorial

Campos Vetoriais como Operadores Diferencidveis
Integrabilidade, Teorema de Frobenius.

Grupos de Lie e Algebras de Lie

Variagées ao longo de um Fluxo, Derivada de Lie
Operadores Gradiente, Rotacional e Divergente

000 N o kG I =

Capitulo 6. Integragdo Vetorial, Teoria do Potencial
1. Calculo Vetorial
2. Teoremas Classicos de Integragao
3. Teoria do Potencial

Capitulo 7. Formas Diferenciais, Teorema de Stokes
Algebra Exterior

Orientacao e Produto Interno em AV

Formas Diferenciais

Cohomologia de De Rham

Teorema de Stokes

Nouswn =

Formas Diferenciais em Variedades. Teorema de Stokes

Capitulo 8. Aplicagoes
1. Area da n-Esfera e Volume da (n + 1)-Bola
2. Funcoes Harménicas
3. Formulagao Geométrica da Teoria Eletromagnética
4. Teorema da Decomposicéo de Helmholtz

Apéndice A. Variedades Diferencidveis, Grupos de Lie
Apéndice B. Algebra Tensorial
Referéncias

Indice Remissivo

Orientagao, Operadores de Hodge e Coderivada Exterior d*.

146

151
151
158
159
161
164
167
170
173
176

181
181
186
189

195
195
202
205
21
221
226
228

233
233
236
248
255

259
267
271
273




	01.PDF.pdf
	01b_CAPA
	01c
	01d
	01e
	01f
	01g
	1h
	01i

