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Introdução e Viabilidade

As Equações Diferenciais Parciais são uma parte muito importante da Matemática e

formam uma subárea da Análise. Elas aparecem na modelagem de fenômenos em diversas

áreas como Engenharias, F́ısica, Qúımica, Economia, Biologia, Medicina, Meteorologia e

muitas outras. Como exemplo, pode-se citar problemas envolvendo propagação de on-

das śısmicas e de elasticidade, ressonância magnética, previsão do tempo, aerodinâmica

ou mesmo problemas dentro da própria matemática, em áreas como Geometria Diferen-

cial. Aspectos como existência, unicidade, regularidade e comportamento assintótico de

soluções para problemas de valor inicial e/ou de contorno são alguns exemplos de resul-

tados teóricos que são amplamente estudados no contexto de equações diferenciais.

Os modelos estudados serão dissipativos, ou seja, a energia total do modelo é uma

função real não negativa e decrescente. A dissipação pode ser na fronteira ou interna, isto

é, quando ela atua no domı́nio. Quando a dissipação é interna existe um termo adicional

na equação diferencial que faz com a energia associada ao modelo seja decrescente. A

dissipação pode atuar em uma parte do domı́nio ou da fronteira, nesse caso, dizemos que o

modelo possui uma dissipação localizada. Por exemplo, uma dissipação interna localizada

ocorre quando o termo dissipativo é diferente de zero somente em um subconjunto do

domı́nio.

Em [3, 7, 11, 12, 13, 14] os autores estudaram propriedades da solução da equação da

onda com o coeficiente do termo dissipativo, b = b(t), dependendo do tempo. Para obter os

resultados os autores assumiram condições apropriadas sobre a função b. Posteriormente

em [4], M. D’Abbicco, R. C. Charão e C. R. da Luz obtiveram resultados para a equação

de placa com inércia rotacional e uma dissipação fracionária com coeficiente dado por uma

função b = b(t). Com esse trabalho, os autores generalizaram os resultados obtidos em

[2] e diminúıram as hipóteses sobre b(t) assumidas em trabalhos para a equação da onda

[7, 11, 13, 14]. Para obter o resultado foi utilizado o método usado por Marcello D’Abbicco

em seus trabalhos para a equação da onda [3, 5, 6, 7, 8] e o método desenvolvido em [1, 2].

Recentemente em [9, 10], os autores estudaram modelos de evolução σ sob o efeito de

um termo de amortecimento representado pela ação do operador laplaciano com potência

fracionária e coeficiente dependendo do tempo dado por b(t)(−∆)θut. Considerando um

t0 adequado, foi assumido b(t) ”confinada” na curva g(t) := (1 + t)αlnγ(1 + t) para

t ≥ t0. Nesse contexto, quando comparadas a resultados anteriores que assumem mais
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regularidade na função b, os autores obtiveram as mesmas taxas de decaimento para

solução quando γ = 0 e taxas melhores quando γ 6= 0.

Com este projeto de pesquisa, o proponente pretende dar continuidade ao estudo do

comportamento assintótico das soluções de modelos de evolução. Nosso principal objetivo

no estudo das equações diferenciais é encontrar taxas de decaimento para a energia, ou

seja, mostrar que a energia multiplicada por uma função crescente no tempo decai para

zero quando a variável temporal tende a infinito. Nesse projeto estamos interessados em

considerar diferentes dissipações para um modelo e analisar o comportamento assintótico

em cada caso. Um caso importante e que tem sido estudo por diversos pesquisadores é a

dissipação fracionária com coeficiente que depende do tempo. Para modelos semilineares,

um problema importante é determinar o expoente cŕıtico e provar a não existência de

solução para potências menores do que o expoente cŕıtico.

Devido as diversas aplicações em problemas f́ısicos, é de grande interesse obter novas

propriedades assintóticas para modelos de evolução. Além disso, um conhecimento mais

completo do assunto renderia não apenas novas técnicas em equações diferenciais, mas

também aplicações em muitas áreas do conhecimento.

Descrição dos Modelos e Objetivos

Nesta seção queremos descrever alguns dos modelos que pretendemos estudar neste

projeto. Nosso objetivo principal é produzir resultados cient́ıficos significativos e relevan-

tes, com vista a publicação em revistas especializadas.

Equação de Segunda Ordem Semilinear

Dentre os problemas que poderão ser estudados, destacamos o problema de provar

a existência global de solução e obter propriedades assintóticas para uma equação de

evolução abstrata semilinear (sob certas condições de fronteira, quando for o caso):

A1utt(t, x) +m(t)A2u(t, x) + b(t)A3ut(t, x) = f(u, ut) (t, x) ∈ (0,∞)× Ω. (1)

Com dados iniciais

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) x ∈ Ω, (2)

com Ω podendo ser Rn, um domı́nio exterior ou um domı́nio limitado.

No problema acima Ai (i = 1, 2, 3) são operadores pseudo-diferenciais, autoadjuntos,

positivos, com śımbolos dados pelas funçoẽs Pi(ξ) (i = 1, 2, 3).

Assumimos que a função f(u, ut) é da forma f(u, ut) = |u|p ou f(u, ut) = |ut|p.
Usando taxas ótimas de decaimento para o problema linear correspondente estudamos

o expoente cŕıtico pc da equação (1), isto é, provamos a existência e encontramos taxas
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de decaimento para p > pc e provamos a não existência de solução para p < pc. A

ideia é resolver o problema para casos particulares da equação (1) e assumindo hipóteses

adequadas nas dados iniciais e nos coeficientes que dependem do tempo.

Equação de Placas com Dissipação Fracionária e Memória Não-

Linear

Neste trabalho, consideramos o seguinte problema de Cauchy para uma classe de

equações de evolução semilinear com amortecimento fracionário e um termo de memória

não linear utt −∆utt + ∆2u−∆u+ (−∆)θut = F (t, u), t ≥ 0, x ∈ Rn.

(u, ut)(0, x) = (u0, u1)(x),
(3)

com θ ∈ [0, 1
2
), γ ∈ (0, 1) e p > 1, sendo

F (t, u) =

∫ t

0

(t− s)−γ|u(s, x)|p ds

o termo de memória.

O objetivo do trabalho é obter taxas de decaimento do tipo Lp − Lq com 1 ≤ p ≤
2 ≤ q ≤ ∞ para a solução e sua primeira derivada no tempo, bem como taxas de de-

caimento (L1 ∩ Lp) − Lp para p < 2, para em seguida aplicá-las na equação proposta e

obter resultados de existência global de solução, a partir de dados iniciais suficientemente

pequenos. Durante o estudo, vamos analisar de que modo os parâmetros n, θ e γ, rela-

cionados à dimensão do espaço, à dissipação fracionária e à não linearidade de memória,

respectivamente, influenciam o expoente cŕıtico p̄, um valor limı́trofe para a existência ou

não-existência de soluções globais no tempo.

Sistema magneto-termo-elástico

O sistema magneto-termo-elástico em R3 pode ser descrito pelo seguinte modelo:

utt + L(u) + γ∇θ = µ0 curlh×H, ∀ (t, x) ∈ R+ × R3

ht + ν1 curl curlh = curl(ut ×H), ∀ (t, x) ∈ R+ × R3

θt − κ∆θ + γ div ut = 0, ∀ (t, x) ∈ R+ × R3

div h = 0, ∀ (t, x) ∈ R+ × R3,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), ∀ x ∈ R3

h(0, x) = h0(x), θ(0, x) = θ0(x), ∀ x ∈ R3

(4)

onde L(u) = −µ∆u − (λ + µ)∇ div u com λ, µ constantes positivas. No sistema acima

u = (u1, u2, u3) denota o vetor deslocamento, h = (h1, h2, h3) o campo magnético e θ é a
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diferença de temperatura com relação a uma temperatura de referência fixa. As constantes

de acoplamento µ0 (permeabilidade magnética) e γ são positivas eH = (0, 0, 1) = e3 indica

o campo magnético externo constante. A constante ν1 é definida por 1/(σµ0), sendo σ > 0

a condutividade do material.

A energia total E(t) associada com a solução do sistema (4) é definida por

E(t) =
1

2

{
‖ut(t)‖2 + µ‖∇u(t)‖2 + (λ+ µ)‖div u(t)‖2 + ‖h(t)‖2 + ‖θ(t)‖2

}
, (5)

para todo t ≥ 0, onde ‖·‖ é a norma usual L2(R3) ou [L2(R3)]3 e ‖∇u(t)‖2 =
3∑
i=1

‖∇ui(t)‖2.

Então, E(t) satisfaz a seguinte identidade

E(t) + ν1

∫ t

0

‖ curlh(s)‖2 ds+ κ

∫ t

0

‖∇θ(s)‖2 ds = E(0), t ≥ 0.

Pela identidade da energia temos que t 7→ E(t) é monótona decrescente.

Para obter estimativas para o problema (4), escrevemos o problema correspondente

no espaço de Fourier e usamos o método da energia. Aplicando a transformada de Fourier,

com relação à variável x, obtemos

ûtt + µ|ξ|2û+ (λ+ µ) (ξ · û) ξ + iγξθ̂ = µ0i
(
ξ3ĥ− ĥ3ξ

)
(6)

ĥt + ν1|ξ|2ĥ = i (ξ3ût − e3 (ξ · ût)) (7)

θ̂t + κ|ξ|2θ̂ + iγ (ξ · ût) = 0, (8)

i ξ · ĥ = 0, (9)

com ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3 e t > 0.

Os dados iniciais correspondentes no espaço de Fourier são

û(0, ξ) = û0(ξ), ût(0, ξ) = û1(ξ), (10)

ĥ(0, ξ) = ĥ0(ξ), θ̂(0, ξ) = θ̂0(ξ) (11)

para todo ξ ∈ R3.
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