172 Algebra Linear com Aplicagdes

EXERCiCIOS

1. Sejamx = (—1, —1, 1, )Tey = (1, 1,5, —3)". Mostre que x L y. Calcule lixll,, llyll,, lix + yll, e
verifique a validade do teorema de Pitdgoras.
2, Sejax=(1,1,1,1)ey=(8,2,2,0)".
(a) Encontre o 4ngulo fentre x e y.
(b) Encontre a projecio vetorial p de x sobre y.
(c) Verifique que x — p € ortogonal a p.
(d) Calcule llx — pll,, lpll,, lIxll, e verifique a validade do teorema de Pitdgoras.
3. Sejaw = (1/4, 1/2, 1/4)" e use a Equagfo (1) para definir um produto interno em R®. Sejam x =
(1,1, )Yey=(-5,1,3).
(a) Mostre que x € y sdo ortogonais em relagio a esse produto interno com peso.
(b) Calcule os valores de |Ixll e llyll para esse produto interno.
4. Considere

l 2 2 -4 1 1
A=} 1 0 2 e B=}-3 3 2
3 1 1 1 -2 -2

Determine o valor de cada uma das expressoes a seguir.
(a) <A, B> (b) 1Al (c) 1B, (d) A + BIl,

5. Mostre que a Equagio (2) define um produto interno em R™".

6. Mostre que o produto interno definido pela Equacdo (3) satisfaz as duas dltimas condi¢des na
defini¢fo de produto interno.

7. Para C[0, 1] com produto interno definido por (3), calcule:

@) (e, e™) (b) (x,senmx) () {x2, x3)

/8/ Para C[0, 1] com produto interno definido por (3), considere os vetores 1 € x.
(a) Encontre o angulo O entre 1 € x.
(b) Determine a projecdo vetorial p de 1 sobre x e verifique que 1 — p € ortogonal a p.
(c) Calcule lI1 — pli, lipll, 11l e verifique a validade do teorema de Pitdgoras.

/9f Para C[— 7, 7] com produto interno definido por (6), mostre que cos mx € sen nx sdo ortogonais
e que ambos s3o vetores unitdrios. Determine a distancia entre os dois vetores.

10. Mostre que as fungdes x e x? sdo ortogonais em Ps em relaco ao produto interno definido por
(5),ondex; = (i —3)2parai=1,...,5.

11. Considere em P; o produto interno como no Exercicio 10 e a norma definida por

5 172
el =V(p, p) = [Z[p(xof}
i=1

Calcule:
(a) lIxll (b) 1x2ll (c) a distancia entre x e x?
12. Se V é um espago munido de um produto interno, mostre que

vl = V(v v}

satisfaz as duas primeiras propriedades na defini¢do de norma.
13. Mostre que

n
Ixlhy = Ixil
i=|

define uma norma em R".
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14. Mostre que
IXllc = max |x;]|
I1<i<n

define uma norma em R".
15. Calcule lIxIl,, lixIl,, IIxll, para cada um dos vetores a seguir pertencentes a R®.

(a)x = (-3,4,0)7 b)x =(-1,-1,2)T ©x=(1,1,D7

16. Sejamx = (5, 2,4)" ey = (3, 3, 2)". Calcule lIx — ylI,, llx — yll, e llx — yll.. Para qual dessas
normas os dois vetores estdo mais proximos? Para qual eles estdo mais longe?

17. Sejam x e y dois vetores em um espago com produto interno. Mostre que, se X Ly, ento a dis-
tinciaentrex ey é

1/2
(12 + Nyl1?)
18. Considere R" com o produto interno
(x,y) =x"y

Encontre uma férmula para a distancia entre dois vetores X = (x;, ..., x,)’ €y (¥, ..., ¥)".
19. Sejax € R*. Mostre que lIxll,, < lIxll,.
20. Sejax € R%. Mostre que IIxll, =< lixIl,.

[Sugestéo: Escreva x na forma x,e, + x,e, e use a desigualdade triangular.]

21. D& um exemplo de um vetor ndo-nulo x € R? para o qual
IXllco = lIxll2 = lIxIl,
22. Mostre que, em qualquer espago vetorial normado,
I=vil = livil
23. Mostre que, quaisquer que sejam u e v em um espago vetorial normado,
lu+vi = [lall —|v]|
24. Mostre que, quaisquer que sejam u e v em um espago vetorial munido de um produto interno,
lu+ VI + fu = viI? = 2]u)l® + 2||v|?

Interprete geometricamente esse resultado para o espago vetorial R
25. O resultado do Exercicio 24 ndo é valido para normas que n@o estao associadas a produtos inter-
nos. D& um exemplo disso em R? para a norma II-l,.
26. Determine se as expressoes a seguir definem ou nfio normas em C[a, b].
@ [Ifl = 1f@I+[f(®)]
®) IfIl = [) 1f(x)]dx
© IIfIl = max|f(x)]

27. Sejax € R". Mostre que:
(@) [1x[ly < nlxlle (b) X[z < v/n [[Xlloo

Dé exemplos de vetores em R" para os quais as igualdades nos itens (a) e (b) sdo validas.
28. Desenhe o conjunto de pontos (x;, x,) =x"em R? para os quais:

(a) [Ix[l2 =1 (®) lIxl; =1 ©) X[l =1

29. Considere o espago vetorial R" com o produto interno <x, y> = x"y. Mostre que, qualquer que
seja a matriz A m X n, temos:

(a) (AX, y) = (x, A"y) (b) (AT Ax, x) = || Ax|?



