180 Algebra Linear com Aplicagdes

SOLUCAO. Para esse exemplo, o sistema (6) fica

1 00 3
11 [ |2
124|197 |4
13 9)\© 4
As equagdes normais sdo, entao,
1111 i (1) (1) Co 1111 3
0123 1 2 4 al=101 23 4
0149 13 9 Cy 0149 4
Ou seja,
4 6 14 Co 13
6 14 36 al=122
14 36 98 c2 54

A solugdo desse sistema é (2,75, —0,25, 0,25). O polindmio de grau dois que corresponde ao melhor

ajuste de minimos quadriticos para esses dados €

p(x) = 2,75 — 0,25x + 0,25x> a

EXERCiCIOS

1. Encontre a solugio de minimos quadréticos para cada um

dos sistemas a seguir.

@ x4+ x=3 b) —x; + x =10
2)61 - 3JC2 =1 2)(,‘1 + x = 5
Oxl + OJC2 =2 X, — ZXZ = 20

© x+x+xn=4
X + X+ x=0
— X% +xn=1

X +X3=2

2. Para cada uma das solugbes % encontradas no Exercicio 1:

(a) Determine a proje¢do ortogonal p = AX;
(b) Calcule o residuo r( X);
(c) Verifique que r(%) € N(A").
3. Para cada um dos sistemas Ax = b a seguir, encontre todas

1 2
(a) A= 2 4], b
-1 -2
113
®A=|-1 3 1}, b
(3)

as solugdes de minimos quadraticos.

3
=12
1

(3
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4. Para cada um dos sistemas no Exercicio 3, determine a projegio ortogonal p de b sobre I(4) e
verifique que b — p é ortogonal a cada uma das colunas de A.
5. (a) Encontre o melhor ajuste de minimos quadréticos por uma fung@o linear para os dados

x|-1]0]1]2
y| 0]1]3]9

(b) Coloque em um sistema de coordenadas a fungéo linear encontrada no item (a) junto com os
dados.

6. Encontre o melhor ajuste de minimos quadréticos por um polindmio de grau dois para os dados
no Exercicio 5. Coloque os pontos correspondentes a x = —1, 0, 1, 2 e desenhe o gréifico da
fungio.

7. Seja A uma matriz m X n de posto r e seja P = A(ATA)~'A”.

(a) Mostre que Pb = b para todo b € I(A). Explique essa propriedade em termos de proje¢des.
(b) Se b € I(A), mostre que Pb = 0.
(c) Ilustre geometricamente os itens (a) e (b) no caso em que /(A) € um plano contendo a origem
em R®. o
8. Seja P = A(A"A)'A7, onde A é uma matriz m X n de posto .

(a) Mostre que P> = P, '
(b) Prove que P* = Pparak = 1,2, ....
(c) Mostre que P é simétrica. v

[Lembre: Se B¢ invertivel, entio (B~')" = (B)']

(6 ) ()-()

entdo X € a solucdo de minimos quadriticos para o sistema Ax = b e r é o vetor residuo.
10. SejaA € R™*"e seja % uma solugdo para o problema de minimos quadréticos paraAx = b. Mostre

que um vetor y € R* € também solugdo se e somente se y = % + z para algum z € N(A).
[Sugestdo: N(ATA) = N(A).]

9. Mostre que, se

CONJUNTOS ORTONORMAIS

E geralmente mais conveniente usar a base canonica {e,, e,} para R? do que alguma outra base, como
{(2, 1)7,(3,5)"}. Por exemplo, é mais facil encontrar as coordenadas de (x,, x,)” em relago A base canénica.
Os elementos da base candnica sao vetores unitdrios ortogonais. Ao trabalhar em um espago V munido
de produto interno, ¢ geralmente desejavel usar uma base com vetores unitérios ortogonais dois a dois.
Isso € conveniente ndo apenas para encontrar coordenadas de vetores, mas para resolver problemas de
minimos quadraticos.

Definigéo. Sejam v,, v, ..., v, vetores em um espago V munido de produto interno. Se <v,, v;> = 0
sempre que [ # j, entdo {v, v,, ..., v,} é dito um conjunto ortogonal de vetores.

EXEMPLO 1. O conjunto {(1, 1, )", (2, 1, —3)", (4, —5, 1)’} é um conjunto ortogbnal em R, ja que
1,1, 1D)(2,1,-3)T=0
(I,1,)4,-51D)"=0

@, 1, =3)(4, =5, )T =0 O

Teorema 5.5.1. Se (v,,v,, ..., v,} é um conjunto ortogonal de vetores ndo-nulo em um espaco V munido
de um produto interno, entdo v,, vy, ..., v, sdo-linearmente independentes.



