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O ESPACO VETORIAL P,

Vamos denotar por P, o conjunto de todos os polindmios de grau menor do que n*. Definap + g e ap por

P+ 9)x) = px)+qx)

(ap)(x) = ap(x)
para todo nimero real x. E ficil verificar que os axiomas de Al a A8 sdo satisfeitos. Logo, P, é um
espago vetorial em relagéo as operagOes usuais de soma e multiplicagdo por um escalar de fungdes.

PROPRIEDADES ADICIONAIS DE ESPACOS VETORIAIS

Vamos encerrar esta se¢io com um teorema que enuncia as trés propriedades mais fundamentais de
espacos vetoriais. Outras propriedades importantes sdo dadas nos Exercicios 7, 8 e 9.

Teorema 3.1.1. Se V é um espaco vetorial e x é um elemento de V, entdo:

(i) Ox =0,
(i) x + y = 0 implica que y = —x (isto é, a inversa aditiva de X é iinica),
(i) (—1)x = —x.

Demonstragéo. Dos axiomas A6 e A8, tem-se

x=Ix=(14+0x=1x+0x=x+ 0x
LOgo,

—X+X=-X+ (X+0x) = (—x+x) +0x (A2)
0=0+0x=0x (A1, A3 ¢ A4)
Para provar (ii), suponha que x + y = 0. Entdo
—X=-X+0=—x+(x+y)
Portanto,
—X=(—x+x)+y=0+y=y (A1, A2, A3 e A4)
Finalmente, para provar (iii), observe que
0=0x=(1+(-1)x=1x+(-Dx [(G) e A6]

Logo,

X+ (=Dx=0 (A8)
e, de (ii), tem-se

(-Dx=—x (]
EXERCICIOS
/f . Considere os vetores X, = (8,6) e x, = (4, —1)"em R2.
(a) Encontre o comprimento de cada vetor.

(b) Seja x; = x; + x,. Determine o comprimento de x,. Qual a relagdo entre seu comprimento e
a soma dos comprimentos de X, € X,?

* Incluindo o polindmio identicamente nulo. (N.T.)
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(c) Desenhe um gréfico ilustrando como X, pode ser construido geometricamente usando X, e
X,. Use esse grafico para dar uma interpretacio geométrica da sua resposta em (b).

Repita o Exercicio 1 para os vetores x, = (2, 1)’ e x, = (6, 3)".

Seja C o conjunto dos nimeros complexos. Defina a soma em C por

(@a+bi)+(c+di)=(a+c)+ b+d)i
¢ defina a multiplicagio por um escalar por

ala + bi) = aa+ abi

para todos os ndmeros reais . Mostre que C € um espago vetorial em relagdo a essas operagdes.
Mostre que R™", com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo por um escalar, satisfaz os
oito axiomas de espagos vetoriais.
Mostre que C[a, b], com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo por um escalar, satisfaz os
oito axiomas de espagos vetoriais.
Seja P o conjunto de todos os polindmios. Mostre que P, com as operagdes usuais de soma e
multiplicagido por um escalar para fungdes, forma um espago vetorial.
Mostre que o elemento 0 de um espago vetorial € dnico.
Sejam X, y e z vetores em um espago vetorial V. Mostre que, se

X+y=x+12
entioy = z. ,
Seja V um espago vetorial e seja x € V. Mostre que:
(a) B0 = 0 para todos os escalares 3;
(b) seax =0,entdoa =0oux =0.
Seja S o conjunto de todos os pares ordenados de mimeros reais. Defina a multiplicagido por um
escalar € a soma em S por

a(xy, x2) = (ax, axp)
(x1, %2) ® (y1, ¥2) = (x1 + 1, 0)
Usamos o simbolo & para denotar a soma nesse sistema para evitar confusio com a soma usual
X + y de vetores linhas. Mostre que S, junto com a multiplicagéo usual por um escalar e a ope-
ragdo €D, ndo é um espago vetorial. Quais dos oito axiomas nio sio validos?
Seja V o conjunto de todos os pares ordenados de niimeros reais com a soma definida por
(%1, x2) + (015 ¥2) = (61 + y1, %2 + 2)
e a multiplicagdo por um escalar definida por
o o (X1, X2) = (ax1, X3)
Como a multiplicagio por um escalar é definida de maneira diferente da usual, usamos um sim-
bolo diferente para evitar confuséio com a multiplicagio usual de um vetor linha por um escalar.
V é um espago vetorial em relagdo a essas operagdes? Justifique sua resposta.

Denote por R* o conjunto dos nimeros reais positivos. Defina a operagdo de multiplicagio por
um escalar por

aox =x"
para cada x € R* e para cada nimero real a. Defina a operagéo de soma por
X@®y=x-y paratodos x,y € Rt
Entdo, para esse sistema, o produto do escalar —3 por ¥z € dado por

1 1\
—3 - = —_— =
02 (2) 8

2¢5=2-5=10
R* € um espago vetorial em relaco a essas operagoes? Justifique sua resposta.

e asoma de 2 com 5 é dada por
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/]é, Seja R o conjunto de todos os niimeros reais. Defina-a multiplicagio por um escalar por
' X =a - x (a multiplica¢do usual de nﬁmerqs reais)
e a soma, denotada por @, por h . .
X @y = max(x, y) (o maximo entre dois niimeros)

R € um espaco vetorial em relagdo a essas operagdes? Justifique sua resposta. .
14. Denote por Z o conjunto de todos os niimeros inteiros com a soma definida da maneira usual e a
multiplicagdo por um escalar definida por

aok=1[a]l - k paratodos k € Z
onde [[@]] denota 0 maior inteiro menor ou igual a a. Por exemplo,
22504=1[225]]-4=2-4=38

Mostre que Z ndo € um espago vetorial em relagdo a essas operagoes Quals dos axiomas ndo sdo
véalidos?

15. Denote por S o conjunto de todas as seqiiéncias mflnltas de ntimeros reais com a multlpllea(;ao
por um escalar e a soma definidas por ,

a{a,} = {aa,)

{an} + {ba} = {an + ba)

Mostre que S € um espago vetorial. , A
16. Podemos definir uma bijegéo entre os elementos de P, e de R" por

px)=ai+ax+---+ax"!o(@,...,a) =a

Mostre que, se p <> ae g & b, entdo
(a) ap <> aa qualquer que seja o escalar «;
) p+gea+h.

[Em geral, dois espagos vetoriais sao ditos isomorfos se existe uma bl_]egao entre eles que preser-
va a multiplica¢do por um escalar e a soma como em {a) € (b) I

SUBESPACOS

Dado um espaco vetorial V, é muitas vezes possivel formar um outro espaco vetorial usando um sub-
conjunto S de Ve as operagdes de V. Como V é um espago vetorial, as operagdes de soma e multiplica-
¢80 por um escalar sempre produzem um outro vetor em V. Para um novo sistema, usando um subconjunto
S de V, ser um espago vetorial, o conjunto S tem que ser fechado em relagdo as operagdes de soma e
multiplicagdo por um escalar. Em outras palavras, a soma de dois elementos em S tem que ser sempre
um elemento de S e a multiplicagdo de um elemento de S por um escalar tem que pertencer sempre a S.

X = 2"1}. Sé um.subconjunto de R% Se (ch) € um elemento

EXEMPLO 1. Seja § = {(2)

qualquer de S e o€ um escalar arbitrério, entao
C Qc
2c 2ac

, a c\ Lo ol =
€ um elemento de S. Se (2 a) e (2 C) sao dois elementos arbitrdrios de S, entdo sua soma

a+b \ _ a+b
2a+2b) " \2a+b) ]



