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O item (d) pode ser resolvido de maneira semelhante a (b). Se

a 1 2 4
b )= o 2 + o, 1 + as -1
c 4 3 1

entdo
a; + 20, + 4o = a

200+ oy — a3 =0b

da; + 30, + a3 = ¢

Nesse caso, no entanto, a matriz de coeficientes é singular. O método de Gauss nos leva a um sistema
da forma

a1+ 2, +4a3=a

2a —b
o + 3a3 =
0=2a—3c+5b
Se
2a —3c+5b#0

entdo o sistema € incompativel. Portanto, para a maioria das escolhas para a, b, ¢, € impossivel expressar
(a, b, ¢)" como uma combinagdo linear de (1, 2, 4), (2, 1, 3), (4, —1, 1)". Os vetores ndo geram R°. []

EXEMPLO 12. Os vetores 1 — a2, x + 2 e x? geram P;. Entio, se ax* + bx + ¢ € qualquer polindmio
em P,, é possivel encontrar escalares «,, a, € a, tais que

ax’> 4+ bx +c =oy(1 —x) + a2 (x +2) + azx?

De fato,
a1 (1 — x2) + ax(x + 2) + a3x? = (@3 — a)x? + aox + (o + 203)
Fazendo ‘
a3 — ) =a
423 =b
o + 2(12 = c
e resolvendo, obtemos a; = ¢ — 2b, 0, = beay=a + ¢ — 2b. O

Vimos, no Exemplo 11(a), que os vetores €,, €,, €;, (1, 2, 3)" geram R°. E claro que R® poderia ser
gerado apenas pelos vetores e, e,, e,. O vetor (1, 2, 3)" ndo é realmente necessdrio. Na préxima se¢io,
vamos considerar o problema de encontrar conjuntos geradores minimos para um espago vetorial V (isto
é, conjuntos geradores que contém o menor nimero possivel de vetores).

EXERCICIOS

1. Determine se cada conjunto a seguir é ou n3o um subespaco de R?.
@ {(xr, x)" | X1+ x2 = 0}
(®) {(x1, x2)7 | X1x, = 0}
© {CGor, %) | 31 = 3x;)

@) (G, x)" |2y =30+1)
2. Determine se cada conjunto a seguir é ou nfo um subespago de k.

@ {(x1, x2, x3)7 | X1+ x3 =1}
®) {(x1, x2, x3)7 | %) = X% = x3}
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© {(x1, 22, )7 | x3 = x1 + x2}

() {1y X2, x3)" | x5 = X7 4 x3)

Determine se cada conjunto a seguir é ou ndo um subespago de R¥*2,
(a) O conjunto de todas as matrizes diagonais 2 X 2.

(b) O conjunto de todas as matrizes triangulares inferiores 2 X 2.
(c) O conjunto de todas as matrizes A 2 X 2 tais que a;, = 1.

{(d) O conjunto de todas as matrizes B 2 X 2 tais que b;, = 0.

(e) O conjunto de todas as matrizes simétricas 2 X 2.

_Af) O conjunto de todas as matrizes singulares 2 X 2.

”

n.

. Determine o nicleo de cada uma das matrizes a seguir.

21 (12 -3 -
® (3 2) ® (—2 —4 6 3)

1 3 -4\ 1 1 -1 2
@ 2 -1 =1 @| 2 2 -3 1
-1 -3 4 “\-1 -1 0 -5

. Determine se cada conjunto a seguir ¢ ou ndo um subespaco de P,. (Cuidado!)

(a) O conjunto dos polinémios em P, de grau par.

(b) O conjunto dos polindmios de grau 3.

(c) O conjunto dos polinémios p(x) em P, tais que p(0) = 0.

(d) O conjunto dos polindmios em P, que t8m pelo menos uma raiz real.

. Determine se cada conjunto a seguir é ou no um subespaco de C[—1, 1].

(a) O conjunto das fungdes fem C [—1, 1] tais f (—1) = A1).

(b) O conjunto das fungdes impares em C [—1, 1].

(c¢) O conjunto das fungdes ndo-decrescentes em [—1, 1].

(d) O conjunto das fungdes fem C [—1, 1] tais f(—1) = 0 e f(1) = 0.
(€) O conjunto das fungdes fem C[—1, 1] tais f(—1) = 0 ouf (1) = 0.

. Mostre que C"[a, b] € um subespago de Cla, b].
. SejaA um vetor particular em R>*2. Determine se cada conjunto a seguir € ou ndo um subespago de R>2.

(@) §) ={B € R¥? | AB = BA)
(b) S, = (B € R*? | AB # BA)
(c) $3={B € R*>? | BA = 0}

. Determine se cada conjunto a seguir é ou nio um conjunto gerador para R2.

Q) wE) @00
S (D)) e[

Quais dos conjuntos a seguir sdo conjuntos geradores para R*? Justifique suas respostas.
(@) {(1,0,0)7, (0,1, DT, (1,0, )T} ® {(1,0,0)7, (0,1, )T, (1,0, DT, (1,2, 3)7}
(©) {(2,1,-2)7,(3,2,-2)7,(2,2,0)7} (@) {(2,1,-2)7,(=2,-1,2)7, 4,2, —4)7}
(& {(1,1,3)7, (0,2, D7}

Sejam

-1 3 2 -9
X; = 21, x,=141, x=161, y=1} -2
3 2 6 5
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(a) xe [{x),x,}]?
(b) ye [{x;,x,]}?
Justifique suas respostas.
/IQ/. Quais dos conjuntos a seguir so conjuntos geradores para P,? Justifique suas respostas.

(@) {1,x%x2 -2} (b) {2, x%, x,2x + 3}
©) x+2,x+1,x2=1} @ x+2,x*-1}

13. Em R*? sejam
10 01
E11=(0 0)7 E12=(O 0)

00 00
E21=<1 0>’ E22=(0 1)

Mostre que E, |, E,,, E,,, E,, geram R¥2.
14. Seja S o espago vetorial das seqiiéncias infinitas definido no Exercicio 15 da Segdo 1. Seja S, o
conjunto das seqiiéncias {a,} tais que a, — 0 quando n — . Mostre que S; € um subespago de S.
15. Prove que, se S é um subespago de R!, entdo S = {0} ou S = R.
J¥6. Seja A uma matriz n X n. Prove que as seguintes afirmagGes sdo equivalentes:
(@) N@A) = {0};
(b) A € invertivel;
(c) paracadab e R", o sistema AX = b tem uma unica solugéo.
7. Sejam U e V subespagos de um espago vetorial W. Prove que U N V também € um subespago de W.
18. Seja S o subespago de R? gerado por e, e seja T o subespago de R? gerado por e,. S U T é um
subespago de R?? Explique.
19. Sejam U e V subespagos de um espago vetorial W. Defina

U+V={z|z=u+v ondeuelUe veV}
Mostre que U + V é um subespago de W.

INDEPENDENCIA LINEAR

Nesta se¢do, vamos olhar mais de perto a estrutura de um espago vetorial. Para comegar, vamos nos
restringir a espagos vetoriais que podem ser gerados por um nimero finito de elementos. Cada vetor no
espaco pode ser construido a partir dos elementos nesse conjunto gerador, usando-se apenas as opera-
¢oes de soma e multiplicagio por um escalar. E desejavel encontrar um conjunto gerador “minimo”. Por
minimo, queremos dizer um conjunto gerador.sem elementos desnecessérios (isto &, todos os elementos
no conjunto s3o necessarios para se gerar o espaco vetorial). Para ver como encontrar um conjunto ge-
rador minimo, € preciso considerar como os vetores no conjunto “dependem’ um do outro. Vamos, entio,
introduzir os conceitos de dependéncia linear e independéncia linear. Esses conceitos simples vdo nos
dar a chave para entender a estrutura de espagos vetoriais.
Vamos considerar os seguintes vetores em R*:

1 -2 -1
X = -1 s X; = 3 y X3 = 3
2 1 8

Seja S o subespago de R® gerado por x,, X,, X;. Observe que S pode ser representado, de fato, pelos veto-
res X, € X,, ja que X, pertence ao espago gerado por X, € X,.

(1) X3 = 3X1 + 2X2
Qualquer combinagio linear de x|, X,, X, pode ser reduzida a uma combinagio linear de x, € X,:

a1X; + X, + a3X3 = o 1X; + X + a3 (3x; + 2x;)

= (a1 + 3a3)x; + (@2 + 203)X,



