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Como o wronskiano € identicamente nulo, ele nfio nos d4 informagZo sobre se as fungdes sio linear-
mente independentes ou ndo. Para responder essa pergunta, suponha que

Wix?, x|x|] =

ax?+cx|x| =0
para todo x em [—1, 1]. Em particular, parax = 1 e parax = —1, temos
a+c=0
g —¢c =0

€ a tnica solug?o desse sistema é ¢, = ¢, = 0. Portanto as funges x* e xlxl sdo linearmente indepen-
dentes em C [—1, 1], apesar de W [x2, xlx]] =

Esse exemplo mostra que a reciproca do Teorema 3.3.3 ndo é vilida. O

EXEMPLO 8. Mostre que os vetores 1, x, x%, x* sdo linearmente independentes em P,.

SOLUCAO
1 x x2 X3
‘ 0 1 2x 3x2
2 37 _ -
WIl, x,x*, x°] = 00 2 6x =12
0 00 6
Como W1, x, x%, x’] # 0, os vetores sdo linearmente independentes. O
EXERCICIOS

1. Determine se os vetores dados sfio ou nfio linearmente independentes em R?.
(1) w0
0 (D-0) 0 (D)
0 (1)

. Determine se os vetores dados sio ou néo linearmente independentes em R°.
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3. Descreva geometricamente o espago gerado por cada um dos conjuntos de vetores no Exercicio 2.
A. Determine se os vetores dados s&o ou nfo linearmente independentes em R><2,
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o (11)(5) ®(6(50)(0)
@ (590 8)(3)

Determine se os vetores dados s@o ou néo linearmente independentes em P;.

(@ 1,x%,x*-2 () 2,x%,x,2x+3
© x+2,x+1,x*-1 d) x+2,x2-1
Mostre que os vetores dados so linearmente independentes em C [0, 1].

(a) cosmx,senmx (b) x32, x3?
©) l,ef+e*,ef—e* (d) €,e7*, e

Determine se os vetores cos x, 1, sen? (x/2) s3o linearmente independentes em C [—, 7].
Considere os vetores cos(x + a) e sen xem C [—7, 7). Para que valores de o os dois vetores vao
ser linearmente dependentes? Interprete graficamente sua resposta.

Dadas as fungdes 2x e |x|, mostre que:

(a) esses dois vetores sdo linearmente independentes em C [—1, 1];

(b) esses dois vetores sio linearmente dependentes em C [0, 1].

Prove que qualquer conjunto finito de vetores contendo o vetor nulo tem que ser linearmente
dependente.

Sejam v, e v, dois vetores em um espago vetorial V. Mostre que v, e v, sdo linearmente depen-
dentes se e somente se um dos vetores ¢ um miiltiplo do outro.

Prove que qualquer subconjunto nZo-vazio de um conjunto linearmente independente de vetores
{vy, ..., v,} também € linearmente independente.

Seja A uma matriz m X n. Mostre que, se os vetores colunas de A séo linearmente independen-
tes, entdo N(A) = {0}.

[Sugestdo: paratodo x € R, Ax = x;a; + x,a, + ... + x,a,.]

Sejam x,, ..., X, vetores linearmente independentes em R e seja A uma matriz invertivel n X n.
Defina y, = Ax; parai = 1, ..., k. Mostre que y,, ..., ¥, sdo linearmente independentes.

Seja {v,, ..., v,} um conjunto gerador para o espago vetorial V e seja v um outro vetor qualquer
em V. Mostre que v, v,, ..., V, sdo linearmente dependentes.

Sejam v,, v,, ..., v, vetores linearmente independentes em um espago vetorial V. Mostre que v,,
..., ¥, ndo podem gerar V.

BASE E DIMENSAO

Mostramos, na Seg¢do 3, que um conjunto gerador para um espago vetorial €é minimo se seus elementos
sdo linearmente independentes. Os elementos de um conjunto gerador minimo formam as pegas basicas
para a construgdo de todo o espago vetorial e, por causa disso, dizemos que eles formam uma “base”
para o espago vetorial.

Definigdo. Os vetores v,, V,, ..., v, formam uma base para um espago vetorial V se e somente se

@) vy, ..., v, sdo linearmente independentes;
(i) v, ..., v, geram V.

EXEMPLO 1. A “base canbnica” para o R* é {e,, e,, ¢;}. No entanto, poderiamos usar outra base
qualquer, como, por exemplo, {(1, 1, 1), (0, 1, 1)%, (2, 0, 1)’} ou {(1, 1, 1)', (1, 1, O), (1, O, 1)"}.
Veremos, em breve, que qualquer base para R® tem exatamente trés elementos. O

EXEMPLO 2. Considere o conjunto {E,, E,,, E,;, E,,} em R*?, onde




