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EXEMPLO 4. Mostre que § (1) (1) é uma base para R°.

SOLUCAO. Como dim R? = 3, basta mostrar que esses trés vetores sio linearmente independentes.
Isso segue do fato de que :

1 -2 1
2 1 0|=2
3 0 1 a

Teorema 3.4.4. Se V é um espago vetorial de dimensdo n > 0, entdo:

(1) nenhum conjunto com menos de n vetores pode gerar V,
(ii) qualquer subconjunto linearmente independente com menos de n elementos pode ser estendido
para formar uma base para V,
(iil) podem-se retirar elementos de qualquer conjunto gerador contendo mais de n vetores de modo
a se obter uma base para V.

Demonstragdo. A observagdo (i) segue pelo mesmo argumento utilizado no Teorema 3.4.3 para provar
(). Para provar (ii), suponha que v,, ..., v, sd0 vetores linearmente independente e que k < n. De (i),
[{v,, ..., v,}] € um subespago préprio de V, logo existe um vetor v,,, que estd em V, mas ndo pertence a
[{v,, ..., V,}]. Temos, entdo, que 0s VEtores v, ..., V;, V., sdo linearmente independentes. Se k + 1 <n,
podemos estender {v,, ..., V;, V;,,}, da mesma maneira, a um conjunto linearmente independente com k
+ 2 vetores. Esse processo pode ser continuado até obtermos um conjunto {v,, v, ..., Vi, ;415 ..., V, } d€
vetores linearmente independentes.

Para provar (iii), suponha que v,, ..., v,, geram V e que m > n. Pelo Teorema 3.4.1, v, ..., v,, sd0
linearmente dependentes. Temos, entdo, que um dos vetores, por exemplo, v,,, pode ser escrito como
uma combinagio linear dos outros. Logo, se retirarmos v,, do conjunto, os m — 1 vetores restantes ainda
geram V. Se m — 1 > n, podemos continuar a retirar vetores do conjunto até chegarmos a um conjunto
gerador contendo 7 elementos. O

BASES CANONICAS

No Exemplo 1 dissemos que o conjunto {e,, €,, €} era a base candnica para R>. Chamamos essa base de
candnica por ela ser a mais natural para se representar vetores em R°. Mais geralmente, a base candnica
para R" € o conjunto {e, e,, ..., €,}.

A maneira mais natural de representar matrizes em R>*? é em termos da base {E,,, E,,, E,,, E,,} dada
no Exemplo 2. Essa €, entfo, a base candnica para R**%.

A maneira padrao de representar um polinémio em P, é em termos das fungdes 1, x, X%, ..., x""! e, por
isso, a base candnica para P, € (1, x, X2, ..., x""'}.

Embora essas bases canOnicas parecam ser as mais simples e naturais para se usar, elas néo sio as
bases mais apropriadas para muitos problemas aplicados. (Veja, por exemplo, o problema de minimos
quadriticos no Cap. 5 ou as aplicagdes de autovalores no Cap. 6.) De fato, a chave na resolugio de muitos
problemas aplicados € mudar de uma das bases candnicas para uma base que é, de alguma forma, mais
natural para a aplicacdo em questdo. Uma vez resolvido o problema na nova base, € facil voltar e repre-
sentar a solucio em termos da base can6nica. Na pr6xima se¢do vamos aprender a mudar de uma base
para outra.

EXERCICIOS

1. Indique se os vetores dados no Exercicio 1 da Se¢do 3 formam ou ndo uma base para R2.
2. Indique se os vetores dados no Exercicio 2 da Se¢do 3 formam ou nio uma base para R°.



Espacos Vetoriais
/3{ Considere os vetores

0=(1) %=(3) »=(3)

(a) Mostre que x, e X, formam uma base para R”.
(b) Por que x,, X,, X, tém que ser linearmente dependentes?

/c) Qual a dimensdo de [{x,, X,, X;}]?

Considere os vetores

3 -3 -6
Xl = —2 N Xy = 2 , X3 = 4
4 —4 -8

Qual a dimens@o de [{x,, X,, X,}]?
5. Considere

2 3 | 2
X = 1 y X; = -1 , X3 = 6
3 4 4

(a) Mostre que X, X,, X, s#o linearmente dependentes.
(b) Mostre que x|, X, s30 linearmente independentes.
(c) Qual a dimensio de [{x,, X,, X;}]?

(d) Descreva geometricamente [{x,, X,, X;}].
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6. Alguns dos conjuntos no Exercicio 2 da Sego 2 formavam subespagos de R®. Em cada um des-

ses casos, encontre uma base para o subespaco e determine sua dimenséo.

7. Encontre uma base para o subespaco S de R* formado por todos os vetores da forma (a+b,a—

b + 2c, b, )", onde a, b e ¢ s3o niimeros reais. Qual a dimensdo de S?
8. Considere os vetores x; = (1, 1, 1)’e x, = (3, —1, 4)".
(a) x,ex,geram R*? Explique.

(b) Seja x; um terceiro vetor em R® e defina X = {x,, x,, x,}. Que condigdo (ou condi¢Ges) X

tem que satisfazer para que x,, X,, X, formem uma base para R>?
/9/ (¢) Encontre um terceiro vetor X, que estenda o conjunto {x;, X,} a uma base para R°.

Os vetores :
1 2 1 2 1
X = 2 , Xo= 5 , Xz = 3 , Xq4= 7 , Xs5= 1
2 4 2 4 0

geram R°. Retire algum (ou alguns) elementos de {x,, X,, X, X,, X;} de modo a obter uma base

para R°.

10. Seja S o subespago de P, formado por todos os polindmios da forma ax? + bx + 2a + 3b. En-

contre uma base para S.

11. Alguns dos conjuntos no Exercicio 3 da Segdo 2 formavam subespacos de R**2, Em cada um

desses casos, encontre uma base para o subespaco e determine sua dimensdo.
12. Encontre a dimenséo do espago gerado por 1, cos 2x, cos’x em C [—m, x].

13. Encontre a dimenséo do subespago de P, gerado pelos vetores dados em cada um dos itens a

seguir.

@ x,x—1,x2+1 ) x,x -1, x2+1,x2—1
©) x2,x2—x—-1,x+1 (d) 2x,x—2

14. Seja S o subespago de P, formado por todos os polindmios p(x) satisfazendo p(0) = 0, e sejaT

o subespago de todos os polindmios g(x) tais que g(1) = 0. Encontre bases para
@s omT (c) SNT

15. Seja U o subespago de R* formado pelos vetores da forma (u,, u,, 0, 0)" e seja V o subespaco de
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todos os vetores da forma (0, v,, U5, 0)". Quais as dimensdes de U, V, UN 'V, U + V? Encontre
uma base para cada um desses subespacos.

. E possivel encontrar um par de subespagos bidimensionais U e V de R® tais que U N V = {0}?
Justifique sua resposta. Interprete geometricamente sua conclusao.

£

[Sugestao: sejam {u,, u,} e {v,, v,} bases para U e V, respectivamente; mostre que u,, u,, v;, v,
sdo linearmente dependentes.]

MUDANCA DE BASES

Muitos problemas aplicados podem ser simplificados mudando-se de um sistema de coordenadas para
outro. Mudar sistemas de coordenadas em um espago vetorial é, essencialmente, a mesma coisa que mudar
de base. Por exemplo, ao descrever o movimento de uma particula no plano em um instante particular,
é muitas vezes conveniente usar uma base de R? formada por um vetor tangente unitdrio t € um vetor
normal unitdrio n, em vez da base canonica {e,, e,}.

Nesta se¢fio, vamos discutir o problema de mudar de um sistema de coordenadas para outro. Vamos
mostrar que isso pode ser feito multiplicando-se um vetor de coordenadas dado X por uma matriz invertivel
S. O produto y = Sx vai ser o vetor de coordenadas para o novo sistema.

MUDANCA DE COORDENADAS EM R?

A base candnica para R? é {e,, e,}. Qualquer vetor x em R? pode ser escrito como uma combinag@o linear

X = x1€; + x2€;

Os escalares x;, € x, sdo as coordenadas de X em relagéo 2 base candnica. De fato, para qualquer base
{y, z} para R?, pelo Teorema 3.3.2, um dado vetor X pode ser representado de maneira inica como uma
combinag@o linear

X =ay+ Bz

Os escalares « e 8 sdo as coordenadas de x em relagdo & base {y, z}. Vamos ordenar os elementos da
base de modo que y seja o primeiro vetor da base e z seja o segundo, e vamos denotar a base ordenada
por [y, z]*. Podemos, entdo, nos referir ao vetor (a, B)" como sendo o vetor de coordenadas de X em
relacdo a base [y, z].

EXEMPLO 1. Sejamy = (2, 1)’ e z = (1, 4)". Os vetores y e z séo linearmente independentes e,
portanto, formam uma base para R%. O vetor x = (7, 7)” pode ser escrito como uma combinagao line-
ar

x=3y+z

Logo, o vetor de coordenadas de x em relacéo a [y, z] € (3, 1)". Geometricamente, esse vetor nos diz
como sair da origem e chegar em (7, 7), movendo-nos primeiro na direcéo de y e depois na diregéo
de z. O vetor de coordenadas de x em relagfio a base ordenada [z, y] é (1, 3)". Geometricamente, esse
vetor nos diz como sair da origem e chegar em (7, 7) movendo-nos primeiro na dire¢éo de z ¢ depois
na diregfo de y (ver Fig. 3.5.1). O

Uma vez decididos a trabalhar com uma nova base, temos o problema de encontrar as coordenadas

em relacfo a essa nova base. Suponha, por exemplo, que, em vez de usarmos a base candnica {e,, e,}
para o R?, queira usar uma base diferente, por exemplo,

() ()

* Nio confundir com o espago gerado por y e z, que ¢ denotado por [{y, z}]: A notaggo com colchetes para bases ordenadas néo € padréo.(N.T.)




