124 Algebra Linear com Aplicagdes

As duas primeiras colunas X, € X, de X formam uma base para o espago coluna de X, logo dim [{x,,
X,, X3, X411 = 2.

EXERCiCIOS

1. Para cada uma das matrizes a seguir, encontre uma base para o espaco linha, uma base para o
espaco coluna e uma base para o nicleo.

1 3 2 -3 1 3 4 1 3 2 1
@214 (b) 1 2 -1 =2 ©f{12 1 3 2
4 7 8 -3 8 4 2 3 4 5 6
» Em cada um dos itens a seguir, determine a dimens3o do subespago de R® gerado pelos vetores
dados.
1 2 -3 1 1 2
@ f-2].1-2].1] 3 ®»{1].12].13
2 4 6 1 3 1
1 -2 3 2
(C) - l ) 2 ) _2 5 - 1
2 -4 5 3
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(a) Calcule a forma escada reduzida por linhas U de A. Quais os vetores colunas de U que cor-
respondem as varidveis livres? Escreva cada um desses vetores colunas como uma combi-
nacdo linear dos vetores colunas correspondentes as varidveis lideres.

(b) Quais os vetores colunas de A que correspondem as varidveis lideres de U? Esses vetores
colunas formam uma base para o espago coluna de A. Escreva cada um dos vetores colunas
de A como uma combinagio linear dos vetores dessa base.

4. Para cada uma das escolhas de A e b a seguir, determine se b pertence ao espago colunade A e
diga se o sistema Ax = b é ou ndo compativel.
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5. Paracadaum dos sistemas compativeis no Exercicio 4, examine os vetores colunas da matriz de
coeficientes para determinar se o sistema tem uma ou uma infinidade de solugdes.
6. Quantas solugdes os sistema Ax = b vai ter se b pertencer ao espago coluna de A e se os vetores
colunas de A forem linearmente independentes? Explique.]
7. Seja A uma matriz m X ncom m > n. Sejab € R™ e suponha que N(A) = {0}.
(a) O que vocé pode concluir sobre os vetores colunas de A? Eles so linearmente independen-
tes? Eles geram R™? Explique.
(b) Quantas solugdes o sistema Ax = b vai ter se b ndo pertencer ao espago colunade A? Quan—
tas solugdes o sistema vai ter se b pertencer ao espaco coluna de A? Explique.
8. Sejam A e B matrizes 6 X 5. Se dim N(A) = 2, qual o posto de A? Se o posto de B for 4, qual vai
ser a dim N(B)? ‘ '
}f Sejam A e B matrizes equivalentes por linhas.
(a) Mostre que a dimensio do espago coluna de A € igual 4 dimens3o do espago coluna de B.
(b) Os espagos colunas de A e B sdo necessariamente iguais? Justifique sua resposta.
)’6. Prove que um sistema linear Ax = b € compativel se e somente se o posto de (Alb) é igual ao
posto de A.
1/1 . Seja A uma matriz m X n.
g (a) Se B éumamatriz m X m invertivel, mostre que BA e A t¢m o mesmo niicleo e, portanto, o
mesmo posto.
(b) Se C é uma matriz n X n invertivel, mostre que AC e A t¢m o mesmo posto.
12. Prove o Corolério 3.6.3.
13. SuponhaqueAeB sao rnatnzes n X ncom apropriedade de que Ax = Bx paratodox € R". Mostre ° que:
(a) NA—B) =
(b) A— Btém que ter posto nulo e, portanto, A = B.
}4. Sejam A e B matrizes n X n. Mostre que AB = O se e somente se 0 espago coluna de B é um
subespago do nicleo de A.
'I/.\/. Se_]am A € R™" b € R e x, uma soluciio particular do sistema Ax = b. Prove as aﬁnnagoes a
seguir.
(a) Um vetor y em R” € uma solug¢do de Ax = b se e somente se y = X, + z, onde z € N(A).
(b) Se N(A) = {0}, entdo a solugo X, é unica.
16. Sejam x e y vetores ndo-nulos em R™ e R", respectivamente, e seja A = Xy".
(a) Mostre que {x} € uma base para o espaco coluna de A e que {y"} é uma base para o espago
linha de A.
(b) Qual a dimenséo de N(A)?
A7. Sejam A € R™", Be R™" e C = AB. Mostre que:
—(a) O espaco coluna de C € um subespaco do espago coluna de A;
(b) O espago linha de C € um subespaco do espago linha de B;
=~ (c) Posto(C) = min{posto(A), posto(B)}.
18. Sejam A € R™", B e R™" e C = AB. Mostre que:
(a) Seambos A e B tém vetores colunas linearmente independentes, entdo os vetores colunas de
C também sdo linearmente independentes.
(b) Se ambos A e B tém vetores linhas linearmente independentes, entio os vetores linhas de C
também sdo linearmente independentes.

[Sugestdo: aplique a parte (a) a C".]
19. Sejam A € R™", B e R™" e C = AB. Mostre que:
(a) Se os vetores colunas de B sio linearmente dependentes, entdo os vetores colunas de C tam-
bém sdo linearmente dependentes.

(b) Se os vetores linhas de A sdo linearmente dependentes, entfio os vetores linhas de C também
sdo linearmente dependentes.

[Sugestdo: aplique a parte (a) a C".]

20. Dizemos que uma matriz A m X n tem uma inversa a direita se existe uma matriz C n X m tal
que AC = [,. Dizemos que A tem uma inversa & esquerda se existe uma matriz D n X m tal que
DA=1,.
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(a)
(b)
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Mostre que, se A tem inversa a direita, entdo os vetores colunas de A geram R™.
E possivel para uma matriz m X n ter uma inversa a direita se n < m? E se n = m? Explique.

21. Prove que, se A é uma matriz m X n tal que os vetores colunas de A geram R, entdo A tem uma
inversa a direita.

22.
23.

24.

25.

[Sugestdo: denote por e, a j-ésima coluna de I, e resolva Ax = ¢;paraj =1, ..., m.]

Mostre que uma matriz B tem inversa a esquerda se e somente se B’ tem inversa a direita.

Seja B uma matriz n X m cujas colunas séo linearmente independentes. Mostre que B tem inver-
sa a esquerda.

Prove que, se uma matriz B tem inversa a esquerda, entéo as colunas de B sfo linearmente inde-
pendentes.

Se uma matriz U est4 em forma escada, entfo os vetores linhas ndo-nulos formam uma base para
o0 espaco linha de U.

EXERCICIOS COM O MATLAB PARA O CAPI{TULO 3

1. (Mudanca de Base) Defina

U = round (20 * (rand(4)—0,5)), V = round(10 * rand(4))

eb = ones(4, 1).

(a)

(b

(©)

(d

Podemos usar a fungdo rank do MATLAB para determinar se os vetores colunas de uma
matriz sdo ou nio linearmente independentes. Quanto deveria ser o posto se os vetores co-
lunas de U fossem linearmente independentes? Calcule o posto de U e verifique que seus
vetores colunas sdo linearmente independentes e, portanto, formam uma base para R*. Cal-
cule o posto de V e verifique que seus vetores colunas também formam uma base para R*.
Use o MATLAB para calcular a matriz mudanga de base da base candnica [e,, e,, €, €,]
para a base ordenada E = [u,, u,, u,, u,]. [Lembre-se de que a notagdo do MATLAB para o
J-ésimo vetor coluna u; € U(;, j).] Use essa matriz mudanca de base para calcular o vetor de
coordenadas e de b em relagio a E. Verifique que

b =, + au; +ozus +ouu = Ua

Use o MATLAB para calcular a matriz mudanga de base da base candnica para a base orde-
nada F = [v,, v,, v;, v,] e use essa matriz mudanga de base para calcular o vetor de coorde-
nadas 3 de b em relagfo a F. Verifique que

b =B1vi +B2v2 + B33 + Bavs = VB

Use 0 MATLAB para calcular a matriz mudanga de base S de E para F e a matriz mudanga
de base T de F para E. Qual a relagfio entre S e T? Verifique que Sae = Be que T8 = a.

2. (Matrizes de Posto Incompleto) Neste exercicio vamos ver como gerar matrizes de determinado
posto no MATLAB.

(a)

®)

Em geral, se A é uma matriz m X n de posto r, entdo r < min(m, n). Por qué? Explique. Se
os elementos de A forem mimeros aleatérios, esperariamos que r = min(m, n). Por qué?
Explique. Verifique isso no MATLAB gerando matrizes aleatérias 6 X 6,8 X 6,5 X 8 e
verificando seus postos com o comando rank. Sempre que o posto de uma matriz m X n
for igual a min(sn, n), diremos que a matriz tem posto mdximo. Caso contrario, a matriz no
tem posto maximo.

Podemos gerar uma matriz aleatéria com elementos inteiros multiplicando a matriz por um
nimero x = 10 e, depois, usando o comando round. Por exemplo, o comando

A = round(10 * rand (10, 7))

gera uma matriz aleatéria 10 X 7 cujos elementos sio todos inteiros ndo-negativos menores
ou iguais a 10. Gere matrizes aleatérias 10 X 7, 8 X 12, 10 X 15 dessa maneira e verifique
o posto de cada uma delas. Essas matrizes inteiras tém posto maximo?



(©)

(d

(e)
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Suponha que queremos gerar matrizes no MATLAB que nio tenham posto méximo. E fcil
gerar matrizes de posto 1. Se X e y sdo vetores ndo-nulos em R™ e R", respectivamente, entdo A
= Xy’ é uma matriz m X n de posto 1. Por qué? Explique. Verifique isso no MATLAB definin-
do

x = round(10% rand(8, 1)), y = round(10 * rand(6, 1))

e usando esses vetores para construir uma matriz A 8 X 6. Verifique o posto de A com o
comando rank.
Em geral,

0y posto(AB) < min(posto(A), posto(B))

(Ver Exercicio 17 da Segdo 6 deste capitulo.) Se A e B forem geradas aleatoriamente, a re-
lagdo (1) deveria ser uma igualdade. Gere uma matriz A 8 X 6 definindo

X =rand(8, 2), Y = rand(6, 2), A=X=xY
Quanto vocé esperaria que fosse o posto de A? Explique. Teste o posto de A usando o
MATLAB.
Use o MATLAB para gerar matrizes A, B e C tais que
(i) A €8 X 8 de posto 3;
(ii) B €6 X 9 de posto 4;
(iii) Cé€ 10 X 7 de posto 5.

3. (Espago Coluna e Forma Escada Reduzida por Linhas)
Fagca B = round(10 * rand(8, 4)), X = round(10 * rand(4)),C=BxXeA = [B C].

(a)

(b)

()

Qual a relagio entre os espagos colunas de B e C? (Ver Exercicio 17 na Secao 6 deste capi-
tulo.) Quanto vocé esperaria que fosse o posto de A? Explique. Use o MATLAB para veri-
ficar sua resposta.

Quais os vetores colunas de A que deveriam formar uma base para seu espago coluna? Ex-
plique. Se U € a forma escada reduzida por linhas de A, quais deveriam ser as quatro primei-
ras colunas de U? Explique. E as quatro iltimas colunas? Explique. Use 0o MATLAB para
verificar sua resposta calculando U.

Use 0 MATLAB para construir outra matriz D = (E EY), onde E é uma matriz aleatéria 6
X 4 e Y é uma matriz aleatéria 4 X 2. Qual deveria ser a forma escada reduzida por linhas
de D? Calcule-a usando o MATLAB. Mostre que, em geral, se B € uma matriz m X n de
posto n e se X é uma matriz n X k, a forma escada reduzida por linhas de (B BX) tem estru-
tura em bloco da forma

(I X) se m=n

I X e
0 o m>n

ou

4. (Reducio de Posto de Sistemas Lineares)

(@
(b)

(©)

Faga A = round (10 * rand(8)), b = round(10 * rand(8, 1)) e M = inv(A). Use a
matriz M para resolver o sistema Ay = b para y.
Considere um novo sistema Cx = b, onde C € construida da seguinte maneira:

u = round(10 * rand(8, 1)), v= round(10* rand(8, 1))
E=uxv C=A+E

As matrizes C e A diferem por uma matriz E de posto 1. Use 0o MATLAB para verificar que
a matriz E tem posto 1. A seguir, use o comando £1ops(0) para igualar a 0 a varidvel flops
e resolva o sistema Cx = b usando o operador “\”. Verifique o valor de flops para ver quan-
tas operagoes foram necessérias.

Vamos agora resolver o sistema Cx = b por um método que usa o fato de que A e C diferem
por uma matriz de posto 1. Esse novo procedimento é chamado de método de redugdo de
posto. Iguale novamente a varidvel flops a O e faga
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a

z=Mxu, a=v'xy, B=v %z, y=
Yy, B Y T+B

A solugio x € dada por
X=y—7y%*z

Verifique o contador flops para o célculo de x por esse segundo método. Esse método é mais
eficiente do que usando o operador “\”? Use 0 MATLAB para calcular o vetor residual b —
Cx.

(d) Para ver por que o método de redugdo de posto funciona, use o MATLAB para calcular e
comparar
Cy e b+au
Prove que, se todos os célculos tivessem sido feitos em aritmética exata, esses dois vetores
seriam iguais. Calcule, também,
Cz ¢ (14+B)u

Prove que, se todos os célculos tivessem sido feitos em aritmética exata, esses dois vetores
seriam iguais. Use essas identidades para provar que Cx = b. Supondo A invertivel, 0 mé-
todo de redugdo de posto sempre funciona? Sob que condi¢Ges ele pode falhar? Explique.




