Conicas

As Secoes Conicas

Sejam duas retas e e g concorrentes em O e ndo-perpendiculares.
Conservemos fixa a reta e e facamos g girar 360 graus em torno
de e mantendo constante o ingulo entre estas retas. Nestas con-
digdes, a reta g gera uma superficie conica circular infinita for-
mada por duas folhas separadas pelo vértice O (Figura 8.1).

A reta g é chamada geratriz da superficie conica e a reta e,
eixo da superficie. '

Chama-se se¢do cénica, ou simplesmente cénica, ao con-
Junto de pontos que formam a interse¢do de um plano com a
superficie cOnica.

' Quando uma superficie conica é seccionada por um plano

T qualquer que ndo passa pelo vértice O, a cOnica serd:

a) uma pardbola, se w for paralelo a uma geratriz da superfi- Figura 8.1
cie (Figura 8.2(a));

b) uma elipse, se mnao for paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas da
superficie (Figura 8.2(b)) (ou uma circunferéncia, se 7 for perpendicular ao eixo).

¢) uma hipérbole, se m ndo € paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da su-
perficie (Figura 8.2(c)). A hipérbole deve ser vista como uma curva s6, constituida de
dois ramos, um em cada folha da superficie.
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Figura 8.2

Observacao

As superficies conicas apresentadas nas Figuras 8.2 e 8.3 devem ser encaradas como ili-
mitadas, isto é, constituidas de duas folhas que se estendem indefinidamente em ambos os
sentidos.

Se cada um dos planos secantes da Figura 8.2 forem transladados paralelamente até
chegarem ao vértice O, obteremos as respectivas conicas “degeneradas” da Figura 8.3:
(a) uma reta '
(b) um ponto
(c) duas retas

-l —
x *
(@) (b)

Figura 8.3
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As conicas foram de fundamental importincia para o desenvolvimento da astronomia,
sendo descritas na antigiiidade por Apolonio de Perga, um gedmetra grego.

Mais tarde, Kepler e Galileu mostraram que essas curvas ocorrem em fendmenos naturais,
como nas trajetorias de um projétil ou de um planeta. No final deste capitulo estdo descritas as
propriedades de reflexdao para cada uma das conicas com algumas de suas aplicagoes.

No Museu de Ciéncias e Tecnologia da Pontificia Universidade Catdlica do Rio
Grande do Sul encontra-se um experimento que diz respeito as propriedades da reflexdo
anteriormente referidas, chamado reflexdo sonora. Trata-se das Pardbolas Actisticas. Na
verdade, sdao paraboldides constituidos por duas antenas parabélicas metélicas (fotos da
Figura 8.4). Estas antenas de mesmo tamanho estdo perfeitamente alinhadas e dispostas
uma em frente a outra e separadas por aproximadamente 20 m (para maior nitidez foram
necessarias duas fotos, razio pela qual a idéia desta distincia ndo foi possivel passar). O
anel metdlico num determinado ponto representa o foco da antena. Quando uma pessoa
fala, emitindo o som préximo ao anel (foto da esquerda), as ondas sonoras refletidas na
superficie da antena produzem um feixe de ondas paralelas que, ao incidirem na outra
antena, refletem-se convergindo para o foco (anel) desta. Entdo, uma outra pessoa com o
ouvido préximo deste anel (foto da direita) ouve nitidamente a primeira.

Figura 8.4
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A Figura 8.4(a) esquematiza o experimento descrito anteriormente.

20 metros

Figura 8.4 (a)

E importante observar que as conicas sdo curvas planas e, portanto, tudo o que dis-
sermos sobre parabola, elipse e hipérbole se passa num plano.

PARABOLA

Definicao

Parédbola € o conjunto de todos os pontos de um plano eqiiidistantes de um ponto fixo e de
uma reta fixa desse plano. ’

Consideremos uma reta d e um ponto F nio pertencente a d.

Na Figura 8.5 estio assinalados cinco pontos (P, P,, V, P3 e P) que sdo eqiiidistantes
do ponto F e da reta d.

Figura 8.5
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Entdo, um ponto P qualquer pertencente a parabola, se e somente se,

t  d(P,F)=d(P,d) |
ou, de modo equivalente
d(P, F)=d(P,P") (1)
onde P' é o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta d.

Elementos
Pela Figura 8.5, tem-se:
Foco: é o ponto F.
Diretriz: é areta d.
Eixo: é a teta e que passa por F e é perpendicular a d. E facil ver pela prépria defini-
¢do de pardbola que esta curva é simétrica em relagio ao seu eixo.
Vértice: € o ponto V de intersegido da parabola com o seu eixo.

Equacoes reduzidas
Seja a pardbola de vértice V(0,0). Consideremos dois casos:

1°) O eixo da pardbola € o eixo dos y
Seja P(x,y) um ponto qualquer da para- Y

bola (Figura 8.6) de foco F(0, %) ¢ diretriz de

= P P _
equagdo y =- 5 2
A definicdo de pardbola expressa pela % 21(
igualdade (1) € equivalente a
|FPI=IP'PI
Figura 8.6

Como P'(x, -%) €d, vem

p
-0,y-=
(x-0,y 2)'

p
X-X,y+—
( y 2)'

ou

-0)2 Py _ )2 P2
\/(x 0 +(y 2) \/(x X) +(y+2)
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Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos
(x-0)%+(y - §>2= (x - x)2+<y+§>2

ou
2 2
x*+y? -py+p7=y2+py+p7

ou simplesmente,

x’=2py

2

que € a equacdo reduzida para este caso.

Observacées
a) O mimero real p#0 € chamado para-
metro da pardbola. y>0
b) Da equagdo (2) conclui-se: como py =0, p>0
0 parametro p € a ordenada y de P tém
sinais iguais (py = 0 se y = 0) e, conse-
glientemente, se p > 0 a pardbola tem
abertura para cima e, se p < 0, para baixo (Figura 8.7).

y<0
p<0

Figura 8.7

c) O gréfico da equacgio (2) € simétrico em relacdo ao eixo dos y pois substituindo-se x
por -x a equacgdo ndo se altera, isto €, se o ponto (x, y) pertence ao grafico, o ponto

(-x, y) também pertence.

2°) O eixo da pardbola € o eixo dos x
Sendo P(x, y) um ponto qualquer da pardbola (Figura

8.8) de foco F(-Izz, 0) e diretriz x = -gobteremos, de forma

andloga ao 1° caso, a equacdo reduzida

|y =2px 3 |

i

Da andlise da equagdo (3) conclui-se imediatamente:
se p > 0, a pardbola tem abertura para a direita € se p < 0,
para a esquerda (Figura 8.9 a seguir).

P2 y)

e | [«
o

d

Figura 8.8
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x>0
p>0

Figura 8.9

Exemplos

x<0
p<0

. 1 . .
1) Para cada uma das pardbolas x’=8ye x = S y2, construir o grifico e encontrar o

foco e uma equacgao da diretriz.

Solucao
a) x2=8y

Observemos que nesta equagdo, a cada valor de y, por exemplo, 2, correspondem
dois valores de x simétricos, no caso, 4 e -4. Logo, os pontos (4, 2) e (-4, 2) pertencem a

paréabola (Figura 8.10).
Como a equagio é da forma
x?=2py , tem-se
2p=38
p=4
Por
2
Portanto,
foco: F(0,2)
diretriz: y = -2

2

b) A equacioreduzidade x =-—y“¢é

(SR

y2= -2x

Observemos que nesta equagdo, a cada valor de x, por
exemplo, -2, correspondem dois valores de y simétricos, no
caso, 2 e -2. Logo, os pontos (-2, 2) e (-2, -2) pertencem a

parabola (Figura 8.11).

Como a equagio é da forma y?= 2px , tem-se

2p=-2
p=-1
p_1
2 2

Figura 8.10

Figura 8.11
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Portanto,
foco: F(- l 0)
: 2
. 1
diretriz: x = —
2

2) Tragar um esbogo do grafico e obter uma equagio da pardbola que satisfaca as condi-

¢coes:
a) vértice V(0, 0) e foco F(1, 0)
b) vértice V(0, 0) e diretrizy = 3

¢) vértice V(0, 0), passa pelo ponto P(-2, 5) e concavidade voltada para cima.

Solucéao
a) A equagdo € da forma
y2= 2px (Figura 8.12 - o eixo da pardbola é Ox)

Mas,
p
==1 ou =2
) p
ou
2p=4

Substituindo este valor de 2p na equagdo acima, obtemos
y2i=4x
b) A equacdo € da forma
x2=2py (Figura 8.13 - 0 eixo da pardbola ¢ Oy)

Mas
P
—=-3 ou 2p=-12
5 P
Logo, a equacdo é
x2=-12y

¢) A equacgdo é da forma
x2=8y (Figura 8.14 — 0 eixo da pardbola é Oy)
Como P pertence a parabola, o ponto (-2, 5) é uma solu-
¢do da equagdo, isto €, a afirmacio
2% =2p(5)
€ verdadeira. Dai vem

4
2p=—
p5

y

P>0

F(1,0) X

I

Figura 8.12
y=3
12 ;

y

/N

Figura 8.13

0
Figura 8.14

-2
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e, portanto, a equacdo desejada é

4
2
X-=—=
Sy
ou
5x%-4y=0

Translacao de Eixos

Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto Y y
O'(h,X), arbitrdrio. Vamos introduzir um novo
sistema x'O'y' tal que os eixos O'x' ¢ O'y' te- | | fg"y? .
nham a mesma unidade de medida, a mesma dire- 'y. - : )
¢éo e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Assim, J, |
todo ponto P do plano tem duas representacdes: yI1 T 7 "o : X!
P(x,y) no sistema xOy e P(x', y') no sistema x'O'y" I A
L}

(Figura 8.15) k ! :

Desta figura obtém-se | 5 : = —x
TTURIRER iyt T M |
%ou @ X "

x'=x-h e y'=y-k : _

- — oY EY ‘ Figura 8.15

que sdo as formulas de translacdo.

Outras Formas da Equacao de Parabola
Seja uma pardbola de vértice V(h, k) # (0, 0). Consideraremos somente os casos de o eixo
da pardbola ser paralelo a um dos eixos 7 \

coordenados.

1°) O eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos y
Com origem no ponto V, tracemos o

sistema x'O'y' (O'=V) nas condigbes do que T
foi visto no item anterior (Figura 8.16).
A parédbola em relagao a este sistema g1 [ ' X
tem vértice na origem e, portanto, sua equa- 1
¢do reduzida é k
2
x' =2py' ’ &) l

Como para todo ponto P da paribola,
por (4) temos
x'=x-h e y'=y-k

Figura 8.16
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e pela substituicdo em (S5) resulta a equagdo

(x-h)? =2p(y - k)

que € a forma padrdo para este caso e referida ao sistema xOy.
As observagoes feitas anteriormente com relagdo ao parametro p continuam validas:
se p > 0, a pardbola estd voltada para cima e, estard para baixo, se p < 0.

2°) O eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos x
De modo andlogo temos

(y -k)? =2p(x - h)

Outras formas da equagio da parabola serdo apresentadas no préximo exemplo.

Exemplos .
1) Determinar uma equagéo da pardbola de vértice V(3, -2), eixo paralelo ao dos y e pa-
rametro p = 1.

Solucao
Como o eixo da parabola € paralelo ao eixo dos y, sua equacdo € da forma

(x -h)*=2p(y - k)

e, neste caso, temos Y
(x-3)>=2()(y +2) | cixo
ou ‘ _5_\' i
2 2 ] 1
x-3)=2(y+2) 6) ‘ |
e cujo gréafico € o da Figura 8.17. T ]
A equacdo (6) ainda pode receber a forma o N : 3 /s X
x2-6Xx+9=2y+4 T \:/
ou 2f1=-~--= v
x2-6x-2y+5=0 (7
Figura 8.17

que é a Equagdo Geral desta parabola.
Assim, qualquer parabola cujo eixo coincide ou € paralelo a um dos eixos coordena-
dos, sempre pode ser representada pela equagao geral que terd uma das formas

ax’+cx+dy+f=0ja#0 ®)

ou

by2+cx+dy+f=0i’ b#0 €))
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Se em (7) isolarmos o valor de y, teremos
1, 5
=—x"-3x+—
y 2 2

que € a Equacdo Explicita da pardbola deste exemplo.
Entdo, sempre que explicitarmos y numa equagéo do tipo (8) ou x numa equacdo do
tipo (9), obteremos a respectiva equagio explicita na forma

y=ax’+bx+cla£0

ou

x=ay’+by+cla=0

2) Seja a pardbola de vértice V(4, 2) e foco F(1, 2). Tragar um esbogo do gréfico e deter-
minar sua equagéo geral.

Solucao
a) Um esbogo do grafico: Figura 8.18.

b) Tendo em vista que o eixo da parabola ¢ paralelo ao t p<0
eixo dos X, sua equagdo na forma padrio é
(y-k)?=2p(x - h) I V_ _eixo
|
e como |
h=4,k=2 2=3 - 2p=-12, . N .
2 ol 1 T /4
a equacgdo acima fica b -g—vl
(y-2)’=-12(x - 4) '
Efetuando as operacdes indicadas e ordenando, vem Figura 8.18
y2-4y+4 =-12x + 48 '
ou
yi+12x-4y -44=0 y
que € uma equagao geral desta parabola. s
€1X0

3) Determinar uma equagio da pardbola da Figura 8.19. ]
Solucio 1

|

P W X
Entre a equagdo na forma padrdo e a explicita, a segunda é © / I
mais simples para este problema. !

-1
Entdo, como o eixo desta parabola é paralelo ao dos /
y, sua equagio € da forma

) Figura 8.19
y=ax“+bx+c
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Ora, sendo (0, -1), (1, 0) e (3, 0) pontos da parabola, suas coordenadas devem satis-
fazer esta equacio, isto é,

(1= a(0)2+ b(0)+¢
0=a)®+b1)+c
0=a(3)%+b(3)+c

A

ou
c=-1

J a+b+c=0
9a+3b+c=0

. . . . 1 4
sistema cuja solugao é az—g , b=§ ec=-1

Logo, a equagio da parabola é
y= 1 X2+ 4 x -1
3 3

4) Dada a pardbola de equacio y>+6y -8x+17 =0, determinar
a) sua equacgdo reduzida;
b) o vértice;
¢) um esboco do grifico;
d) o foco e uma equacio da diretriz;
€) uma equacio do eixo.

Solucao
a) Iniciemos escrevendo a equacio na forma
y2+6y =8x -17

Completemos o quadrado do primeiro membro:
y2+6y+9=8x-17+9
Como adicionamos 9 ao primeiro membro, devemos fazer o mesmo com o membro
da direita. A 1ltima equagao pode ser escrita
(y+3)2=8(x -1) (10)
que é a forma padrdo de uma parabola de eixo paralelo ao eixo dos x. Entdo, se em (10)
utilizarmos as férmulas de transla¢io
x'=x-1ley' =y+3
obteremos

2
yl = 8x'

que € a equagdo reduzida desta parabola referida ao sistema x'O'y', onde O'=V (vértice),
O'x'//Ox e O'y'//Oy.
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b) Como a equagdo (10) é da forma padrio y

(y-%)*=2p(x-h) (11) |

onde A e k sdo as coordenadas do vértice, vem ;

imediatamente: V(1, -3). o

¢) Um esbogo do grafico: Figura 8.20. T '/p>0
d) Confrontando (10) e (11) concluimos: 1

p JH - -
2p=8,p=4, 2=2
p=8p=4, 2

- — . - )

1

eixo

—_— -

e pelo grafico tem-se p
foco: F(3, -3) 2
diretriz: x = -1

e) Eixo:y=-3 Figura 8.20

Equacoes Paramétricas
Consideremos a equagao reduzida da parabola cujo €ixo é o dos y:
x*=2py
Nesta equagdo, onde x pode assumir qualquer valor real, se fizermos x = t (t é cha-

o 1 5
mado pardmetro) teremos y = 2—t .

Entdo, equagbes paramétricas da parébola sio, neste caso, dadas por

De igual forma, se na equagio y’= 2px fizermos y = t, o sistemna

! Lo .
2p
L y=t, teR

constitui equagdes paramétricas da pardbola com vértice V(0,0) e eixo Ox.
Com procedimento semelhante, obtém-se equagdes paramétricas no caso de o vértice
da parébola ndo ser a origem do sistema, conforme exemplo a seguir.

Exemplos
Obter equagdes paramétricas da pardbola de equacio:

1
1) x’=—
) el
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2) (y-3)2=2(x+2)

Solucgiao

1) Se fizermos x = t, teremos y =4t e, portanto, o sistema

X=t
y=4t2

constitui equagdes paramétricas desta parabola.
2) Fazendoy-3=t,vemy=t+ 3. Entdo
t2=2(x +2)
ou
t?=2x+4

t2-4
2
Assim, o sistema
t2 -4
X =
2
y=t+3
constitui equagdes paramétricas desta parabola.

Por outro lado, dey = t + 3, vem t = y - 3, que substituindo na primeira equagdo
resulta

2
-3-4
2

X =

ou
(y-3)’=2(x+2)
que € a equacdo cartesiana dada inicialmente.

Problemas Propostos

Para cada uma das pardbolas dos problemas de 1 a 10, construir o grdfico e encontrar
o0 foco e uma equagdo da diretriz.

2
1) x%=-4y 4) x%+y=0 7) x2-10y=0 10) x=-—yé—
2) yi=6x 5) y2-x=0 8) 2y?-9x=0
2
3) y2=-8x 6) y2+3x=0 9) y=2—

16
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Nos problemas de 11 a 26, tracar um esbogo do grdfico e obter uma equagdo da
pardbola que satisfaca as condigées dadas.
11) vértice: V(0, 0); diretrizd: y = -2
12) foco: F(2, 0); diretrizd: x + 2 =0
13) vértice: V(0, 0); foco: F(0, -3)

14) vértice: V(0, 0); foco: F(——;—, 0)

15) foco: F(0, —%) ;diretrizd: 4y-1=0

16) vértice: V(0, 0); simetria em rela¢do ao eixo dos y e passa pelo ponto P(2,-3)
17) vértice: V(0, 0); eixo y = 0; passa por (4,5)

18) vértice: V(-2, 3); foco: F(-2, 1)

19) vértice: V(2, -1); foco: F(5, -1)

20) vértice: V(4, 1); diretrizd: y+ 3 =0

21) vértice: V(0, -2); diretriz: 2x-3=0

22) foco: F(4, -5); diretriz: y=1

23) foco: F(-7, 3); diretriz: x + 3 =0

24) foco: F(3, -1); diretriz: 2x - 1 =0

25) vértice: V(4, -3); eixo paralelo ao eixo dos x, passando pelo ponto P(2, 1)
26) vértice: V(-2, 3); eixo: x + 2 = 0, passando pelo ponto P(2, 0)

Em cada um dos problemas de 27 a 36, determinar a equagdo reduzida, o vértice, o
foco, uma equagdo da diretriz e uma equagdo do eixo da pardbola de equagdo dada.
Esbogar o grdfico.

27) x%+4x+8y+12=0
28) x2-2x-20y-39=0
29) y*+4y+16x -44=0
30) y?-16x+2y+49=0

x2

31) y=7-2x -1

32) x2-12y+72=0
33) y=x%-4x+2

34) y=4x—x2

35) y2-12x-12=0
36) 2x”-12x-y+14=0
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Nos problemas de 37 a 39, encontrar a equagdo explicita da pardbola que satisfa-
ca as condigdes:
37) eixo de simetria paralelo ao eixo dos y e passando pelos pontos A(-2, 0), B(0, 4) e
C@, 0). :
38) eixo de simetria paralelo a x = 0 e passando pelos pontos A(0, 0), B(1, -1) e C(3, -1).
39) eixo paralelo a y = 0 e passando por A(-2, 4), B(-3, 2) e C(-6, 0).
40) Dada a parabola de equagio y =-x2+4x +5, determinar:
a) o vértice;
b) as intersecdes com os eixos coordenados;
c) o gréfico;
d) o foco;
€) uma equacéo da diretriz.

Nos problemas de 41 a 44, obter equagbes paramétricas da pardbola de equagdo
dada.

41) y?=-4x 43) (x+4)=-2Ay-1
42) x*=2y 44) y*-4y+x+1=0

Nos problemas 45 e 46, obter uma equacdo geral da pardbola dada por equacées
paramétricas.

x=t+1 t2
45) 2 i) * =74
=L
=3 y=t

47) Em que pontos a pardbola de vértice V(-2, 0) e foco F(0, 0) intercepta o eixo dos y?
48) Encontrar sobre a paribola y?=4x um ponto tal que sua distancia a diretriz seja

igual a 3.
49) Utilizar a defini¢do para encontrar uma equagio da pardbola de foco e diretriz dados:
a) F(-3, 4),
dy=2
b) F(0, 3);
d:x-2=0
50) Determinar uma equagio da curva gerada por um ponto que se move de modo que sua
distancia ao ponto A(-1, 3) seja igual a sua distAncia aretay + 3 = 0.
51) Encontrar uma equagdo da pardbola e suas intersecdes com os eixos coordenados,
sendo dados:
a) foco: F(0, 0), eixo: y = 0 e passa por A(3, 4);
b) foco: F(0, -1), eixo: x = 0 e passa por A(4, 2).
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52) Na Figura 8.21, o arco DC € parabdlico e o segmento AB estd dividido em 8 partes
iguais. Sabendo que d = 10 m, AD = BC = 50 m e AB = 80 m, determinar h, e h, .

Figura 8.21

53) Uma familia de pardbolas tem equacio y=ax’+ bx+8. Sabendo que uma delas
passa pelos pontos (1,3) e (3,-1), determinar:
a) os pontos de intersecao com o eixo dos x;
b) os pontos de ordenada 15;
¢) equagdes paramétricas desta parabola.

54) Dados os sistemas de equagdes paramétricas

{X=\[2—t X=-t

€ t2
y=t+3, te[0,8] y=—+3 tel4,0],
mostrar que eles representam parte de uma mesma parabola, esbogando o grafico.

Respostas de Problemas Propostos

1) FO, -1, y=1 7 F(O,%), 2y+5=0
3 : 9
2) F(E,O)9 2x+3=0 8) F(g,O), 8x+9=0
3) F("270)5 Xx=2 9) F(O,4), y+4=0
4 FO, -Y), y=1 10) F-2,0), x=2
4 4
1

5) F(%,O), f=- 1) x2=8y

4
6) F(-%,O), 4x -3=0 12) y2=8x
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13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
27)
28)
29)
30)
31)
32)

33)

34)
35)
36)

37)
38)

39)
40)

x2=-12y 20) x2-8x-16y+32=0
y2=-2x 21) y*+4y+6x+4=0
x’=-y 22) x?-8x+12y+40=0
3x24+4y =0 23) y?-6y+8x+49=0
4y? - 25x =0 24) 4y®+8y-20x+39=0
X2+ 4x+8y—-20=0 25) y2+6y+8x-23=0
y2+2y -12x +25=0 26) 3x%+12x+16y-36=0
x2=-8y', V(-2, -1), F(-2,-3), y=1, x=-2
x'2=20y', V(,-2), F1,3), y=-7, x=1

y?=-16x', V(3,-2), F(-1,-2), x=7, =-2
y?=16x', V(@3,), FE(7,-), x=-, =-1

x'?=4y', V@4,-5), F4,-4), y=-6, x=4

x2=12y', V(0,6), F(0,9), y=3, x=0

x?=y',  V(2,-2), F(2,—%), y=-§, x=2

x%=-y', V(2,4), FQ2, %), 4y-17=0, x-2=0
y?=12x', V(-1,0), F(2,0), x=-4, y=0"
XP=2Y, V.4, FG.-2).8y+33=0, x=3

1 o
=-—x"+x+4
y S X

y=—Xx"-—Xx

3
X :-%yz +2y-6
a) V(2,90 b)(-1,0),(5,0),(0,5)
d) F(2,§) e) 4y-37=0
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(x-—--—l-tz 46) y2-4x+16=0
413" " 4 47) (0,4) e (0,-4)
Y=t 48) (2,8) e (2,-/8)
(x =t 49) a) x2+6x -4y +21=0
P, b) y2 - 6y+4x+5=0
C2 50) x2+2x -12y+1=0
(x=t-4 51)a) y>-4x-4=0, (-1, 0), (0,+2)
A b) x%-4y-8=0, (£22,0), (0,-2)
( 2 52) h; =20m e h, =32,5m

x=3-1 53)2)(2,0)e(4,0)
44) b) (-1, 15) e (7, 15)

y=t+2
: Ox=t+3ey=t>-1

45) x?-2x-3y-5=0
ELIPSE

Definicao

‘Elipse éo conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos)
fixos desse plano € constante.

Consideremos no plano dois pontos distintos, F, e F,, tal que a ' P
distancia d(F, F,) = 2c, e um ndmero real positivo a com 2a > 2c. ’

Chamando de 2a a constante da defini¢4do, um ponto P pertence
a elipse (Figura 8.22) se, e somente se,

d(P,F)+d(P, F,) = 2a] M

Figura 8.22
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Para construir uma elipse no papel, pode-se proceder como suge-
re a Figura 8.23: fixam-se dois percevejos em pontos arbitrdrios F e
F, amarrando-se neles as extremidades de um fio ndo esticado. Um
14pis que deixa o fio distendido marca o ponto P. Se fizermos o lapis
deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre distendido, a ponta
descreverd a elipse e, portanto, para todo o ponto P da elipse, a soma
das distancias d(P,F)e d(P, F,)serd sempre igual ao comprimento

Figura 8.23

do fio, isto é, um valor constante, que na defini¢do foi denominado 2a.

Se variarmos as posigoes de F, e F, mantendo fixo o comprimento do fio, a forma da
elipse ird variar. Assim, quanto mais afastados um do outro estiverem os pontos F e E,, tanto

mais “‘achatada” é a forma da elipse. Por outro lado, se d(F, F,) estd préximo de zero, a elipse
€ quase circular e no caso de F =F,, temos a circunferéncia de centro F; eraio a.

Elementos
Com base na Figura 8.24, tem-se: B,
Focos: sdo os pontos F e F,.

Distdncia focal: é a distancia 2c entre os focos.
Centro: € o ponto médio C do segmento K F,. A

Eixo maior: é o segmento A A, de

1

¥

1
comprimento 2a (este segmento ;3]

|
z 1
contém os focos). " 2% ‘o
Eixo menor: é o segmento BB, de e 28 creeeeenaecanena “
comprimento 2b e perpendicular Figura 8.24

a A;A, no seu ponto médio.
Vértices: sdo os pontos A;,A,, B;e B,.
Pela Figura 8.24 é imediato que B,F, = a pois B,F + B,F, = 2a (defini¢ao de
elipse) e B,F, =B, F, . Logo, do tridngulo retingulo B, CE, vem

a’=b%+c? )

Esta igualdade mostraqueb<a e c<a.
Excentricidade da elipse € o nimero real

e=E O<e<l)
a

A excentricidade é responsavel pela “forma” da elipse: elipses com excentricidade
perto de 0 (zero) sdo aproximadamente circulares, enquanto que elipses com excentricida-
de préxima de 1 sdo “achatadas”. Por outro lado, fixada uma excentricidade, por exemplo,
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1 P . - A .
e= 5 todas as infinitas elipses com esta excentricidade tém a mesma forma (diferem
apenas pelo tamanho).

Observacao
A 1° lei do astrénomo alemdo Johannes Kepler (1571-1630) é expressa por: “qualquer
planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma 6rbita eliptica, da qual o Sol ocupa um
dos focos”. A maioria dos planetas tem 6rbitas aproximadamente circulares, o que signifi-
ca dizer que suas excentricidades estdo perto de zero.
L. .. Cometa de Halley

Por exemplo, a érbita da Terra tem excentricidade Sol
0,02, a de Jupiter 0,05, a de Marte 0,09, para citar
apenas algumas. Merciirio e Plutdo, cujas Orbitas
elipticas tém excentricidades bem maiores, 0,21 e
0,25, respectivamente, constituem uma excecdo 2
maioria dos planetas. O “campedo” de excentricidade
no sistema solar parece ser o Cometa de Halley com e = 0,967 (quase 1) e ele leva apro-
ximadamente 76 anos (periodo de revolugdo) para dar uma volta em torno do Sol. A Figu-
ra 8.25 dd uma idéia das trajetérias da Terra e de Halley com o Sol num dos focos.

Com a finalidade de obtermos uma equagdo de elipse, teremos que referi-la ao siste-
ma de eixos cartesianos. Iniciemos pelos casos mais simples.

Terra

Figura 8.25

Equacoes Reduzidas
Seja a elipse de centro C(0, 0). Consideraremos dois casos:
1°) O eixo maior estd sobre o eixo dos x y
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma elipse
(Figura 8.26) de focos F, (-c, 0) e F, (c, 0).
Pela defini¢do em (1), tem-se P(x,y)
d(P,F)+d(P,F,)=2a
ou

IEPI+IF,Pl=2a A\ Fio0)

ou, em coordenadas
I(x+c,y-0)I+1(x-¢c,y-0)I=2a

\/(x+c)2+ y2 +\/(x -0)%+ y2 =2a

\/x2+ y2+ 2cx+c¢? =2a- \/x2+ y2-2cx +¢?

(\/X2+ y2+2CX+C2)2 =(2a _ X2+ y2 _ 2CX+C2 )2 Figura8.26
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x2+ y2+2cx +c¢? =4a? -4a\/x2+ yz -2cx+c? +x%+ y2 - 2¢cx +¢?

a\/x2+ y2-2cx+c? =a?-cx

a’(x%+ y2 -2cx+c?)=a*-2a%cx +c2x?
a’x2+a%y?-2a%cx+a%c? =a*-2a%cx +¢%x?
a2x?-c?x2+aly?=a-a’c?
(a%-c?)x%+aly?=a2(a?-c?)
Como por (2) tem-se a®-c2=b?, resulta
b2x2+a2y2=a2b?

Dividindo ambos os membros da equagio por a’b?, vem

X2 y2 y

) + - =1

a~ b b —]

[}
que € a equacdo reduzida para este caso. _I -—r- A (0c)
‘ I F
2°) O eixo maior estd sobre o eixo dos 'y a ! ? P(xy)
Observando a Figura 8.27, com procedimento andlogo l B '

ao 1° caso, obteremos a equagio reduzida . 5 B,

x2 y2 ]

— 4+ =1

b2 a2 F,

A (0,-¢c)
Observacao
Como em toda elipse tem-se a > b (ou a? > b?), para saber Figura 8.27
se a elipse tem seu eixo maior sobre Ox ou sobre Oy, basta obser- y
var onde estd o maior denominador (a%) na sua equagio reduzi-
da. Se esse for denominador de x?, o eixo maior estd sobre Ox. 2
Caso contrério, estara sobre Oy.
Por exemplo, na equacio reduzida
2 2 ) i) 2
X
—_— _y__ =1
4 9
o maior denominador é 9. Como ele é denominar de y?, o eixo 3
maior da elipse estd sobre o eixo dos y (Figura 8.28). No caso,
P y (Figu ) Figura 8.28

temos
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a’=9 . a=3
b’=4 .. b=2
€, portanto, as intersegdes com os €ixos sdo os quatro pontos (0, +3)e (£2,0).

Observemos, por outro lado, que se na equagdo anterior fizermos x =0, vemy =13 ¢
paray =0, vem x = +2, 0 que confirma as interse¢des com os eixos em (0, £3)e (+2,0).

Exemplos

Nos problemas de 1 a 3, para cada uma das elipses, determinar
a) a medida dos semi-eixos;
b) um esbogo do grifico;
c) os focos;
d) a excentricidade.

1) 9x2+25y?=225

Solucao
a) Para expressar a equagdo na forma reduzida, dividimos ambos os membros da equacdo
por 225:

ox?  25y" 225
225 225 225

ou

LI A
25 9
Maior denominador: 25. Logo, a’= 25 ¢ o eixo maior da elipse esta sobre o eixo dos x

porque 25 é denominador de x2.
Ent3o, y

a’=25 . a=5
b?=9 - b=3

1
3
b) Gréfico: Figura 8.29 /’w\ ’
c) a’=bh2+c?2 Q ‘ .Fz o

3 s 5 -
25=9+c? _/
c?=16 .. c=4 -3
Logo, os focos sdo F, (-4, 0) e F, (4, 0)
c 4 Figura 8.29

d) e=—=—
‘ a 5
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2) 4x%2+y?-16=0

Solucgao
a) Conduzindo a equagdo para a forma reduzida, vem
2,2
4x2+y?=16 ou LI
4 16 y
Maior denominador: 16 (denominador de y2 ) 4
Logo, F)
a’=16 .. a=4
2_ . -
b‘=4 .. b=2 55 X
b) Griéfico: Figura 8.30.
c) a’=b%+c? F,
16=4+c? -4
2
c?=12 e c=412 _ Figura 8.30
Logo, os focos-sdo F (0, - V12 Ye F, (0, \/13)
o oo 2 _25_\3
a 4 4 2
3) x2+y%2-9=0
Solucao
a) A forma reduzida desta equagéo é : Y
x2 y?
—+—=1
9 9

Neste caso, tem-se a’= b’=9 e, portanto, a = b = 3
Trata-se de uma circunferéncia de raio 3.
b) Gréfico: Figura 8.31.
c) a’=b%+c?
9=94+c2 Figura 8.31
c=0 ‘
Portanto, os dois focos coincidem com o centro da circunferéncia.
c O
d) e=—=—=0
a 3 .
A circunferéncia pode ser considerada uma elipse de excentricidade nula.
4) Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3, 0) e a medida do eixo maior
€ 8. Determinar sua equagéo.

D
_3\-(;/3
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Solucao
Como o foco € ponto do eixo do x, a equagao desta elipse é da forma
2 2
4+l =
a“~ b
Precisamos determinar a e b. Como o eixo maior mede 8, isto &,
2a=8 .. a=4 -
Tendo em vista que o centro da elipse € (0, 0) e um dos focos & (3, 0), conclui-se que
c=3.. .
Mas
a’=b%+c?
ou
16=b%+9 .. b3=7

Logo, a equagdo procurada é

2 2
XL Y

—_— + -
16 7
Outras Formas da Equacao da Elipse
Seja uma elipse de centro C(h, k) # (0, 0) . Consideraremos somente os casos de os eixos
da elipse serem paralelos aos eixos coordenados.
1°) O eixo maior € paralelo ao eixo dos x

Utilizando uma conveniente transla¢io de oy
€ixos, obtemos um novo sistema x'O'y' (Figura

8.32) em relagdo ao qual a elipse tem centro na

origem e eixo maior sobre o eixo O'x'. Logo, sua P
equacio reduzida é
12 12
S A 3)

a2 b2 |

Para expressd-la em relagdo ao sistema

original xOy, utilizamos as férmulas de translagio
X'=x-h e y=y-k,

que substituidas em (3) resulta

- -k?
a2 b2 Figura 8.32

que € a forma padrao para este caso.
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2°) O eixo maior ¢ paralelo ao eixo dos y
De modo anélogo ao 1° caso, temos

2 2
(x-1)?  (y-K)? _

b2 a2
Uma outra forma da equagéo da elipse serd apresentada no préximo exemplo.

1

Exemplos

1) Uma elipse, cujo eixo maior é paralelo ao eixo dos y, tem centro C(4, -2), excentricidade

e =% e eixo menor de medida 6. Obter uma equacao desta elipse.

Solucao
Como o eixo maior da elipse € paralelo ao eixo dos y, sua equagao ¢ da forma
x-h?  (y-k?
4~ =
b? a?
comh=4ek=-2.
Precisamos determinar a e b.

1

Mas
2b=6 .. b=3
Sendo
c 1 . a
e=—=—,vem c=—
a 2 2
De
a?=b2+c?
resulta

L a2 92, /4.2
a‘=3"+(—
(2)

ou
a2
a’= 9+, donde a’=12
Logo, a equagio da elipse €
x-4)° (y+2)? _
9 12

Se eliminarmos os denominadores, desenvolvermos os quadrados e ordenarmos os
termos, obteremos outra forma da equag@o da elipse:

4(x?-8x+16) +3(y*+4y +4) =36

1
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ou

4x? -32x +64+3y%+12y +12-36 =0
ou

4x%+3y? - 32x +12y +40 =0
que € uma equagdo geral desta elipse.

Assim, qualquer elipse cujos eixos estdo sobre os eixos coordenados ou sio paralelos
a eles, sempre pode ser representada por uma equacdo geral que terd a forma

[ ax?+by?+cx+dy+f =0 o

S—

L - o FUNEE e mma e e e

com a e b de mesmo sinal. Em particular, quando a = b esta equagdo podera representar
uma circunferéncia. :

2) Dada a elipse de equagio 4x2+9y? - 8x - 36y +4 =0, determinar:

a) sua equacdo reduzida; d) os vértices;

b) o centro; e) os focos;

¢) o gréfico; f) a excentricidade.
Solucao

a) Iniciemos escrevendo a equacio na forma
(4x%-8x)+ (9y2 -36y) =-
ou
4(x?-2x)+9(y? - dy) = -4
onde agrupamos os termos de mesma varidvel e evidenciamos os fatores 4 ¢ 9 para facili-
tar a construgéo dos trindmios quadrados nestes dois parénteses. Entdo temos
4(x2-2x + 1)+ 9(y2 - 4y + 4) = -4+ 4(1) +9(4)
ou
4(x -1)%+9(y - 2)%=36
e dividindo ambos os membros por 36, resulta
x-D* (y-2?
9 + 4
que € a forma padrdo da elipse de eixo maior paralelo ao eixo dos x. Utilizando em (4) as

férmulas de translagio
xX'=x-1 e y'=y-2

1 | | @)

obtemos
12 12
X
A

_ + —
9 4
que € a equagdo reduzida desta elipse.
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b) Como a equagdo (4) € da forma padrio
(x-h?  (y-K? _
. a? b?
onde h e k sdo coordenadas do centro,
vem imediatamente: C(1, 2).

1 )

c) O gréfico: Figura 8.33.
d) Confrontando (4) e (5), concluimos:
a’?=9 - a=3

b’2=4 .. b=2

e pelo grafico tem-se:
A(-2,2) e A,(4,2)

Figura 8.33
B;(1,0) e B,(1,4)
e) Para determinar os focos precisamos do valor de c.
De a’=b2+¢?
ou 9=4+c? , vem ¢ = \/g e, portanto, os focos sdo:
F(1-V/5.2) e E(1+45,2)
f) Excentricidade: e = - [5—
a 3
Equacoes Paramétricas - ' y
g2 2
Consideremos a elipse de equaciao —X—2—+—§2— =1. Tracemos bl A
a
a circunferéncia de centro O e raio igual ao semi-eixo mai- P
or a da elipse (Figura 8.34). : all r
Seja P(x,y) um ponto qualquer desta elipse. A reta 0
que passa por P e € paralela ao eixo dos y, intercepta a
circunferéncia em A e o raio AO determina com o eixo dos
x um dngulog . -
Do tridngulo A'OA vem Figura 8.34

OA'=0A.cos6
ou
X =acos0
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Como x € abscissa de um ponto da elipse, a ordenada y do mesmo ponto € calculada
substituindo o valor de x na equagdo da elipse:

2 2
(acos0) + y

a2 bt
donde
2
y—:l—coszezsenze.
b2
e .
y =bsen6 ’

Observemos que, para cada valor de 0 corresponde um e um s6 ponto P da elipse e,
quando © varia de 0 a 27, o ponto P parte de (a, 0) e “descreve” a elipse no sentido anti-
horério. Entdo, 6 € o pardmetro e o sistema

P

| x=acos® g o<on ©)'
. ly=bsent - L i

constitui equagoes paramétricas dessa elipse.

Observacoées
~ X y x? 2 }’2 2
a) Das equagdes (6) vem —=cos0 e = =sen® e, portanto, — =cos“ 0 e = =sen” 0.
a b a’ b?
Somando membro a membro, resulta
x? Y2 2 2
—2+—2—=1 (1=cos“B+sen“0)
a b
que € a equacdo da elipse dada inicialmente.
2 2

b) No caso da elipse ser z—z + y_2 =1 (eixo maior sobre Oy), suas equagdes paramétricas sao
v a

x=bcos0
{y =asen0 .
¢) Quando o centro da elipse for C(h, k), pela transla¢io de eixos obtemos
{x-h:acose {x:h+acose

(eixo maior paralelo a Ox)
y-k=Dbsen® y=k-+bsen '

x=h+bcos® -
(eixo maior paralelo a Oy)

y=k+asen®
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d) O sistema de equagGes
X =asen6
0<98<2rn

y =bcosH

descreve de outra forma a mesma elipse dada pelo sistema (6), porém, neste caso o ponto P
parte de (0,b) e “descreve” a elipse no sentido horario.

Exemplos
Obter equagdes paramétricas da elipse de equagio:
1) 16x2+25y%=400

2) 9x%+4y? -54x+16y+61=0

Solucao '
1) A forma reduzida de equagio 16x >+ 25y2=400 é

x2 y2

—+—=1
25 16
e, portanto, a =5 e b = 4. Logo,
X =5co0s6
y=4sen0
sdo equagOes paramétricas desta elipse.

2) A forma padrio de 9x2+4y? - 54x +16y+61=0 é

(x-3)" , (y+2)°
4 9
e, portanto, o centro da elipse € (3, -2), sendoa=3eb = 2.
Logo,
x=3+2cos6
{y =-2+3sen®

=1 (a cargo do leitor)

Q)

sdo equacgdes paramétricas desta elipse.
Por outro lado, das equagdes (7) vem
x-3 y+2 '

=cosf e =sen®

Elevando ao quadrado ambos os membros das duas equagGes, temos

(x -3)? (y+2)?
9

=cos’6 e =sen’ @
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Somando membro a membro resulta

(x-3)°  (y+2)°
4 9
que € a equagdo da elipse na forma padrdo dada anteriormente.

1 (1=cos? 0+sen?0)

Problemas Propostos
Em cada um dos problemas de 1 a 10, esbogar o grdfico e determinar os vértices A, e
A,, os focos e a excentricidade das elipses dadas.

1) ﬁ+y—2=1 6) 4x%+9y?=25
25 4
2) 25x2+4y%=100 7) 4x*+y’=1
3) 9x2+16y%-144=0 | 8) 4x2+ 25y%=1
4) 9x%+5y2-45=0 9) x2+2y%-5=0
5) x*+25y2=25 10) 9x%+25y%=25
11) Esbocar o grafico de uma elipse de excentricidade
1 1 3
a) E b) 5 c) g

Em cada um dos problemas de 12 a 19, determinar uma equacdo da elipse que
satisfaca as condi¢ées dadas. Esbogar o grdfico.

12) focos F; (-4, 0) e F,(4,0), eixo maior igual a 10;
13) focos Fy (0,-5) e E, (0,5), eixo menor igual a 10;
14) focos F(£3, 0) e vértices A(+4, 0);

15) focos F(0, £3) e excentricidade g ;

16) vértices A(iINO, 0) e excentricidade % ;

17) centro C(0, 0), eixo menor igual a 6, focos no eixo dos x e passando pelo ponto
(-245,2);
18) vértices A(0, £6) e passando por P(3, 2);

19) centro C(0, 0), focos no eixo dos x, € = % e passando por P(2, - g).

Em cada um dos problemas de 20 a 27, obter uma equagdo da elipse que satisfaca
as condigées dadas. : : :

20) centro C(1, 4), um foco F(5, 4) e excentricidade %;
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21)
22)

23)
24)

25)

26)
27)

eixo maior igual a 10 e focos Fy(2, -1) e F, (2; 5);

focos F1(-1, -3) e E, (-1, 5) e excentricidade %;

focos F1(-3, 2) e F, (3, 2) e excentricidade %;

vértices A, (-7, 2) e A, (-1, 2) e eixo menor igual a 2;

centro C(0,1), um vértice A(0,3) e excentricidade 73 ;

centro C(-3, 0), um foco F(-1, 0) e tangente ao eixo dos y;

centro C(2, -1), tangente aos eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos ei-
xos coordenados.

Em cada um dos problemas de 28 a 33, determinar a equagdo reduzida, o centro,

os vértices Ay e A,, os focos e a excentricidade das elipses dadas. Esbogar o grdfico.

28)
29)
30)
31)
32)
33)

34)
35)
36)

9x2+16y? - 36x +96y+36 =0

25x2+16y2+50x + 64y -311=0

4x%+9y2 - 24x +18y +9=0

16x2+ y24+64x -4y +52=0

16x24+9y? - 96x + 72y +144 =0

4x%+9y?-8x -36y+4=0

Nos problemas de 34 a 39, obter equacies paramétricas da elipse de equagdo dada.

x*+4y®=4 37) 9(x - 1)2+25(y +1)2=225
x2+y?=36 38) 49(x+7)*+y%=7
9x2+16y%=1 39) 4x%+9y? -54y+45=0

Nos problemas de 40 a 43, obter uma equagdo geral da elipse dada por equagdes

paramétricas.

40)

41)

44)
45)

{X=5COSG 42) {x=2+4cose
y=5sen0 y=3+2sen0
{xzcose 43) {x=\/§cose
y =3sen8 y=-1+sen8 _
Determinar os focos da elipse de equagdes x =4 +3cost e y=-2+5sent.

Determinar uma equagao da curva gerada por um ponto que se move, de modo que a
soma de suas distancias aos pontos (4, -1) e (4, 7) seja sempre 12.
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46)

47)

48)

49)

50)

Respostas de Problemas Propostos

Determinar uma equagéo da curva gerada por um ponto que se move, de modo que
sua distancia ao ponto A(3, -2) seja igual 2 metade de sua distincia a reta y -2 = 0.
Determinar uma equagio da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre o eixo dos y,

sabendo que passa pelos pontos P(1, V14 )eQ(2,- 272 ).
Encontrar uma equacio da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre Ox, excentricida-

de % e que passa pelo ponto (2, 3).

Determinar uma equagio das circunferéncias inscrita-e circunscrita 2 elipse de equa-
¢do dada.

a) 16x2+y%-16=0
b) 4x%+9y? -32x +36y+64=0
Um satélite de 6rbita eliptica e excentricidade % viaja ao redor de um planeta situado

num dos focos da elipse. Sabendo que a distincia mais préxima do satélite ao planeta
€ de 300 km, calcular a maior distancia.

1) A(#5,0), Fv21,0), e:@ 6) A(i—52-,0>, F@¥,o>,e=‘§
2) A(0,%5), F(0,++21), e=@ 7) A0, 1), F(o,iﬁ), e=g
3) A@4,0), F(EV7,0), e=? 8) A(+ 0), F<+—1‘/0: 0), e —‘/522
4) A(0,%3), F(0,+2), e=§ 9) A(xv5,0), F(i\g,ox e='g
5) A(5,0), F(246,0), e=2—‘5@ 10) A(i%,O), F(i—:-,O), e=§ ‘
11) a) Existem infinitas, todas elas coma = 2c e b = c+/3

2 2
12) 9x2+25y2=225 16) 2+ =1

100 75 : N
13) 2x%4+y%2-50=0 17) x2+4y%-36=0 .,

2

14) 7x2+16y% -112=0 18) 8 Ly

81 36
15) 4x%+y?-12=0 19) 5x%+9y%-45=0
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20) 5x2+9y?-10x -72y-31=0 24) x2+9y?+8x -36y+43=0
21) 25x%+16y? -100x - 64y - 236 =0 25) 4x%+y?-2y-3=0
22) 9%x2+5y%+18x -10y -166=0 26) 5x24+9y2+30x=0
23) 3x2 +4y?-16y-92=0 27) x2+4y? -4x+8y+4=0
l2 12
28) ’;—6 + y? =1,C(2,-3), A;(-2,-3), A,(6,-3), F2 £+/7,-3), e = ﬁ
x|2 y|2 3
29) ——+2_—=1,C(-1,-2), A, (-1,-7), A, (-1, 3), (-1, -5), E, (-1, 1), e = =
) 16 25 ( ) 1( ) 2( ) 1( ) 2( ). € 5
12 12
30) "7 +%4— =1,CG,-1), A; (6, -), A, (0, 1), F3£+/5,-1), e = @
12
31) x‘2+)1]—6 =1,C(-2,2), A;(-2,-2), A,(-2,6), (-2, 2£4/15),e = @
12 12
32) 5 +1==1,C0,-4), A 3, 8), A, (3,0), FG, 42/7), e = g
12 12
33) T+YT=1’ C(,2), A,(-2,2), A,(4,2), FQ+ /5, 2),e=§
1
x =2 cosO x=§cos6 x =7+ 37 coso
34) o 36) X 38 7
=sen
y y=Zsen9 y:ﬁsene
X =6cos0 X=1+5cos8 x=3cos0
35) 37) 39)
y =6sen 0 y=-1+3sen0 y=3+2senb
40) x2+y%-25=0 42) x24+4y?-4x-24y+24=0
41) 9x%+y?-9=0 43) x24+2y%+4y=0
44) (4,2) e (4,-6) 46) 4x%+3y?-24x +20y+48 =0

45) 9x%+5y2-72x -30y+9=0
48) 3x%+4y?=48
49) a) x%+y’=1 e x’+y’=16

47) 2x%+y?=16

b) x2+y2-8x+4y+16=0 e x’+y2-8x+4y+11=0
\ Y

50) 600 km
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HIPERBOLE

Definicao

H1perboleh éo con_]unto o de todos os pontos ‘de um plano cuja diferenga das distancias, em em
valor - absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante, ]

o et v ———— Wi

Consideremos no plano dois pontos distintos F, e
F, tal que a distdncia d(F,F,) = 2c e um mimero real

positivo a de modo que 2a < 2c.
Chamando de 2a a constante da defini¢io, um ponto
P pertence a hipérbole (Figura 8.35) se, e somente se,

[d(®.F) - d(P,E,)| = 2a (1)

Como se v&, a hipérbole é uma curva com dois ra-
mos. Na verdade, pela equagéo (1), um ponto P estd na Figura 8.35
hipérbole se, e somente se,
d(P,F)-d(P,F,) =+2a
Para possibilitar um tragado bem melhor da hipérbole e tecermos consideragdes a
respeito de seus elementos, faremos a construgio da Figura 8.36 a seguir explanada.

Figura 8.36

Consideremos no plano dois pontos quaisquer F, e F, comd(F,F,) = 2c. Chamando de C
o ponto médio do segmento FF,, tracemos uma circunferéncia de centro C e raio c.

Tomemos um valor arbitrério a, a < ¢; e marquemos sobre F, F,, a partir de C, os
pontos A, e A, tais que d(C, A;) =d(C, A, ) = a. Por estes pontos tracemos cordas per-
pendiculares ao didmetro F, F,. As quatro extremidades destas cordas sio os vértices de
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um retdngulo MNPQ inscrito nesta circunferéncia. Tracemos as retas r € s que contém as
diagonais do referido retangulo e, por fim, a hipérbole conforme a figura.
Com base nesta figura temos os elementos da hipérbole.

Elementos
Focos: sdo os pontos F e F,.

Distédncia focal: é a distincia 2c entre os focos.
Centro: é o ponto médio C do segmento F F,.

Vértices: sdo os pontos A ;e A, .
Eixo real ou transverso: € o segmento A;A, de comprimento 2a.
Observemos que os pontos A; e A, sdo pontos da hipérbole porque satisfazem a
defini¢@o (1). Na verdade, para A, tem-se
d(A,F)=c-a e d(A,F)=a+c

ld(A,,F)-d(A|,F,)|=|-2a| = 2a. ,
Eixo imagindrio ou ndo-transverso: € o segmento B;B, de comprimento 2b, com
BB, LA/A, emC.
Observemos que o retdngulo MNPQ tem dimensdes 2a e 2b, sendo a a medida do
semi-eixo real e b a medida do semi-eixo imagindrio. Ainda, do tridngulo C A, M obtemos
a relacédo

c?=a’? +b?

de larga aplicagio nos problemas de hipérbole.

Assintotas: sa0 as retas r € s.

As assintotas sdo retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais a medida
que os pontos se afastam dos vértices. Esta aproximagdo € “continua” e “lenta” de forma
que a tendéncia da hipérbole é tangenciar suas assintotas no infinito. Naturalmente, esta
particularidade das assintotas constitui um excelente guia para tragar o esboco do gréfico.

Com o que ja vimos na construgdo da hipérbole, esta fica determinada quando se
conhece o centro C e os valores a e b (ou a e c oub e c). De fato, a partir destes elementos,
constréi-se o retingulo MNPQ e, conseqiientemente, as assintotas r e s, e dai, os dois ra-
mos da hipérbole. A .

O angulo O assinalado na figura é chamado abertura da hlperbole

Chama-se excentricidade da hipérbole o nimero

c
e=—
: a. -
e por ser ¢ > a, tem-se e > 1.
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A excentricidade da hipérbole estd intimamente relacionada com a sua abertura.
De fato: se na Figura 8.36 tivéssemos tomado um valor para “a” menor do que o
anterior, o novo retdngulo MNPQ seria mais “estreito” e, em consequenc1a a abertura 0

seria maior.

[ 93

. c
Ora, diminuir o valor de (mantendo c fixo) signifca aumentar o valor de e = —

a
Assim, quanto maior a excentricidade, maior sera a abertura, ou seJa mais “abertos”
estardo os ramos da hipérbole.
Quando a = b, o retdngulo MNPQ se transforma num quadrado e as assintotas serdo
perpendiculares (6 = 90°). A hipérbole, neste caso € denominada “‘hipérbole egiiildtera”.

Equacoées reduzidas
Seja a hipérbole de centro C(0, 0). Consideraremos dois y

Casos: Pexs)
. xSy
1°) O eixo real estd sobre o eixo dos x.

Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma hlperbole
(Figura 8.37) de focos F, (-c, 0) e E, (c, 0).

o) T
Pela definicdo em (1), tem-se F /A AZ: 2
d(P,F,) - d(P,F,)| = 2a .ch .
ou, em coordenadas

J&x 02+ (y=0)? - Jx - )%+ (y - 0)2;= 2a

Figura 8.37

Com procedimento de simplificagdo anélogo ao que foi usado na dedugio da equagao

2

da elipse, e lembrando que ¢? = a2 +b?, chegamos a equagédo

S

a2 2

o

que é a equagdo reduzida para este caso.
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2°) O eixo real estd sobre o eixo dos y

Observando a Figura 8.38, com procedimento anélogo

ao 1° caso, obtemos a equagao reduzida

2 2
2'_2_ R}
a“~ b

Exemplo

A partir de um caso particular, serdo feitas
algumas observagdes. Seja a hipérbole da
Figura 8.39.

Sua equacdo reduzida é
2 2

\FZ/(O,?/

Al

VRN

Figura 8.38

Xy
N AR 2
9 4 @

onde a’=3%2=9 ¢

b’=2? =4

Observacées

Figura 8.39

a) E imediato que os vértices sdo A, (-3, 0) e A, (3, 0). Estes também seriam obtidos

fazendo y = 0 na equacio (2), donde resulta % =1 ou x =13, que sdo as abscissas

dos vértices.

2

Por outro lado, se na equacgdo (2) fizermos x = 0, obteremos - yT =1 ou y%=-4,

que € uma equagio impossivel no conjunto dos reais. Isto signifca que a hipérbole nao

corta o eixo dos y.

b) Como a equagao apresenta somente poténcias pares de x ey, a hipérbole é simétrica em
relac@o ao eixos coordenados e em relagdo a origem.
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Por exemplo, o ponto P, (6, V12 ) pertence a esta hipérbole por ser verdadeira a afir-
magao
62 (J12)?
9 4
e, da mesma forma, também pertencem os pontos P, (6, - Nip) 2) (simétrico de P, em rela-

¢do a Ox), P;(-6, i) 2) (simétrico de P, em relagdo a Oy) e P,(-6, V12 2) (sunetrlco de

=1 ou 4-3=1

P, emrelagdo a origem). : : A
¢) As assintotas r e s sdo retas que passam pelo centro da hipérbole, no caso, a origem do

sistema. Logo, suas equagdes sdo do tipo
y = mx, sendo m a declividade.

. . b 2

A assintota r tem declividade m, =—= 3
a

. .. b 2
e a assintota s tem declividade m, =-—= —E
a

Portanto, as assintotas tém equagGes
y= 2 X e y=-—x
3 ' 3

2 2

Quando a equagdo da hipérbole é da forma R X—Z =1, as declividades das: assin-

a’? b

N a
totas serao m = i-g.

Exemplos
Nos problemas 1 e 2, determinar, para cada uma das hipérboles:
a) a medida dos semi-eixos;
b) um esbogo do grafico;
C) os vértices;
d) os focos;
e) a excentricidade;
f) as equacdes das assintotas;

1) x?-4y%+16=0

Solucao
a) Passando esta equagao para forma reduzida, obtém-se
2 2
-4y2=-16 ou X
4 16
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que representa uma hipérbole com eixo real sobre Oy. 1
Entdo, a’=4 - a=2 F,
b>=16 .. b=4 \_if‘z/
b) O grafico com assintotas: Figura 8.40. 4! 4
¢) Vértices: A,(0,-2) e A,(0,2) 0l N
ou A(0, +2). /7 7;1\
1

d) Para determinar os focos, precisamos do valor de c:
c?=aZ+b? Figura 8.40
c’=4+16
c=+20=25

Focos: F (0, -24/5) e F,(0,2V5).

C%z\/g

e) Excentricidade: e=—=

a
1 a 2 1
Assintotas; y=1+—x (pois —=—=—
f y=£_X (pois =7=2)
2) x2 - y2= 4
Solucao
a) Passando para a forma reduzida, obtém-se
2 2
¥y,
4 4

que representa uma hipérbole com eixo real sobre Ox.
Entio, a?=b?=4 .. a=b=2 (hipérbole eqiiilitera)
b) O grifico com assintotas: Figura 8.41.
c) Vértices: A,(-2,0)e A,(2,0)

d) c’=a’+b’
c’=4+4

c=\/§=2x/§

Focos: F (- 2\/5, 0) e E (2x/5, 0).

e) Excentricidade: e = C= ¥ = \/5
a
. . b 2 .
f) Assintotas: y=1tx (pois —= 5 =1) Figura 8.41
a :
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Observemos que, em toda hipérbole egiiilatera, a excentricidade é sempre igual a V2
e as equagdes das assintotas sdo sempre iguais a y = + x.

3) Uma hipérbole tem focos em F (-5, 0) e F, (5, 0) e a medida do eixo real é 6. Determi-
nar sua equagio reduzida.

Solucao
Tendo em vista que os focos sdo pontos do eixo dos x, a equagao desta hipérbole € da forma
2 2
Xy,
) a 2 b 2

na qual precisamos determinar a e b.
De F(+5, 0), vem ¢ = 5 (distancia de cada foco ao centro).
O eixo real mede 6, isto é 2a = 6. Logo, a = 3.

De c’=a’+b? ou 25=9+b2, vem b2 =16.

Portanto, a equagio procurada é

X2 y2

=1
9 16

Outras Formas da Equacao da Hipérbole

Seja uma hipérbole de centro C(h, k) # (0, 0). Consideraremos somente os casos de os
etxos da hipérbole serem paralelos aos eixos coordenados.

1°) O eixo real é paralelo ao eixo dos x
Com procedimento anilogo ao que foi visto
para a elipse, resulta a equagao

-0 (-7

L_a’ b2
- N * S oL
que € a forma padrdo para este caso (Figura 8.42).
2°) O eixo real € paralelo ao eixo dos y
De igual modo ao 1° caso, temos 5 X

B S A

(-0 (x-h)? :;j‘

i a2 - b2 Figura 8.42

Exemplos
1) Determinar uma equagio da hipérbole de vértices A (1,-2) e A,(5,-2), sabendo que
F(6, -2) é um de seus focos.
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Solucao '
Em funcdo dos dados do problema, esbogcamos o grifico desta
hipérbole (Figura 8.43)

Sendo o eixo real A|A, paralelo a Ox, a equagio da hipér- 0|\l , 3  5/6 «
bole é da forma _2:'_%__1__ H

-0 (y-k? A\ C Ay F
a’ b?

O centro € o ponto médio de A Az C(@3, -2).

E imediato que: a=d(C,A )= e c=d(C,F)=3

Da relagio c¢’= a’+b? ou 9=4+b?, vem b%=5. Figura 8.43

Logo, uma equacao da hipérbole é
x-3> (y+2)?
4 5

Eliminando os denominadores, desenvolvendo os quadrados e ordenando os termos,
encontramos

5(x2-6x+9)-4(y* +4y+4) =
-30x +45-4y% -16y-16-20=0
5x2 -4y? -30x-16y+9=0
que é uma equagdo geral desta hipérbole.

Assim, qualquer hipérbole cujos eixos estejam sobre os eixos coordenados ou sao
paralelos a eles, sempre pode ser representada por uma equagao geral que terd a forma

=1

ax +by? +cx+dy+f 0

- . . - - . e e e

com a e b de sinais contrarios.

2) Dada a hipérbole de equagao 9x? - 4y%-54x +8y +113 =0, determinar

a) sua equagdo reduzida; d) os vértices;

b) o centro; e) os focos;

¢) um esboc¢o do gréfico; f) a excentricidade.
Solucao

a) Iniciemos escrevendo a equac;ao ‘na forma
(9x? - 54x) - (4y? -8y) =-113
ou
9(x? - 6x) - 4(y? - 2y)=-113
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onde agrupamos os termos de mesma varidvel e evidenciamos os fatores 9 e 4 para facili-
tar a construgdo dos trindbmios quadrados nestes dois parénteses. Entio, temos

9(x? - 6x +9) - 4(y? - 2y +1) =-113+9(9) - 4(1)
ou
9(x -3)% - 4(y - 1)?=-36.
e dividindo ambos os membros por -36, resuita
(y-D? (x-3)?% _
9 4 _
que € a forma padrao da hipérbole de eixo real paralelo ao eixo dos y. Utilizando em (3) as

férmulas de translagao
X'=x-3ey=y-1

1 3

teremos

y X

2 o)

4
queéa eqiagdo reduzida desta hipérbole.
b) Como a equagdo (3) é da forma padrio
(y-k?® (x-h)?> _
a’ b2
onde 4 e k sdo as coordenadas do centro, vem imediatamente: C(3, 1).

¢) Um esbogo do gréfico: Figura 8.44.
d) Confrontando (3) e (4), concluimos:

2
a‘=9 . a=3 \ /
F
b2=4 o b=2 4.& 2
e pelo grifico tem-se: -

Ai(, -2)e A,(3,4) 1+--4C
€) Para determinar os focos precisamos do valor de c. 9] 3

Da relagdo -2 7——'
c’=a%+b? ou c?=9+4 / N

vem ¢ =+/13 e, portanto, os focos sdo
F(3,1-13) e E,(3,1+13)
V13

f) Excentricidade: e = c_~N»
a 3

1 4)

Figura 8.44
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Equacoes Paramétricas
2 2

Consideremos a hipérbole de equacio x_z - Z? =1. Escrevendo esta equagdo como
a® b

<\ y 2
21 2L =1 5
significa dizer que % e % sdo niimeros reais cuja diferenca de seus quadrados é sempre

igual a 1.
Se na identidade
sen’0+cos20=1 »
dividirmos ambos os membros por cos?@# 0, obtemos
sen? O 1
a 1=
cos“ 0 cos” 0

sen © > 1 Y
+1=
cos0 cos 6
Como sen 6 =tan0 e
cos O cos 9

ou

=secO, vem

sec’@-tan20=1

Portanto, confrontando esta equagdo com a equacgdo da hipérbole em (5), podemos
fazer

y

X
—=secO e =tan®
a

P . R . T 3t .
e daf concluir que para o pardmetro 6,0 <0 < 27, excluidos ) e - 0 sistema

- — e 1 = e o s i v e e v ot e oy

{x =asecO i

L y=bwnb R

constitui equacdes paramétricas dessa hipérbole.

. T , . . g
Quando @ percorre o intervalo (- 5,5] serd descrito o ramo direito da hipérbole

(x 2 a) e quando percorre o intervalo (g,%) , 0 ramo esquerdo (X < -a).
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Observacoes
a) No caso da hipérbole ser % - z—z— =1 (eixo real sobre Oy), suas equagOes paramétri-
cas sao ) |
‘|x =btan6
{y =asec

b) Quando o centro da hipérbole for C(h, k), aplicando a translagao de eixos, as equacgdes
paramétricas sdo

{x:h+ase¢9 {x=h+btan6

y=k+btan6 y=k+asecO

conforme o eixo real seja paralelo a Ox ou Oy, respectivamente.

Exemplos

Obter equagdes paramétricas da hipérbole de equagio:
1) 4x2-9y2-36=0

2) x%-3y248x+12y-13=0

Solucao
1) A forma reduzida da equagio 4x2-9y%-36=0 ¢

X2 y2

9 4
e, portanto, a =3 e b = 2. Logo,
x =3secH
y=2tan0
sao equagOes paramétricas desta hipérbole.
A Figura 8.45 apenas indica pontos da tabela para alguns dngulos no intervalo

(5
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y
0 - | Ponto
0 (3,0)
3 (v2,2)
-Z (3\/5, - 2) *
3 (6, 2\/?_))
"3- (6, - 2\/5)

Figura 8.45
2) A forma padrio de x2-3y?+8x +12y-13=0 ¢
x+4? (y-2°
9 3
e, portanto, o centro da hipérbole € (-4, 2), sendoa=3e b= NE)
Logo, o
x =-4+3secH
y=2+ J3tan#
sd0 equacdes paramétricas desta hipérbole.

=1 (a cargo do leitor)

Problemas Propostos ,
Em cada um dos problemas de 1 a 12, esbogar o grdfico e determinar os vértices, os

focos, a excentricidade e equacées das assintotas das hipérboles dadas.
2,2 2 L2

D o=l y L Z-
3) 16x*-25y*-400=0 4) 9x?-16y*=144
5) 4x*-5y*+20=0 6) x2-2y?-8=0
7 x2-4y*+16=0 8) x2-y?=1
9) y2-x%=2 10) y?-4x%=1
11) x2-9y%=1 12) 2y?-4x2=1

13) Esbogar o grafico de uma hipérbole (com suas assintotas) de centro (0, 0), eixo real
sobre Ox e excentricidade

5 3
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Em cada um dos problemas de 14 a 37, determinar uma equacdo da therbole que

satisfaca as condicoes dadas. Esbogar o grdfico.

14)
15)
16)

17)

18)
19)
20)
21)

22)

23)
24)

25)

26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)

focos F(5,0), vértices A(+3,0);
focos F(0, £3), vértices A(0, +2);
focos F(0, +4), eixo real de medida 2;

focos F(#8, 0), excentricidade g;

vértices A(0, +5), excentricidade 2;

vértices A(0, £2), distincia focal 2«/ﬁ ;

focos F(x4, 0) e que seja hipérbole eqiiilatera;

focos F(%5, 0), eixo imagindrio medindo 4;

centro C(0, 0), eixo real sobre Oy, b = 8, excentricidade % ;

vértices A(+4, 0) e passando por P(8,2);
vértices A(E3, 0) e equagdes das assintotas y = +2x;

vértices A(0, £2) e equagdes das assintotas y = i% X;

focos F(13, 0) e equagdes das assintotas y = +x;

centro C(3, 2), um vértice A(1,2) e um foco F(-1, 2);

vértices em (3, -2) e (5, -2) e um foco em (7, -2);

vértices em (2, -4) e (2, 0) e um foco em (2, -2+ J13 );

vértices em (5, -1) e (5, 5) e excentricidade 2;

focos F, (3, -2) e F, (3, 4) e excentricidade 2;

focos F, (-6, 1) e F, (0, 1) e eixo real medindo 4;

centro C(5, 1), um foco F(9, 1) e eixo imagindrio medindo 4\/5 ;
vértices A, (-3, -4) e A, (-3, 4) e que seja hipérbole eqiiilatera;

focos F, (-1, -5) e F, (5, -5) e que seja hipérbole eqiiildtera;

centro C(2, -3), eixo real paralelo a Oy e passando por (3, -1) e (-1, 0);
centro C(-2,1), eixo real paralelo a Ox e passando por (0, 2) e (-5, 6).

Em cada um dos problemas 38 a 43, determinar a equacdo reduzida, o centro, os

Vvértices, os focos, a excentricidade e equacoes das assintotas das hipérboles dadas. Es-
bogar o grdfico.

38)
39)
40)

9x2-4y2-18x -16y-43=0 41) 4x%-y2-32x+4y+24=0
x2-4y%+6x+24y-31=0 42) 16x2-9y?-64x - 18y +199=0
9x2-4y?-54x +8y+113=0 43) 25x%-4y%+40y=0
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Nos problemas de 44 a 49, obter equagdes paramétricas da hipérbole de equagdo

dada.

44) x2-4y2=4 47) 9x2-16y*+1=0

45) 3y?2-x2-9=0 48) 9x%-25y2-18x-50y-241=0
46) x2-y%=1 49) 3x2-y%+18x+18=0

Nos problemas 50 a 53, obter uma equacgdo geral da hipérbole dada por, equagébes
paramétricas. Esbogar o grdfico.

x =4secH x=2'+3tan9 :
50) 52) 4. ,
y=2tan6 . y=1+4secH
51) {xztane oo '53)- x =2sec9
y =3secH ly=4+3tan0
54) Determinar os focos da hipérbole de equagdes x =4++/5tan0 e y=-5+2secH.

v 2,2
55) Encontrar uma equagio de hipérbole com focos nos vértices da elipse Y o1

vértices nos focos dessa elipse.

y2 2

56) Encontrar uma equacéo da elipse com focos nos vértices da hipérbole il —’55—— =le
vértices nos focos dessa hlperbole N |

57) Encontrar uma equagio da hipérbole de excentricidade 2 e focos coincidentes com os
2,2
focos da elipse }——+% =1.

58) Determinar uma equagdo da curva descrita por um ponto que se move, de modo que
sua distincia ao ponto A(-1, 3) seja
a) igual a sua distincia a reta x = 3;
b) a metade de sua distancia a reta x = 3;
¢) o dobro de sua distancia 2 reta x = 3.

Respostas de Problemas Propostos

1) A(*2,0), F(+4/13,0), e=£,

Il H

+ I+
WM Wi oW

> >

e

2) A(0,+2), F(O,++/13),

AN‘S‘N
|l (¥8]

»

3) A(#5,0), F(x+/41,0), e=-—‘/5-——,

«
]
+
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4)

5)

6)

7)

8)
9)

10)

11)

12)

14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)

38)

A(i4, O), F(i59 O); € :%9
3

A(0,£2),  F(Q,+3), =2,

A@E22,0), F(#243,0), e=—‘/2§,

A0,£2),  F(0,+2y5),  e=45,

A(£L0),  F#v2,0), e=+2,

A(0V2,), F012), e=42,

A0, £1), F(O,i—?), e:-‘g,

A(il, O)a F(i@s 0)7 €= @

A(O,i-—\/——z—), F(O,iﬁ), e=ﬁ,
2 2 2

16x%-9y2-144=0

4x2-5y2+20=0

15y*-x*-15=0

7x%-9y2-252=0

x2-3y2+75=0

4x2-7y%+28=0

X2_y2___8

4x?-21y*=84

16y%-9x2-576=0

x2-12y2-16=0

4x%-y2-36=0

16y? - x?=64

12 12

4
3x-2y-7=0e3x+2y+1=0

X Y o1, C,-2), A(L-2), A,(3,-2), FU++13,-2), e=2>
9 ! 2 2

3
=+—x
YT
y=i2J§x
5
\/5 .
=+—xXx
YRS
1
=+—x.
y==3x
y=%x
. y=%x
y=%2x
yosly
Y733
y=i¢&'
26) 2x2%-2y%=9 . A
27) 3x%-y%-18x+4y+11=0
28) 8x2-y2-64x -4y+116=0
29) 4x?- 9y?-16x -36y+16=0
30) x%-3y?-10x+12y+40=0
31) 12y2?-4x2-24y+24x-51=0
32) 5x%-4y%4+30x+8y+21=0
33) x2-y2-10x+2y+16=0
34) x?-y?+6x+25=0
35) 2x2-2y?-8x-20y-51=0 .
36) 5x%-8y?-20x -48y-25=0
37) 24x?-5y%+96x +10y=0

J13
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12 12
39) XT'_yi"=1! C('3? 3)» A]('Sa 3)9A2('l: 3)3 F(-3i'\/§, 3),e=%
x-2y+9=0e x+2y-3=0
12 12
40) X--7-=1,C0,1, A3, D), A, (3,4, FG, 1£413), € =—‘/,i,_—3
3x-2y-7=0e3x+2y-11=0
12 12 '
41) "7 - 2—6 =1,C(4,2), A (1, 2), A,(7,2), F(4£3Y5,2),e =5
2x-y-6=0e2x+y—-10=0
y|2 x|2 5
42) E'T:L C(za _l)a A](2! '5)7 A2(2a 3)a F](Q', -6)’ F2(2’ 4)e=Z
4x -3y-11=0¢e 4x+3y-5=0
2 a2
43) 12; - XT =1,C(0, 5), A, (0, 0), A, (0,10), F(0, 5++/29), e = %E
5x -2y+10=0 e 5x+2y—-10=0
x=ltan9
X =2secO 3
44) 47)
y=tan® : 1
y =—sec9
4
45) x =3tan® 4 {x=l+5sece
y:\/gsece y=—1+3tan9'
= 9 = _
46) {X sec 49) x =-3++/3sec @
y=tan® y =3tan®

50) x%2-4y?-16=0

51) 9x%-y?+9=0

52) 16x%-9y?-64x+18y+199=0
53) 3x2-4y2+32y-76=0

54) (4, -8)e (4, -2)

55) 9x2-16y%-144=0

56) 9x2+5y2-45=0

2 2
A

57) x =
4 12
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58) a) y*-6y+8x+1=0 (par4bola)
b) 3x%+4y? +14x - 24y +31=0 (elipse)
c) 3x%- y2-26x+6y+26 =0 (hipérbole)

Curiosidades
Para encerrar o estudo das conicas, vejamos, a titulo de ilustracdo, a proprzedade da re-
flexdo de cada uma delas. :
1) Parabola ,

Na pratica, esta curva tem uma série de aplicagdes.
Ouve-se dizer que antenas de TV e os espelhos dos faréis

dos automéveis sdo parabdlicos. Mas isso tem alguma eixo

coisa a ver com a curva que estudamos? Tem tudo.

Na verdade nio se trata de “uma” s6 pardbola e sim
de um paraboldide (Figura 8.46), que € a superficie de
revolucdo obtida girando-se a pardbola em torno do seu
eixo. Todas as infinitas pardbolas que possamos imaginar
formando o paraboldide tém o mesmo foco F.

Admitindo espelhada a parte interna deste parabolide
(pode ser um farol de automével, ou holofote, ou outros refle-
tores em geral), se uma fonte de luz for colocada em F, os
raios que esta fonte irradia serdo refletidos ao longo de retas eixo
paralelas ao eixo (Figura 8.47).

Esta propriedade, chamada re-
flexdo, estd baseada no fato de que,
sendo f uma reta tangente a uma para-
bola no ponto P (Figura 8.48) o an- )
gulo & (angulo de incidéncia) € igual Figura 8.47
ao angulo f (angulo de reflexio).

Figura 8.46

Este mesmo principio é utilizado na
fabricagdo de antenas parabélicas e espelhos
de telescopios. Como os sinais (ondas de
radio ou raios de luz) sdo muito fracos, ha a
necessidade de capté-los utilizando uma su-
perficie ampla e concentré-los num dnico ponto (que é o foco F) a fim
de serem amplificados (Figura 8.49). .

Figura 8.48

Figura 8.49
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Entende-se agora porque as antenas e os espelhos telescopicos precisam ser parabolicos.

O experimento da foto (Figura 8.50) encontra-se no Museu de Ciéncias e Tecnologia
da PUCRS e traduz de uma forma particular a propriedade da reflexao da parabola. A
mesa € dotada de um anteparo curvo de forma parabélica. O orificio na mesa esta exata-
mente na posi¢dao do foco desta pardbola. Entao, um objeto (na foto é um botao) ao ser
langado paralelamente ao eixo da curva, apés chocar-se contra o anteparo, retorna e cai
sempre no orificio. O menino da foto deve estar achando esta “proeza” resultado de sua
habilidade.

Figura 8.50

2) Elipse
A propriedade da reflexdo na elipse € andloga a da pardbola. Se ¢ P
¢ a tangente no ponto P de uma elipse de focos F, e F,, sdo iguais os ‘<
angulos o e [ formados pela reta tangente e os raios focais F P e
F, P, respectivamente (Figura 8.51).
Imaginando uma superficie obtida girando-se a elipse em torno
do eixo maior (a superficie € um elipséide), e admitindo espelhada a parte Figura 8.51
interna, se uma fonte de luz for colocada num dos focos, digamos F, os
raios que esta fonte irradia serdo refletidos todos no outro foco
F, (Figura 8.52).
Se ao invés de uma fonte luminosa tivéssemos uma
fonte sonora, o som emitido de F se refletiria nas paredes

W

do elipsoide, convergindo em F, .

%’»}.&‘v

Figura 8.52
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3) Hipérbole ,

A propriedade da reflexdo na hipérbole é anédloga a da elipse: a reta tangente ¢ num
ponto P da hipérbole € bissetriz do dngulo formado pelos raios focais F P e F,P, isto &,
o = 3 (Figura 8.53(a)).

Seja a superficie obtida girando-se uma hipérbole em torno da reta que contém seu
eixo real (a superficie € um hiperboléide de duas folhas), e admitindo-se espelhada a parte

externa da superficie, todo raio de luz incidente a superficie na dire¢do de um dos focos, é
refletido na direcdo do outro foco (Figura 8.53(b)).

@ ®)

Figura 8.53







Superficies
Qudadricas

Introducao
A equagdo geral do 2° grau nas trés varidveis x, y € z

ax?+ by 2+ cz? + 2dxy +2exz + 2fyz+ mx +ny + pz+q=0 @

onde pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢, d, e ou f é diferente de zero, (a fim de assegu-
rar grau 2 para a equagdo), representa uma superficie quddrica, ou simplesmente, uma
quddrica.

Observemos que, se a superficie quadrica dada pela equagdo (1) for cortada pelos
planos coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de intersecio sera uma cénica.
A interse¢do de uma superficie com um plano ¢ chamada trago da superficie no plano.

Por exemplo, o trago da superficie quadrica (1) no plano z = 0 é a conica

ax2+by2+2dxy+mx+ny+q:0 . 2)
contida no plano z = 0, isto é, no plano xQy, e representa uma elipse, uma hipérbole ou
uma parébola, pois suas equagdes gerais sdo desse tipo. Em casos particulares, no entanto,

a equacdo (2) pode também representar uma reta (3x2= 0 x=0), ou duas retas
(xy=0x=00uy=0), ou um ponto (3x*+4y?=0< x=y=0) ou o conjunto va-

zio (x*+ y?+3=0) . Estes casos constituem as cOnicas degeneradas.

A redugdo da equagdo geral (1) das quéadricas as suas formas mais simples exige
célculos laboriosos, o que ndo € objeto deste texto. Daremos énfase ao estudo das quadri-
cas representadas por equacgOes denominadas candnicas e intimamente relacionadas as
formas reduzidas das conicas.
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Superficies de Revoiucio

Superficie de Revolugdo € a superficie gerada por uma curva plana (chamada geratriz) que
gira de 360° em torno de uma reta (chamada €ixo) situada no plano da curva. Neste caso, o
trago da superficie num plano perpendicular ao eixo € uma circunferéncia e a equagio da
superficie de revolugdo € obtida através da equagdo da geratriz.

Exemplo

z%=2y

em torno do eixo dos y
x=0

Seja a superficie gerada pela revolugdo da pardbola {

(Figura 9.1).

Figura 9.1

Seja P(x,y,z) um ponto qualquer da superficie e C(0,y,0) o centro da circunferén-
cia que € o trago da superficie no plano que passa por P e é perpendicular ao eixo dos y
(eixo de revolugdo). A intersegdo desta circunferéncia com a pardbola € o ponto
Q0,y,z)).

Seja R o pé da perpendicular tragada de P ao plano xy. Ainda, CP = CQ =r, por
serem raios da mesma circunferéncia.

Como o tridngulo CRP € retdngulo em R, vem CP= \/ (CR)2+(RP)2=\/X2+ z? .
Mas, CQ =1z, =,/2y , pois Q € ponto da pardbola. Portanto,

/x2+z2'=‘/g

ou . _ -
x2+2%=2y 3)
que € a equacdo desta superficie.
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Observemos que essa equagdo (3) pode ser obtida imediatamente pela substituigdo,
na equagio z? =2y (geratriz), de z porvx? +2z? . Utilizaremos este prbcedjménto para
todos os casos de superficie de revolugio.

Entdo, se a geratriz estiver contida num dos planos coordenados e girar de 360° em

torno de um dos eixos desse plano, a equagdo da superficie assim gerada serd obtida da
seguinte maneira: se a curva gira em torno

’;1) do eixo dos x, substitui-se y ou z na equagdo da curva por y2 +22;
ib) do eixo dos y, substitui-se x ou z na equagio da curva por Vx2 +2z2 ;

¢) do eixo dos z, substitui-se X ou y na equag¢io da curva por \/xz +y2.

]
]

A seguir estudaremos as superficies quidricas denominadas elipsdides, hiperboléi-
des e paraboldides.
Observacao

Quando da substitui¢io de z por /x2+z2 na equagio z2=2y para resultar. x>+ z% =2y,
considerou-se z>0. Para se ter a superficie completa devemos substituir z por

+Vx2+22, o que nao vai alterar em nada a equagdo (3) da superficie. A mesma obser-
vagdo vale também para as outras substituicdes acima descritas.

Elipsoides

Consideremos no plano yz a e]jpse Ao girarmos essa elipse em torno do eixo Oy,

de equagdes obtemos o elipsdide de revolucao (Figura 9.3),
2 .2 cuja equacdo serd obtida da equacgdo da elipse,

z .
1}),_2+c—2=1’ x =0 ( Figura 9.2)

z

]

-
%

b"‘“y

Figura 9.2

substituindo-se z

por +vVx%+z%:

x2+z2

N

2

y z

S AL
2 2 02

o
o

Figura 9.3
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De maneira andloga se obtém o elipsdide de revo-
lugdo em torno de Oz. Neste caso sua equagdo € obtida
da equacdo da elipse, substituindo-se y por

+4 x2 + y2 :
2 2.2
X_ + y_ E_ — 1
b> b* ¢?
O elips6ide da maneira mais geral (Figura 9.4) é
representado pela equagao
re= -~ > : Figura 9.4
i 2 2 2 ] b4
| S+l Z= @]
L_m a“~ b- ¢ s
onde a, b e ¢ sdo reais positivos e representam as medidas dos semi-eixos do elipséide.
Observemos ainda que os pontos (%a, 0, 0), (0, b,0)e (0, 0, =c) sdo solucdes da equagao

(4), chamada forma candnica do elipséide.

2 2
O trago no plano xy ¢ a elipse ——2—+X2— =1, z=0 e os tragos nos planos xz e yz so
a® b
2,2 y2 22
as elipses —t+t—== l,y=0e St = 1, x = 0, respectivamente.
a® ¢ b® ¢

Observemos também que as intersegdes do elipséide com planos x =k, y=kouz =k
(k = constante), resultam numa elipse, num ponto ou no conjunto vazio.
No caso de a = b = ¢, a equagdo (4) toma a forma
2 2 2
X z
X Y L2

a? a? a?

ou

g x2+y2+22:_a2 S (5ﬂ

o — e W oo e b v o o -

e representa uma superficie esférica de centro (0, 0, 0) e raio a.

Observemos que esta superficie também é de revolugio e obtida pela revolugio de
uma circunferéncia em torno de um de seus didmetros.

Se o centro do elipséide é o ponto (h, k, 1) e seus eixos forem paralelos aos €ixos
coordenados, a equacdo (4) assume a forma
| | G2 6P @) 1
L a2 b2 %

obtida por uma translacdo de eixos.
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Exemplos :

1) Determinar uma equagao da superficie esferlca de centro C e raio r, nos casos:
a)C(0,0,0), r=
b) C(2,4,-1),r= 3

Solucao:
a) Da equagao (5), vem unedlatamente

x24y2+22=4? ou - x*+y%+z? 16 0 :
b) Se o centro da superflcle esférica é C(h,k,l), por simples transla¢do de eixos a equagao
(5) assume a forma

(x-h)*+(y-K)*+(z- D=1’ . ©)
No caso presente, tem-se
(x-2)24+(y-4)2+(z+D?=32
ou ' :
X2-4x+4+y2-8y+16+2z%+22+1=9
ou
x2+y?+22-4x-8y+22+12=0
2) Dada a equagdo da superficie esférica x? +y% +22 +6x — 4y -12=0, determmar o
centro e o raio. '
Solucao:
Comecemos escrevendo a equagdo na forma
(X2 +6x)+(y?-4y)+22 =12
e completemos os quadrados
(X2 +6X+9)+(y2 -4y +4)+(z2)=12+9+4
nao esquecendo de somar 9 e 4 ao segundo membro para “equilibrar” a soma feita ao pri-

meiro membro.
Logo, a equacdo fica

(x+3)?+(y-2)2 +(z-0)? =5
e, portanto, C(-3, 2, 0)er = 5.
Observacao _
E ficil ver que uma equacdo de superficie esférica do tipo (6) podera representar
a) um ponto, se 1> =0 (é 0 préprio centro);

b) um conjunto vazio, se r’<0.
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3) Obter uma equagdo geral do plano = tangente & superficie esférica
x2 +y2 +22-4x+6y+22-35=0, no ponto P(4, 3, 2).

Solucao:
Um plano 7 € tangente a uma superficie esférica de centro C e
raio r se a distdncia d(C, ) =r e, sendo P o ponto de tangén-

cia, o vetor CP é um vetor normal a 7. Entdo, precisamos

determinar o ponto C. »
Utilizando: o método do problema anterior, a- equacdo da
superficie esférica serd

(x-2)2+(y+3)2+(z+1)? =49
e, pértanto, C(2, -3, -1).
Como CP=P-C= (2, 6,3) é um vetor normal a 7, uma
equacio geral de ® é 2x+6y+3z+d =0 e pelo fato de que :
P4,3,2)en tem-se 2(4)+6(3)+3(2)+d=0 e d=-32. . Fig;,,a 9.5
' Logo, uma equacdode € 2x +6y +32-32=0.

Hiperboloides
Consideremos no plano yz a hipérbole de equagdes
2 2
%’—2——(2:—2=1,X=O(Figura9.6)

Figurﬁ 9.6

Os hiperboléides de revolugdo serdo obtidos por rotagdes em torno de um de seus
€ixos.
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a) Hiperboléide de uma Folha

A rotagdo dessa hipérbole em torno do eixo Oz
resulta no hiperboloide de uma folha (Figura 9.7),
cuja equacdo serd obtida da equagao da hlperbole,

substltumdo-se y por + \/x + y

x*+y? 2z

2 2
ou '
2 )
R AN
b2 b? 2

Um hiperbol6ide de uma folha da maneira mais
geral € representado pela equacdo :

2 2 - Figura 9.7
L,y 3.2. =1 : )

a2 b2
chamada forma canénica do hiperboléide de uma folha ao longo do eixo Oz. As outras

duas formas sdo
2 2 2 2 2 2
x—z-y—2+z—2=1 e -X—2+y—2+z—2=1
a® b® ¢ a® b® ¢
e representam hiperboléides de uma fotha ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.
* A equagdo (7) mostra que o trago do hiperboléide no plano xy € a elipse

22
X
— + y—2 = 1 z=0
a® b
€ 0s tragos nos planos xz e yz sao as hipérboles
2 2 2 .2
X° 2z z
—2-—2:1,y=0 € y_z""‘2_=1>x=09
a“ ¢ b c
respectivamente. i

Um trago no plano z = k € uma ehpse que aumenta de tamanho & medida que o plano
se afasta do plano xy. Os tragos nos planos x = k e y = k s@o hipérboles.

Observacio

E importante assinalar que, embora a Figura 9. 7 mostre um hiperboléide hmltado ao longo
do eixo Oz, essa figura se prolonga indefinidamente ao longo desse eixo (a menos que se
restrinja o valor de z a um intervalo limitado). Esta observagéo estende-se para todas as
superficies a serem apresentadas. '
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b) Hiperboléide de duas Folhas

A rotagdo da hipérbole da Figura 9.6 em tor-
no do eixo Oy resulta no hiperboldide de
duas folhas (Figura 9.8) cuja equagdo serd -
obtida da equagdo dessa hipérbole, substitu-

indo-se z por +vx% +22 :

y2 XZ +22

bz— c? =
ou
IS A
2 b2 o2 - Figura 9.8

Um hiperboléide de duas folhas da maneira mais geral € representado pela eqﬁagﬁo

2. 2
X Z
-_+y___2=1
C

2
a2 b2

chamada forma canénica do hiperboléide de duas folhas ao longo do eixo Oy. As outras
duas formas sdo
2 2 2_1 . x2 y2+22_1
a? b ¢? a2 b? c?
e representam hiperboldides de duas folhas ao longo dos eixos Ox e Oz, respectivamente.
Observemos ainda que os tracos desses hiperboléides nos planos x =k, y = k ou
z = k (k = constante) resultam em hipérboles, elipses, um ponto ou o conjunto vazio.

Resumo
As equagdes dos elipsdides e hiperboléides podem ser reunidas em
x2  y? 72
t—t—t—=1

a’? b2 2
e conforme os sinais dos termos do 1° membro, apresentados nesta ordem, temos o se-
guinte quadro:

sinais ao longo do eixo
Elipséide +++ | e ‘
Hiperbol6ide de -t : Ox
+ -+ Oy
uma folha
. + + - , Oz
Hiperboléide de oo 8"
duas folhas Tt y
- -+ Oz
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Parabolodides

a) Paraboléide Eliptico

Consideremos no plano yz a pardbola de equagdes
) 4
2= x =0 (Figura 9.9)

b2 ’ -y
A rotagdo dessa pardbola em torno do eixo Oz resulta no
paraboléide de revolugdo (Figura 9.10) cuja equagéo serd obtida
da equagdo da pardbola, substituindo-se y por ++/x2+y? : Figura 9.9
Xy | .
e
Um paraboldide mais geral, denominado paraboldide
eliptico, é representado pela equacdo
X .Yy
= —2-1—2* + ? ) ‘ (8)
chamada forma canénica do paraboléide eliptico ao longo do '
eixo Oz. As outras duas formas sio o y
x2 g2 y2 72
Y= a_2 + C_z € X = b_2 + :2— | X ‘ , -
e representam parabol6ides elipticos ao longo dos eixos Oy e Figura 9.10

Ox, respectivamente. ‘
A equagao (8) mostra que o traco do paraboléide no plano xy (z = 0) € a origem (0, 0, 0),
0s tragos nos planos z =k > 0 sdo elipses, nos planos z=k < 0 sdo vazios e nos planos

x=key=ksio parabolas
Z

Exemplo
A Figura 9.11 representa o parab0101de eliptico de

equacgio

y:4x2+z2
ou
yo 2 +Zz
=T +—
7} 1

ao longo do eixo.Oy.

Figura 9.11
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2 :
Observemos que no plano y = 4 estd a elipse x2+% =1 e as parédbolas nos planos x =0

ez=0sdo

y=22,x=0 e y =4x2, z = 0, respectivamente.
b) Paraboléide Hiperbdélico
A superficie dada por uma equagéo do tipo

y: X

> ©)

zZ=

m|><
N

¢ denominada paraboldide hiperbélico e esta equacio é chamada forma candnica do pa-
raboléide hiperbdlico ao longo do eixo Oz (Figura 9.12). As outras formas so

y= 2?2 x? z
CZ a2
e
22 y?
X="3"17
c® b
e representam paraboldides hiperbélicos ao
longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

A equacg@o (9) e a propria Figura 9.12
mostram que os tracos nos planos x =k e
y = k sdo parédbolas, ao passo que em z = k
sdo hipérboles que se degeneram em duas
retas quando z = 0. Na verdade, fazendo
z = 0 na equacgio (9), resulta

y2 x 2 Figura 9.12

e representam as duas retas acima referidas, podendo ser v1suahzadas na Flgura 9.12.
Ainda com relac¢do a equagdo (9), observemos que quando z=k > 0, os tragos nesses pla-
nos sao hipérboles com eixo real paralelo a Oy, enquanto que para z=k < 0, os tragos sdo
hipérboles de eixo real paralelo a Ox. :
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V4
Superficies Conicas
Consideremos no plano yz a reta g de equagdes
z=my, x = 0 (Figura 9.13).
A rotagio desta reta em torno do eixo Oz resulta na superfi-
cie conica circular (Figura 9.14) cuja equagdo serd obtida da

equagdo da reta substituindo-se y por £+/x°+y> :

z= m(i \/m) ou.z*= mz(xz+y2)

ou ainda, ,
2 2 :
2_X Y
z° = ——2- + —2
a® a v _ "
A reta g € chamada geratriz da superficie e o ponto O, que

separa as duas folhas € o vértice da superficie.
Uma superficie conica mais geral, denominada superficie
conica eliptica é representada pela equagdo

R G p——i—— oy oy 1 g

2=,y (10)

chamada forma canénica da superficie conica ao longo do eixo
Oz. As outras duas formas s3o
, x2 22 , yr 22
yi=—+-~> e x‘=I_+
2 2 b2 2 .
a ¢ c Figura 9.14

e representam superficies conicas elipticas ao longo dos eixos Oy
e Ox, respectivamente. '

A equagdo (10) mostra que o trago da superficie no plano xy (z = 0) € o ponto O(0, 0, 0) e
em z = k sd0 elipses. Os tragos nos planos x = k ou y = k s@o hipérboles que se degeneram
em duas retas no casode x =0 ouy = 0.

Exemplo
Se areta z = 2y, x = 0, do plano yz € girada em torno de Oz, a superficie de revolugdo
resultante € a superficie conica circular de vértice na origem e eixo coincidindo com Oz, e

cuja equagdo se obtém de z = 2y substituindo y por + 4/ x2+ y2 .
z=12\/x%+y? ou z? = 4(x%+y?)

Observacéo : ‘
No caso dos hiperboldides, paraboldides e superficies conicas de centro ou vértice no
ponto (h, k, 1) e eixo paralelo a um eixo coordenado, de forma andloga ao que foi feito para
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o elipséide, as equacgdes serdo obtidas das correspondentes formas candnicas substituindo-
sexporx-h ypory-kezporz-1

Superficie cilindrica é a superficie gerada .
por uma reta g que se move paralelamente a reta
fixa r em contato permanente com a curva plana C. g

A reta g que se move € denominada geratriz \\\\\

Esta superficie pode ser vista como um con- O \
junto de infinitas retas paralelas que sdo as infini- N ity
tas posicGes da geratriz. L Vi
Em nosso estudo consideraremos apenas R

Superficies Cilindricas

e a curva C € a diretriz da superficie cilindrica

superficies cilindricas cuja diretriz é uma curva \\ \\\\\\\\\
que se encontra num dos planos coordenados € a

Seja C uma curva plana e r uma reta fixa nao-paralela ao plano de C.
(Figura 9.15).
geratriz € uma reta paralela ao eixo perpendicular

ao plano da diretriz. . ois
Para exemplificar, consideremos a pardbola igura 9.|
no plano xy dada por
x?=2y 11)

(na verdade a pardbola tem equagoes: x2=2y, z=0).

Como a geratriz é uma reta paralela ao eixo Oz, a su-
perficie cilindrica estd ao longo deste eixo (Figura 9.16).

E importante observar que se tomarmos um ponto da
diretriz, por exemplo A(2, 2, 0), todo ponto do tipo (2, 2, z),
para z real qualquer, tarnbém satisfaz a equagédo (11) pois ‘

esta pode ser vista como x2=2y+0z. Em outras palavras, a

superficie contém o ponto A e toda reta por A e paralela ao eixo

Oz. Significa dizer: o valor de z no influi no fato de um ponto Figura 9.16

P(x, y, z) pertencer ou nio a superficie. Entfo, como para o ponto sé interessam as varidveis x e
y, a prépria equagdo da diretriz € a equagdo da superficie cilindrica, isto €,

= 2y
A auséncia da varidvel z para este caso permite concluir de modo geral: o gréfico em
trés dimensdes de uma equagio que ndo apresenta uma determinada varidvel, corresponde
a uma superficie cilindrica ao longo do eixo desta varidvel ausente. E, ainda, conforme a
diretriz seja uma circunferéncia, elipse, hipérbole ou pardbola, a superficie cilindrica é
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chamada circular, eliptica, hiperbélica ou parabélica. -

Portanto, a Figura 9.16 apresenta uma superficie cilindrica
parabdlica ao longo do eixo Oz. 2

Assim também, a equagio

2 .2 R e
x__+-Z_:1 R 2" n -
49 '

. . . X
representa uma superficie cilindrica ehptlca (a diretriz € 3|
uma elipse) ao longo do eixo Oy (y € a variavel ausente)

(Figura 9.17).

Figura 9.7

Problemas Propostos
1) Determinar uma equagio das superficies esféricas nas condi¢des dadas.

2)

3)

4)

a) Centro C(2, -3, 1) e raio 4.

b) Centro C(4, -1, -2) e passando por P(2, 3, -1).

¢) O segmento de extremos A(-1, 3, -5)e B(5, -1, -3) é um de seus dlametros
d) Centro C(-2, 3, 4) e tangente ao eixo Oz.

e) Centro C(0, -4, 3) e tangente ao plano 7w:x+2y-2z-2=0

Determinar uma equagéo da superficie esférica de centro C(2, -3, 4) e

a) tangente ao plano xQOy .

b) tangente ao plano xOz

c) tangente ao plano yOz

Obter uma equagdo geral do plano tangente a superficie esférica E no ponto P.

a) E: x+y+z—9 P2, 1, -2)
b) B:(x-3)2+(y+1)2+(z-2)2=12, P(l, -3, 4)
c) E:x*+y%+22-4x+2y-6z-11=0, P2, -5, 6)

Obter uma equagio da superficie gerada pela rotagdo 'de cada uma das curvas dadas
em torno do eixo indicado.

x2 y?
a) 4—+E—1 z = 0; eixo maior. f) y=4x2,z=0;eix00y-

x2 y?
b) 4_+E 1, z = 0; eixo menor. g z=-2y*,x=0;eixo Oz.
¢) x2+y2=9,z=0;eixo Ox. ) z=2j,x_=0;_eixo Oz.

2
d) —Z_-yzzl,x=0;eix00y. 1) z:2y,x=0;eix00y.

2
e) z——yzzl,x:();eionz. ) y=x,z=0;eixo Oy. -
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5)

6)

7

Reduzir cada uma das equacGes a forma candnica (caso ndo esteja), identificar a super-
ficie e construir seu grifico.

a) x’+y2+2z2=25 ) 36x2-4y2+922=0

b) 2x2+4y’+2?-16=0 m) 4x%+4y? -z?=0
c) 36x2+16y2+922-144=0 n) z=x%+y?

d) 36x2+16y2-922-144=0 o) z=2+x%+y?

e) 4x2—y2+422-4=0 ’ o p) z=-x2—y2

f) 22 -4x2-4y’=4 q z=6-x"-y’

g) 4x2-y2422244=0 1) y=-2+x2+22
h) 4x2+zz—y=0 o s) x2+y2.=9

i) 9x2+4y®+9z=0 - t) x%+z=0

D) y2+4z2—x=(’)v R v u) z=4-x>2

k) z=y2-x? | V) Z_z_'_}_z_z

Identificar e representar graficamente as superficies expressas pelas equagdes nos in-

tervalos dados.
2

a) x2+l’_=-§, 3<z<0 h) x2-y2+z2=0, -4<y<4
y2

b) 3x2-y24+222=0, -6<y<6 S ) -x=—4+2—+22, 4<x<5
<) 22=x2+y2>+1, ‘-3‘st3v j)-z—'—-4—,‘2x2—y2,, 0<z<4

d) z? =x2+y%1, -3<z<3 k) y>+4z2=x, 0sx<4

22 ‘

e) y=-2+x2+2—, 2<y<2 )y y*+42%-4=0,-4<x<6

f) y=6-x2-22, 3<y<6. m) y>-x2=16, 0<z<4

g) x2=2z, -3<y<5 n z=9-y%, -4<x<4

Identificar as superficies definidas pelas equagdes, dizendo ao longo de que eixo €las
ocorrem, conforme o caso. )

a) 25x2+100y2+3622—'900=0 c) z=-\/16-x2-y2
b) z=\/9-x2— y2 . . d) y=\/16x2+422
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€) z2=-x24v-y2 I o ;i)A'..Z='\/X2+'y,2, :
f) 12x2+4y%-3z2+12=0 i) z=3-\/x?+y2
g z=x’+y%1 k) x2+2-9=0

h) z=+/4+4x%+4y? S ) x-y=0" ,

8)

9

10)

Identificar a superficie S e a sua intersegdo com o plano 7t dado. Representar grafi-
camente esta interse¢do no plano 7 .

a) S:y2-422-2x=0 e m:x-2=0

b) S:dx*+4y?-22=0 e m:z=4
2 2

c) Siz=-24¥_ e m:z=1
4 9
2 .2 .2
d) S:x——y—-z—-=1 e m:x=2
4 8 16

e) S:x*+y+z2=0 e n:y+4=0

f S:1_8x2+9y2-222-18:O e m:z=3
Identificar e descrever as superficies de equagdes dadas.
a) x2+y2+22-6x+4y+9_=0

b) x*+4y’+8x -8y-4z+28=0

©) 4x?-2y%+2%-24x -4y +82+42=0
d) 2x%+y?-4224+2y+5=0

e) x*+y2-2y=0

f) y?-4z%-4x-6y-24z-31=0

g) 6x2+3y?+222+24x -6y -122+39=0
h) x*-4x-z+6=0

D) 2x2-6y%-32%-24y+62-27=0

1)) x2+y2-4x—6y-z+12=0

O trago de um elipséide (centro na orlgem) no plano xy é a elipse x’+2-=1,z=0.

Y_
4
Determinar a equacao do elipséide, sabendo que contém o ponto |0, ( )
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11) Deduzir uma equacgdo do paraboléide de vértice na origem, sabendo que sua interse-

¢do com o plano z = 4 € a circunferéncia de centro (0, 0, 4) e raio 3.
2 2 .2

12) Determinar os vértices e os focos da elipse z—+§—-%—=l, z=3.
Respostas de Problemas Propostos
1) a) x°+y?+2z%2-4x+6y-22-2=0
b) x2+y?+2%-8x+2y+4z=0
¢) x2+y?+22-4x-2y+8z+7=0
d) x%+y%+2%+4x-6y-82+16=0
e) 9x2+9y?+92z%+72y-54z-31=0
2) a) x%2+y*+z%-4x+6y-82+13=0
b) x2+y%+z%-4x+6y-82+20=0
¢) x’+y?+2%-4x+6y-82+25=0
3) a) 2x+y-2z-9=0
b) x+y-z+6=0
c) 4y-3z+38=0
2 2 2
X y .z 2 2
4) a) —+—+—= =4x°+4z
R TIA D y=dx
2 2 2
X y .2 2 2
b) —+—+—=1 z=-2x"-2
VEASTIRT: £) Y
Z2
¢) x2+y*+z*=9 h) x2+y2-—4—=0
2 2 2 2
S 2.2 L X 5 Z
d —-y" +—=1 —-y+—=0
) VS VoY
Z2
e 4——x2-y2= D x?-y*+2%=0
2 y2 2 - .
5) a) —+-=—+—=1, superficie esférica de raio 5
25 25 25 .

2 2 2
b) = +¥ +Z =1, elipséide
8§ 4 16
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x2 gyt 22
) —+—+—=1, ehpsmde
4 9 16
x2 y2 2
d) —+=—-— =1, hiperboldide de uma folha
4 9 16 _
2,2 2 :
e) )](— - Z— i— =1, hiperboléide de uma folha
2

f) x2-y2+ %— =1, hiperboléide de duas folhas

'y2 2

g) x> ta ;— =1, hiperboléide de duas folhas

x2 o
h) y= —l—— + 2%, parabol6ide eliptico
4

2

i) z=-x? , paraboléide eliptico

9
4

2
i) x=y%+ ZT , paraboldide eliptico

4
k) paraboléide hiperbélico
X2 22
) y?= -t superficie cOnica
9 5
2 2
X A
m)z? = -+ YT , superficie c6nica
4 4

n) paraboldide circular

0) paraboléide circular

p) paraboldide circular

q) paraboléide circular

r) paraboléide circular

s) superficie cilindrica circular

t) superficie cilindrica parabélica
u) superficie cilindrica parabdlica
v) superficie cilindrica hiperbélica
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6) a) paraboléide eliptico h) superficie conica circular
b) superficie cdnica i) paraboléide eliptico
¢) hiperboléide de duas folhas j) paraboléide eliptico
d) hiperbol6ide de uma folha k) paraboléide eliptico
e) paraboldide eliptico 1) superficie cilindrica eliptica
f) paraboléide circular m) superficie cilindrica hiperbdlica
g) superficie cilindrica parabélica : n) ‘superficie cilindrica parabdlica

7) a) elipsdide
b) semi-superficie esférica superior de raio 3
¢) semi-superficie esférica inferior de raio 4
d) semi-superficie conica ao longo de Oy
e) superficie conica circular ao longo.de Oz -
f) hiperbol6ide de duas folhas ao longo de Oz
g) semi-hiperboldide de uma folha ao longo de Oz
h) semi-hiperboléide de duas folhas ao longo de Oz
i) semi-superficie conica inferior ao longo de Oz
j) semi-superficie conica ao longo de Oz
k) superficie cilindrica parabdlica ao longo de Oy
1) plano que contém o eixo Oz
8) a) paraboldide hiperbdlico e hipérbole
b) superficie cdnica e circunferéncia
¢) paraboléide hiperbélico e hipérbole
d) hiperboléide de duas folhas e ponto (2, 0, 0)
e) paraboldide eliptico e circunferéncia
f) hiperboléide de uma folha e elipse
9) a) superficie esférica, centro (3, -2, 0) e raio 2 ‘
b) paraboldide eliptico, vértice (-4, 1, 2), eixo paralelo a Oz
¢) hiperbol6ide de uma folha, centro (3, -1, -4), eixo paralelo a Oy.
d) hiperboldide de duas folhas, centro (0, -1, 0), eixo paralelo a Oz
e) superficie cilindrica circular, geratriz paralela a Oz
f) paraboléide hiperbélico, centro (-1, 3, -3), ao longo de Ox
g) elipsdide, centro (-2, 1, 3), eixo maior paralelo a Oz
h) superficie cilindrica parabdlica, geratriz paralela a Oy
i) superficie cOnica, vértice (0, -2, 1), eixo paralelo a Ox
i paraboléide circular, vértice (2, 3, -1), eixo paralelo a Oz
2

10)x2y+—-]
4 '8

11) 4x%+4y%-9z=0
12) vértices: (0,+4,3) e (2,0, 3), focos: (0, £ 2\/5, 3).
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Bacharel e Licenciado em Matematica pela PUCRS. Sua vida profissional
caracterizou-se pela relevancia na dedicacdo dada a sala de aula. Professor de
Matematica desde 1959, exerceu a docéncia nos mais diferentes niveis -
Alfabetizacdo, Ensino Fundamental e Médio, Cursos Pré-Vestibulares, Ensino
Superior, tendo atuado 26 anos na UFRGS e ainda em plena atividade na
PUCRS, onde ja completou 35 anos de docéncia, em diversos Cursos de
Graduacao. Participou de Comissées de Concursos Publicos e integrou equipes
de elaboracao de provas de vestibular daquelas Universidades. Exerceu
atividades administrativas de Direcao e de Coordenagdao de Departamento.
Autor de obras didaticas de Matematica para o Ensino Médio e quatro livros de
Geometria Analitica e Algebra Linear, para o Ensino Superior, resultante de
estudos e dedicagao continuos destes contetidos.
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