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Esse texto cobre o material para um curso de Geometria Analitica usando Matrizes e Vetores ministrado para
estudantes da drea de Ciéncias Exatas. O texto pode, mas ndo é necessdrio, ser acompanhado um programa
como o0 MATLAB® *, SciLab ou 0 Maxima.

O contetido é dividido em sete capitulos. O Capitulo 1 trata das matrizes e sistemas lineares. Aqui todas as
propriedades da dlgebra matricial sdo demonstradas. A resolugdo de sistemas lineares é feita usando somente
o método de Gauss-Jordan (transformando a matriz até que ela esteja na forma escalonada reduzida). Este
método requer mais trabalho do que o método de Gauss (transformando a matriz, apenas, até que ela esteja
na forma escalonada). Ele foi o escolhido, por que também é usado no estudo da inversdo de matrizes no
Capitulo 2. Neste Capitulo é também estudado o determinante, que é definido usando cofatores. As subse¢des
2.2.2 e 2.2.3 sdo independentes entre si. As demonstracdes dos resultados deste capitulo podem ser, a critério
do leitor, feitas somente para matrizes 3 x 3.

O Capitulo 3 trata de vetores no plano e no espago. Os vetores sdo definidos de forma geométrica, assim
como a soma e a multiplicagdo por escalar. Sdo provadas algumas propriedades geometricamente. Depois sao
introduzidos sistemas de coordenadas de forma natural sem a necessidade da defini¢cdo de base. Os produtos
escalar e vetorial sdo definidos geometricamente. O Capitulo 4 trata de retas e planos no espaco. Sao estudados

*MATLAB® ¢ marca registrada de The Mathworks, Inc.

vii



viii

angulos, distdncias e posi¢des relativas de retas e planos.

O Capitulo 5 traz um estudo das se¢des cOnicas. Sdo também estudadas as coordenadas polares e
parametriza¢oes das conicas. As superficies sdo estudadas no Capitulo 6 incluindo af as quédricas, superficies
cilindricas, conicas e de revolucdo. Neste Capitulo sdo também estudadas as coordenadas cilindricas, esféricas
e parametrizacdo de superficies e curvas no espago. O Capitulo 7 traz mudanca de coordenadas, rotagdo e
translagdo. Dada uma equagdo geral de 2° grau em duas ou trés varidveis, neste Capitulo, através de mudangas
de coordenadas é feita a identificacdo da conica ou da quadrica correspondente a equacéo.

Os exercicios estdo agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém exercicios que sao
resolvidos fazendo célculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um computador ou de uma maquina
de calcular. Os “Exercicios Teéricos”, que contém exercicios que requerem demonstragdes. Alguns sdo sim-
ples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complementam a teoria e geralmente sdo acompanhados
de sugestdes. Os “Exercicios usando o MATLAB®”, que contém exercicios para serem resolvidos usando o
MATLAB® ou outro software. Os comandos necessarios a resolucdo destes exercicios sdo também forneci-
dos juntamente com uma explica¢do rapida do uso. Os exercicios numéricos sdo imprescindiveis, enquanto a
resolugdo dos outros, depende do nivel e dos objetivos pretendidos para o curso.

O MATLAB® é um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB® = MATrix LABoratory).
Os comandos do MATLAB® sdo muito préximos da forma como escrevemos expressoes algébricas, tornando
mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas, pacotes para cédlculos especificos.
Um pacote chamado gaal com fungdes que sdo direcionadas para o estudo de Geometria Analitica e Algebra
Linear pode ser obtido através da internet no endere¢o http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um
texto com uma introdugio ao MATLAB® e instru¢des de como instalar o pacote gaal. O MATLAB® nio é
um software gratuito, embora antes a versdo estudante vinha gratis ao se comprar o guia do usudrio. Atu-
almente o SciLab é uma alternativa gratuita, mas que nao faz calculo simbélico. O Maxima é um programa
de computacdo algébrica gratuito. Ambos podem ser usados como ferramenta auxiliar na aprendizagem de
Geometria Analitica e Algebra Linear. Na pagina do autor na web podem ser encontrados pacotes de funcdes
para estes programas além de links para as paginas do SciLab e do Maxima e vdrias paginas interativas que
podem auxiliar na aprendizagem.

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus conhecimentos.
Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB® estéo resolvidos ap6s o tltimo capitulo utili-
zando 0 MATLAB®. Desta forma o leitor que ndo estiver interessado em usar o software pode obter apenas




as respostas dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse, pode ficar sabendo como os exercicios
poderiam ser resolvidos fazendo uso do MATLAB® e do pacote gaal.

Gostaria de agradecer aos professores que colaboraram apresentando corregdes, criticas e sugestdes, entre
eles Joana Darc A. S. da Cruz, Rinaldo Vieira da Silva Junior e Sérgio Guilherme de Assis Vasconcelos.




Marco 2012 Mudanga na formatagdo do texto. Algumas corre¢des. Vdrias figuras foram refeitas. Foram acres-
centados o exercicio 5.2.12 sobre a propriedade refletora da elipse e o exercicio 5.2.13 sobre a propriedade
refletora da hipérbole.

Margo 2010 Foram acrescentados dois exercicios e dois itens em um exercicio na Secéo 5.2 e dois itens em um
exercicio na Se¢do 6.3. Foram escritas as respostas dos exercicios das Se¢des 5.2. e 6.3.

Julho 2009 Algumas corregoes. Vdrias figuras foram refeitas.

Marco 2008 Algumas corre¢des. Foram acrescentados dois exercicios a Secdo 4.3. As respostas de alguns
exercicios foram reescritas.

Marco 2007 Vdrias figuras foram refeitas e outras acrescentadas. Foi acrescentado um item ao Teorema 2.13
na pagina 104. Foram reescritos o Exemplo 3.12 e o Corolario 3.10.

Margo 2006 Os Capitulos 1 e 2 foram reescritos. Foi acrescentada uma aplicacdo as Cadeias de Markov. Foram
acrescentados varios exercicios aos Capitulos 3 e 4. O Capitulo 5 foi reescrito. Foram escritas as respostas
dos exercicios das Se¢des 4.3. e 6.1. Foram acrescentados exercicios numéricos as Secdes 4.3 e 5.1 e
exercicios tedricos as Secoes 3.1,4.2,5.1 e 7.3.

Julho 2004 Foi acrescentada uma aplicacdo a criptografia (Exemplo na pdagina 88). Foi acrescentado um
exercicio na Sec¢do 1.1. Foi incluida a demonstragdo de que toda matriz é equivalente por linhas a uma
Gnica matriz escalonada reduzida. Este resultado era o Teorema 1.4 na pédgina 26 que passou para o
Apéndice II da Se¢do 1.2. O Teorema 1.4 agora contém as propriedades da relagdo “ser equivalente por
linhas” com a demonstragdo. No Capitulo 3 foram acrescentados 2 exercicios na se¢do 3.1, 1 exercicio na
Secdo 3.2. No Capitulo 4 a Secdo 4.1 foi reescrita e foram acrescentados 2 exercicios.

Margo 2002 Criado a partir do texto ‘Geometria Analitica e Algebra Linear’ para ser usado numa disciplina
de Geometria Analitica.
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Uma matriz A, m x n (m por n), é uma tabela de mn ntimeros dispostos em m linhas
e n colunas

al aip e a1n
a4z ... 2n
A =
Ayl Am2 ... Amn
A i-ésima linha de A é
[ aip 4 ... Ain },



parai=1,...,mea j-ésima colunade A é

alj
612]'

{Ilm]'

paraj =1,...,n. Usamos também a notagdo A = (al-j)mm. Dizemos que ajj ou [A]i]-
é o elemento ou a entrada de posi¢do i, j da matriz A.

Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada de ordem 7 e os elementos
ai1, a2, - .. ,any formam a diagonal (principal) de A.

Considere as seguintes matrizes:

12 2 1 13 0
A{34]'3{ 03}'C[24 4}'
1

D=[13 -2], E=| 4|eF=[3].
-3

As matrizes Ae Bsdo2 x2. AmatrizCé2x3,Dé1x3, Eé3x1eFé1lxl.
De acordo com a notagdo que introduzimos, exemplos de elementos de algumas das
matrizes dadas acima sdo a1, = 2, cp3 = —2, e1 = 4, [A]2o =4, [D]12 = 3.

Uma matriz que sé possui uma linha é chamada matriz linha, e uma matriz que
s6 possui uma coluna é chamada matriz coluna, No Exemplo 1.1 a matriz D é uma
matriz linha e a matriz E é uma matriz coluna.
Dizemos que duas matrizes sdo iguais se elas tém o mesmo tamanho e os elementos
correspondentes sdo iguais, ou seja, A = (a;j)mxn € B = (bjj) pxq S0 iguais se m = p,
n=gqeaj :bijparai: 1,....mej=1,...,n.




1.1 Matrizes 3

Vamos definir opera¢des matriciais andlogas as opera¢des com ntimeros e provar
propriedades que sdo validas para essas operacdes. Veremos, mais tarde, que um
sistema de equacdes lineares pode ser escrito em termos de uma tinica equagdo ma-
tricial.

Vamos, agora, introduzir as operagdes matriciais.

1.1.1  Operagoes com Matrizes

Definicao 1.1. A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (;j)uxn € B = (bjj)mxn ¢ definida como

sendo a matrizm X n
C=A+B

obtida somando-se os elementos correspondentes de A e B, ou seja,
cij = ajj + bij,

parai=1,...,mej=1,...,n Escrevemos também [A + BJ;; = a;; + b;;.

Exemplo 1.2. Considere as matrizes:

1 2 -3 21 5
A‘{3 4 0}' B_[ 0 3 —4}

Se chamamos de C a soma das duas matrizes A e B, entdo

1+(-2) 241 =345 ]:[—1 3 2}

C:A+B:{ 340 4+3 0+ (—4) 3 7 —4

Margo 2012 Reginaldo J. Santos



4 Matrizes e Sistemas Lineares

Definicao 1.2. A multiplicagdo de uma matriz A = (a;j)uxn por um escalar (ntimero) a é definida pela matriz

mxn
B =uaA

obtida multiplicando-se cada elemento da matriz A pelo escalar &, ou seja,
bij = a ajj,

parai =1,...,mej=1,...,n Escrevemos também [xAl];; = a a;;. Dizemos que a matriz B é um miltiplo
escalar da matriz A.

-2 1
Exemplo 1.3. O produto da matriz A = 0 3 ] pelo escalar —3 é dado por
5 —4

(=3)(=2) (-3)1 ] [ 6 —3]
(<30 (=3)3 |=| 0o 9.
- ~15 12

Definicao 1.3. O produto de duas matrizes, tais que o niimero de colunas da primeira matriz é igual ao
ntimero de linhas da segunda, A = (a;j)mxp € B = (bjj)pxn € definido pela matriz m x n

C=AB

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012



1.1 Matrizes 5

obtida da seguinte forma:
Cij = aﬂblj -+ lli2b2]' +...+ aipbpjr (1.1)

parai=1,...,mej=1,...,n Escrevemos também [AB|;; = a;j1by; + apbsj + ... + ajpby;.

A equacdo (1.1) estd dizendo que o elemento i, j do produto é igual a soma dos pro-
dutos dos elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-
ésima coluna de B.

a; 4y ... a1p
C11 e Cln bll e bl] ce bln
. I
‘ Cij ‘ . = a1 4 .- Aip . . .
Cm1 e Cmn E . E bpl N bp] e bp?’l
L m1 Om2 .- Amp |

A equacdo (1.1) pode ser escrita de forma compacta usando a notagido de somatério.
P
[ABJij = anbyj + apbyj + ...+ apby; = ) awby
k=1

p
e dizemos “somatdrio de k variando de 1 a p de a;by;”. O simbolo 2 significa que
k=1
estamos fazendo uma soma em que o indice k estd variando de k = 1 até k = p.
Algumas propriedades da notacdo de somatério estdo explicadas no Apéndice [ na
pédgina 27.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos



6 Matrizes e Sistemas Lineares

Exemplo 1.4. Considere as matrizes:

2 1 0
A:[;i_g},B: 0 3 0
5 4 0

Se chamamos de C o produto das duas matrizes A e B, entdo

C_AB_[l(—2)+2-O+(—3)5 1-142-3+(=3)(—4) 8]_[_17 19 0}.

3(-2)+4-0+0-5 3-1+4-3+0(—4) -6 15 0

Observacio. No exemplo anterior o produto BA néo esta definido (por qué?). Entretanto, mesmo quando ele
estd definido, BA pode néo ser igual a AB, ou seja, o produto de matrizes ndo é comutativo, como mostra o
exemplo seguinte.

Vamos ver no préximo exemplo como as matrizes podem ser usadas para descrever
quantitativamente um processo de produgao.

Exemplo 1.6. Uma indtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos
de insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do
insumo A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012



1.1 Matrizes

grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. Usando
matrizes podemos determinar quantos gramas dos insumos A e B sdo necessarios
na produgédo de x kg do produto X, y kg do produto Y e z kg do produto Z.

X kg de X produzidos
= A X = y kg de Y produzidos

XY Z

gramas de A /kg 111
2 1 4 .
z kg de Z produzidos

gramas de B/kg

AX — [ x+y+z ] gramas de A usados

2x +y+4z gramas de B usados

Definicao 1.4. A transposta de uma matriz A = (a;j)nxn € definida pela matriz n x m
B=A

obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja,
bij = aji,

parai=1,...,nej=1,...,m. Escrevemos também [At]ij = aj;.

Exemplo 1.7. As transpostas das matrizes
1 2 -2 1 1
=3 d]ee 5] e el

3
1
Atz[; 2] B*:[‘? g] e Cf:[

Margo 2012
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8 Matrizes e Sistemas Lineares

A seguir, mostraremos as propriedades que sdo vdlidas para a algebra matricial.
Viérias propriedades sdo semelhantes aquelas que sdo vélidas para os niimeros reais,
mas deve-se tomar cuidado com as diferengas. Uma propriedade importante que
é vdlida para os ndmeros reais, mas ndo é valida para as matrizes é a comutativi-
dade do produto, como foi mostrado no Exemplo 1.5. Por ser compacta, usaremos
a notagdo de somatdrio na demonstragdo de varias propriedades. Algumas proprie-
dades desta notacdo estdo explicadas no Apéndice I na pagina 27.

1.1.2  Propriedades da Algebra Matricial

Teorema 1.1. Sejam A, B e C matrizes com tamanhos apropriados, a e B escalares. Sio vdlidas as sequintes propriedades
para as operagoes matriciais:

(1) (comutatividade) A+ B =B+ A;
(b) (associatividade) A+ (B+C) = (A+B) +C;
(c) (elemento neutro) A matriz 0, m x n, definida por [(_)]i]- =0,parai=1,...,m j=1,...,nétal que
A+0=A,
para toda matriz A, m x n. A matriz 0 é chamada matriz nula m X n.
(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma tinica matriz — A, definida por [~ Al;; = —ay; tal que
A+ (-A)=0.
(¢) (associatividade) «(BA) = (aB)A;
(f) (distributividade) (x + B)A = a A+ BA;

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012



1.1 Matrizes

(g) (distributividade) x(A + B) = o A + aB;
(h) (associatividade) A(BC) = (AB)C;

(i) (elemento neutro) Para cada inteiro positivo p a matriz, p X p,

1 0 ... 0
01 ... 0

Ip: . . . 7
0 0 ... 1

chamada matriz identidade é tal que

Aly =IyA=A, paratoda matriz A = (ij) mxn-

(/) (distributividade) A(B+C) = AB + ACe (B + C)A = BA + CA;
(k) a(AB) = (xkA)B = A(aB);

() (AHE = A;
(m) (A+B)t = A"+ BY;

(n) (aA)t =a AL

(0) (AB)! = B'A;

Demonstracao. Para provar as igualdades acima, devemos mostrar que os elemen-
tos da matriz do lado esquerdo sdo iguais aos elementos correspondentes da matriz
do lado direito. Serdo usadas varias propriedades dos ntimeros sem cité-las explici-
tamente.

(a) [A+Blij = a;;+bij = bjj +a;; = [B+ Ali;

Margo 2012
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10

[A+ (B+ C)lij = ajj+ [B+ Clij = ajj + (bij +cij) = (aij +byj) +cij = [A+
B]i]' + Cij = [(A + B) + C]i]'/'

Seja X uma matriz m x n tal que
A+X=A (1.2)

para qualquer matriz A, m x n. Comparando os elementos correspondentes,
temos que

ajj + Xij = aij,
ou seja, Xij = 0,parai =1...,mej = 1...,n Portanto, a inica matriz que
satisfaz (1.2) é a matriz em que todos os seus elementos sdo iguais a zero. De-
notamos a matriz X por 0.

Dada uma matriz A, m X n, seja X uma matriz m X n, tal que

A+X=0. (1.3)
Comparando os elementos correspondentes, temos que

ajj+x;; =0,

ou seja, Xijj = —ajj, para i=1...,mej=1...,n Portanto, a inica matriz que
satisfaz (1.3) é a matriz em que todos os seus elementos sdo iguais aos simétricos
dos elementos de A. Denotamos a matriz X por —A.
[a(BA)];j = a[BA];j = a(Baij) = (ap)a;; = [(aB)Aljj.
[(a+ B)Alij = (a+ B)aij = (aaij) + (Baij) = [aA];j + [BAlij = [« A + BA];;.
[zx(A + B)]ij = DC[A + B],‘j = Dc(llij + bl]) = aajj + ’Xbij = [OéA]i]' + [OCB]Z']'
= [IXA + DCB]I‘/'.

A demonstracdo deste item é a mais trabalhosa. Sejam A, B e C matrizes m X p,
p X g e q X n respectivamente. A notacdo de somatoério aqui pode ser muito 1til,




pelo fato de ser compacta.

poq
Z Ajk Zbklcl] Yo ) ap(buc) =

[A(BO)];; = Zazk [BCly
k=11=1
P4 9 p 9
= ). ) (aiby)e; = Z Y (aicbu)ery = Y ( Z”kbkl cj =
k=11=1 I=1k=1 =

I
MQ

[AB]lel] [(AB)C]Z‘]‘.

Podemos escrever a matriz identidade em termos do delta de Kronecker que é
definido por
5 — 1, sei=j
710, sei#j
como [Iy];; = d;j. Assim,

[AIn ij = Z azk In 2 azk‘sk] = 4ajj.

A outra 1gualdade é analoga. P
[A(B + C)];; Y ai[B + Cly Z aix(byj + cxj) = Y (aibyj + agcyj) =
k 1 k=1
Z alkbk] + Z AjkCkj = [AC] [AB + AC]Z] .

A outra igualdade é inteiramente analoga a anterior e deixamos como exercicio.

P
[«(AB)];j = a Z ajxbyj = k;(“ﬂik)bkj = [(xA)B];; e

=« Z alkbk] Z Aik ‘ka] ( )] ij*
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(AN = [A")ji = ay.

[(A + B)t]i]' = [A + B]ji = ajj + b]l = [At}ij + [Bt]ij.

[(xA)]ij = [xA]ji = aaji = a[A'];; = [xA"]j;.
p p p

[(AB)"];; = [AB];; = kz ajby = kZ:l[At]kj[Bt]ik = kZl[Bt]ik[At]kj = [B'A]j;.
1 — —

A diferenca entre duas matrizes de mesmo tamanho A e B é definida por
A—B=A+(-B),

ou seja, é a soma da matriz A com a simétrica da matriz B.
Sejam A uma matriz n x n e p um inteiro positivo. Definimos a poténcia p de A, por
AP =A...A. Eparap =0, definimos A? = I,.

——

pvezes

Vamos verificar se para matrizes A e B, quadradas, vale a igualdade
(A+B)(A—B) = A> — B2 (1.4)
Usando a propriedade (i) do teorema anterior obtemos
(A+B)(A—B) = (A+B)A+(A+B)(—B)
AA+BA— AB— BB = A>+BA— AB — B?

Assim, (A + B)(A — B) = A? — B? se, e somente se, BA — AB = 0, ou seja, se, e
somente se, AB = BA. Como o produto de matrizes ndo é comutativo, a conclusado é
que a igualdade (1.4), ndo vale para matrizes em geral. Como contra-exemplo basta
tomarmos duas matrizes que ndo comutem entre si. Sejam

=[22] e o=[12]
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Para estas matrizes

10 . [-10 » . [0 o0 » . [10
wen= 10 an=[ 0], wean]0 0] ool 0],

Assim,
(A+B)(A—B) = [ > (1’] + [ ) H _A2_B

Vamos supor que uma populagdo é dividida em trés estados (por exemplo: ricos,
classe média e pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanga
de um estado para outro seja constante no tempo, s6 dependa dos estados. Este
processo é chamado cadeia de Markov.

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado i em uma unidade de
tempo (geragdo). Tome cuidado com a ordem dos indices. A matriz

f1 ti2 f13
T = tr1 tn i3
f31 f32 33

é chamada matriz de transicdo. A distribuicdo da populagdo inicial entre os trés
estados pode ser descrita pela seguinte matriz:

P1
Py = P2
ps3

A matriz P caracteriza a distribuigdo inicial da populagdo entre os trés estados e é
chamada vetor de estado. Ap6s uma unidade de tempo a populagio estara dividida
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entre os trés estados da seguinte forma

t11p1 + t12p2 + t13p3 estara no estado 1
P = tr1p1 + topr + taps estard no estado 2
t31p1 + taap2 + t33p3 estara no estado 3

Lembre-se que t;; ¢ a probabilidade de mudanga do estado j para o estado i. Assim,
o vetor de estado ap6s uma unidade de tempo é dada pelo produto de matrizes:

P, = TP,.
Exemplo 1.9. Vamos considerar a matriz de transigao

@ ©

o

(1.5)

o M= N\»—‘@

@O

NI—= N—=

e o vetor de estados inicial

estd no estado 1
estd no estado 2 (1.6)
esta no estado 3

Py =

QI = =

que representa uma populacdo dividida de forma que 1/3 da populagdo estd em
cada estado.
Apo6s uma unidade de tempo a matriz de estado serd dada por

P =TPy =

O NI= NI
TSN TS TS
NI= NI—= o
Wi Wi Wl
NI T N

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Como estamos assumindo que em cada unidade de tempo a matriz de transi¢do é a
mesma, entdo apds k unidades de tempo a populagdo estara dividida entre os trés
estados segundo a matriz de estado

P.=TP 1 =TP o=---=TP,

Assim, a matriz TX d4 a transicao entre k unidades de tempo.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 510)

1.1.1. Considere as seguintes matrizes

2 0
A_[6 7}' B

I
| —
N o
|

®
—_
N

@
Il
| —
|
ASICN
I
w ©
[ ]
N N
—_

Se for possivel calcule:
(a) AB— BA,
(b) 2C - D,
(c) (2D —3EN,
(d) D*> - DE.
1.1.2. Conhecendo-se somente os produtos AB e AC, como podemos calcular A(B+ C), B'Af, C' Al e (ABA)C?

1.1.3. Considere as seguintes matrizes

Verifique que:

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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AB é diferente de BA.
AE; é a j-ésima colunade A, paraj=1,2,3e EfB é a i-ésima linha de B, parai = 1,2, 3 (o caso geral
esta no 1.1.15 21).

-2 1 -1

CD = [ d1Cy dpCy d3C5 |, em que C1 = [ 0 ],Cz = [ 1 ] eC3 = [ 1 ],séoascolunasdec
-1 0 1

(o caso geral estd no

d1Cy

DC = | dC, |,emqueC;=[ -2 1 -1],G=[0 1 1]eC3 = [—-1 0 1]sdoas
d3Cs

linhas de C (o caso geral estd no 1.1.16 22).

2 -1
Escrevendo B em termos das suas colunas, B = | By B, |, em que B; = { 2 ] e B, = [ 0 ], 0

0 3
produto AB pode ser escrito como AB = A[ By By | = [ AB; AB; | (o caso geral estd no
1.1.17 23).
escrevendo A em termos das suas linhas, A} = [ =3 2 1]eA, =[1 2 -1 ], o produto
. A, [ AB )
AB pode ser escrito como AB = [ Ay } B = { AyB ] (o caso geral estd no 1.1.17
23).
Sejam

1 -3 0
A_[O 4_2] e X=

x
/|
z
Verifique que xA; +yA +2A3 = AX, em que A; € a j-ésima coluna de A, para j = 1,2,3 (o caso geral
estd no 1.1.18 24).

Encontre um valor de x tal que AB' = 0, em que
A=[x 4 -2] e B=[2 -3 5].
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: 1 3 "
Mostre que as matrizes A = % ], em que y é uma ntamero real ndo nulo, verificam a equagao
Yy
X2 =2X.
Mostre que se A e B sdo matrizes que comutam com a matriz M = [ 7(1) (1) ], entdo AB = BA.

Determine todas as matrizes A, 2 x 2, diagonais (os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais
a zero) que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja, tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

Determine todas as matrizes A, 2 X 2, que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja, tais que
AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

Uma vez inicializado o MATLAB®, aparecera na janela de comandos um prompt >> ou EDU>>. O prompt
significa que o MATLAB® esta esperando um comando. Todo comando deve ser finalizado teclando-se
Enter. Comandos que foram dados anteriormente podem ser obtidos novamente usando as teclas 1 e |..
Enquanto se estiver escrevendo um comando, este pode ser corrigido usando as teclas <—, —, Delete e
Backspace. O MATLAB® faz diferenca entre letras maitisculas e mintisculas.

No MATLAB®, pode-se obter ajuda sobre qualquer comando ou funcéo. O comando

>> help

(sem o prompt >>) mostra uma listagem de todos os pacotes disponiveis. Ajuda sobre um pacote es-
pecifico ou sobre um comando ou fungéo especifica pode ser obtida com o comando

>> help nome,

(sem a virgula e sem o prompt >>) em que nome pode ser o nome de um pacote ou 0 nome de um comando
ou funcéo.

Além dos comandos e fungdes pré-definidas, escrevemos um pacote chamado gaal com fungdes es-
pecificas para a aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Linear. Este pacote pode ser obtido
gratuitamente através da internet no endereco http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto
com uma introdugdo ao MATLAB® e instrugdes de como instalar o pacote gaal. Depois deste pacote
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ser devidamente instalado, o comando help gaal no prompt do MATLAB® d4 informagdes sobre este
pacote.

Mais informagdes sobre as capacidades do MATLAB® podem ser obtidas em [4, 17].

Vamos descrever aqui alguns comandos que podem ser usados para a manipulacdo de matrizes. Outros
comandos serdo introduzidos a medida que forem necessarios.

>> syms x y z dizao MATLAB® que as varidveis x y e z sdo simbdlicas.

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os elementos al1,
al2, ..., amneaarmazenanuma varidvel de nome A. Por exemplo, >> A=[1,2,3;4,5,6] cria a matriz
1 2 3
A= ;
[ 4 5 6 }’

>> I=eye(n) cria a matriz identidade n por n e a armazena numa varidvel I;

>> O=zeros(n) ou >> 0=zeros(m,n) cria a matriz nula n por n ou m por n, respectivamente, e a arma-
zena numa variavel 0;

>> A+BéasomadeAeB, >> A-B é a diferenga A menos B,
>> A*B é o produto de A por B, >> num*A é o produto do escalar num por A,
>> A.’ é atransposta de A, >> A~k é a poténcia A elevado a k.

>> A(:,j) éacolunaj damatriz A, >> A(4,:) éalinha i da matriz A.

>> diag([d1,...,dn]) cria uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sdo iguais aos elementos
da matriz [d1,...,dn], ouseja, sdodi,...,dn.

>> A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no formato
simbdlico. A funcdo numeric faz o processo inverso.

>> solve(expr) determina a solugdo da equagdo  expr=0. Por  exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solugdes da equacdo x> — 4 = 0;
Comando do pacote GAAL:

>> A=randi(n) ou>> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n oum por n, respectivamente, com elementos
inteiros aleatérios entre —5 e 5.
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Use 0 MATLAB® para calcular alguns membros da seqiiéncia A, A2, AR para
1 1 1

A= ; A= 2 .

o 1) ke

A seqiiéncia parece estar convergindo para alguma matriz? Se estiver, para qual?

Q10—

Calcule as poténcias das matrizes dadas a seguir e encontre experimentalmente (por tentativa!) o menor
inteiro k > 1 tal que (use o comando >> A=sym(A) depois de armazenar a matriz na variavel A):

Ak = I3, em que

0 01
A= {10 0/;
010
AF = I, em que
0100
-1 0 00
A= 000 1]}
0010
AF =0, em que
0100
0 010
A= 0 0 01
0 00O

Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma idéia do qudo comum é encontrar ma-
trizes cujo produto comuta. No prompt do MATLAB® digite a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(3) ;B=randi(3);if (AxB==B#*A),c=c+1;end,end,c

(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB® fazer ¢ o
seguinte:
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e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

Atribuir as variaveis A e B, 1000 matrizes 3 x 3 com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.

Se AB=BA, ou seja, A e B comutarem, entdo o contador c é acrescido de 1.

e No final o valor existente na varidvel c é escrito.
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na varidvel c?

Faca um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que cada uma das matrizes é diagonal,
isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero. Use a seta para cima 1 para obter
novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB® de forma a obter algo semelhante a
linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=diag(randi(1,3));if(
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na varidvel c?
Faga um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que uma das matrizes é diagonal. Use

a seta para cima 1 para obter novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB® de
forma a obter a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=randi(3);if (A*B==B*A),c=c+1;A,B,end,end,c
Aqui sdo impressas as matrizes A e B quando elas comutarem. Qual a conclusdo que vocé tira deste
experimento? Qual a probabilidade de um tal par de matrizes comutarem?

Use 0 MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos.

1 0 0
0 1 0

Sejam E; = 0 ,Er = 0 sooos En = i | matrizesn x 1.
0




Mostre que se

ai aip e aA1n

an any . ary
A =

aml amz e amn

¢ uma matriz m X n, entdo AE; é igual a coluna j da matriz A.

Mostre que se

bll b12 c e blm
byr bxn ... b

B - . . 7
bnl an s bnm

é uma matriz n X m entdo E!B ¢ igual a linha i da matriz B.

Seja
A0 L0 0
0 A ... O
D = )
0 ... 0 Ay

uma matriz diagonal n X 7, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero. Seja

a1 a1 ... a1y
dar1 dyp ... Aoy

ay1 a2 ... Ann
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Mostre que o produto AD ¢ obtido da matriz A multiplicando-se cada coluna j por A;, ou seja, se
Cllj
A=[A1 Ay ... Ay, emqueA; = : | éacolunajde A, entdo

lln]‘
AD = [ MA1 AAs ... MAn ).

Mostre que o produto DA é obtido da matriz A multiplicando-se cada linha i por A;, ou seja, se

Ay
Az
A= . |,emqueA; =[a; ...a; |éalinhaide A, entdo
An
MA
A2 Az
DA = )
AnAn
Sejam A e B matrizes m x p e p X n, respectivamente.
byj
Mostre que a j-ésima coluna do produto AB ¢ igual ao produto AB;, em que B; = : éa
) byj
j-ésima coluna de B, ou seja, se B= [ By ... B, |, entdo

AB=A[B; ... B,]=[AB; ... AB,|;

Mostre que a i-ésima linha do produto AB ¢é igual ao produto A;B, em que A; = [a;1 ... a;p | éa




Az
i-ésima linha de A, ou seja, se A = . , entao
Am
Aq A1B
Ay AB
AB = ) B = .
A AmB
X1
Seja A uma matriz m x n e X = : uma matriz 7 x 1. Prove que
Xn
n
AX = 2 xjAj, em que A; € a j-ésima coluna de A. (Sugestdo: Desenvolva o lado direito e che-
j=1

gue ao lado esquerdo.)

Mostre que se A é uma matriz m x n tal que AX = 0, para toda matriz X, n x 1, entdo A = 0.
(Sugestao: use o 15 21.)

Sejam B e C matrizes m x n, tais BX = CX, para todo X, n x 1. Mostre que B = C. (Sugestao: use o
item anterior.)

Mostre que a matriz identidade I, é a tnica matriz tal que Al, = [;A = A para qualquer matriz A,
n x n. (Sugestdo: Seja J, uma matriz tal que A J, = J, A = A. Mostre que |, = I;.)

Se AB = BA e p é um inteiro positivo, mostre que (AB)? = AFBP.
Sejam A, B e C matrizes n X n.

(A+ B)? = A2+ 2AB + B?? Ese AB = BA? Justifique.
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(AB)C = C(AB)? Ese AC = CA e BC = CB? Justifique.
(Sugestao: Veja o 1.8 12.)

Se A e B sdo duas matrizes tais que AB = 0, entdo A = 0 ou B = 0? Justifique.
Se AB = 0, entdo BA = 0? Justifique.

Se A é uma matriz tal que A2 = 0, entdo A = 0? Justifique.
Dizemos que uma matriz A, n X n, é simétrica se Al = A e é anti-simétrica se A = —A.

Mostre que se A € simétrica, entdo a;; = aj;, parai,j = 1,...n e que se A ¢é anti-simétrica, entdo
ajj = —aj;, parai,j = 1,...n. Portanto, os elementos da diagonal principal de uma matriz anti-
simétrica sdo iguais a zero.

Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo A + B e # A sdo simétricas, para todo escalar «.

Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo AB é simétrica se, e somente se, AB = BA.

Mostre que se A e B sdo anti-simétricas, entdo A + B e ® A sdo anti-simétricas, para todo escalar «.
Mostre que para toda matriz A, n x 1, A + A" é simétrica e A — A’ é anti-simétrica.

Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma matriz simétrica e uma
anti-simétrica. (Sugestdo: Observe o resultado da soma de A + A’ com A — A))

Para matrizes quadradas A = (a;;)nxn definimos o traco de A como sendo a soma dos elementos da

n
diagonal (principal) de A, ou seja, tr(A) = ) a;;.
i=1

Mostre que tr(A + B) =
Mostre que tr

Mostre que tr

o~~~

Mostre que tr(AB) = tr(BA). (Sugestdo: Prove inicialmente para matrizes 2 x 2.)




26

Seja A uma matriz n x n. Mostre que se AA" = 0, entdo A = 0. (Sugestdo: use o trago.) E se a matriz A
for m x n, com m # n?

Ja vimos que o produto de matrizes ndo é comutativo. Entretanto, certos conjuntos de matrizes sdo
comutativos. Mostre que:

Se D; e D, sdo matrizes diagonais n x n, entdo D1D; = Dy D;y.

Se A é umamatrizn xne
B=agl, + a1 A+ axA® + ...+ a AF,

em que 4y, . . ., d; sdo escalares, entdo AB = BA.
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Sao validas algumas propriedades para a notagdo de somatério:
O indice do somatério é uma varidvel muda que pode ser substituida por qual-
quer letra:

=
™=

fi=

1 j

fi-

1

O somatério de uma soma pode ser escrito como uma soma de dois somatérios:

1

) (fi+gi)= ifﬂr igi'
=1 =1 i=1

1

Pois,

n

Y (fitg)=(i+g)+ ot (futgn) =it +fu)+(g1+...+gn) =
i=1

n n

Y_ fi+ Y gi- Aqui foram aplicadas as propriedades associativa e comutativa
i=1 i=1

da soma de ntimeros.

e no termo geral do somatoério aparece um produto, em que um fator ndo de-
S t 1d t dut fat d
pende do indice do somatério, entédo este fator pode “sair” do somatério:

n n
Y figk =8k Y fi
i=1 i=1
Pois,

n n

Y figk = figkt .-+ fugk = &(fi ...+ fu) = gk }_ fi- Aqui foram apli-
i=1 i=1
cadas as propriedades distributiva e comutativa do produto em relagdo a soma
de ntmeros.
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Num somatério duplo, a ordem dos somatérios pode ser trocada:

Y fi=Y

j=1 j=1i

M:
M:

fij

Il
—_

i

Il
—_

Pois,

ZZﬂ, Z (fa+-+fim) =+ fim) o+t fam) =
i=1

i=1
] m m n
(m+.-+fu)+ o+ fim+-+ fam) = Z(f1j+...+fnj) =) Zfij' Aqui
j=1 j=1i=1
foram aplicadas as propriedades comutativa e associativa da soma de nimeros.
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Muitos problemas em varias areas da Ciéncia recaem na solugdo de sistemas lineares.
Vamos ver como a lgebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas lineares.

Uma equagio linear em n varidveis x1, xp, . . ., x, € uma equagdo da forma
mx1+axo+...+agx, =0,
em que ai, az,...,0, € b sdo constantes reais;

Um sistema de equacgdes lineares ou simplesmente sistema linear é um conjunto de
equagdes lineares, ou seja, é um conjunto de equagdes da forma

aj1xy +  apxy + . + agxp = b
ar1X1 + apXxy + ... + ayxy, = by
Am1X1 +  ameX2 + . +  AynXp = by

em que a;; e by sdo constantes reais, parai, k =1,..., mej=1,...,n.

Usando o produto de matrizes que definimos na se¢do anterior, o sistema linear
acima pode ser escrito como uma equagdo matricial

AX =B,
em que

ay 4 ... a1n X1 by
an az ary X2 bz
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Uma solugdo de um sistema linear é uma matriz S = . | tal que as equagdes
Sn
do sistema sdo satisfeitas quando substituimos x; = s1,x3 = sp,...,%; = 5. O

conjunto de todas as solugdes do sistema é chamado conjunto solu¢do ou solucdo
geral do sistema. A matriz A é chamada matriz do sistema linear.

O sistema linear de duas equagdes e duas incognitas

x + 2y =1
2x + y = 0

23003 (2)

A solugdo (geral) do sistema acima é x = —1/3 e y = 2/3 (verifique!) ou

pode ser escrito como

Uma forma de resolver um sistema linear é substituir o sistema inicial por outro que
tenha o mesmo conjunto solugdo do primeiro, mas que seja mais facil de resolver. O
outro sistema é obtido depois de aplicar sucessivamente uma série de operagoes, que
ndo alteram a solugdo do sistema, sobre as equacdes. As operacdes que sdo usadas
sdo:

e Trocar a posi¢do de duas equagdes do sistema;

Multiplicar uma equagédo por um escalar diferente de zero;

e Somar a uma equagdo outra equacdo multiplicada por um escalar.
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Estas operagdes sdo chamadas de operacdes elementares. Quando aplicamos
operagdes elementares sobre as equagdes de um sistema linear somente os coefici-
entes do sistema sdo alterados, assim podemos aplicar as operagdes sobre a matriz
de coeficientes do sistema, que chamamos de matriz aumentada, ou seja, a matriz

a1 arn .. aipn i bl

a1 A .. Ap by
4| B) = -

Am1  Am2 .- Amn | bm
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Definicao 1.5. Uma operagdo elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das seguintes operacgoes:
(a) Trocar a posicdo de duas linhas da matriz;
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(c) Somar a uma linha da matriz um mdultiplo escalar de outra linha.

O préximo teorema garante que ao aplicarmos operacfes elementares as equagdes
de um sistema o conjunto solugdo nédo é alterado.

Teorema 1.2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D, silo tais que a matriz aumentada [C | D] é obtida de [A | B]
aplicando-se uma operagdo elementar, entdo os dois sistemas possuem as mesmas solugdes.

Demonstracao. A demonstragido deste teorema segue-se de duas observagdes:

(a) Se X é solugdo de um sistema, entdo X também é solugdo do sistema obtido
aplicando-se uma operacédo elementar sobre suas equagdes (verifique!).

(b) Se osistema CX = D, é obtido de AX = B aplicando-se uma operacado elemen-
tar as suas equagdes (ou equivalentemente as linhas da sua matriz aumentada),
entdo o sistema AX = B também pode ser obtido de CX = D aplicando-se
uma operagdo elementar as suas equagoes, pois cada operagdo elementar pos-
sui uma operagdo elementar inversa do mesmo tipo, que desfaz o que a anterior
fez (verifique!).
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Pela observagado (b), AX = Be CX = D podem ser obtidos um do outro aplicando-
se uma operacdo elementar sobre as suas equagdes. E pela observacdo (a), os dois
possuem as mesmas solugdes. |

Dois sistemas que possuem o mesmo conjunto solucao sdo chamados sistemas equi-
valentes. Portanto, segue-se do 1.2 que aplicando-se operagoes elementares
as equagdes de um sistema linear obtemos sistemas equivalentes.

O método que vamos usar para resolver sistemas lineares consiste na aplicacdo de
operacdes elementares as linhas da matriz aumentada do sistema até que obtenha-
mos uma matriz numa forma em que o sistema associado a esta matriz seja de facil
resolucgéo.

Vamos procurar obter uma matriz numa forma em que todas as linhas nao nulas
possuam como primeiro elemento ndo nulo (chamado piv6) o nimero 1 . Além
disso, se uma coluna contém um pivo, entdo todos os seus outros elementos terdao
que ser iguais a zero. Vamos ver no exemplo seguinte como conseguimos isso. Neste
exemplo veremos como a partir do faturamento e do gasto com insumos podemos
determinar quanto foi produzido de cada produto manufaturado em uma industria.

Uma inddtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos
de insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do
insumo A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1
grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. O preco
de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z é R$ 2,00, R$ 3,00 e R$ 5,00,
respectivamente. Com a venda de toda a produgdo de X, Y e Z manufaturada com 1
kg de A e 2 kg de B, essa indtstria arrecadou R$ 2500,00. Vamos determinar quantos
kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos.
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Como vimos no 1.6 6, usando matrizes o esquema de produgdo
pode ser descrito da seguinte forma:

111 x
2 1 4 = A X = y
2 35 z

xt+y+z 1000

AX=| 2x+y+4z | = 2000

2x + 3y + 5z 2500

Assim, precisamos resolver o sistema linear

x + y + z = 1000
2x + y + 4z = 2000

2v + 3y + 5z = 2500

cuja matriz aumentada é

1) 1 11000
2 1 42000
2 3 52500

Vamos procurar para pivo da 1? linha um elemento ndo nulo da primeira coluna nédo
nula (se for o caso, podemos usar a troca de linhas para “trazé-lo” para a primeira
linha). Como o primeiro elemento da primeira coluna é igual a 1 ele serd o primeiro
pivo. Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna
do pivo, para isto, adicionamos a 22 linha, —2 vezes a 1? linha e adicionamos a 3%
linha, também, —2 vezes a 12 linha.

1 1 11000
—2x12 linha + 22 linha — 22 linha 0 C) 2 : 0
—2x12 linha + 32 linha — 32 linha 0 1 3 500
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Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1?* linha. Escolhemos para pivo
um elemento diferente de zero na 1* coluna nédo nula desta sub-matriz. Vamos esco-
lher o elemento de posigdo 2,2. Como temos que “fazer” o pivo igual & um, vamos
multiplicar a 2% linha por —1.

11 1.
—1x22 linha —» 22 linha 01 -2: 0
01 3.

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 2% coluna, que é a coluna do pivo,
para isto, somamos a 1? linha, —1 vezes a 2% e somamos a 3? linha, também, —1 vezes
a?2%.

—1x2% linha + 1% linha — 12 linha AR R
_ ayj ayj a i ‘-
1x22 linha + 3% linha — 32 linha 00 (5 500

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? e a 22 linha. Escolhemos para

pivé um elemento diferente de zero na 1? coluna ndo nula desta sub-matriz. Temos

de escolher o elemento de posicdo 3,3 e como temos de “fazer” o pivo igual a 1,
vamos multiplicar a 32 linha por 1/5.

1 0 3:1000

1 x3? linha — 32 linha 01 —2; 0

0 0 1: 100

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 3? coluna, que é a coluna do pivd,
para isto, somamos a 1? linha, —3 vezes a 3% e somamos a 2? linha, 2 vezes a 2°.

1 0 0700
0 1 0:200
0 0 1:100

—3x3% linha + 1% linha — 12 linha
2x32linha + 22 linha — 22 linha
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Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema
x = 700

y = 200
z = 100

x 700
y | =1 200 |.
z 100

Portanto, foram vendidos 700 kg do produto X, 200 kg do produto Y e 100 kg do
produto Z.

que possui solugdo geral dada por

X =

A ultima matriz que obtivemos no exemplo anterior estd na forma que chamamos
de escalonada reduzida.
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Definicao 1.6. Uma matriz A = (4;j)mxn estd na forma escalonada reduzida quando satisfaz as seguintes
condicdes:

(a) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) ocorrem abaixo das linhas ndo nulas;
(b) O pivo (1° elemento ndo nulo de uma linha) de cada linha ndo nula é igual a 1;
(c) O pivd de cada linha ndo nula ocorre a direita do pivd da linha anterior.

(d) Se uma coluna contém um pivd, entdo todos os seus outros elementos sdo iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (d),
dizemos que ela estd na forma escalonada.

Exemplo 1.12. As matrizes

1 00 1 3 0 2
010 e 0o 0 1 -3
0 0 1 0 0 O 0
sdo escalonadas reduzidas, enquanto
1 1 1 1 3 -1 5
0o -1 2 e 0 0 -5 15
0 0 5 0 0 0 0

sdo escalonadas, mas ndo sdo escalonadas reduzidas.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Este método de resolucdo de sistemas, que consiste em aplicar opera¢des elemen-
tares as linhas da matriz aumentada até que a matriz do sistema esteja na forma
escalonada reduzida, é conhecido como método de Gauss-Jordan.

Considere o seguinte sistema

x + 3y + 13z = 9
y + 52z = 2
-2y — 10z = -8
A sua matriz aumentada é
1 3 13 9
0 1 5 3 2
0 -2 -10:-8

Como o pivo da 1? linha é igual a 1 e os outros elementos da 1? coluna sdo iguais a
zero, ndo ha nada o que fazer na 1? eliminacao.

1 3 13: 9

0 a 5, 2

0 -2 -10: -8

Olhamos para submatriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivé um
elemento ndo nulo da 1? coluna nédo nula da submatriz. Escolhemos o elemento de
posicdo 2,2. Como ele é igual a 1, precisamos, agora, “zerar” os outros elementos da
coluna do pivd. Para isto somamos a 1? linha, —3 vezes a 2% e somamos a 3? linha, 2
vezes a 2°.

—3x%22 linha + 12 linha — 12 linha 10
2x22 linha + 3?2 linha — 32 linha 01
0 0
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Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema

X — 2z = 3
y + 5z = 2
0 = —4

que ndo possui solugéo.

Em geral, um sistema linear ndo tem solucao se, e somente se, a tiltima linha ndo nula
da forma escalonada reduzida da sua matriz aumentada for da forma [0 ... 0]}, ],
com b}, # 0.

Considere o seguinte sistema

3z — 9w = 6
5 + 15y — 10z + 40w = —45
x + 3y - z + bw = 7
A sua matriz aumentada é
0 0 3 -9 6
5 15 —-10 40 —45
1 3 -1 5. =7

Como temos que “fazer” o pivd igual a um, escolhemos para pivo o elemento de
posicdo 3,1. Precisamos “coloca-lo” na primeira linha, para isto, trocamos a 3? linha
comal?.

- . H» 3 -1 5 -7
12 linha <— 42 linha 5 15 —10 40 ' —45

0 O 3 -9, 6
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Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna do pivo,
para isto, adicionamos a 2? linha, —5 vezes a 1*.

13 -1 5] -7
—5x12 linha + 22 linha — 22 linha 00 (5 1510
00 3 -9: 6

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivd
um elemento diferente de zero na 1* coluna ndo nula desta sub-matriz. Escolhemos
o elemento de posicdo 2,3. Como temos que fazer o pivo igual a 1, multiplicamos a
2% linha por —1/5.
13 -1 5;-7
—(1/5) %22 linha — 22 linha 00 1O -3 2
00 3 -9. 6

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 2? coluna, que é a coluna do pivd,
para isto, adicionamos a 1? linha a 2? e a 3% linha, —3 vezes a 2%.

22 linha + 1 linha —> 12 linha O
—3x2? linha + 3 linha — 3 linha PO

Esta matriz é escalonada reduzida. Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema
seguinte

x + 3y + 2w = -5
z — 3w 2.

A matriz deste sistema possui duas colunas sem pivos. As varidveis que ndo estdo
associadas a pivos podem ser consideradas varidveis livres, isto é, podem assumir
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valores arbitrarios. Neste exemplo as varidveis y e w nédo estdo associadas a pivos
e podem ser consideradas varidveis livres. Sejam w = a e y = B. As varidveis
associadas aos pivos terdo os seus valores dependentes das varidveis livres, z =

243, x = =5 —2a — 3B. Assim, a solugdo geral do sistema é
X —5—-2a0 -3
_| V|- P .
X = 2| = 24 34 para todos os valores de « e f reais.
w o

Em geral, se o sistema linear tiver solugdo e a forma escalonada reduzida da matriz
aumentada possuir colunas sem pivds, as varidveis que nao estdo associadas a pivos
podem ser consideradas varidveis livres, isto é, podem assumir valores arbitrarios.
As variaveis associadas aos pivOs terdo os seus valores dependentes das varidveis
livres.

Lembramos que o sistema linear ndo tem solucéo se a tiltima linha ndo nula da forma
escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema for da forma [0 ... 0|b), ],
com b, # 0, como no 1.13 38.

Para se encontrar a solugdo de um sistema linear ndo é necessario transformar a matriz aumen-

tada do sistema na sua forma escalonada reduzida, mas se a matriz estd nesta forma, o sistema associado é o
mais simples possivel. Um outro método de resolver sistemas lineares consiste em, através da aplicagdo de
operagdes elementares a matriz aumentada do sistema, se chegar a uma matriz que é somente escalonada (isto

é, uma matriz que satisfaz as condi¢oes e (c), mas ndo necessariamente e
método é conhecido como método de Gauss.

1.6). Este
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O préximo resultado mostra que um sistema linear que tenha mais de uma solucao
ndo pode ter um nimero finito de solugdes.

Proposicao 1.3. Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m x 1. Se o sistema linear A X = B possui duas solugdes
distintas Xo # X, entio ele tem infinitas solugdes.

Demonstracao. Seja
X)=(1-AN)Xp+AX;, parareR.

Vamos mostrar que X, é solucdo do sistema A X = B, para qualquer A € R. Para
isto vamos mostrar que A X, = B.

Aplicando as propriedades (i), (j) das operagdes matriciais (Teorema 1.1 na pagina 8)
obtemos

AX)y =Al1-MNM)Xg+AX1] = A1 - V)Xo +AAX; = (1-V)AXo+AA Xy
Como Xy e X; sdo solugdes de A X = B, entdo A Xg = B e A X; = B, portanto
AXy=(1-A)B+AB=[(1—A)+A|B=B,

pela propriedade (f) do Teorema 1.1.
Assim, o sistema A X = B tem infinitas solug¢des, pois para todo valor de A € R, X,
ésolugdoe X) — Xy = (A —A)(Xy — Xp), ouseja, X # Xy, para A # A |
Observe que na demonstracgdo, para A = 0, entdo X, = Xo, para A = 1, entdo X = Xj, para A = 1/2,
entdo X, = %Xo + %Xl, para A = 3, entdo X = —2Xy 4 3Xj e para A = —2, entdo X, = 3Xy — 2Xj.
No Exemplo 3.4 na pagina 153 temos uma interpretagdo geométrica desta demonstragao.

Para resolver sistemas lineares vimos aplicando operagdes elementares a matriz au-
mentada do sistema linear. Isto pode ser feito com quaisquer matrizes.
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1.2.2 Matrizes Equivalentes por Linhas

Definicao 1.7. Uma matriz A = (a;j)mxn € equivalente por linhas a uma matriz B = (bjj)mxn, se B pode ser

obtida de A aplicando-se uma sequencia de operacdes elementares sobre as suas linhas.

Exemplo 1.15. Observando os Exemplos 1.11, 1.14 e 1.13, vemos que as matrizes
1 11 0 0 3 -9 1 3 13
21 4, 5 15 —-10 40 |, 0 1 5
2 35 1 3 -1 5 0 -2 -10
sdo equivalentes por linhas as matrizes
1 00 1 3 0 2 1 0 -2
01 0], 0 0 1 — , 01 51,
0 01 0 0 0 O 00 O

respectivamente. Matrizes estas que sdo escalonadas reduzidas.

Cuidado: elas sdo equivalentes por linhas, ndo sdo iguais!

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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A relagdo “ser equivalente por linhas” satisfaz as seguintes propriedades, cuja
verificacdo deixamos como exercicio para o leitor:

e Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);

e Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (sime-
tria);

e Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entdo A é
equivalente por linhas a C (transitividade).

Toda matriz é equivalente por linhas a uma matriz na forma escalonada reduzida e
a demonstragdo, que omitiremos, pode ser feita da mesma maneira que fizemos no
caso particular das matrizes aumentadas dos Exemplos 1.11, 1.14 e 1.13. No Teorema
1.10 na pdagina 65 mostramos que essa matriz escalonada reduzida é a tinica matriz
na forma escalonada reduzida equivalente a A.

Teorema 1.4, Toda matriz A = (ajj)mxn € equivalente por linhas a uma tinica matriz escalonada reduzida R =

(i )mxn-

O préximo resultado serd usado para provar alguns resultados no capitulo de in-

versdo de matrizes.

Proposicao 1.5. Seja R uma matriz n x n, na forma escalonada reduzida. Se R # I, entdo R tem uma linha nula.
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Observe que o pivd de uma linha i estd sempre numa coluna j com
j = i. Portanto, ou a tltima linha de R é nula ou o piv6 da linha 7 estd na posigdo
n,n. Mas, neste caso todas as linhas anteriores sdo ndo nulas e os pivos de cada linha
i estd na coluna 7, ou seja, R = ;. [ |

Um sistema linear da forma

a11x1 + apxy + + axp = 0
ar21X1 + apXxy» + ... + ayxp, = 0

. ) (1.7)
amx1 + amxy + - + amnx, = 0

é chamado sistema homogéneo. O sistema (1.7) pode ser escrito como AX = 0.

X1 0
X2 0

Todo sistema homogéneo admite pelo menos a solugdo X = . = | . | cha-
Xn 0

mada de solugdo trivial. Portanto, todo sistema homogéneo tem solugdo. Além
disso ou tem somente a solugéo trivial ou tem infinitas solu¢oes
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Observacao. Para resolver um sistema linear homogéneo A X = 0, basta escalonarmos a matriz A do sistema,
ja que sob a agdo de uma operagdo elementar a coluna de zeros nédo ¢é alterada. Mas, é preciso ficar atento
quando se escreve o sistema linear associado a matriz resultante das operacdes elementares, para se levar em
consideracdo esta coluna de zeros que ndo vimos escrevendo.

Teorema 1.6. Se A = (aij)mxn, é tal que m < n, entdo o sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo diferente da solugio
trivial, ou seja, todo sistema homogéneo com menos equagdes do que incognitas tem infinitas solugoes.

Demonstracao. Como o sistema tem menos equagdes do que incégnitas (m < n), o
niimero de linhas ndo nulas r da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do
sistema também é tal que » < n. Assim, temos 7 pivds e n — r varidveis (incégnitas)
livres, que podem assumir todos os valores reais. Logo, o sistema admite solugdo
ndo trivial e portanto infinitas solugoes. |

O conjunto solu¢do de um sistema linear homogéneo satisfaz duas propriedades
interessantes.

Proposicao 1.7. Seja A = (ajj)mxn.
(1) Se X eY sdo solugdes do sistema homogéneo, AX = 0, entdo X + Y também o é.

(b) Se X é solugdo do sistema homogéneo, AX = 0, entdo a X também o é.
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Demonstracao. (a) Se X e Y sdo solugdes do sistema homogéneo AX = 0, entdo
AX = 0 e AY = 0 e portanto X + Y também é solugdo pois, A(X +Y) =
AX+AY =0+0=0;

(b) Se X é solugdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo X também o é, pois
A(aX) =aAX =a0=0.
|

Estas propriedades ndo sdo validas para sistemas lineares em geral. Por exemplo,

considere o sistema linear AX = B, em que A = [1] e B = [1].

sistema é X = [1]. Mas, X + X = 2 X = 2, ndo é solugdo do sistema.

Exemplo 1.16. Vamos retomar a cadeia de Markov do Exemplo 1.9 na pagina 14.
Vamos supor que uma populagdo é dividida em trés estados (por exemplo: ricos,
classe média e pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanga
de um estado para outro seja constante no tempo, s6 dependa dos estados.

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado i em uma unidade de
tempo (geragdo). A matriz de transigdo é dada por

OIONE)

tn tp t3 | D
T = th tn ta | D
ta tzp tsz | O

Vamos considerar a matriz de transicdo

o NI N\»—‘@
NN »N»—'@
NIR N o @

@O

A solugdo deste

Margo 2012
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Vamos descobrir qual distribui¢do inicial da populagdo entre os trés estados perma-
nece inalterada, geracdo apds geragdo. Ou seja, vamos determinar P tal que

TP=P ou TP=LP ou (T—I3)P=0.

Assim, precisamos resolver o sistema linear homogéneo

—%x + }Iy =
X — 3y + 3z =0
i - 3z =0
cuja matriz aumentada é
=R L
11 g0
0 3 —30

—2x12 linha — 22 linha

—1x12linha + 22 linha — 22 linha

O O = O NP
HSI S = NI s = N N

NI= NI= O NI= N~ O
S O O o o o

—_
|

—4x22 linha — 22 linha

o
FNTEER T
|
NN N W)
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127 linha + 1° linha —> 1? linha I
— %27 linha + 3 linha — 37 linha 00 00

Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema seguinte
x -z =0
y — 2z = 0

Seja z = a. Entdo y = 2a e x = a. Assim, a solugdo geral do sistema é

1 1
X=|p2|=a]| 2|, paratodoa €.
pa 1

Tomando a solugdo tal que p; + p> + p3 = 1 obtemos que se a populacio inicial for
distribuida de forma que p; = 1/4 da populacdo esteja no estado 1, po = 1/2 da
populacdo esteja no estado 2 e p3 = 1/4, esteja no estado 3, entdo esta distribui¢do
permanecerd constante geragdo ap6s geragao.

1.2.4 Matrizes Elementares (opcional)

Definicao 1.8. Uma matriz elementar n x n é uma matriz obtida da matriz identidade I,, aplicando-se uma, e
somente uma, operagao elementar.

Vamos denotar por Ej; a matriz elementar obtida trocando-se a linha i com a linha
j da matriz I,,, E;(«) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha i da matriz
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I pelo escalar « # 0 e E; j(x) a matriz elementar obtida da matriz I, somando-se a
linha j, @ vezes a linha i.

1 0 0 r 1 0 0 T
0
1 0
0 1 . 1
Eij = :  Ei(a) = o
1 0 1
1 .
o 0 0 (1)
0 0 1 L i
1 0 07
0
. 1
e Ei,j(“):
o 1
. 0
Lo - - . -0 1]

As matrizes seguintes sdo as matrizes elementares 2 x 2:

0 1 a 0 1 0
El,z:Ez,1={1 0}, E1(04):{0 1],]52(04):{0 a],coma#o,
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1 0 0
0 1 0
Sejam E; = | Er = .., En = . | matrizes m x 1.
0 0 1
As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes E; como
- Ei = - Ei -
: E; :
t . t
Ej —i : Ei —i
Ej= : , Ei(a)= | aE | <1 e Ejj(a)= :
E! “J : E]f +aEt |
: En :
L Ej, L E,

Aplicar uma operacdo elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz
a esquerda por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 1.8. Sejam E uma matriz elementar m x m e A uma matriz qualquer m x n. Entdo, EA é igual & matriz
obtida aplicando-se na matriz A a mesma operagio elementar que originou E.

Demonstracao. Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA é igual a B;A,
em que B; é a i-ésima linha da matriz B (Exercicio 1.1.17 (b) na pagina 23) e EfA = A;,
em que A; é alinha i da matriz A (Exercicio 15 (b) na pagina 21), entdo:

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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E,-,j(tx)A =

ij

A =

Assim, aplicar uma sequencia de operagdes elementares em uma matriz, corres-
ponde a multiplicar a matriz & esquerda por um produto de matrizes elementares.

A:

ELA T
;
E]-A

EfA

1

Ea |
ElA
ocE:fA
E,Z;A
EtA
Ef:A
E;A —|— wEfA

EL A

D(Ai

Am
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Quando usamos o método de Gauss-Jordan para resolver o sistema
do 1.11 33, aplicamos uma sequencia de operacdes elementares
na matriz aumentada do sistema. Isto corresponde a multiplicar a matriz aumentada

11 1]
[A|B]=]2 1 42000
2 3 5!

a esquerda pelas matrizes elementares

(1 00 1 -1 0 1 00
Eo(-1)=]0 -1 0|, Ep(-1)=[0 1 0|, Ep(-1)=|0 10
(0 0 1 0 01 0 -1 1
(1.0 0 10 -3 100
Es(})=|0 1 0|, Epu(-3)=|01 01|, Ep@2=|012],
0 0 % 00 1 00 1
ou seja,
10
E32(2) E31(—3) E3(3) E23(—1) Ea1(—1) Ea(—1) E13(—2) E12(—=2) [A[B]=| 0 1
00

0:700
0200

1100

] |
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 517)

1.2.1. Quais das seguintes matrizes estdo na forma escalonada reduzida:

1 0 0 0 3 0 1 0
A= 0 0 1 0 —4 ], B=| 0 0 1
00 0 1 2 0 0 0
1.0 0 0 3 0 0 0
0 01 0O 0 0 1
€= 0001 2} b= 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 O

0 —4
0 5,
-1 2
0 0
2 —4
1 0
0 0

1.2.2. Em cada item suponha que a matriz aumentada de um sistema foi transformada usando operagoes ele-

mentares na matriz escalonada reduzida dada. Resolva o sistema correspondente.

1 0 0 -7 8 100 0 6
@lo 10 3 2/ wlo100 3
(0001 1 -5 00112
1 -6 0 0 3 -2 1 7 0 0
0 01 0 4 7 00 1 0

® 1o 0015 8l @10 0 0 1
0 000 0 o0 00 0 0

1.2.3. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

X1 + X + 2x3 = 8
(a) —x1 — 2xp + 3x3 = 1;
3xv9 — 7xp + 4x3 = 10
2x1 + 2xp + 2x3 = 0
(b) —2x1 + 5x» + 2x3 = 1;
8x1 + x + 4x3 = -1

|

S W o
S O U1 W
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— 2x + 3x3 = 1
3x1y + 6xp — 3x3 = -2 .
6x; + 6xp + 3x3 = 5

Os sistemas lineares seguintes possuem a mesma matriz A. Resolva-os usando o método de Gauss-
Jordan. Observe que os dois sistemas podem ser resolvidos ao mesmo tempo escalonando a matriz
aumentada [A | By | B2 ].

X1 — 2xp + x3 = 1 X1 — 2x + x3 = 2
2x1 — b5xp 4+ x3 = -2 ; 2x1 — b5xo + x3 = -—-1.
3x1 — 7xp + 2x3 = -1 3x1 — 7xp 4+ 2x3 = 2
1 0 5
SejaA=| 1 1 1
0 1 —4

Encontre a solugdo geral do sistema (A +413)X = 0;

Encontre a solugdo geral do sistema (A — 2I3)X = 0.

Para cada sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema ndo tem solugéo,
tem solugdo tnica e tem infinitas solucdes:

x + 2y - 3z = 4

3x — y + 52 = 2 ;
4 + y + (@-14)z = a+2
x + y + z = 2

2x + 3y + 2z = 5 .
2x + 3y + (@®>-1)z = a+1

Uma industria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B. Para a manufatura
de cada kg de X sdo utilizados 2 gramas do insumo A e 1 grama do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama
de insumo A e 3 gramas de insumo B e, para cada kg de Z, 3 gramas de A e 5 gramas de B. O preco de
venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z¢é R$ 3,00, R$ 2,00 e R$ 4,00, respectivamente. Com a venda
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de toda a produgdo de X, Y e Z manufaturada com 1,9 kg de A e 2,4 kg de B, essa industria arrecadou
R$ 2900,00. Determine quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos. (Sugestao: veja o
1.11 33.)

Determine os coeficientes a,b, ¢ e d da fungdo polinomial p(x) = ax® + bx? + cx + d, cujo grafico passa
pelos pontos P; = (0,10), P, = (1,7),P; = (3, —11) e Py = (4, —14).
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30 T y ‘ T T T T

20

10

-10

-20

-30 1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 3 4 5
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1.2.9. Determine coeficientes 4, b e ¢ da equagio do circulo, x? + y* + ax + by + ¢ = 0, que passa pelos pontos
Py =(-2,7),P,=(—4,5)eP; = (4,-3).
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Encontre condi¢des sobre os b;’s para que cada um dos sistemas seja consistente (isto é, tenha solugdo):

X1
4x1
—3X1

23(2
SXZ
+ 3JC2

+ b5x3 = bl
+ 8xz3 = bz ;
3X3 = b3

(Relativo a sub-secdo 1.2.4) Considere a matriz

A=

X1 — 2?(2 — X3 = bl
—4x1 + bxp + 2x3 = by .
—4x1 + 7xp + 4dx3 = b3

0 1 7 8
1 3 3 8
-2 -5 1 -8

Encontre matrizes elementares E,F, G e H tais que R = EFGHA é uma matriz escalonada reduzida.

(Sugestdo: veja o

1.18

53.)

Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

X1
X1
X1
3x1

X1
2x1

le

Considere a matriz A

e

ZXZ
2XQ
ZXZ
6XZ

3x2
6X2

6x2

+

X3

X3

ZX3
5X3
SX3

1
1
2
3

— 3x3 + x5 = 2
— 3x4 + x5 4+ 2% = 3 |
— 3x4 + 2x5 4+ x¢ = 47
— 9% + 4x5 + 3x = 9
+ 2xs5 = 0
— 2x4 + 4xs5 — 3x¢ = -1 .
+  10x4 + 15x¢ = 57
+ 8x4 + 4x5 + 18x¢ = 6
1 1 1
3 —2 a Determine o conjunto solucdo do sistema
20—2 —a—2 3a—1 | J s
a+2 -3 2a+1

AX = B,em que B =[4316]', para todos os valores de a.

Resolva os sistemas lineares cujas matrizes aumentadas sao:
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1 23 1 8
1 3 01 7|, 1 2 3 0
|1 0 2 13 1 110
1 1 3 -3 0 112 0|
0 2 1 -3 3 |; 1 3 3 0
1 0 2 -1 -1
Comandos do MATLAB®:
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An

colocadas uma ao lado da outra;

>> expr=subs (expr,x,num) substitui na expressdo expr a varidvel x por num.

>> p=poly2sym([an,...,a0],x) armazena na varidvel p o polindmio a,x" + ... + ay.
>> clf limpa a figura ativa.

Comandos do pacote GAAL:

>> B=opel(alpha,i,A) ou>> oe(alpha,i,A)faz a operacdo elementar
alphaxlinha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel(alpha,i,j,A) ou>> oe(alpha,i,j,A) faz a operagdo elementar
alphaxlinha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena em B.

>> B=opel(4,i,j) ou>> oe(4,i,j) faz a troca da linha i com a linha j da matriz A e armazena a matriz
resultante em B.

>> B=escalona(4A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena a matriz
resultante na varidvel B.

>> matvand (P,k) obtém a matriz de Vandermonde de ordem k, se P=[x1; ... ;xn] e a matriz de Vander-
monde generalizada no caso em que P=[x1,y1;...;xn,yn].




>> po([x1,y1;x2,y2;...xk,yk]) desenha os pontos (x1,y1), ..., (xk,yk).
>> plotf1(f, [a,b]) desenha o grafico da funcdo dada pela expressdo simbolica f no intervalo [a,b].

>> plotci(f, [a,b], [c,d]) desenha o grafico da curva dada implicitamente pela expressdo £ (x,y)=0
na regido do plano [a,blx[c,d].

>> p=poly2sym2([a,b,c,d,e,f],x,y) armazena na varidvel p o polindmio em duas varidveis ax? +
bxy +cy? +dx +ey + f.

>> eixos desenha os eixos coordenados.

Use o comando P=randi (4,2), para gerar 4 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use 0 MATLAB® para tentar encontrar os coeficientes a,b,c e d da funcdo polinomial p(x) =
ax® + bx? + cx + d cujo gréfico passa pelos pontos dados pelas linhas da matriz P. A matriz
A=matvand(P(:,1),3) pode ser ttil na solugdo deste problema, assim como a matriz B=P(:,2).
Se ndo conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode nao ser possivel?

Desenhe os pontos e o grafico do polindmio com os comandos
clf, po(P), syms x, p=poly2sym(R(:,5),x), plotfi(p, [-5,5]), em que R é forma escalonada re-
duzida da matriz [A,B].

Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use 0 MATLAB® para tentar encontrar os coeficientes a,b,c,d,e e f da conica, curva de equagdo
ax? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0, cujo gréfico passa pelos pontos cujas coordenadas sio dadas
pelas linhas da matriz P. A matriz A=matvand (P,2) pode ser ttil na solugdo deste problema. Se ndo
conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode ndo ser possivel?

Desenhe os pontos e a codnica com os comandos
clf, po(P), syms x y, p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y), plotci(p, [-5,5],[-5,5]), em queR éa
forma escalonada reduzida da matriz A.
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Desenhe 0s eixos coordenados com o comando eixos.

Use o MATLAB® e resolva os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio

Mostre que toda operacédo elementar possui inversa, do mesmo tipo, ou seja, para cada operagdo elemen-
tar existe uma outra operagdo elementar do mesmo tipo que desfaz o que a operagdo anterior fez.

Prove que:

Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (simetria);

Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entdo A é equivalente por linhas
a C (transitividade).

Sejam X; e X, solugdes do sistema homogéneo A X = 0. Mostre que aX; + X, é solugdo, para
quaisquer escalares « e . (Sugestdo: veja o 1.7)

Sejam X; e X solugdes do sistema A X = B. Mostre que se aX; + BX5 é solucdo, para quaisquer
escalares a e B, entdo B = 0. (Sugestdo: facaa = f =0.)

Sejam A uma matriz m x n e B # 0 uma matriz m x 1.

Mostre que se X; é uma solucgdo do sistema AX = B e Y] é uma solugdo do sistema homogéneo
associado AX = 0, entdo X; + Y7 é solugdo de AX = B.

Seja Xy solugdo particular do sistema AX = B. Mostre que toda solucdo X do sistema AX = B, pode
ser escrita como X = Xy + Y, em que Y é uma solucdo do sistema homogéneo associado, AX = 0.
Assim, a solugdo geral do sistema AX = B é a soma de uma solucdo particular de AX = B com a
solugdo geral do sistema homogéneo associado AX = 0. (Sugestdo: Escreva X = Xy + (X — Xp) e
mostre que X — Xy é solugdo do sistema homogéneo AX = 0.)
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Apéndice II: Unicidade da Forma Escalonada Reduzida

Proposicao 1.9. Sejam A e B matrizes m x n equivalentes por linhas. Sejam Ay, ..., Ay as colunas 1,. .., n, respecti-
vamente, da matriz A e By, ..., By as colunas 1, ..., n, respectivamente, da matriz B. Se existem escalares Qjpyeee Xy
tais que

Ax = wj Ay + -+ ag Ay,
entdo

By =, Bjy + -+ +a; By,

Demonstracao. Se B é equivalente por linhas a A, entio B pode ser obtida de A
aplicando-se uma sequencia de operagdes elementares. Aplicar uma operagao ele-
mentar a uma matriz corresponde a multiplicar a matriz a esquerda por uma matriz
invertivel (Teorema 1.8 na pagina 51). Seja M o produto das matrizes invertiveis cor-
respondentes as operagdes elementares aplicadas na matriz A para se obter a matriz
B. Entdo M é invertivel e B = MA.
Sejam aj,, ..., a; escalares tais que
A = ajy Ajy o+t Ay

entdo multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos

MAk = tXhMAjl —+ -+ thkMAjk.
Como MA; = Bj,paraj=1,...,n (Exercicio 1.1.17 (a) na pagina 23), entdo

By = “le]'l to +“jkBjk'
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Teorema 1.10. Se R = (rl-]-)mxn eS = (sij)mxn sdo matrizes escalonadas reduzidas equivalentes por linhas a uma

matriz A = (ai]')mxn, entdo R = S.

Demonsiracao. Sejam S e R matrizes escalonadas reduzidas equivalentes a A. Se-
jam Ry,..., Ry ascolunasde Re Sy, ...,5, as colunas de S. Seja v o ntimero de linhas
ndo nulas de R. Sejam jy, . . ., jr as colunas onde ocorrem os pivos das linhas 1, ..., 7,
respectivamente, da matriz R. Pelo Exercicio 19 na pdgina 63, R e S sdo equivalen-
tes por linha, ou seja, existe uma sequencia de operagoes elementares que podemos
aplicar em R para chegar a S e uma outra sequencia de operacdes elementares que
podemos aplicar a S e chegar a R.

Assim, como as colunas 1,...,j; — 1 de R sdo nulas o mesmo vale para as colunas
1,...,j1 —1deS. Logo o pivd da 1% linha de S ocorre numa coluna maior ou igual a
J1- Trocando-se R por S e usando este argumento chegamos a conclusdo que Rj, = Sj,
eassim Ry = 5y,...,Rj, =5,

Vamos supor que Ry = 5y, ..., Rjk = S]-k e vamos mostrar que

Rfk+1 = Sjk+1""’Rjk+1 = ka+1’ sek <rou

Rjr+1 :S]’r_;’_l,...,Rn:Sn, Sek:r.

Observe queparaj=jy+1,...,jxy1 —1,sek <r,ouparaj=j-+1,...,n,sek=r,
temos que
Rj = (rl]-,...,rkj,O,...,O) = lele +.._+rk]-Rjk,

o que implica pela Proposicao 1.9 que
S] = 1’1]‘5]‘1 +...+ I’k]'S]'k.
Mas por hipétese R;, = §j, ..

S] = rljle + ...+ "ijjk = R],

"Rjk = S]-k, entao,

Margo 2012
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paraj=jr+1,...,jky1 —1,sek <rouparaj=j,+1,...,n,sek=r.
Logo, se k < r, 0 pivd da (k + 1)-ésima linha de S ocorre numa coluna maior ou igual
a jk41. Trocando-se R por S e usando o argumento anterior chegamos a conclusdo

que R]'k+1 = Sij e assim Ry = 51,...,R]'7 = S]'r. Esek=r,entdioR; = S¢,..., R, =
‘,/l.

Portanto, R = S. [ |
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Para o sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema nédo tem solugéo, tem
solucgéo tnica e tem infinitas solug¢des:

x + 2y + z = 3
x + y - z = 2
x + y + (@-5z = a

Se possivel, encontre os valores de x, y e z tais que:

1 2 3 —40 16 x 1 00
2 5 3 13 -5 y|=]0120
1 0 8 5 =2 z 0 01

Sejam

1 0 cosf senf
D_[O —1]' € P_{—senG cosf |-

Sabendo-se que A = P!DP, calcule D?, PP! e A2.

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
Se A2 = —2A%, entao (I, + A?)(I, —2A?) = I;
Se A = P'DP, onde D é uma matriz diagonal, entdo A" = A;
Se D é uma matriz diagonal, entdo DA = AD, para toda matriz A, n X n;
Se B = AA!, entdo B = B'.
Se B e A sdo tais que A = Al e B = B, entdo C = AB, é tal que C! = C.




Todo ntimero real 4, ndo nulo, possui um inverso (multiplicativo), ou seja, existe
um ntmero b, tal que ab = ba = 1. Este ntimero é tnico e o denotamos por a~ 1.
Apesar da édlgebra matricial ser semelhante a dlgebra dos niimeros reais, nem todas
as matrizes A ndo nulas possuem inversa, ou seja, nem sempre existe uma matriz B
tal que AB = B A = I;;. De inicio, para que os produtos AB e BA estejam definidos
e sejam iguais é preciso que as matrizes A e B sejam quadradas. Portanto, somente
as matrizes quadradas podem ter inversa, o que ja diferencia do caso dos ntimeros
reais, pois todo ntimero nédo nulo tem inverso. Mesmo entre as matrizes quadradas,
muitas ndo possuem inversa, apesar do conjunto das que ndo tem inversa ser bem
menor do que o conjunto das que tem ( 229 124).
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Definicao 2.1. Uma matriz quadrada A = (a;j)nx, € invertivel ou ndo singular, se existe uma matriz B =
(bij)nxn tal que

AB=BA=1I,, (2.1)
em que [, é a matriz identidade. A matriz B é chamada de inversa de A. Se A ndo tem inversa, dizemos que
A é ndo invertivel ou singular.

Exemplo 2.1. Considere as matrizes

=21 [ -1/2 1/6
A‘[ 0 3] € B_[ 0 1/3]'

A matriz B é a inversa da matriz A, pois AB =B A = I,.

Teorema 2.1. Se uma matriz A = (ﬂi]‘)nxn possui inversa, entiio a inversa é tinica.
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Demonstracao. Suponhamos que B e C sejam inversas de A. Entdo, AB = BA =
I, = AC = CA e assim,

B=BI,=B(AC) = (BA)C=L,C=C.
u
Denotamos a inversa de A, quando ela existe, por A~1. Devemos chamar atengdo
para o fato de que o indice superior —1, aqui, ndo significa uma poténcia, tdo pouco

uma divisdo. Assim como no caso da transposta, em que A’ significa a transposta de
A, aqui, A~ significa a inversa de A.

2.1.1  Propriedades da Inversa

Teorema 2.2. (1) Se A é invertivel, entdo A~ também o é e
(AT =4;
(b) Se A = (ajj)nxn € B = (bjj)nxn sio matrizes invertiveis, entdo AB é invertivel
(AB)"'=B"1A71;

(c) Se A = (aij)uxn € invertivel, entdo A" também é invertivel e
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Se queremos mostrar que uma matriz é a inversa de uma outra, te-
mos que mostrar que os produtos das duas matrizes sdo iguais a matriz identidade.

Uma matriz B é a inversa de A1 se
AT'B=BA' =1,.
Mas, como A~! é a inversa de A, entdo
AATT = ATTA=1,.

Como a inversa é tinica, entdo B = A é ainversa de A~!, ouseja, (A~1)~1 = A.

Temos que mostrar que a inversa de AB é B"'A~!, ou seja, mostrar que os
produtos (AB)(B~'A~!) e (B~1A~1)(AB) sdo iguais & matriz identidade. Mas,

pelas propriedades (h) e (i) do 1.1 8:
(AB)(B'A ) =ABB HA = ALA ' =AA"Y = 1,
(B'AHY(AB)=B 1 (A'AB=B"'I,B=B"'B = I,
Queremos mostrar que a inversa de Af é (A~1)f. Pela propriedade (o) do
1.1 8:
Al(A Y =AY =1 = 1,
(AD)A = (AATY =1, = L.
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O teorema seguinte, cuja demonstracdo serd omitida no momento (Subsecio 2.1.2),
garante que basta verificarmos uma das duas igualdades em (2.1) para sabermos se
uma matriz é a inversa de outra.

Teorema 2.3. Sejam A e B matrizes n x n.
(1) Se BA = I, entio AB = I;;

(b) Se AB = 1, entdo BA = I;;

Assim, para verificar que uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz B
que é candidata a inversa de A, basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar se
éigual a ;. O proximo exemplo ilustra este fato.

Exemplo 2.2. Seja A = (@ij)nxn uma matriz tal que A% =0 (A pode ndo ser a matriz

nula!). Vamos mostrar que a inversa de I, — A é I, + A+ A?. Para provar isto,
devemos multiplicar a matriz I, — A, pela matriz que possivelmente seja a inversa
dela, aqui I + A + A2, e verificar se o produto das duas é igual & matriz identidade
L.

(In—A) (i + A+ A?) = Li(li + A+ A?) — ALy + A+ A*) = [, + A+ A~ A— A - A% = I,

Aqui foram usadas as propriedades (i) e (j) do Teorema 1.1 na pagina 8.
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2.1.2 Matrizes Elementares e Inversao (opcional)

As matrizes elementares tém um papel importante no estudo da inversdo de matri-
zes e da solucdo de sistemas lineares.

Proposicao 2.4. Toda matriz elementar é invertivel e sua inversa é também uma matriz elementar. Usando a notagdo
introduzida na pigina 49, temos:

(a) E;jl = Ej,i = Ei,j;
(b) Ej(a)~' = Ei(1/a), para o # 0;
(c) Ei,]-(a)’l = Ei,j(—oc).

Demonsiracao. Seja E uma matriz elementar. Esta matriz é obtida de I,, aplicando-
se uma operacdo elementar. Seja F a matriz elementar correspondente a operacdo
que transforma E de volta em I,. Agora, pelo Teorema 1.8 na pagina 51, temos que
FE =EF = I,,. Portanto, F é a inversa de E. |
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Teorema 2.5. Seja A uma matriz n x n. As seguintes afirmagdes sio equivalentes:
(a) Existe uma matriz B, n X n, tal que BA = I,.
(b) A matriz A é equivalente por linhas a matriz identidade ;.

(c) A matriz A é invertivel.

Demonstragéo. (a)=>(b) Se BA = I, entdo o sistema A X = 0 tem somente a
solugdo trivial, pois X = [,X = BAX = B0 = 0. Isto implica que a matriz
A é equivalente por linhas a matriz identidade I;, pois caso contrédrio a forma
escalonada reduzida de A teria uma linha nula (Proposicao 1.5 na pagina 44).

(b)=(c) A matriz A ser equivalente por linhas a I, significa, pelo Teorema 1.8 na
pagina 51, que existem matrizes elementares Eq, . .., Ej, tais que

Ec...[iA = I, 2.2)
(E;' . EDE...EZA = E;'.E!
A = E'EL (2.3)

Aqui, usamos o fato de que as matrizes elementares sdo invertiveis (Proposicao
2.4). Portanto, A é invertivel como o produto de matrizes invertiveis.

(c)=(a) Claramente.
|

Se A é invertivel, entdo multiplicando-se ambos os membros de (2.2) a direita por
A1 obtemos
Ei...E1L, = AL
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Assim, a mesma sequencia de operagdes elementares que transforma a matriz A na
matriz identidade I,, transforma também I,, em A~1.

A demonstragdo do Teorema 2.3 na pagina 72, agora, é uma simples consequéncia
do Teorema anterior.
Demonstragéo do Teorema 2.3. (a) Vamos mostrar que se BA = I;, entdo
A é invertivel e B= A~1. Se BA = I,,, entdo pelo Teorema 2.5, A é invertivel e
B=BI,=BAA™' =I[,A"!' = A~!. Logo, AB = BA = I,.

(b) Se AB = I, entdo pelo item anterior B é invertivel e B~1 = A. Portanto,
BA = AB = 1I,,. [ |

Segue da demonstragdo, do Teorema 2.5 (equagdo (2.3)) o resultado seguinte.

Teorema 2.6. Uma matriz A é invertivel se, e somente se, ela é um produto de matrizes elementares.
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Vamos escrever a matriz A do 2.5 80 como o pro-
duto de matrizes elementares. Quando encontramos a inversa da matriz A, apli-
camos uma sequencia de operagdes elementares em [A | 3] até que encontramos
a matriz [I3| A™']. Como as operacdes sdo por linha, esta mesma sequencia de
operagdes elementares transforma A em I,,. Isto corresponde a multiplicar a matriz

111
A= 2 1 4 | aesquerda pelas matrizes elementares
2 35
100 100
Eip(=2)=| -2 1 0 |, Ei3(-2)= 01 0],
0 01 -2 01
[1 0 0 1 -1 0 1 00
Ex(-1)=1]0 -1 0|, Epn(-1)=|0 1 0|, Epa(-1)=|0 1 0
L0 01 0 01 0 -1 1
1 0 0 1 0 -3 100
Es(1)=[0 1 0|, Ei(-3)=|0 1 0|, Ep@=|01 2],
00 | 00 1 001
ou seja,

E32(2) E31(—3) E3(3) Eo3(—1) Ep1(—1) Ea(—1) E13(—2) E12(=2) A = L.

Multiplicando a esquerda pelas inversas das matrizes elementares correspondentes
obtemos

A = E15(2) E13(2) Ex(—1) E1(1) Ea3(1) E3(5) E31(3) E3p(—2).
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Seja A = [ 4
c

que AB = I, ou seja,

O exemplo seguinte mostra, para matrizes 2 X 2, ndo somente uma forma de desco-
brir se uma matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso
em que ela exista. Ou seja, escalonamos a matriz [A | ] e encontramos a sua forma
escalonada reduzida [R | S]. Se R = I, entdo a matriz A é invertivel e a inversa
A~1 = S. Caso contrério, a matriz A ndo é invertivel.

Z ] Devemos procurar uma matriz B = [ vy } tal
z w
ax + bz =1
cx + dz =0
ay + bw = 0
cy + dw = 1

Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que possuem a
mesma matriz, que é a matriz A. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto,
basta escalonarmos a matriz aumentada

Os dois sistemas tém solucdo tinica se, e somente se, a forma escalonada reduzida

da matriz [A| L] for da forma [I; |S] =

1 O}s
0 1:u

t
v

] (verifique, observando o

que acontece se a forma escalonada reduzida da matriz A néo for igual & I). Neste
caso, x = s,z =uey = t,w = v, ou seja, a matriz A possuird inversa, A"l =B =

sz[;;].
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Para os leitores da Subsecao 2.1.2 o préximo teorema é uma simples consequéncia do
Teorema 2.5 na pagina 74. Entretanto a demonstracdo que daremos a seguir fornece
um método para encontrar a inversa de uma matriz, se ela existir.

Teorema 2.7. Uma matriz A, n X n, é invertivel se, e somente se, A é equivalente por linhas a matriz identidade I,.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.3 na pagina 72, para verificarmos se uma matriz A,
n x n, é invertivel, basta verificarmos se existe uma matriz B, tal que

AB=1,. (2.4)

Vamos denotar as colunas de B por X1, Xy, ..., Xy, ouseja, B=[X; ... X, ], em que

X11 X12 X1n

X21 X22 Xon
Xl - ’ X2 - . ’ ’ Xn = .

Xn1 Xn2 Xnn

e as colunas da matriz identidade I,,, por Eq, E, ..., Ey, ouseja, I, = [Ey ... E; ], em
que

1 0 0

0 1 0
El_ IEZ_ . ’ rETl_

0 0 1

Assim, a equagdo (2.4) pode ser escrita como

A[Xy ... Xy =[AXy ... AXy] = [E1 ... Ex],
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pois a j-ésima coluna do produto AB é igual a A vezes a j-ésima coluna da matriz B
( 17 23). Analisando coluna a coluna a equagdo anterior vemos
que encontrar B é equivalente a resolver n sistemas lineares

AXj=E; paraj=1...,n

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando o método de Gauss-Jordan. Para
isso, formariamos as matrizes aumentadas [A | Eq], [A | E2],...,[A | E,]. Entre-
tanto, como as matrizes dos sistemas sdo todas iguais a A, podemos resolver todos
o0s sistemas simultaneamente formando a matriz n x 2n

[A|E1Ey...En] = [A] L.

Transformando [ A | I, | na sua forma escalonada reduzida, que vamos denotar por
[R | S], vamos chegar a duas situagdes possiveis: ou a matriz R é a matriz identi-
dade, ou néo é.

e Se R = I,, entdo a forma escalonada reduzida da matriz [A | I,] é da
forma [I, | S]. Se escrevemos a matriz S em termos das suas colunas S =
[S1S2...5,], entdo as solucdes dos sistemas A X; = E; sdo X; = S; e assim

B =Sétalque AB = I, e pelo 2.3 72 A é invertivel.
e Se R # I, entdo a matriz A ndo é equivalente por linhas & matriz identidade
I,. Entdo, pela 15 44 a matriz R tem uma linha nula. O

que implica que cada um dos sistemas A X; = E; ou ndo tem solugao tinica ou
ndo tem solugdo. Isto implica que a matriz A nédo tem inversa, pois as colunas
da (tnica) inversa seriam X;, paraj=1,...n. |

Da demonstragido do 2.7 obtemos ndo somente uma forma de descobrir se uma matriz A
tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou seja, escalonamos a matriz
[A | 1] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S|. Se R = I,,, entdo a matriz A é invertivel e a

inversa A~! = S. Caso contrdrio, a matriz A nao é invertivel. Vejamos os exemplos seguintes.
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Exemplo 2.5. Vamos encontrar, se existir, a inversa de
1 1 1
A=12 1 4
2 3 5

12 eliminacdo:

—2x1? linha + 2? linha —» 2? linha S B
— al a1 a1 |
2x12 linha + 32 linha — 3? linha 0 1 3:-2 0 1
22 eliminagdo:
(1 1 1 1 0 0]
—1x2? linha — 2? linha 01 -2 2 —1 0
001 3{-2 0 1|
—1x2? linha + 12 linha — 12 linha (10 3i-1 1 0]
—1x22 linha + 3? linha — 32 linha 01 -2 2 -10
|0 0 5/ -4 1 1|
32 eliminacdo:
10 3:-1 10
1 x3? linha —> 32 linha 01 -2, 2 -10
o0 1:-% 11
! 5 5 5
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—3x3? linha + 12 linha — 12 linha
2x32 linha + 22 linha — 22 linha

—_ O O
Gl GIN U1

Assim, a matriz [A | I3] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma

Q= Q11 TIN

Q= GIIN U1

[I3 | S], portanto a matriz A é invertivel e a sua inversa é a matriz S, ou seja,

S
L
|
|
|
Qil— Gl Il

Ul GIN U1
Q= G Gl

Vamos determinar, se existir, a inversa da matriz
1 2 3
A=111 2
01 1

Para isso devemos escalonar a matriz aumentada

12 3:100
A|B]=|1 1 2:0 1 0
01 1:0 0 1
1 2 31
—1x12 linha + 22 linha — 22 linha 01 1:1 —
01 10

o = O

_ o O
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22 eliminacao:

123i1 00
—1x2? linha —» 22 linha 01 1i1 -1 0
01 1{0 01
—2x2? linha + 12 linha —» 12 linha N R
—1x2? linha + 3? linha — 3? linha 0001 11

Assim, a matriz [A | I3] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma
[R | S], com R # I3. Assim, a matriz A ndo é equivalente por linhas & matriz identi-
dade e portanto ndo é invertivel.

Se um sistema linear AX = B tem o niumero de equacdes igual ao nimero de
incégnitas, entdo o conhecimento da inversa da matriz do sistema A~1 reduz o
problema de resolver o sistema a simplesmente fazer um produto de matrizes, como
estd enunciado no préximo teorema.

Teorema 2.8. Seja A uma matriz n x n.
(1) O sistema associado AX = B tem solucdo tinica se, e somente se, A é invertivel. Neste caso a solucio é X = A~1B;

(b) O sistema homogéneo A X = 0 tem solugio nio trivial se, e somente se, A é singular (nio invertivel).
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Se a matriz A é invertivel, entdo multiplicando A X = B por
A~! a esquerda em ambos 0s membros obtemos

ATHAX) = A'B
(A71A)X = A'B
LX = A7'B
X = A7'B.
Aqui foram usadas as propriedades (h) e (i) do 1.1 8. Por-

tanto, X = A~!B é a tinica solucdo do sistema A X = B. Por outro lado, se o
sistema A X = B possui solugdo tinica, entdo a forma escalonada reduzida da
matriz aumentada do sistema [A | B] é da forma [R | S|, em que R = I,,. Pois a
matriz A é quadrada e caso R fosse diferente da identidade possuiria uma linha
de zeros ( 15 44) o que levaria a que o sistema A X = B ou
ndo tivesse solugdo ou tivesse infinitas solugdes. Logo, a matriz A é equivalente
por linhas a matriz identidade o que pelo 2.7 78 implica que
A éinvertivel.

Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solugdo trivial. Pelo item ante-
rior, esta serd a tnica solugdo se, e somente se, A é invertivel. |

Vamos ver no préximo exemplo que se conhecemos a inversa de uma matriz,
entdo a producdo de uma industria em vdérios periodos pode ser obtida apenas
multiplicando-se a inversa por matrizes colunas que contenham a arrecadagdo e as
quantidades dos insumos utilizados em cada periodo.

Uma indtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de
insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do insumo
A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de
insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. O prego de venda do
kg de cada um dos produtos X, Y e Z é R$ 2,00, R$ 3,00 e R$ 5,00, respectivamente.
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Como vimos no Exemplo 1.6 na pagina 6, usando matrizes o esquema de produgdo
pode ser descrito da seguinte forma:

XY Z
gramas de A /kg 111 x kg de X produzidos
gramas de B/kg 2 1 4 = A X = y kg de Y produzidos
preco/kg 2 35 z kg de Z produzidos
X+y+z gramas de A usados
AX = 2x+y+4z gramas de B usados

2x + 3y + 5z arrecadacdo

No Exemplo 2.5 na pagina 80 determinamos a inversa da matriz

1 11
A=12 1 4
2 35
que é
7 2 _3
5 5 5 7 23
-1 _ 2 3 2| _
4 1 1 _
—3 : : 4 1 1

Sabendo-se a inversa da matriz A podemos saber a producdo da industria sempre
que soubermos quanto foi gasto do insumo A, do insumo B e a arrecadacéo.

(a) Se em um periodo com a venda de toda a produgdo de X, Y e Z manufaturada
com 1 kg de A e 2 kg de B, essa indtstria arrecadou R$ 2500, 00, entdo para
determinar quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos sim-
plesmente multiplicamos A~! pela matriz

1000 gramas de A usados
B = 2000 gramas de B usados

2500 arrecadacdo
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ou seja,
kg de X produzidos x 1 7 2 =3 1000 700
kg de Y produzidos y | =X=A"'B= 5 2 -3 2 2000 | =| 200
kg de Z produzidos z 4 1 1 2500 100
Portanto, foram produzidos 700 kg do produto X, 200 kg de Y e 100 kg de Z.
Se em outro periodo com a venda de toda a producdo de X, Y e Z manufatu-
rada com 1 kg de A e 2,1 kg de B, essa indtstria arrecadou R$ 2900, 00, entao
para determinar quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos
simplesmente multiplicamos A~! pela matriz
1000 gramas de A usados
B= 2100 gramas de B usados
2900 arrecadacdo
ou seja,
kg de X produzidos x 1 7 2 -3 1000 500
kg de Y produzidos y | =X=A"'B= 5 2 -3 2 2100 [ =] 300
kg de Z produzidos z -4 1 1 2900 200

Portanto, foram produzidos 500 kg do produto X, 300 kg de Y e 200 kg de Z.

Vamos mostrar a reciproca do item (b) do Teorema 2.2 na pdagina 70. Este resultado
serd util na demonstragdo de que o determinante do produto de matrizes é o produto
dos determinantes (Subsecdo 2.2.2 na pagina 112).
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Proposicao 2.9. Se A e B sdo matrizes n x n, com AB invertivel, entdo A e B sdo invertiveis.

Demonstracao. Considere o sistema (AB)X = 0. Se B nido fosse invertivel, entdo
existiria X # 0, tal que BX = 0 (Teorema 2.8 na pagina 82). Multiplicando-se por
A, teriamos AB X = 0, o que, novamente pelo Teorema 2.8 na pagina 82, contradiz o
fato de AB ser invertivel. Portanto, B é invertivel. Agora, se B e AB sdo invertiveis,
entdo A também é invertivel, pois A = (AB)B~!, que é o produto de duas matrizes

invertiveis.

2.1.4 Aplicacéo: Interpolagao Polinomial

Sejam P; = (x1,y1),---,Pn = (Xn,yn), com x1, ..., x, numeros distintos. Considere
o problema de encontrar um polinémio de grau n — 1

p(x) = an—lxn_l + ﬂnfzxn_2 + -4 ax +ag,

que interpola os dados, no sentido de que p(x;) = y;, parai =1,...,n.

Por exemplo se os pontos sdo P; = (0,10),P, = (1,7),P; = (3,—11), Py = (4,—14)
entdo o problema consiste em encontrar um polinémio de grau 3 que interpola os
pontos dados (veja o Exercicio 1.2.8 na pagina 56).
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30

10 b

ol |

_10 - -

-30 I I I I I
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Vamos mostrar que existe, um e somente um, polinémio de grau no maximo igual
a n — 1, que interpola n pontos, com abscissas distintas. Substituindo os pontos no
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polinémio p(x), obtemos um sistema linear AX = B, em que

n—1 n—2
a,_1 Y1 Xy Xy eooxp 1
ay_o Y2 xg’*l x;_‘*Z cooxp 1
X = . , B= . e A=
ag Yn xploxn=2 oy, 1

A matriz A é chamada matriz de Vandermonde.

Vamos mostrar que AX = B tem somente uma solucéo. Pelo 2.8

82, um sistema de n equagdes e n incégnitas AX = B tem solugdo tinica se, e somente
se, o sistema homogéneo associado, AX = 0, tem somente a solucdo trivial. X =
[ a,_1 -+ ag | é solugdo do sistema homogéneo se, e somente se, o polindmio de
graun — 1, p(x) = a,_1x"" 1 + .-+ ag, se anula em n pontos distintos. O que
implica que o polindmio p(x) é o polindmio com todos os seus coeficientes iguais a
zero. Portanto, o sistema homogéneo A X = 0 tem somente a solugdo trivial. Isto
prova que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1,
que interpola n pontos, com abscissas distintas.

Assim, a solugio do sistema linear é X = A~!B. Como a matriz A depende apenas
das abscissas dos pontos, tendo calculado a matriz A~! podemos determinar rapi-
damente os polindmios que interpolam varios conjuntos de pontos, desde que os
pontos de todos os conjuntos tenham as mesmas abscissas dos pontos do conjunto
inicial.

Vamos transformar uma mensagem em uma matriz da seguinte forma. Vamos que-
brar a mensagem em pedagos de tamanho 3 e cada pedaco serd convertido em uma
matriz coluna usando a 2.1 de conversdo entre caracteres e nimeros.
Considere a seguinte mensagem criptografada

lydobbr,? (2.5)
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a b c d e f g h i J k 1 m n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 | 11 12 | 13 | 14
o P q r s u v W X y z a a a
15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29
& o é 8 i 6 6 6 i i A B C D E
30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44
F G H I J K L M N 0 P Q R S T
45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
U v W X Y Z A A 3 i C E E I 0
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 72 | 73 | 74
0 0 U | U 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 :
75 |76 |77 | 78 | 79 | 80 | 81 | 82 | 83 | 84 | 8 | 8 | 87 | 88 | 89
; < = > ? e ! " # $ bl & ’ ( )
90 | 91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103 | 104
* + , - . / [ \ ] - { | 3
105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117

Tabela 2.1 — Tabela de conversao de caracteres em niimeros

Quebrando a mensagem criptografada em pedacos de tamanho 3 e convertendo

cada pedago para uma coluna de ndmeros usando a 2.1 obtemos a matriz
80 15 18
Y=1|25 2 107
4 2 94

Sabendo-se que esta mensagem foi criptografada fazendo o produto da mensagem
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inicial pela matriz

entdo

X =M1y

serd a mensagem inicial convertida para niimeros, ou seja,

1 -1 1 80 1
X=M1'Y=]0 1 -1|]25
0 0 1 4
Convertendo para texto usando novamente a
que foi criptografada é
Tudo bem?

5 18 59 15 5
2 107 | =121 O 13
2 9% 4 2 94

2.1 obtemos que a mensagem

(2.6)
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 539)

1
2.1.1. Seja A uma matriz 3 x 3. Suponha que X = | —2 | ésolugdo do sistema homogéneo A X = 0. A matriz
3
A é singular ou ndo? Justifique.

2.1.2. Se possivel, encontre as inversas das seguintes matrizes:

123 123
(@) |1 1 2|; (d) 10 2 3 |;
| 0 1 2 ] | 1 2 4]
(1 2 2] (1 2 3]
by |1 3 1¢; (e) |1 1 21;
| 1 3 2] | 0 1 1]
11 11 11 11
) 1 2 -1 2 13 1 2/,
Dl a1 21 ) Dl12 211 |
|1 3 32 |59 16
11 0]
2.1.3. Encontre todos os valores de a para os quaisamatrizA = | 1 0 0 | tem inversa.
1 2 a |
2.1.4. Se ) : _
1 3 2 -1 2 5
AT=11 3| ¢ 8 —[3 2
encontre (A B)~L
. 4 [2 3] 5
2.1.5. Resolvaosistema AX = B,se A~ = 41 1°¢ B = 3|
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(Relativo a Subsegdo 2.1.2) Encontre matrizes elementares Ej, ..., Ej tais que A = E; ... Ey, para

1 2 3
A=12 1 2
01 2

Comandos do MATLAB®:
>> M=[A,B] atribui & matriz M a matriz obtida colocando lado a lado as matrizes A e B.

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An
colocadas uma ao lado da outra;

>> M=A(:,k:1) atribui 4 matriz M a submatriz da matriz A obtida da coluna 1 a coluna k da matriz A.

Comando do pacote GAAL:

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena a matriz
resultante na variavel B.

O pacote GAAL contém alguns arquivos com mensagens criptografadas e uma chave para decifra-las. Use
os comandos a seguir para ler dos arquivos e atribuir as varidveis correspondentes, uma mensagem crip-
tografada e a uma chave para decifra-la.

>> menc=lerarq(’c:/matlab/toolbox/gaal/mencl.txt’)

>> key=lerarq(’c:/matlab/toolbox/gaal/key.txt’)

Com estes comandos foram lidos os arquivos menc1. txt e key . txt e atribuidos os resultados as varidveis
menc e key respectivamente. Para converter a mensagem criptografada e a chave para matrizes numéricas
use os comandos do pacote gaal:

>> y=char2num(menc), M=char2num(key)

Sabendo-se que a mensagem criptografada (convertida para ntimeros), y, foi originalmente obtida




93

multiplicando-se a matriz M pela mensagem original (convertida para ntimeros), x, determine x. Des-
cubra a mensagem usando o comando do pacote gaal, num2char (x), que converte a matriz para texto.
Decifre as mensagens que estdo nos arquivos menc2.txt e menc3.txt. Como deve ser a matriz M para
que ela possa ser uma matriz chave na criptografia?

U

} é invertivel se, e somente se, ad — bc # 0 e neste caso a inversa

_ 1 d —b
1_
A _ad—bc[—c a}'

(Sugestdo: encontre a forma escalonada reduzida da matriz [A | I, |, paraa # 0 e paraa = 0.)

Mostre que a matriz A = [ Z

é dada por

Mostre que se ad — bc # 0, entdo o sistema linear

ax + by = g
cx + dy = h

tem como solugéo
_ gd—bh _ah—gc
YT ad v YT ad—be

Sugestdo para os proximos 4 exercicios: Para verificar que uma matriz B é a inversa de uma matriz A,
basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar que é igual a I,.

Se A é uma matriz n x n e A¥ = 0, para k um inteiro positivo, mostre que
(I —A) ' =1, + A+ A2 4 ... + AL,

Seja A uma matriz diagonal, isto ¢, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero (4;; = 0,
parai # j). Sea;; # 0, parai =1,...,n, mostre que A é invertivel e a sua inversa é também uma matriz
diagonal com elementos na diagonal dados por 1/a11,1/a2,...,1/au.
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Sejam A e B matrizes quadradas. Mostre que se A + B e A forem invertiveis, entdo
(A+B) '=AYI,+BA )L,

Seja [, a matriz n X n, cujas entradas sdo iguais a 1. Mostre que se n > 1, entdo

1

-1 _ .
(In_]n) —In n—1

Jn-

(Sugestdo: observe que J2 =nJ,.)

Mostre que se B é uma matriz invertivel, entdo AB -1 = B~1A se, e somente se, AB = BA. (Sugestao:
multiplique a equagdo AB = BA por B~1.)

Mostre que se A é uma matriz invertivel, entdo A + Be I, + BA~! sdo ambas invertiveis ou ambas ndo
invertiveis. (Sugestao: multiplique A + B por A~1.)

Sejam A e B matrizes n X n. Mostre que se B ndo é invertivel, entdo AB também n&o o é.
Mostre que se A e B sdo matrizes n x n, invertiveis, entdo A e B sdo equivalentes por linhas.

Sejam A uma matriz m X n e Buma matriz n X m, com n < m. Mostre que AB ndo é invertivel. (Sugestdo:
Mostre que o sistema (AB)X = 0 tem solugdo nao trivial.)
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Vamos inicialmente definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz A =
[a] definimos o determinante de A, indicado por det(A), por det(A) = a. Vamos,
agora, definir o determinante de matrizes 2 x 2 e a partir daf definir para matrizes
de ordem maior. A cada matriz A, 2 X 2, associamos um ntmero real, denominado
determinante de A, por:

ay a
det(A) =det | "' 121 = ay100 — apaay;.
a1 a2

Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o
que sdo os menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (al-]-)nxn, o menor do ele-

mento a;;, denotado por Aj;, é a submatriz (n — 1) x (n — 1) de A obtida eliminando-
se a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A, que tem o seguinte aspecto:

a ... e a1y
j = 5Hj

a1 .- P Aun
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Para uma matriz A = (a;;)3x3,
a1 412 413

a1 a4
as1  as2

Ap = | ax ax a3 :{

Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;;)3x3. O cofator
do elemento a;j, denotado por i, € definido por

ﬁij = (—1)i+j det(Aij),

ou seja, o cofator ajj, do elemento ajj € igual a mais ou menos o determinante do
menor A;;, sendo o mais e 0 menos determinados pela seguinte disposigao:

+ - +
— _|_ —
+ - +

Para uma matriz A = (4;j)3x3,
a1 412 413

i 243 A o L L _ air an | _

3 = (—1)" det(Ays) = —det | azr—axn a3 = —det = az1412 — 411432
as1 a4z

asz1 4azx  as3

Vamos, agora, definir o determinante de uma matriz 3 x 3. Se

a1 412 413
a1 dpp a3
asz1 4a32 4as3
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entdo, o determinante de A é igual a soma dos produtos dos elementos da 1% linha
pelos seus cofatores.

det(A) = aydy +apdin + azds
a a a a a a
= apdet| 2 "2 | —gpdet| "B 4 ay3 det 21 722
asy 4ass as1  4as3 as1  as2

= 011(ﬂ22ﬂ33 - 61325123) - 6112(!121!133 - aslﬂza) + 5113(11216132 - Hslazz)-

Da mesma forma que a partir do determinante de matrizes 2 x 2, definimos o deter-
minante de matrizes 3 x 3, podemos definir o determinante de matrizes quadradas
de ordem maior. Supondo que sabemos como calcular o determinante de matrizes
(n—1) x (n — 1) vamos definir o determinante de matrizes n X n.

Vamos definir, agora, os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;j)uxu- O cofator
do elemento ajj, denotado por ajj, € definido por

ﬁij = (—1)i+j det(Ai]-),

ou seja, o cofator ﬁl-j, do elemento ajj é igual a mais ou menos o determinante do
menor Aij, sendo o mais e o menos determinados pela seguinte disposigdo:

+ - + -

Seja A = (aj)nxn- O determinante de A, denotado por det(A), é definido por

n
det(A) = andy + apdn + ... + aydy, = Y ajdy, (2.7)
=1
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em que dyj = (—1)1+ det(A;;) é o cofator do elemento a3;. A expressdo (2.8) é chamada desenvolvimento em
cofatores do determinante de A em termos da 1? linha.

Exemplo 2.10. Seja

0 0 -3

0

1 2

1 3

21 -2 0
Aem

Desenvolvendo-se o determinante de cofatores, obtemos

1 2 3

det(A) = 0dy; +0dyp + 0413+ (—3)(—1)! T4 det(B), emque B= 1 3 2
2 1 =2
Mas o det(B) também pode ser calculado usando cofatores,
det(B) = 1511 + 21;12 + 3513
= 1(=1)"*"det(Bn) +2(~ )1+2 det(B12) +3(—1)"* det(B1s)
2 2 -1 3
= det[ 2] Zdet[ _2}+3det[ 5 1]
= —8-2(-2)+3(—
-25

Portanto,

det(A) = 3det(B) = —75.
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Usando a defini¢do de determinante, vamos mostrar que o determi-
nante de uma matriz triangular inferior (isto é, os elementos situados acima da dia-
gonal principal sdo iguais a zero) é o produto dos elementos da diagonal principal.
Vamos mostrar inicialmente para matrizes 3 x 3. Seja

an 0 0

A= ayn ap O

asz] 4azp 4asz

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

det(A) = aqp det l: n 0

= 11422433.
asp 033}

Vamos supor termos provado que para qualquer matriz (n — 1) x (n — 1) triangular
inferior, o determinante é o produto dos elementos da diagonal principal. Entdo
vamos provar que isto também vale para matrizes n X n. Seja

a1 0 ... ... 0

A= ap ap 0
: 0
anl o ann

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos
ax 0 e ees 0

a a 0 :
det(A) = aq1 det 32 4% = a11422 ...,

an2 e Ann




100 Inversao de Matrizes e Determinantes

pois o determinante acima é de uma matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior. Em
particular, para a matriz identidade, I;,

det(I,) = 1.

2.2.1 Propriedades do Determinante

Vamos provar uma propriedade importante do determinante. Para isso vamos es-
crever a matriz A = (a;j)nx» em termos das suas linhas

Ap

Ay
em que A; é a linha i da matriz A, ou seja, A; = [a;14p...4;,]. Se a linha Ay é
escrita na forma Ay = aX + Y, em que X = [x1...x,], Y = [y1...yn] e e B
sdo escalares, dizemos que a linha Ay é combinacdo linear de X e Y. Se a linha Ay

é combinacdo linear de X e Y, entdo o determinante pode ser decomposto como no
resultado seguinte.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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leorema 2.10. Seja A = (ajj)nxn escrita em termos das suas linhas, denotadas por A; ou seja,
A = lapap...ap). Se para algum k, a linha Ay = aX + BY, em que X = [x1...x],
Y =[y1...Yyn| e ae B sdo escalares, entio:
[ A ] [ A ] [ A ]
Ak Ag— Ak
det | aX +BY | =adet X + Bdet Y
Akt Ak Ak
L An | An ] L An ]

Aqui, Ax = aX + BY = [ax1 + By1 ... axy + Byn |-

Demonsiracao. Vamos provar aqui somente para k = 1. Para k > 1 é demonstrado
no Apéndice Il na pagina 127. Se Ay = aX + Y, em que X = [x7...x,], Y =
[Y1...Yn] e e Bsdo escalares, entdo:

aX + BY
Ay n , _
det ) = Z(—1)1+J(axj + By;) det(Ay;)
. j=1
Ap
n - n ~
= E xj det(Alj) +8 Yj det(Alj)
=1 j=1
X Y
Ap Ay
= adet . + Bdet
An An

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Exemplo 2.12. O célculo do determinante da matriz a seguir pode ser feito da se-
guinte forma:

cost sen t cost sent cost sent
det 2cost —3sent 2sent -+ 3cost ] —2det[ cost sent ]+3d6t[ —sent cost } =3

Pela defini¢do de determinante, o determinante deve ser calculado fazendo-se o de-
senvolvimento em cofatores segundo a 1? linha. O préximo resultado, que nédo va-
mos provar neste momento (Apéndice Il na pagina 127), afirma que o determinante
pode ser calculado fazendo-se o desenvolvimento em cofatores segundo qualquer li-
nha ou qualquer coluna.

Teorema 2.11. Seja A uma matriz n x n. O determinante de A pode ser calculado fazendo-se o desenvolvimento em
cofatores sequndo qualquer linha ou qualquer coluna.

n
det(A) = apdp+apipn+ ...+ apdy, = Z Ill‘jﬁi]‘, parai=1,...,n, (2.8)
=1
n
= aljﬁlj + 112]‘52]' +...+ an]'ﬁn]‘ = Z ai]ﬁij, para ] = 1,...,n, (2.9)
i=1

em que dj; = (—1)i*i det(Ai]-) ¢ o cofator do elemento a;;. A expressio (2.8) é chamada desenvolvimento em co-
fatores do determinante de A em termos da i-ésima linha e (2.9) é chamada desenvolvimento em cofatores do
determinante de A em termos da j-ésima coluna.
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Temos a seguinte consequéncia deste resultado.

Corolario 2.12. Seja A uma matriz n x n. Se A possui duas linhas iguais, entdo det(A) = 0.

Demonstracao. O resultado é claramente verdadeiro para matrizes 2 x 2. Supondo
que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar que
ele é verdadeiro para matrizes n x n. Suponhamos que as linhas k e | sejam iguais,
para k # I. Desenvolvendo o determinante de A em termos de uma linha i, com
i # k,1, obtemos

n n o -
det(A) = Z ui]"jij = Z(—1)1+]ai]‘ det(Ai]').
j=1 j=1
Mas, cada Aij é uma matriz (n — 1) x (n — 1) com duas linhas iguais. Como estamos

supondo que o resultado seja verdadeiro para estas matrizes, entdo det(fll-j) = 0.
Isto implica que det(A) = 0.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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No préximo resultado mostramos como varia o determinante de uma matriz quando
aplicamos operagdes elementares sobre suas linhas.

Teorema 2.13. Sejam A e B matrizes n x n.

(1) Se B é obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entio

det(B) = adet(A);

(b) Se B resulta de A pela troca da posigio de duas linhas k # 1, entdio
det(B) = —det(A);

(c) Se B é obtida de A substituindo a linha I por ela somada a um miiltiplo escalar de uma linha k, k # 1, entdo

det(B) = det(A).

Demonstracao. (a) Segue diretamente do Teorema 2.10 na pagina 100.

(b) Sejam
F AT C AT
A A
A= : e B= :
A Ag
L An | | An

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Agora, pelo

det

= 0+ det(A) + det(B) +0.

2.10

Ay
A+ A
Ak + Al

An

= det

Portanto, det(A) = — det(B).

Novamente,

det

pelo
Ay

Ag
Al +0¢Ak

Ay

2.10

= det

Ay

+ det

100, temos que

+ a det

Aq
Ay
Ag

Ay

Vamos calcular o determinante da matriz

A=

0
3
2

1 5
-6 9
6 1

2.12, temos que

+ det

= det

+ det
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usando operagdes elementares para transforma-la numa matriz triangular superior
e aplicando o

det(A)

2.13.
3 -6 9]
—det| O 1 5 12 linha +— 22 linha
2 6 1
1 -2 3]
—3det | O 1 5 1/3x12 linha — 12 linha
2 6 1
1 -2 3]
—3det | O 1 5 —2x12 linha-+3? linha — 32 linha
0 10 -5
1 -2 37
—3det | O 1 5 —10x22 linha+3?2 linha — 32 linha
0 0 -55

(=3)(—55) = 165

Quando multiplicamos uma linha de uma matriz por um escalar & o determinante
da nova matriz é igual a « multiplicado pelo determinante da matriz antiga. Mas o
que estamos calculando aqui é o determinante da matriz antiga, por isso ele é igual
a 1/a multiplicado pelo determinante da matriz nova.

Para se calcular o determinante de uma matriz n x n pela expansao em cofatores, pre-
cisamos fazer n produtos e calcular n determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1),
que por sua vez vai precisar de n — 1 produtos e assim por diante. Portanto, ao todo
sdo necessarios da ordem de n! produtos. Para se calcular o determinante de uma
matriz 20 x 20, é necessdrio se realizar 20! ~ 10'8 produtos. Os computadores pes-
soais realizam da ordem de 108 produtos por segundo. Portanto, um computador
pessoal precisaria de cerca de 10'° segundos ou 10® anos para calcular o determi-
nante de uma matriz 20 x 20 usando a expansdo em cofatores. Entretanto usando
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o método apresentado no exemplo anterior para o calculo do determinante, é ne-
cessério apenas da ordem de n® produtos. Ou seja, para calcular o determinante de
uma matriz 20 x 20 usando o método apresentado no exemplo anterior um compu-
tador pessoal gasta muito menos de um segundo.

A seguir estabelecemos duas propriedades do determinante que serdo demonstradas
somente na Subsecao 2.2.2 na pagina 112.

Teorema 2.14. Sejam A e B matrizes n X n.

(1) Os determinantes de A e de sua transposta A' sdo iguais,

det(A) = det(A");

(b) O determinante do produto de A por B é igual ao produto dos seus determinantes,

det(AB) = det(A) det(B).

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Observacido. Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua transposta (leorema 2.14
(b)), segue-se que todas as propriedades que se referem a linhas sdo validas com relag¢do as colunas.

Exemplo 2.14. Seja A = (aij)nxn- Vamos mostrar que se A ¢ invertivel, entdo

1

det(A™1) = det(A)

Como A A~! = I, aplicando-se o determinante a ambos os membros desta igual-
dade e usando o Teorema 2.14, obtemos

det(A) det(A™1) = det(I,).

Mas, det(I,) = 1 (Exemplo 2.11 na pagina 99, a matriz identidade também é trian-

gular inferior!). Logo, det(A™!) = det(A)’

Exemplo 2.15. Se uma matriz quadrada é tal que A2 = A~!, entdo vamos mostrar
que det(A) = 1. Aplicando-se o determinante a ambos os membros da igualdade
acima, e usando novamente o Teorema 2.14 e o resultado do exemplo anterior, obte-

mos
1

~ det(A)
Logo, (det(A))3 = 1. Portanto, det(A) = 1.

(det(A))?
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O resultado seguinte caracteriza em termos do determinante as matrizes invertiveis
e os sistemas lineares homogéneos que possuem soluc¢do néo trivial.

Teorema 2.15. Seja A uma matriz n x n.
(1) A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) £ 0.

(b) O sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A) = 0.

Demonstragéo. (a) Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.
A demonstragdo deste item segue-se de trés observagdes:
e Pelo Teorema 2.13 na pagina 104, det(A) # 0 se, e somente se, det(R) # 0.

e Pela Proposicdo 1.5 da pdgina 44, ou R = I, ou a matriz R tem uma linha
nula. Assim, det(A) # 0 se, e somente se, R = I,.

e Pelo Teorema 2.7 na pagina 78, R = I se, e somente se, A é invertivel.

(b) Pelo Teorema 2.8 na pagina 82, o sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo néo
trivial se, e somente se, a matriz A ndo é invertivel. E pelo item anterior, a
matriz A é ndo invertivel se, e somente se, det(A) = 0.

|

Exemplo 2.16. Considere a matriz

A:

S ON
— NN
LWonN

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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X

Determinar os valores de A € R tais que existe X = | y | # 0 que satisfaz
z
AX = AX.
Para cada um dos valores de A encontrados no item anterior determinar todos
x
X= |y | #0tais que AX = AX.
z

Como a matriz identidade I3 é o elemento neutro do produto, entdo
AX=AX & AX=ALX
Subtraindo-se AI3X obtemos
AX-ABX=0 < (A-A)X=0.

Agora, este sistema homogéneo tem solugdo nao trivial (X # 0) se, e somente
se,

det(A — AL3) = 0.

Mas
2-A 2 2
det| 0 2-A 0 =—(A=2*(A=3)=0
0 1 3-A

se, e somente se, A = 2 ou A = 3. Assim, somente para A = 2 e A = 3 existem
X

vetores X = | y | # 0 tais que AX = AX.
z




0 2 2 x 0
(A—2I)X=0 < |00 o0]||y|=|0]| = { 2y i Zi
01 1]z 0 Y
- a
que tem solugdo o conjuntodos X = | y | = | —a |, para todos os valores
z o«
dea,p€R. - i
Para A = 3:
-1 2 20[x] [oO -x + 2y +
(A-3L)X=0 < 0 -1 0 yl|=10] < -y
0 1 0] [ z] | 0 y
x 2u
que tem solugdo o conjuntodos X = | y | = 0 |, para todos os valores
z o

dea € R.

a

A matriz A = [ c Z } é invertivel se, e somente se, det(A) = ad —

bc # 0. Neste caso a inversa de A é dada por

A1 1 d —b
det(A) | —¢ a |’
como pode ser verificado multiplicando-se a candidata a inversa pela matriz A.
Observe que este exemplo fornece uma regra para se encontrar a inversa de uma

matriz 2 X 2: troca-se a posi¢do dos elementos da diagonal principal, troca-se o sinal
dos outros elementos e divide-se todos os elementos pelo determinante de A.

2z

o

o OO
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Considere o sistema linear de 2 equagdes e 2 incgnitas

A matriz deste sistema é

ax + by = g
cx + dy = h

A:[jg]

Se det(A) # 0, entdo a solugdo do sistema é

_g-lp_ 1
X=A B_det(A)

ou seja,

X

o } { h } N detl(A) { —dfg;b:h } B detl(m

det

det

a2 0q
=00 QU

g b a g
det[h d] det{c h}

_—, y_i
a b a b
det[c d] det{c d}

esta é a chamada Regra de Cramer para sistemas de 2 equagdes e 2 incognitas.A
Regra de Cramer para sistemas de n equagdes e n incégnitas serd apresentada na

2.2.3.

Relembramos que uma matriz elementar é uma matriz que se obtém aplicando-se

uma operagdo elementar na matriz identidade. Assim, aplicando-se o
104 obtemos o resultado seguinte.

2.13
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Proposigéo 2.16. (1) Se Ei,j é a matriz elementar obtida trocando-se as linhas i e j da matriz identidade, entdo

det(E,‘,j> = -1

(b) Se Ej(w) é a matriz elementar obtida da matriz identidade, multiplicando-se a linha i por w, entdo

det(E;(x)) = a.

(c) Se E;j(a) é a matriz elementar obtida da matriz identidade, somando-se & linha j, « vezes a linha i, entdo

det(E,-,]-(tx)) =1.

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Lembramos também que uma matriz é invertivel se, e somente se, ela é o produto
de matrizes elementares ( 2.6 75). Além disso, o resultado da
aplicagdo de uma operacdo elementar em uma matriz é o mesmo que multiplicar a

matriz a esquerda pela matriz elementar correspondente.
Usando matrizes elementares podemos provar o

2.14

Queremos provar que det(AB) = det(A) det(B). Vamos dividir a demonstragdo
deste item em trés casos:

Se A = E é uma matriz elementar. Este caso segue-se diretamente da
proposigdo anterior e do 2.13 104.
Se A é invertivel, entdo pelo 2.6 75 ela é o produto de

matrizes elementares, A = E; ... Ef. Aplicando-se o caso anterior sucessivas vezes,
obtemos

det(AB) = det(E;)...det(E;) det(B) = det(E; ... E;) det(B) = det(A) det(B).

Se A é singular, pela 29 86, AB também ¢é singular.
Logo,
det(AB) = 0 = 0 det(B) = det(A) det(B).

Queremos provar que det(A) = det(A!). Vamos dividir a demonstragdo deste
item em dois casos.

Se A é uma matriz invertivel, pelo 2.6 75 ela é o produto
de matrizes elementares, A = Ej ... E. E facil ver que se E é uma matriz elementar,
entdo det(E) = det(E") (verifique!). Assim,

det(A") = det(E}) ...det(E}) = det(Ey) ...det(E1) = det(E; ... Ex) = det(A).

2.14

107.
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Caso 2: Se A ndo é invertivel, entdo A! também ndo o é, pois caso contrério, pelo
Teorema 2.2 na pagina 70, também A = (A')! seria invertivel. Assim, neste caso,
det(A") = 0 = det(A). [ ]

2.2.3 Matriz Adjunta e Inversao (opcional)

Vamos definir a adjunta de uma matriz quadrada e em seguida enunciar e provar um
teorema sobre a adjunta que permite provar varios resultados sobre matrizes, entre
eles um que fornece uma férmula para a inversa de uma matriz e também a regra de
Cramer. Tanto a adjunta quanto os resultados que vem a seguir sdo de importancia
tedrica.

Definicao 2.3. Seja A uma matriz n x n. Definimos a matriz adjunta (classica) de A, denotada por adj(A),
como a transposta da matriz formada pelos cofatores de A, ou seja,

a~11 ﬁlz . A1n ﬁll ﬁ21 . an

) dp1 dpp ... doy dip dpp ... dno
adj(A) = | . : = N

Gyl Gnp .- Gnn dip fGon ... Gnn

em que, d;; = (—1)i* det(A;;) é o cofator do elemento a;;, parai,j=1,...,n.
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Exemplo 2.19. Seja

Vamos calcular a adjunta de B.

b = (D) det| 32 ] — =6, bo=(-D"2det| J 2] =0,
b3 = (1)1 det - 8 3 | = 0, by = (—1)%*1 det - 3 _g =4,
by = (—1)**2 det - (1) _3 ] =2, by =(-1)""7det - (1) 3 =0,
by = (—1)>"! det - é ?2) _ = -5 byp=(-1)>"2det - (1) g =-2,
b33 = (—1)3+3 det - (1) g - =3, _
Assim, a adjunta de B é
-6 0 07' —6 4 -5
adj(B)=| 4 -2 0]:[ 0 -2 —2]
-5 -2 3 0 0 3

Na definicdo do determinante sdo multiplicados os elementos de uma linha pelos
cofatores da mesma linha. O teorema seguinte diz 0 que acontece se somamos 0s
produtos dos elementos de uma linha com os cofatores de outra linha ou se somamos
os produtos dos elementos de uma coluna com os cofatores de outra coluna.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Lema 2.17. Se A é uma matriz n x n, entio

a8 + apdp + ...+ agudy, = 0 sek #1i; (2.10)
alkﬁlj + {12kﬁz]' +...+ ankﬁn]' = 0 sek # i (2.11)

em que, d;j = (—1)"" det(Aj;) é o cofator do elemento a;j, para i, j=1,...,n.

Demonstracao. Para demonstrar a equagdo (2.10), definimos a matriz A* como
sendo a matriz obtida de A substituindo a i-ésima linha de A por sua k-ésima linha,
ou seja,

_ Ay - _ Ay -
A | A | o
A= : e A= :
Ak —k Ak +—k
| Ay | L An

Assim, A* possui duas linhas iguais e pelo Coroldrio 2.12 na pagina 103, det(A*) =
0. Mas, o determinante de A* desenvolvido segundo a sua i-ésima linha é exata-
mente a equagdo (2.10).

A demonstragdo de (2.11) é feita de forma analoga, mas usando o item (d) do Teo-
rema 2.13, ou seja, que det(A) = det(A?). [ ]

Teorema 2.18. Se A é uma matriz n X n, entdo
A(adi(A)) = (adj(4))A = det(A)1,
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Demonsiracao. O produto da matriz A pela matriz adjunta de A é dada por

a1 ayp ... a1
dn j dn1
a1 ajp dn2
aip a4 Ain :
ﬁln ﬁ]’p Gnn
| ap1 A2 .- Anp

O elemento de posicdo i, j de A adj(A) é
n
(Aadj(A)); Z Aikdjk = andj + apdjp + ... Aipljy, -

Pelo LLema 2.17, equacdo (2.10) e do Teorema 2.11 na pagina 102 segue-se que

(aaditay; ={ ¢&W 2121
Assim,
det(A) 0 0
‘ 0 det(A) ... 0
Aadj(A) = : : = det(A)I,
0 0 .. det(4)

Analogamente, usando lLema 217, equagdo (2.11), se prova
adj(A) A = det(A)I,

que

Matrizes Vetores e Geometria Analitica
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Exemplo 2.20. Vamos mostrar que se uma matriz A é singular, entdo adj(A) também
é singular. Vamos separar em dois casos.
(a) Se A =0, entdo adj(A) também é a matriz nula, que é singular.

(b) Se A # 0, entdo pelo Teorema 2.18 na pagina 117, adj(A) A = 0. Mas, entdo,
se adj(A) fosse invertivel, entdo A seria igual & matriz nula (por que?), que
estamos assumindo ndo ser este o caso. Portanto, adj(A) tem que ser singular.

Corolario 2.19. Seja A uma matriz n x n. Se det(A) # 0, entio

-1 _ . .
AT = Ger(ay i)
Demonstracao. Se det(A) # 0, entdo definindo B = detl(A)adj(A), pelo Teo-
rema 2.18 temos que
AB = A(—1 _adi(A)) =~ (Aadi(A)) =~ det(A)], = I
= M det(A) )T Get(a) VAN T Ger(ay TV I T

Aqui, usamos a propriedade (j) do Teorema 1.1 na pagina 8. Portanto, A é invertivel
e B éainversa de A. [ ]

Exemplo 2.21. No Exemplo 2.17 na pagina 111 mostramos como obter rapidamente
a inversa de ma matriz 2 X 2. Usando o Coroldrio 2.19 podemos também obter a
inversa de uma matriz 2 x 2,
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) 1 . 1[d—b

= 3t ) = Gy | ¢ a

Ou seja, a inversa de uma matriz 2 x 2 é facilmente obtida trocando-se a posi¢do
dos elementos da diagonal principal, trocando-se o sinal dos outros elementos e
dividindo-se todos os elementos pelo determinante de A.

] , se det(A) #0

Exemplo 2.22. Vamos calcular a inversa da matriz

1 2 3
B=|(0 3 2|.
0 0 -2

A sua adjunta foi calculada no Exemplo 2.19 na pagina 116. Assim,

) 1 1 —6 4 -5 1 -
Bl= adjB)=— | 0 —2 -2 | =10
det(B) —6 0 o0 3 0

O WIFWIN
NI—WI—aN Gl
|

Corolario 2.20 (Regra de Cramer). Se o sistema linear AX = B é tal que a matriz A é n x n e invertivel, entio a
solugdo do sistema é dada por

o det(Aq) = det(A>) N det(Ay)
17 det(A) 727 det(A) T det(A)

em que Aj é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, paraj=1,...,n.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Como A é invertivel, pelo 2.19

1

X=A"'B= i(A)B.
A" B det(A)ad](A)B
A entrada x; é dada por
1 B 5 det(A])
Xj = 7(3161:(14) (aljbl +... +anjbn) = det(A) ,

em que A; é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por
B,paraj=1,...,nedet(A;) foi calculado fazendo o desenvolvimento em cofatores
em relagdo a j-ésima coluna de A;. u

Se a matriz A ndo é invertivel, entdo a regra de Cramer ndo pode ser aplicada. Pode
ocorrer que det(A) = det(A;) = 0, paraj = 1,...,n e o sistema nao tenha solucao
(verifique!). A regra de Cramer tem um valor tedrico, por fornecer uma férmula para
a solugdo de um sistema linear, quando a matriz do sistema é quadrada e invertivel.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 540)

2.2.1. Se det(A) = —3, encontre

(a) det(A?);

2.2.2,

2.2.3.
a;p a4 a3 t+ap
(@) | ap1 ax a3 +ax
| 431 432 433 +a3
2.2.4.
r ert tert
(@) | re’t (1 +rt)e” }

2.2.5.

(b) det(A3);

|

Calcule o determinante das matrizes a seguir:

(b)

(b) | acospt— Bsenpt «a

(c) det(A™1);

an +app a1 —ap
a1 +azxp a4 —axp

| 431+ a3 43 — a3

cos Bt

1 -2 3 1 21 3
5 -9 6 3 101
Wl 2 6 2 P02
2 8 6 1 01 2
2.2.6. Determine todos os valores de A para os quais det(A — Al,) = 0, em que
[0 1 2 T
) A=|0 0 3 ) A= | -1
000 3
[2 -2 3 [ 2
©A=]0 3 -2 d) A= |1
0 -1 2 2

(d) det(Al);

Se A e B sdo matrizes 1 x n tais que det(A) = —2 e det(B) = 3, calcule det(A'B~1!).

Seja A = (a;j)3x3 tal que det(A) = 3. Calcule o determinante das matrizes a seguir:

a3
a3
ass

sen Bt
sen Bt + B cos Bt }

Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes usando operagdes elementares para trans-
forma-las em matrizes triangulares superiores.

WO R =

Matrizes Vetores e Geometria Analitica
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X1
Determine os valores de A € R tais que existe X = | @ | # 0 que satisfaz AX = AX.
Xn
2 00 [2 3 0
A=13 -1 0 |; A=|01 0 (;
| 0 4 3 |0 0 2
(1 2 3 4 [2 2 3 4
0 -1 3 2 02 3 2
A= 0 0 3 3| A= 0011
|0 0 0 2 |0 0 01

Para as matrizes do exercicio anterior, e os valores de A encontrados, encontre a solugdo geral do sistema
AX = AX, ou equivalentemente, do sistema homogéneo (A — AL,)X = 0.
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Comandos do MATLAB®:
>> det (A) calcula o determinante da matriz A.
Comando do pacote GAAL:
>> detopelp(A) calcula o determinante de A aplicando operacdes elementares até que a matriz esteja na
forma triangular superior.
Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma idéia do qudo comum é encontrar ma-
trizes invertiveis. No prompt do MATLAB® digite a seguinte linha:
>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(2);if (det(A)~=0),c=c+1;end,end,c
(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB® fazer ¢ o
seguinte:
e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.
e Atribuir a variavel A, 1000 matrizes 2 x 2 com entradas inteiras aleatérias entre —5 e 5.
e Se det(A) # 0, entdo o contador c é acrescido de 1.

e No final o valor existente na varidvel c é escrito.
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na varidvel c?

Resolva, com 0 MATLAB®, os Exercicios Numéricos a partir do

Mostre que se det(AB) = 0, entdo ou A é singular ou B é singular.
O determinante de AB é igual ao determinante de BA? Justifique.

Mostre que se A é uma matriz nao singular tal que A2 = A, entdo det(A) = 1.
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Mostre que se A¥ = 0, para algum k inteiro positivo, entdo A é singular.
Mostre que se A' = A~1, entao det(A) = +1;
Mostre que se « é um escalar e A é uma matriz n x n, entdo det(eA) = a” det(A).
Mostre que A, n X n, é invertivel se, e somente se, Al A é invertivel.
Sejam A e P matrizes n x n, sendo P invertivel. Mostre que det(P~' AP) = det(A).
Mostre que se uma matriz A = (aij)nxn é triangular superior, (isto é, os elementos situados abaixo da
diagonal sdo iguais a zero) entdo det(A) = a11a2 . .. Aun.
Mostre que se A = { i Z ], entdo det(A) = 0 se, e somente se, uma linha é multiplo escalar da

outra. E se A for uma matriz n x n?

Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (aij)nxn, é tal que A; = aAr+ BA;, paraa e

escalares e i # k, 1, entdo det(A) = 0.

Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (ai]-)nxn, é tal que A; = Z axAg, para aq, ..., 0
ki

escalares, entdo det(A) = 0.

Mostre que o determinante de Vandermonde é dado por

2 n—1
1 x x% ceoX .
e
X2 Xy ... X
V, = det = [ I(xi—x)
. . i>j
2 n—1
1 xp x3 X,

A expressdo a direita significa o produto de todos os termos x; — x; tais que i > jeij = 1,...,n.
(Sugestdo: Mostre primeiro que V3 = (x3 — x2)(x2 — x1)(x3 — x1). Suponha que o resultado é verdadeiro
para matrizes de Vandermonde de ordem n — 1, mostre que o resultado é verdadeiro para matrizes de
Vandermonde de ordem 7. Faga as seguintes operagdes nas colunas da matriz, —x1C;_1 + C; — C;, para
i=mn,...,2.Obtenha V;, = (x, —x1)...(x2 — x1)V;—1.)
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Sejam A, B e D matrizes p X p, p x (n —p) e (n — p) x (n — p), respectivamente. Mostre que

A B
det [ i D } = det(A) det(D).
(Sugestao: O resultado é claramente verdadeiro para n = 2. Suponha que o resultado seja verdadeiro
para matrizes de ordem n — 1. Desenvolva o determinante da matriz em termos da 1% coluna, escreva
o resultado em termos de determinantes de ordem n — 1 e mostre que o resultado é verdadeiro para

matrizes de ordem n.)

Dé um exemplo de sistema linear de 3 equagdes e 3 incognitas, AX = B, em que det(A) = det(A;) =
det(A;) = det(A3) = 0 e o sistema ndo tenha solugdo, em que A; é a matriz que se obtem de A
substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, paraj=1,...,n.
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Apéndice Ill: Demonstracéo do Teorema 2.11 na pagina 102

Demonstracao do Teorema 2.10 na pagina 100 para k > 1.
Deixamos como exercicio para o leitor a verificacdo de que para matrizes 2 X 2 o
resultado é verdadeiro. Supondo que o resultado seja verdadeiro para matrizes
(n —1) x (n —1), vamos provar para matrizes n X n. Sejam

Aq Aq Aq
Ak Ak Ak
«X+pY |, B= X e C= Y
Akt Akt Ak
An ] | An L An ]

Suponha que k = 2,...,n. As matrizes Alj/ Blj e Clj s6 diferem na (k — 1)-ésima
linha (lembre-se que a primeira linha € retirada!). Além disso, a (k — 1)-ésima linha
de Ajy; € igual a a vezes a linha correspondente de Bj; mais  vezes a linha cor-

respondente de Clj (esta é a relagdo que vale para a k-ésima linha de A). Como
estamos supondo o resultado verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo
det(Ay;) = adet(By;) + pdet(Cy;). Assim,

det(A)

n

= Y (=1)"ay;det(Ay))

j=1

= Y (—1)1+ja1]- [IX det(Blj) + ,Bdet(él])]

= « Z(—l)lJrjblj det(Blj) + ﬁ i(—l)lﬂcl]- det(Clj)

j=1 j=1

= wadet(B) + Bdet(C),
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poisayj = byj =cyj,paraj=1,...,n. [ |

Lema 2.21. Sejam E; = [10...0],E; =[010...0],...,E, =[0...01]. Se A é uma matriz n X n, cuja i-ésima

linha é igual a Ey, para algum k (1 < k < n), entdo
det(A) = (—1)i+k det(Aik).

Demonstracao. E facil ver que para matrizes 2 x 2 o lema é verdadeiro. Suponha
que ele seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é
verdadeiro para matrizes n x n. Podemos supor que 1 < i < n.

Seja B; a matriz (n —2) x (n — 2) obtida de A eliminando-se as linhas 1 e i e as
colunasjek, paral <j <n.

Para j < k, a matriz Ay; é uma matriz (n — 1) x (n —1) cuja (i — 1)-ésima linha é igual
a Ex_y. Para j > k, a matriz A;j ¢ uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima
linha é igual a E;. Como estamos supondo o lema verdadeiro para estas matrizes
e como pelo Teorema 2.10 na pagina 100 se uma matriz tem uma linha nula o seu
determinante é igual a zero, entdo det(A;;) = 0, segue-se que

(—1)l=1)+(k-1) det(Bj) sej <k,
det(Ayj) =4 0 sej=k, (2.12)
(—1)l=1)+k det(B;) sej>k.

Usando (2.12), obtemos
n . -~
det(A) = Y (—=1)""a;det(A;)

j=1

n

= Z(—l)lJrjlllj(—l)( ) (k 1 det —|—Z l+]a1 )(i*1)+kdet(B]-)

j<k >k

Matrizes Vetores e Geometria Analitica
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Por outro lado, temos que

(—=1)**det(Ay) = (—1)*F 2( 1)/ay; det(B 2 (—1) 0 Day; det(B;)
j<k >k
E simples a verificagdo de que as duas expressdes acima sdo iguais. u

Demonstracao do Teorema 2.11 na pagina 102.

Pelo Teorema 2.14 na pdagina 107 basta provarmos o resultado para o desenvolvi-
mento em termos das linhas de A. Sejam E; = [10 ... 0],E; = [010...0],...,E, =
[0...01]. Observe que a linha i de A pode ser escrita como A; = Z] 14i;E;j. Se]a B;

a matriz obtida de A substituindo-se a linha i por E;. Pelo Teorema 2.10 na pagina
100 e o Lema 2.21 segue-se que

n . . ~
det(A Z ajj det(By) = ) (—1)"a;; det(Ay).
j=1
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Calcule o determinante da matriz seguinte usando operagdes elementares para transforma-la em uma
matriz triangular superior.

139 7
2 3 25
0 3 41
4 6 91
Se possivel, encontre a inversa da seguinte matriz:
1 0 0 2
0100
0 010
2 0 0 2

Encontre todos os valores de A para os quais a matriz A — Al tem inversa, onde

LWL, NN
NN OO
_ -0 O
N O OO

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
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(a) Se A2 = —2A* entao (I + A?)~1 =1-2A%

(b) Se A = —A? e A é ndo singular, entdo determinante de A é -1;
(c) Se B= AA'A~1, entdo det(A) = det(B).

(d) det(A+ B) = detA+detB

Margo 2012 Reginaldo J. Santos



Muitas grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamento e impulso, para se-
rem completamente identificadas, precisam, além da magnitude, da direcdo e do
sentido. Estas grandezas sdo chamadas grandezas vetoriais ou simplesmente veto-
res.

Geometricamente, vetores sdo representados por segmentos (de retas) orientados
(segmentos de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espacgo. A ponta
da seta do segmento orientado é chamada ponto final ou extremidade e o outro
ponto extremo é chamado de ponto inicial ou origem do segmento orientado.

Segmentos orientados com mesma dire¢do, mesmo sentido e mesmo comprimento
representam o mesmo vetor. A dire¢do, o sentido e o comprimento do vetor sdao
definidos como sendo a diregdo, o sentido e o comprimento de qualquer um dos
segmentos orientados que o representam.

132
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/
/

Figura 3.1 — Segmentos orientados representando o mesmo vetor
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Este fato é andlogo ao que ocorre com os niimeros racionais e as fragdes. Duas
fragdes representam o mesmo nuimero racional se o numerador e o denominador
de cada uma delas estiverem na mesma proporcao. Por exemplo, as fragdes 1/2,2/4
e 3/6 representam o mesmo nuimero racional. A defini¢do de igualdade de vetores
também ¢é andloga a igualdade de ndmeros racionais. Dois ndmeros racionais a/b e
c/d sdoiguais, quando ad = bc. Dizemos que dois vetores sdo iguais se eles possuem
0 mesmo comprimento, a mesma dire¢do e o mesmo sentido.

Na 3.1 temos 4 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes, que
representam o mesmo vetor, ou seja, sdo considerados como vetores iguais, pois
possuem a mesma diregdo, mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Se o ponto inicial de um representante de um vetor V é A e o ponto

. . . N
final é B, entdo escrevemos V —AB
. .
AB B
A

Asoma, V + W, de dois vetores V e W é determinada da seguinte forma:
e tome um segmento orientado que representa V;

e tome um segmento orientado que representa W, com origem na extremidade
de V;

e ovetor V + W é representado pelo segmento orientado que vai da origem de V
até a extremidade de W.




3.1 Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar 135

Figura32 -V + W = W + V Figura3.3-V + (W+U) = (V+ W)+ U
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Da 3.2, deduzimos que a soma de vetores é comutativa, ou seja,
V+EW=W+YV, (3.1)

para quaisquer vetores V e W. Observamos também que a soma V + W estd na
diagonal do paralelogramo determinado por V e W, quando estdo representados
com a mesma origem.

Da 3.3, deduzimos que a soma de vetores é associativa, ou seja,

V+(W+U)=(V+W)+U, (3.2)

para quaisquer vetores V, W e U.
O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua extremidade é chamado vetor
nulo e denotado por 0. Segue entdo, que

V4+0=0+V=V, (3.3)

para todo vetor V.
Para qualquer vetor V, o simétrico de V, denotado por —V, é o vetor que tem mesmo
comprimento, mesma diregdo e sentido contrario ao de V. Segue entdo, que

V+(=V)=0. (3.4)
Definimos a diferenca W menos V, por
W—-V =W+ (-V).
Segue desta defini¢do, de (3.1), (3.2), (3.4) e de (3.3) que
W+ (V-W)=(V-W)+W=V+(-W+W)=V+0=V.

Assim, a diferenca V — W é um vetor que somado a W dd V, portanto ele vai da
extremidade de W até a extremidade de V, desde que V e W estejam representados
por segmentos orientados com a mesma origem.
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Figura 3.4 — A diferenca V — W
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A multiplicacdo de um vetor V por um escalar «, « V, é determinada pelo vetor que
possui as seguintes caracteristicas:

éovetor nulo,seax =0ouV =0,
caso contrario,

tem comprimento |«| vezes o comprimento de V,
a diregdo é a mesma de V (neste caso, dizemos que eles sdo paralelos),

tem o0 mesmo sentidode V,sea > 0e
tem o sentido contrdrio aode V, se &« < 0.

As propriedades da multiplicacdo por escalar serdo apresentadas mais a frente. Se
W = aV, dizemos que W é um muiiltiplo escalar de V. E facil ver que dois vetores
ndo nulos sdo paralelos (ou colineares) se, e somente se, um é um muiltiplo escalar
do outro.
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Figura 3.5 — Multiplicagdo de vetor por escalar
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As operagoes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coordena-
das retangulares ou cartesianas. Em primeiro lugar, vamos considerar os vetores no
plano.

Seja V um vetor no plano. Definimos as componentes de V como sendo as coorde-
nadas (v1,v;2) do ponto final do representante de V que tem ponto inicial na origem.
Vamos identificar o vetor com as suas componentes e vamos escrever simplesmente

V = (v1,02).
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Ay

V= (‘01,'02)

P=(xy)
%)

Figura 3.6 — As componentes do vetor V no

Figura 3.7 — As coordenadas de P sdo iguais as
plano

—
componentes de OP
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—
Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor OP, que

vai da origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo,
0 = (0,0). Em termos das componentes, podemos realizar facilmente as operagoes:
soma de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar.

e Como ilustrado na 3.8, a soma de dois vetores V = (v1,v3) e W =
(wq,wy) é dada por

V4+ W= (01 +w1,v2+w2);

e Como ilustrado na 3.9, a multiplica¢do de um vetor V = (v1,v;) por um
escalar « é dada por

aV = (xvy,a0y).
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y V+W
UpFwn

U2

U1 wy U1 t+wr

Figura 3.8 — A soma de dois vetores no plano

AUV

aV

U2

(4 et

Figura 3.9 — A multiplicagdo de vetor por escalar
no plano

Marco 2012

Reginaldo J. Santos



144

Definimos as componentes de um vetor no espago de forma andloga a que fizemos
com vetores no plano. Vamos inicialmente introduzir um sistema de coordenadas
retangulares no espaco. Para isto, escolhemos um ponto como origem O e como ei-
xo0s coordenados, trés retas orientadas (com sentido de percurso definido), passando
pela origem, perpendiculares entre si, sendo uma delas vertical orientada para cima.
Estes serdo os eixos x,y e z. O eixo z é o eixo vertical. Os eixos x e y sdo horizon-
tais e satisfazem a seguinte propriedade. Suponha que giramos o eixo x pelo menor
angulo até que coincida com o eixo y. Se os dedos da méao direita apontam na direcdo
do semieixo x positivo de forma que o semieixo y positivo esteja do lado da palma
da mdo, entdo o polegar aponta no sentido do semieixo z positivo. Cada par de ei-
x0s determina um plano chamado de plano coordenado. Portanto, os trés planos
coordenados sdo: xy, yz e xz.

A cada ponto P no espago associamos um terno de ntmeros (x,y,z), chamado de
coordenadas do ponto P como segue.

e Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

e A intersecdo da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano xy é o
ponto P’. As coordenadas de P/, (x,y), no sistema de coordenadas xy sdo as
duas primeiras coordenadas de P.

e A terceira coordenada é igual ao comprimento do segmento PP/, se P estiver
acima do plano xy e ao comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se
P estiver abaixo do plano xy.




3.1 Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar 145

X

Figura 3.10 — As coordenadas de um ponto no espago
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As coordenadas de um ponto P sdo determinadas também da maneira dada a seguir.
e Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.

e A intersecdo do plano paralelo ao plano xy, passando por P, com o eixo z de-
termina a coordenada z.

e A intersecdo do plano paralelo ao plano xz, passando por P, com o eixo y de-
termina a coordenada y

e A intersecdo do plano paralelo ao plano yz, passando por P, com o eixo x de-
termina a coordenada x.

Agora, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas
também nas operagdes de vetores no espago. Seja V um vetor no espago. Como no
caso de vetores do plano, definimos as componentes de V como sendo as coordena-
das (v1, v, v3) do ponto final do representante de V que tem ponto inicial na origem.
Também vamos identificar o vetor com as suas componentes e vamos escrever sim-
plesmente

V= ("01,02, "03).
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A A

%]

Cv= (91,02,03) .2)

X y X y
Figura 3.11 — As componentes de um vetor no Figura 3.12 — As cocidenadas de P sdo iguais as
espaco componentes de OP
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—
Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor OP que

vai da origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo,
0 = (0,0,0). Assim como fizemos para vetores no plano, para vetores no espacgo
a soma de vetores e a multiplicacdo de vetor por escalar podem ser realizadas em
termos das componentes.

e SeV = (v1,v2,v3) e W = (w1, wp, w3), entdo a adi¢do de V com W é dada por

V4+W = (v1 +wy, 0 + wy, v3 + w3);

e Se V = (v1,vp,v3) e« é um escalar, entdo a multiplicagdo de V por « é dada por

aV = (av,a0y,003).

SeV =(1,-2,3), W = (2,4,—1), entdo

V4+W=(1+42-2443+(-1)) = (3,2,2), 3V=(3-1,3(-2),3-3) = (3,-6,9).
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—

—_
Figura 3.13 -V =PO=00 — OP
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Quando um vetor V estd representado por um segmento orientado com ponto ini-
cial fora da origem (Figura 3.13), digamos em P = (x1,¥1,21), e ponto final em
Q = (x2,y2,22), entdo as componentes do vetor V sdo dadas por

V =PQ=0Q — OP= (x — x1,Y2 — Y1,22 — 21).

Portanto, as componentes de V sdo obtidas subtraindo-se as coordenadas do ponto
Q (extremidade) das do ponto P (origem). O mesmo se aplica a vetores no plano.

Exemplo 3.2. As componentes do vetor V que tem um representante com ponto ini-
cial P = (5/2,1,2) e ponto final Q = (0,5/2,5/2) sdo dadas por

V =PO= (0—5/2,5/2—1,5/2—2) = (=5/2,3/2,1/2).

Observacao. O vetor é “livre”, ele ndo tem posigdo fixa, ao contrario do ponto e do segmento orientado. Por
exemplo, o vetor V = (—5/2,3/2,1/2), no exemplo acima, estava representado por um segmento orientado
com a origem no ponto P = (5/2,1,2). Mas, poderia ser representado por um segmento orientado cujo ponto
inicial poderia estar em qualquer outro ponto.

Um vetor no espago V = (v1,02,03) pode também ser escrito na notagdo matricial
como uma matriz linha ou como uma matriz coluna:

01
V=1 v ou V=[v v v3].
U3
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Estas notagdes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes

01 w1 U1 + Wy 01
V4+W=| v | + | wy = vm+tw, |, aV=a| vy
U3 w3 v3 + w3 U3

ou

matriciais

X071
= L4}
K03

V‘I'W:[vl U2 Ug]—l-[ZU] wy ZU3]:[01+ZU1 Uy + Wo U3+W3],

aV=a[ov vy v3]=[avy avy avs |

produzem 0s mesmos resultados que as operagées vetoriais
V+W= (011’02/’03) + (wllw21w3> = ('01 + w1,02 + Wy, 03

aV = a(vy,vp,v3) = (avq, a0y, a03).

O mesmo vale, naturalmente, para vetores no plano.

+ ws3),

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de ve-

tores e multiplicagdo de vetores por escalar.

Teorema 3.1. Sejam U,V e W vetores e a e B escalares. Sdo vdlidas as sequintes propriedades:

() U+V=V+U; (e) a(BU) = (aB)U;

b)) (U+V)+W=U+(V+W); ) a(U+V)=al+aV;
(0 U+0=1U; (9) (a4 B)U = al + BU;
(d) U+ (-U) =0 (h) 1U = U.

Margo 2012
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Demonsiracao. Segue diretamente das propriedades da dlgebra matricial (Teorema
1.1 na pagina 8). u

Exemplo 3.3. Seja um triangulo ABC e sejam M e N os pontos médios de AC e BC,
respectivamente. Vamos provar que MN é paralelo a AB e tem comprimento igual
a metade do comprimento de AB.

Devemos provar que
—

MN= - AB.

N =

Cc

A B

Agora, a partir da figura acima temos que

—

—
MN=MC + CN .
Como M é ponto médio de AC e N é ponto médio de BC, entdo
— 1 — — 1 —

Logo,
— —

(AC + CB) =

—

— — —
MN= - AC +- CB= AB.

N =
N =
N =
N =
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Dados quatro pontos A, B, C e X tais que AX= A AB, vamos escre-
— —  —

ver CX como combinagﬁo linear de CA e CB, isto é, como uma soma de mdltiplos

escalares de CA e C B.
N

Como AX A AB entdo os vetores AX e AB sdo paralelos e portanto o ponto X s6
pode estar na reta definida por A e B. Vamos desenhé-lo entre A e B, mas isto ndo
representard nenhuma restricdo, como veremos a seguir.

O vetor que vai de C para X, pode ser escrito como uma soma de um vetor que vai
de C para A com um vetor que vai de A para X,

—  —

CX= CA+AX

B

A

—

Agora por hi hlpotese AX A AB B, 0 que 1mphca que C. CX CA +A AB.
Mas, AB=CB — CA portanto CX=CA +)\(CB CA) Logo,

— — —
CX=(1-A)CA+ACB.
Observe que:

— —
e Se A =0, entdo CX=CA.
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—  —
e Se A =1, entdo CX=CB.
— — —
e SeA =1/2, entdo CX= 4 CA +] CB.
— — —
e SeA =1/3,entdo CX= 3 CA +] CB.

e Se 0 < A <1, entdo X pertence ao segmento AB, enquanto que se A < 0 ou
A > 1, entdo X pertence a um dos prolongamentos do segmento AB.

Vamos mostrar, usando vetores, que o ponto médio de um segmento
que une os pontos A = (x1,y1,21) € B= (x2,12,22) é

M= (XL y1itya 2112
2 72 72 '
— —
O ponto M ¢ o ponto médio de AB se, e somente se, AM= 1 AB. Entdo, aplicando

— = =2

o exemplo anterior (com o ponto C sendo a origem O), OM= 5 OA +5 OB. Como

as coordenadas de um ponto sdo iguais as componentes do vetor que vai da origem
H

até aquele ponto, segue-se que OM= 3 (x1,y1,21) + 5(x2,12,22) €

_(x1t+X Yy1+Y2 z21+22
M_< 2 2 72 >
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548

— —
Determine o ponto C tal que AC=2 ABsendo A = (0,—2) e B = (1,0).
Uma reta no plano tem equagdo y = 2x + 1. Determine um vetor paralelo a esta reta.

Determine uma equacio para a reta no plano que é paralela ao vetor V = (2,3) e passa pelo ponto
Py = (1,2).

Determine o vetor X, tal que 3X —2V = 15(X — U).

6X — 2Y = U

Determine os vetores X e Y tais que { 3X 4 Y = ULV

Determine as coordenadas da extremidade do segmento orientado que representa o vetor V = (3,0, —3),
sabendo-se que sua origem estd no ponto P = (2,3, —5).

Quais sdo as coordenadas do ponto P!, simétrico do ponto P = (1,0,3) em relagdo ao ponto M =
(1,2, —1)? (Sugestdo: o ponto P’ é tal que o vetor ]\H”: — Aﬁ’)

Verifique se os pontos dados a seguir sdo colineares, isto €, pertencem a uma mesma reta:

A=(51,-3),B=(0,3,4) eC=(0,3,-5);
A=(-1,1,3),B = (42 -3) e C = (14,4, —15);

Dados os pontos A = (1,—2,-3), B = (—5,2,—1) e C = (4,0, —1). Determine o ponto D tal que A, B, C
e D sejam vértices consecutivos de um paralelogramo.

Verifique se o vetor U é combinacdo linear (soma de multiplos escalares) de V e W:

V=(9,-12,—6),W = (-1,7,1) e U = (—4,—6,2);
V=(54-3),W=(211)el=(-3-41);

Verifique se é um paralelogramo o quadrilatero de vértices (ndo necessariamente consecutivos)
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A= (4,-1,1),B=(9,-4,2),C = (4,3,4) e D = (4,—21,—14)
A= (4,-1,1),B=(9,—4,2),C=(43,4) eD = (9,0,5)

Quais dos seguintes vetores sdo paralelos U = (6, —4, —2), V = (—9,6,3), W = (15,—-10,5).

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vl, v2, v3. Por exemplo >>
v=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2,3);

>> V+W é a soma de Ve W; >> V-W é a diferenca V menos W; >> num*V é o produto do vetor V pelo escalar
num;

>> subs(expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solugdo da equagdo expr=0;

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor V. com origem
no ponto O = (0,0,0).

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn
>> lineseg(P1,P2, ’cor’) desenha o segmento de reta P1P2. >> tex (P, ’texto’) coloca o texto no
ponto P.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala. >> eixos desenha os eixos coordenados.

>> box desenha uma caixa em volta da figura. >> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z. >>
zoom3 (fator) amplifica a regido pelo fator.

Coloque em duas varidveis V e W dois vetores do plano ou do espago a seu critério

Use a fungdo ilsvw(V,W) para visualizar a soma dos dois vetores.




157

Coloque em uma varidvel a um niimero e use a fungdo ilav(a,V) para visualizar a multiplicacdo
do vetor V pelo escalar a.

Use 0 MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.3.
P p

Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados ndo paralelos de um trapézio é paralelo

— —
as bases, e sua medida é a média aritmética das medidas das bases. (Sugestdo: mostre que MN= %(AB

+ ITC ) e depois conclua que ]\H\I é um multiplo escalar de 1?B> Revise o 3.3 152)
D C
M N
A# *B

Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. (Sugestdo: Sejam M e N os pontos
H

médios das duas diagonais do paralelogramo. Mostre que o vetor MN= 0, entdo conclua que M = N.)
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A B
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Considere o tridngulo ABC e sejam M o ponto médio de BC, N o ponto médio de AC e P o ponto médio
de AB. Mostre que as medianas (os segmentos AM, BN e CP) se cortam num mesmo ponto que divide

as medlanas na proporgao 2/3el/3. (Sugestao Sejam G, H e I os pontos definidos por AG— 2 AM
BH: % BNe CI: z CP Mostre que GH 0, GIf 0, conclua que G = H = [.)

Cc

Sejam A, B e C pontos quaisquer com A # B. Prove que:
— —
Um ponto X pertence a reta determinada por A e B (AX= A AB) se, e somente se,
— — o
CX=aCA+BCB, com a+p=1
— —
Um ponto X pertence ao interior do segmento AB (AX= A AB, com 0 < A < 1) se, e somente se,

— — —
CX=aCA+BCB, com a>0,>0 e a+p=1

— —
Um ponto X é um ponto interior ao triangulo ABC (A’X= A A’B’,com0 < A <1, em que A’ é um
ponto interior ao segmento AC e B’ é interior ao segmento CB) se, e somente se,

—_—

— —
CX=aCA+BCB, com a>0, >0 e a+p<L
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Vetores no Plano e no Espaco

3.1.19. Mostre que se aV =0, entdoa =0ou V = 0.
3.1.20. Seal = aV,entdioUU =V ?Esea #07?
3.1.21. SeaV = BV, entdon = p? Ese V #07?

Matrizes Vetores e Geometria Analitica
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3.2 Produtos de Vetores

3.2.1 Norma e Produto Escalar

Ja vimos que o comprimento de um vetor V é definido como sendo o comprimento
de qualquer um dos segmentos orientados que o representam. O comprimento do
vetor V também é chamado de norma de V e é denotado(a) por ||V||. Segue do
Teorema de Pitdgoras que a norma de um vetor pode ser calculada usando as suas

componentes, por
V]| = /03 + 03,
no caso em que V = (v1,v2) € um vetor no plano, e por
VIl = /R + 3+ 53

no caso em que V = (v1,v7,v3) é um vetor no espago (verifique usando as Figuras
3.14 ¢ 3.15).

Margo 2012
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Vetores no Plano e no Espaco

V= (0,12)

\\\1\\

+[02]

ol

Figura 3.14 — A norma de um vetor V no plano

Tl -

y

Figura 3.15 — A norma de um vetor V no espago
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Um vetor de norma igual & 1 é chamado vetor unitario.

A distancia entre dois pontos P = (xl,yl,zl) e Q (xz,yz,zz) é igual a norma do

N
vetor PQ ( 3.13 149). Como PQ OQ OP (X2 —x1,y2 —y1,22 —
z1), entdo a distancia de P a Q é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = v/(r2 — 212+ (2 — )2 + (22 —21)2.

Analogamente, a distancia entre dois pontos P = (x1,y1) e Q = (x2,2) no plano é

—
igual a norma do vetor PQ, que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = V(X2 = x1)2 + (y2 —y1)2

A norma do vetor V = (1,-2,3) é

V|| = /12 + (=2)% + 32 = V14.

A distancia entre os pontos P = (2, -3,1) e Q = (—1,4,5) é
—_—
dist(P,Q) = || PQ || = ||(-1—2,4—(=3),5—1)|| = ||(=3,7,4)|| = 1/ (=3)2 4+ 72 + 42 = \/74.

Se V = (v1,vp,v3) e « é um escalar, entdo da definicdo da multiplicacdo de vetor por
escalar e da norma de um vetor segue-se que

V|| = || (w01, 002, a03)[| = 1/ (a01)? + (602)2 + (a03)? = \/a2(02 + 03 + 03),
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ou seja,
aVI]| = |af [[V]]. (3.5)

Dado um vetor V ndo nulo, o vetor

u= () v

é um vetor unitario na direcdo de V, pois por (3.5), temos que

1
ul) = \| V] = 1.
V]

Um vetor unitério na diregdo do vetor V = (1, —2,3) é o vetor

o i) ()29 e T

=~

O angulo entre dois vetores ndo nulos, V e W, é definido pelo dngulo 6 determinado
por V e W que satisfaz 0 < 0 < 7, quando eles estdo representados com a mesma
origem ( 3.16).

Quando o angulo 6 entre dois vetores V e W é reto (f = 90°), ou um deles é o vetor
nulo, dizemos que os vetores V e W sdo ortogonais ou perpendiculares entre si.
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\9 W W

»
|

\j

Figura 3.16 — Angulo entre dois vetores, agudo (a esquerda) e obtuso (a direita)
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Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado é um escalar.
Por isso ele é chamado produto escalar. Este produto tem aplicacdo, por exemplo,
em Fisica: o trabalho realizado por uma forca é o produto escalar do vetor forca pelo
vetor deslocamento, quando a forga aplicada é constante.

Definicao 3.1. O produto escalar ou interno de dois vetores V e W é definido por

0 se V ou W é o vetor nulo,

vow= { [|V||||W]||cosf,  caso contrdrio,

em que 6 é o angulo entre eles.
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Quando os vetores sdao dados em termos das suas componentes ndo sabemos direta-
mente o dngulo entre eles. Por isso, precisamos de uma forma de calcular o produto
escalar que ndo necessite do angulo entre os vetores.
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|

Figura 3.17 — Triangulo formado por representantes de V, W e V — W. A esquerda o angulo entre V e W é agudo
e a direita é obtuso.
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Se V e W sdo dois vetores ndo nulos e 6 é o dngulo entre eles, entdo pela lei dos
cossenos,
[V = WI[ = [[V][>+ [[W][? = 2[|V|| [[W]| cos 6.

Assim,
1
VW = [[VI|[W]|cose = 5 (IVIP+[WIE=[IV-WIF). ()

Ja temos entdo uma férmula para calcular o produto escalar que ndo depende dire-
tamente do dngulo entre eles. Substituindo-se as coordenadas dos vetores em (3.6)
obtemos uma expressdo mais simples para o célculo do produto interno.

Por exemplo, se V = (v1,vp,v3) e W = (wy, wy, w3) sdo vetores no espago, entdo
substituindo-se ||V||> = v + 03 + 0, ||W|]? = w} + w3 + wie ||V —W|}> = (v —
w1)? 4 (02 — w2)? + (v3 — w3)? em (3.6) os termos v? e w? sdo cancelados e obtemos

V- W = vw + vowy 4 v3ws.

Teorema 3.2. O produto escalar ou interno, V - W, entre dois vetores é dado por

V-W =vwy + vw,,

se V = (v1,v3) e W = (wy, wy) so vetores no plano e por

seV = (v1,vp,v3) e W

V- W = vyw1 + vow; + v3ws,

(w1, wy, w3) sdo vetores no espago.

Margo 2012
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Sejam V = (0,1,0) e W = (2,2,3). O produto escalar de V por W é
dado por
V-W=uvw +vwy+v3w3 =0-24+1-2+0-3=2.

Podemos usar o 3.2 para determinar o 4ngulo entre dois vetores ndo nulos,
Ve W. O cosseno do angulo entre V e W é, entao, dado por

V.-Ww

cosf = ————.
VI TIW]|

Se V e W sdo vetores ndo nulos e 8 é o angulo entre eles, entdo
6 é agudo (0 < 0 < 90°) se, e somentese, V- W > 0,
0 é reto (8 = 90°) se, e somentese, V-W =0e
0 é obtuso (90° < 0 < 180°) se, e somentese, V- W < 0.

Vamos determinar o 4ngulo entre uma diagonal de um cubo e uma de
suas arestas. Sejam V; = (1,0,0),V, = (0,1,0) e V3 = (0,0,1) ( 3.18). Uma
diagonal do cubo é representada pelo vetor D dado por

D=Vi+W+V;=(111).

Entéo o angulo entre D e V; satisfaz

D-V 1.140.140.1 1

cosf = = =
DIVl (V124124 12) (V12402 +0%) /3

ou seja,

6 = arccos(—=) ~ 54°.

Sl
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Figura 3.18 — Angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas
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Teorema 3.3. Sejam U,V e W vetores e « um escalar. Sio vdlidas as seguintes propriedades:
(1) (comutatividade) U-V =V -U ;
(b) (distributividade) U - (V+W)=U-V+U-W;
(c) (associatividade) a(U - V) = (al) -V =U- (aV);
(d) V-V =||V|]?>>0,paratodo VeV -V = 0se, esomentese, V =0.

Demonstracao. Sejam U = (uq,up, u3), V = (v1,v2,v3) e W = (wy, wa, w3).
(a) U-V =uq0v1 + upvp + uzvg = vquq + vptip + vug = V- U;

(b) U-(V+W) = (ug,up,u3) - (v1 + w1, v2 +wp,v3 +ws3) = uy(v1 +wi) +uz(vp +
wy) +u3(v3 +w3) = (U101 +uywy) + (U202 + upwy) + (U303 + uzws) = (U101 +
UpUy 4 u303) + (Ugwy + upwy +uzwz) =U-V+U-W;

(0) a(U-V) = a(uvy + upvy + uzvs) = (auy)vy + (aup)vy + (aus)vy = (all) - V;

(d) V-V = ||V]|? é uma soma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a
zero e é zero se, e somente se, todas as parcelas sdo iguais a zero. [ ]

3.2.2 Proje¢ao Ortogonal
Dados dois vetores V e W a projecdo ortogonal de V sobre W denotada por
projy, V

é o vetor que é paralelo a W tal que V — proj;,, V seja ortogonal a W (Figura 3.19).
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V — proj,, V

V — projy,, V

projyy V. W

Projy, V

y

Figura 3.19 — Projegdo ortogonal do vetor V sobre o vetor W
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Proposicao 3.4. Seja W um vetor nio nulo. Entdo, a projegio ortogonal de um vetor V.em W é dada por

V-W
10j V:<—>W.
T W2

Demonstracao. Sejam V; = proj,, Ve Vo = V — proj,, V. Como V; é paralelo a W,
entdo
Vi =aW. (3.7)

Assim,
Vo=V —aW.

Multiplicando-se escalarmente V, por W e usando o Teorema 3.3 (d) obtemos
Vo W= (V—aW) - W=V-W—al||W| (3.8)
Mas, V; é ortogonal a W, entdo V, - W = 0. Portanto, de (3.8) obtemos
VW

W2

Substituindo este valor de « na equacéo (3.7) segue-se o resultado. u

Exemplo 3.10. Sejam V = (2,—1,3) e W = (4, —1,2). Vamos encontrar dois vetores
VieWytaisque V = V; +V,, V] éparaleloa W e V; é perpendicular a W (Figura 3.19).
Temos que

V-W=2-4+(-1)(-1)+3-2=15

[[W|[> =42 + (-1)2 +22 =21.
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. VW) 15 20 510
=iV = (i ) W = (51) 612 = 7.5 5)
20 510 6 211
VZZV_Vl:(21_113)_(71_717):(_7'_7’7)'
7 77 7077

Vamos, agora, definir um produto entre dois vetores, cujo resultado é um vetor. Por
isso, ele é chamado produto vetorial. Este produto tem aplica¢do, por exemplo, em
Fisica: a forca exercida sobre uma particula com carga unitdria mergulhada num
campo magnético uniforme é o produto vetorial do vetor velocidade da particula
pelo vetor campo magnético.
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h=|W| senf

Figura 3.20 — Area de um paralelogramo determinado por dois vetores
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Definicao 3.2. Sejam V e W dois vetores no espago. Definimos o produto vetorial, V x W, como sendo o vetor
com as seguintes caracteristicas:

(a) Tem comprimento dado numericamente por
[V x WI| = [[V[||[W]| senb,

ou seja, a norma de V X W é numericamente igual a drea do paralelogramo determinado por V e W.
(b) Tem direcdo perpendiculara Vea W.

(c) Tem o sentido dado pela regra da mdo direita (Figura 3.21): Se o angulo entre V e W é 6, giramos o
vetor V de um angulo 6 até que coincida com W e acompanhamos este movimento com os dedos da méao
direita, entdo o polegar vai apontar no sentido de V x W.
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Figura 3.21 — Regra da mao direita
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Da forma como definimos o produto vetorial é dificil o seu calculo, mas as proprie-
dades que apresentaremos a seguir possibilitardo obter uma férmula para o produto
vetorial em termos das componentes dos vetores.

Teorema 3.5. Sejam U,V e W vetores no espago e o um escalar. Sio vilidas as sequintes propriedades:
(1) Vx W= —(W x V) (anti-comutatividade).
(b) Vx W =0se, esomentese, V=aWouW=aV.
() (VXW) - V=(VxW)-W=0.
(d) a(VxW)=(aV)x W=V x (aW).

() Vx(W+U)=VxW+VxUe(V+W)xU=VxU+W x U (Distributividade em relagio a soma de
vetores).

Demonstracao. (a) Pela definigio do produto vetorial V. x W e W x V tém o
mesmo comprimento e a mesma direcdo. Além disso trocando-se V por W
troca-se o sentido de V' x W (Figura 3.21).

(b) ||V x W|| = 0 se, e somente se, um deles é o vetor nulo ou sen® = 0, em que 6
é o angulo entre V e W, ou seja, V e W sdo paralelos. Assim, V x W = Ose, e
somentese, V =aWouW = aV.

(c) Segue-se imediatamente da defini¢do do produto vetorial.

(d) Segue-se facilmente da defini¢do do produto vetorial, por isso deixamos como
exercicio para o leitor.

(e) Este item serd demonstrado no Apéndice IV na pagina 201.
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Os vetores candnicos
i=(1,0,0, j=(0,1,00 e k=(0,0,1)

sdo vetores unitdrios (de norma igual a um) paralelos aos eixos coordenados. Todo
vetor
V= (Ul/ 02, 03)

pode ser escrito como uma soma de multiplos escalares de f:]_"e k (combinagao linear),
pois
V = (v1,v2,v3) = (v1,0,0)+ (0,v2,0)+ (0,0,v3) =
= 11(1,0,0) +v2(0,1,0) + v3(0,0,1) =
= 7 ?-i— (%) f—I— U3 k. (3.9)
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Figura 3.22 — Vetores i, j e k Figura3.23— V' — 0yi + 0o + 03k
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Da defini¢do de produto vetorial podemos obter facilmente as seguintes rela¢oes:

Agora, estamos prontos para obter uma férmula que dé o produto vetorial de dois
vetores em termos das suas componentes.

Teorema 3.6. Sejam V = (v1,v,v3) e W = (wy, wp, w3) vetores no espago. Entdo o produto vetorial V- x W é dado

por
V><W=<det[vz 03 ],—det[vl 03 },det[vl v2 D (3.10)

wy w3 w1 w3 w1, Wy

Demonstracao. De (3.9) segue-se que podemos escrever
V= vﬁ—i— 02f+v3E e W= w1?+w2f+ W3E.
Assim, pela distributividade do produto vetorial em relacdo a soma, temos que
VxW = (v i+ vz]_"—i— U3 E) x (wy i+ wzj_"—i— w3 E)
= nw; (fx f) + vlwz(fx f) + vlwg(fx E) +
+ 0w (7 X 1) + vawy (] % 1) 4+ vpws (f x k) +
+ 03wy (k X 1) + 3w (k X ) 4 v3ws(k x k)
= (vpw3 — v3wy)i + (v301 — V1W3)] + (V1Ws — Va7 )k

= det[v2 3 ]?—det[vl v3 ]]_"—I—det[v1 o2 ]E
wy w3 w1 w3 w, Wy

= (e 2w 2 e )
wy w3 w1 w3 w1 Wy
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Para obter as componentes do produto vetorial V' x W procedemos como segue:

Vii_|n v v |,

W o w1 wy w3 !
e Para calcular a primeira componente de V x W, elimine a primeira coluna da
matriz acima e calcule o determinante da sub-matriz resultante. A segunda
componente é obtida, eliminando-se a segunda coluna e calculando-se o deter-

minante da sub-matriz resultante com o sinal trocado. A terceira é obtida como
a primeira, mas eliminando-se a terceira coluna.

e Escreva a matriz:

Sejam V = i+ 2]_"— 2k e W = 3{ + k. Vamos determinar o produto
vetorial V x W. Como

entao

2 1 -2 1 2

Usando os vetores f:]_"e ko produto vetorial V x W, pode ser escrito em termos do
“determinante”
/ f E o (4 » v v - v v -
VxW=det| oy v w3 _det[ 2 3]i—det{ ! 3}j+det[ ! 2]k.
wz w3 wy w3 Wy wy
wp Wy w3
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Figura 3.24 — Area do triangulo POR
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Exemplo 3.12. Vamos calcular a drea do trisngulo PQR em que (Figura 3.24)
P=(3,20), Q=(0,43) e R=(1,0,2).
Sejam
.
V =RP=(3-1,2—-0,0—2) = (2,2, -2)
H
W =RQ=(0—1,4—0,3—2) = (~1,4,1).

Entao,
V x W = (10,0,10) = 10(1,0,1).

A area do tridngulo POR ¢é a metade da area do paralelogramo com lados determi-
nados por V e W. Assim,

Area — %||V><W|| — 52

3.2.4  Produto Misto

O produto (V x W) - U é chamado produto misto de U, V e W. O resultado abaixo
mostra como calcular o produto misto usando as componentes dos vetores.

Teorema 3.7. Sejam U = ulf—l— uJ—i— u_of, V= vlf—i— 02]_"4— vﬂé eW = wlf—i— w27+ w;:,%. Entdo,

U1 U2 U3
(VxW)-U=det| wi wp, w3
up Uy us
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Demonstracao. Segue do Teorema 3.2 na pagina 169, do Teorema 3.6 na pagina 182

e da defini¢do de determinante de uma matriz que

_ . U2 U3 _
(V X W) u = (ul,uz,ug) (det[ wy w3 ], det[
v

= uldet[v2 Y3 ]—uzdet{ !

wy W3 w1
01 U2 U3
= det| wg wyp ws
Up Uz us

Exemplo 3.13. O produto misto dos vetores U = 2i —j+3k, V = —i+4j+ ke

W =5i+j—2ké

01 0y U3
(VxW)-U=det| wi wp, w3 | =det
uy Uz Uz

:| +u3det[
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[[U]| ] cos 6|

Figura 3.25 — Volume do paralelepipedo determinado por V, We U
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Teorema 3.8. Dados trés vetores no espago, U,V e W,
|(V x W) - U]

é numericamente igual ao volume do paralelepipedo determinado por U,V e W.

Demonstracao. O volume do paralelepipedo determinado por U,V e W é igual ao
produto da area da base pela altura, ou seja, pela defini¢do do produto vetorial, o
volume é dado por

Volume = ||V x W|| h.

Mas, como vemos na Figura 3.25 a altura é h = ||U]|| cos 6], o que implica que
Volume = ||V x W||||U|||cos 8] = [(V x W) - U]|.
]
Exemplo 3.14. Sejam V = 4i, W = 2 4+ 5] e U = 3i + 3f + 4k. O volume do para-

lelepipedo com um vértice na origem e arestas determinadas por U,V e W é dado
por

=~ O O

4 0
Volume=|(V><W)-U|=|det[2 5 ]|=|80|=80.
3 3

Margo 2012
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Figura 3.26 — Paralelepipedo determinado por U, V e W do Exemplo 3.14
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Segue imediatamente do Teorema 3.7 e do Teorema 3.8 um critério para saber se trés

vetores sdo paralelos a um mesmo plano.

Corolério 3.9. Sejam U = u1i + ua] + usk, V = v1i + v2] + v3k e W = wyi + wy] + wsk. Estes vetores sio copla-

nares (isto é, sdo paralelos a um mesmo plano) se, e somente se,

U1 U2 U3
(VxW)-U=det| w; wy ws | =0.

ui Uy Uz
Exemplo 3.15. Vamos verificar que os pontos P = (0,1,1), Q = (1,0,2),
R = (1,-2,0) e S = (—2,2,—2) sdo coplanares, isto §, pertencem a um mesmo

plano. Com estes pontos podemos construir os vetores
—
PQ=(1-0,0-1,2-1)=(1,-1,1),
—
PR=(1-0,—2-1,0-1)=(1,-3,-1) e

.
PS=(-2-0,2—1,-2—1) = (-2,1,-3)
%

Os pontos P, Q, R e S pertencem a um mesmo plano se, e somente se, os vetores PQ,
— —

PR e PS sédo coplanares. E isto acontece se, e somente se, o produto misto deles é
igual zero.

— — — 1 -3 -1
(PR x PS) -PQ=det| -2 1 -3 | =0.
1 -1 1

Assim, P, Q, R e S sdo coplanares.

Margo 2012
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O resultado a seguir serd usado no préximo capitulo para deduzir as equagdes pa-
ramétricas do plano.

Corolario 3.10. Sejam U,V e W vetores coplanares nio nulos no espago.

(1) Entdo a equagio vetorial
xU+yV+zW =0

tem solugdo ndo trivial, em que x,y e z sdo escalares.
(b) Entdo um dos vetores U,V ou W é combinagdo linear (soma de miiltiplos escalares) dos outros dois.

(c) Se Ve W sio ndo paralelos, entio U é combinagdo linear de Ve W.

Demonsiracao. (a) Seja A a matriz cujas colunas sdo U, V e W escritos como veto-
res colunas. A equagdo xU + yV + zW = 0 é equivalente ao sistema AX = 0.
Se U, V e W sdo coplanares, entdo

det(A) = det(A") = (U x V)-W =0.

Logo a equagdo xU + yV + zW = 0 tem solugdo nio trivial.

(b) Pelo item anterior a equagdo xU +yV +zW = 0 possui solugdo ndo trivial. Mas,
se isto acontece, entdo um dos escalares x ou y ou z pode ser diferente de zero.
Sex # 0, entdo U = (—y/x)V + (—z/x)W, ou seja, o vetor U é combinagado
linear de V e W. De forma semelhante, se y # 0, entdo V é combinacao linear
de UeWesez #0,entdo W é combinagédo linear de U e V.

(c) Como U,V e W séo coplanares, entdo a equacdo xU + yV +zW = 0 possui
solugdo ndo trivial com x # 0. Pois, caso contrério yV 4+ zW = 0 com y ou z
ndo simultaneamente nulos o que implicaria que V' e W seriam paralelos (por
que?). Logo U = (—y/x)V + (—z/x)W.

|
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Considere os vetores

—

U =PQ= (1,-1,1),
H
V =PR= (1,-3,-1) e

—

W =PS= (-2,1,-3)
do 3.15 191. A equagao

xU~+yV+zW =0

é equivalente ao sistema

x + y — 2z =0
-x — 3y + z =0
x — y — 3z =0
Escalonando a matriz do sistema obtemos
1 1 -2 1 1 -2 1 1
-1 -3 1|(~[0 -2 -1 |~]0 =2
1 -1 -3 0o -2 -1 0 0

A ultima matriz corresponde ao sistema

{x—i— y — 2z =0
=0

- 2y - z =
Assim,
5a n _
TU_EV—HXW_O
Logo
5 1
W=—= =V.
2U+2

-2
-1
0

Verifique que realmente vale esta relacdo entre os vetores U,V e W.
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550

Determine a equacdo da reta no plano que é perpendicular ao vetor N = (2,3) e passa pelo ponto
Py=(-1,1).

—
Seja O = (0,0,0). Qual o lugar geométrico dos pontos P = (x,y,z) tais que || OP ||> = 4? Qual figura é
representada pela equagao x? + y? = 4?

Sejam V = i+ 2]_"— 3ke W = 2i+ j— 2k. Determine vetores unitérios paralelos aos vetores
@V+W, b)V-W;, (c)2V —3W.

Determine o valor de x para o qual os vetores V = xi + 3] + 4k e W = 3i 4 j + 2k sdo perpendiculares.

Demonstre que ndo existe x tal que os vetores V = xXi + 2]_"—|— 4ke W = xi — 2]_"—|— 3k sd0 perpendiculares.

Ache o angulo entre os seguintes pares de vetores:
@2+jej—k (b)i+j+ke—2f—2k (c)3i43je2i+]— 2k
Decomponha W = —i 3]+ 2k como a soma de dois vetores Wy e Wy, com W, paralelo ao vetor i+ 3ke

W, ortogonal a este tltimo. (Sugestdo: revise o 3.10 174)

Ache o vetor unitario da bissetriz do angulo entre os vetores V = 2i + 2] + keW = 60+ 2j — 3k. (Su-
gestdo: observe que a soma de dois vetores estd na direcdo da bissetriz se, e somente se, os dois tiverem o
mesmo comprimento. Portanto, tome multiplos escalares de V e W de forma que eles tenham o mesmo
comprimento e tome o vetor unitdrio na direcdo da soma deles.)

Verifique se os seguintes pontos pertencem a um mesmo plano:

A=(2,2,1),B=(3,1,2),C=(23,0)eD=(23,2);
A=(2,0,2),B=(3,20),C=(0,21)eD = (10,-2,1);

Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A = (2,1,6) e os trés vértices
adjacentes nos pontos B = (4,1,3),C = (1,3,2)e D = (1,2,1).
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Calcule a édrea do paralelogramo em que trés vértices consecutivos sio A = (1,0,1),B = (2,1,3) e
C = (3,2,4).

Calcule a érea do tridngulo com vértices A = (1,2,1),B = (3,0,4) e C = (5,1, 3).
Ache X tal que X x (i +k) =2(i+]—k) e ||X|] = V6.

Sabe-se que o vetor X é ortogonalai+jea —i + k, tem norma /3 e sendo 6 o angulo entre X e j, tem-se
cos® > 0. Ache X.

Mostre que A = (3,0,2), B = (4,3,0) e C = (8,1, —1) sdo vértices de um tridngulo retdngulo. Em qual
dos vértices estad o dngulo reto?

Considere dois vetores V e W tais que ||V|| = 5, ||W|| = 2 e o angulo entre V e W é 60°. Determine,
como combinacdo linear de Ve W (xV + yW):

Umvetor X talque X-V=20e X - W =5

Um vetor X talque X x V=0e X - W = 12.

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vi, v2, v3. Por exemplo >>
v=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2,3);

>> subs (expr,x,num) substitui x por num na expressdo expr;

>> solve(expr) determina a solugdo da equagdo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:
>> V=randi(1,3) cria um vetor aleatério com componentes inteiras;

>> no (V) calcula a norma do vetor V.
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>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P, V) desenha o vetor V com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor V com origem
no ponto O = (0,0,0).

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn
>> lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2.
>> eixos desenha os eixos coordenados.

>> box desenha uma caixa em volta da figura.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.

>> rota faz uma rota¢do em torno do eixo z.

>> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.

>> tex(P, ’texto’) coloca o texto no ponto P.

Digite no prompt
demog?21,

(sem a virgula!). Esta fun¢do demonstra as fung¢des gréficas para vetores.
Coloque em duas varidveis V e W dois vetores bi-dimensionais ou tri-dimensionais a seu critério.

Use a funcdo ilvijk(V) para visualizar o vetor V como uma soma de muiltiplos escalares
(combinacéo linear) dos vetores i ]_"e k.
Use a fungdo ilpv(V,W) para visualizar o produto vetorial V' x W.

Use a fungdo ilproj (W, V) para visualizar a projecdo de V em W.
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Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Mostre que em um tridngulo isésceles a mediana relativa a base é perpendicular a base.

Mostre que o dngulo inscrito em uma semicircunferéncia € reto.

— —
Sugestio para os préximos 2 exercicios: Considere o paralelogramo ABCD. Seja U =AB e V =AD.
Observe que as diagonais do paralelogramosdo U+ Vel — V.

Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sdo perpendiculares entdo ele é um losango.

Mostre que se as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo comprimento entdo ele é um retangulo.
SeV-W=V-UeV #0,entaio W = U?

Mostre que se V é ortogonal a Wy e W, entdo V é ortogonal a a1 Wy + apWa.

Demonstre que as diagonais de um losango sdo perpendiculares. (Sugestdo: mostre que
—  — — = — —
AC - BD= 0, usando o fato de que AB=DCe || AB || = || BC||.)

Sejam V um vetor ndo nulo no espaco e «, B e 7y os dngulos que V forma com os vetores i, j e k, respecti-
vamente. Demonstre que

cos® a + cos? B+ cos® v = 1.

~ g vy N
Sugestdo: cosa = 2L cosB= —L_ecosy = _
(Sug VIl p VI 7 HVHHkll)

Demonstre que, se V e W sdo vetores quaisquer, entdo:

_1 2 2.
vew = (IIV+WIR=|lv-w|P);
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VIR -+ Wi = 2 (11 -+ WIP 4+ ][V =W,
(Sugestao: desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
[VAWIP=(V+W)- (V+W)e|[V-W|P=(V-W)-(V-W)
Demonstre que se V e W sdo vetores quaisquer, entao:

V- W< [[VIIWI;

[V + W[ < |[VI[+|[W]];
(Sugestdo: mostre que ||V + W||2 = (V+ W) - (V+ W) < (||V|| + ||W||)?, usando o item anterior)

[1IVIE = 1wl | < 11V = wi.
(Sugestdo: defina U = V — W e aplique o item anterior a U e W)

- -

O produto vetorial é associativo? Justifique a sua resposta. (Sugestao: experimente com os vetores i, j, k)
SeVxW=VxUeV #0,entdo W = U?

Demonstre que se V e W sdo vetores quaisquer no espago, entdo
IV W< |[VI[TIWIL.

Se U, V e W sdo vetores no espago, prove que [U - (V x W)| < ||U|[||V||||W]]. (Sugestdo: use o
3.2 169 e o exercicio anterior)

Mostreque U - (VX W) =V - (W x U) =W - (U x V). (Sugestdo: use as propriedades do determinante)
Mostre que
(ally + BUy) - (V x W) = ally - (V X W) + Bl - (V X W);

u-[(D(V1+,3V2)XW]Z(Xu-(V1><W)+,BU'(V2XW),'
U- [V x (aWy+ W) =al- (V x Wp) 4+ BU - (V x W2).
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U-(VxW)=U-[(V+al+BW) x WI|.
(Sugestao: use as propriedades dos produtos escalar e vetorial)

Prove a identidade de Lagrange
IV x WIR = [[VIRIIWI2 - (V- W)

Mostre que a édrea do triangulo com vértices (x;,y;), parai =1,2,3 é igual a | det(A)|/2, em que

X1 yl 1
A= X2 Y2 1
x3 Yz 1

(Sugestdo: Marque os pontos P; = (x1,y1,1), P, = (x2,42,1), P3 = (x3,y3,1) e P| = (x1,¥1,0). O volume

— — —
do paralelepipedo determinado por P;, P, P53 e P{ é dado por | P1P{ - PP, x PyP; |. Mas, a altura

deste paralelepipedo é igual a 1. Assim, o seu volume é igual a drea da base que é o paralelogramo
—  — —
determinado por Py, P, e P3. Observe que OP;, P; P, e Py P; sdo paralelos ao plano xy.)

Sejam Uy, Uy e Us trés vetores unitarios mutuamente ortogonais. Se A = [ Uy Up Uz | é uma matriz
3 X 3 cujas colunas sdo os vetores Uj, U, e U3, entdo A é invertivel e A1 = At (Sugestao: mostre que
AtA = 13)

Sejam U = (uq,up,u3),V = (v1,02,03) e W = (w1, wp, w3). Prove a férmula seguinte para o produto
vetorial duplo

Ux(VXW)=(U-W)V—-(U-V)W,
seguindo os seguintes passos:

Prove que
Ux(@x]) = (U-)i—U-if
U x (fx k) (u-k)j—(Uu-jk
Ux (kxi) = (U-Dk—(U-k)i
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Prove usando o item anterior e as propriedades do produto vetorial que

Ux (Vxi) = (U-)V—(U-V)
Ux(Vx]) = (U-HV—(U-V)f
Ux (Vxk) = (U-kV—(U-V)k

Prove agora o caso geral usando o item anterior e as propriedades do produto vetorial.

Prove que
1 [AX(BxC)]+[Bx(CxA)]+[Cx(AxB)=0

(Sugestdo: use o exercicio anterior).

Mostre que se (A x C) x B =0, entdo
Ax (BxC)=(AxB)xC,

ou seja, o produto vetorial é, neste caso, associativo.
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3.5 179

Vamos dividir a demonstragdo da distributividade do produto vetorial em relagdo a soma

Vx(W+U)=VxW+VxU e (V+W)xU=VxU+WxU

da seguinte forma:
(V. xW)-U > 0se, e somente se, V, W e U satisfazem a regra da méo direita, isto é, se o angulo entre
Ve W é6, giramos o vetor V de um angulo 0 até que coincida com W e acompanhamos este movimento
com os dedos da méo direita, entdo o polegar vai apontar no sentido de U.

(VxW)-U=V-(WxU),ouseja, pode-se trocar os sinais x e - em (V x W) - U.
Vx(W4+U)=VXW4+VxUe(V+W)xU=VxU+WxU.
Provemos, agora, os trés itens acima.

Como vemos na 3.25 188 V, W e U satisfazem a regra da méo direita se, e somente
se, 0 < 6 < 7/2, ou seja, cosf > 0, em que 6 é o angulo entre V. x W e U. Como, (V x W) -U =
[|[V x W||||U|| cos 0, entdo V, W e U satisfazem a regra da mao direita se, e somente se, (V x W) -U > 0.

Como o produto escalar é comutativo, pelo 3.8 189,
[(VxW)-Ul=|V-(WxU)|

Agora, pelo item (a), temos que
(VxW)-uU e V-(WxU)

tém o mesmo sinal, pois V, W e U satisfazem a regra da mdo direita se, e somente se, W, U e V também
satisfazem.

Vamos provar a primeira igualdade e deixamos como exercicio para o leitor a demonstragdo da segunda.
Vamos mostrar queovetor Y =V x (W+U) — V x W —V x U é o vetor nulo. Para isso, vamos mostrar
que para qualquer vetor X no espago X -Y = 0.
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Pela distributividade do produto escalar, Teorema 3.3 item (b) na pagina 172, temos que
XY=X-Vx(W+U)-X-(VxW)—-X-(VxU).
Pelo item (b), temos que

XY = (XxV)-(W+U) —(XxV)- W—(XxV)-U
= XxV)-W+U)—-(XxV)-(W+U)=0

Assim, X - Y = 0, para todo vetor X, em particular para X = Y, temos que Y - Y = ||Y] |2 = (. Portanto,
Y =00useja, Vx(W+U)=VxW+V xU.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Mostre que os pontos A = (4,0,1), B = (5,1,3), C = (3,2,5), D = (2,1,3) sdo vértices de um paralelo-
gramo. Calcule a sua area.

Dado o tridangulo de vértices A = (0,1, —1), B = (—2,0,1) e C = (1, —2,0), determine a medida da altura
relativa ao lado BC.

Sejam U e V vetores no espago, com V # 0.

Determine o ntimero &, tal que U — &V seja ortogonala V.
Mostre que (U+ V) x (U—-V) =2V x U.

Determine x para que A = (x,1,2), B=(2,-2,-3),C = (5,—1,1) e D = (3, —2, —2) sejam coplanares.




No plano a equagéo geral de uma reta é ax + by +c = 0. No espaco um plano é o
conjunto dos pontos P = (x,y,z) que satisfazem a equagdo

ax+by+cz+d=0, paraab,cdecR,

que é chamada equacdo geral do plano. Existe uma analogia entre uma reta no
plano e um plano no espaco. No plano, a equagdo de uma reta é determinada se
forem dados sua inclinagdo e um de seus pontos. No espaco, a inclinagdo de um

204
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plano é caracterizada por um vetor perpendicular a ele, chamado vetor normal ao
plano e a equacdo de um plano é determinada se sdo dados um vetor normal e um
de seus pontos.
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Figura 4.1 — Plano perpendicular a N = (a, b, c) e que passa por Py = (xo, Yo, 20)

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Proposicao 4.1. A equagio geral de um plano 7w que passa por um ponto Py = (xo,Yo,20) e tem vetor normal N =
(a,b,c)é
ax+by+cz+d=0, 4.1)

em que d = —(axg + by + czp).

Demonstracao. Um ponto P = (x,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, 0 vetor
H

Py P for perpendicular ao vetor N, ou seja,
N
N- PyP=0. (4.2)
—_—
Como, PyP= (x — x0,y — Yo,z — 20), @ equacdo (4.2) pode ser reescrita como

a(x —x) +b(y —yo) +c(z—20) =0,

ou seja,
ax + by + cz — (axy + byo +czp) = 0.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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R

Figura4.2 — Planos ax +d =0, by +d =0ecz+d =0
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Figura4.3 — Planos by +cz+d =0,ax+cz+d =0eax+by+d =0

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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.
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N

Figura 4.4 — Planos ax + by +cz =0

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012



4.1 Equacoes de Retas e Planos 211

Figura 4.5 — Planos ax + by +cz = O0eax + by +cz+d =0

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Vamos encontrar a equacdo do plano 7 que passa pelo ponto
Py = (1,—-2,-2) e é perpendicular ao vetor N = (2,—1,2). Da 41,
a equagdo do plano é da forma

ax+by+cz+d=0,

em que os coeficientes de x, i e z sdo as componentes do vetor normal, ou seja, a = 2,
b= —1ec=2. Assim, a equagdo de 7t é da forma

2x—y+2z+d=0.

Para determinar o coeficiente d, ao invés de usarmos a 4.1, vamos usar o
fato de que Py = (1, —2, —2) pertence a 71. Mas, o ponto P, pertence a 7 se, e somente
se, as suas coordenadas satisfazem a equagdo de 7, ou seja,

2-1-1-(-2)+2-(-2)+d=0.

Logo, d = 242 —4 = 0. Substituindo-se d = 0 na equacdo anterior do plano
obtemos que a equagédo do plano 7 é

2x —y+2z=0.
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Figura 4.6 — Plano 2x —y + 2z = 0

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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No plano, a equagdo de uma reta é determinada se forem dados dois pontos da reta.
Analogamente, no espaco, a equagdo de um plano é determinada se sdo dados trés

pontos P;, P, e P; ndo colineares (isto é, ndo pertencentes a uma mesma reta). Com
— —

os trés pontos podemos “formar” os vetores P P, e P; P; ( 4.7).
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— —
N =P,P, x P|Ps

Figura 4.7 — Plano que passa por trés pontos

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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1/4

12 1/2

- \y

Figura 4.8 — Plano 2x + 2y +4z — 1 =0

X
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Vamos encontrar a equagdo do plano 7 que passa pelos pontos
P = (%,O, 0), 2, = (0, %,0) eP; = (0, f%, %) Com os trés pontos podemos “for-
— =
mar” os vetores P; P, e P; P;. O vetor
11 1 11 111
_71710 X(—5/735/37 A
2°2 ) 2 22) (442)
é um vetor normal ao plano. Assim, a equacdo do plano é da forma
1 1 1
x4 Sy 4 czd=
R + 1Y + >z + 0,
em que os coeficientes de x, y e z sdo as componentes do vetor N. Para determinar
o coeficiente d, vamos usar o fato de que o ponto P; = (1,0,0) pertence ao plano
7t. Mas, o ponto P; pertence a 7T se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a
equacdo de 71, ou seja,

— —
N :P1P2 X P1P3: (

11 1 1
Logo, d = %. Finalmente, uma equagdo do plano 7 é

1x—l—1 +lz—1—0
YT TP T

ou multiplicando por 8, obtemos
2x+2y+4z—1=0.

Alternativamente, podemos encontrar a equacdo do plano da seguinte forma. Como
—

— —
vimos anteriormente ( 3.9 191), trés vetores, Py P P; P, e P; P5, sdo
coplanares se, e somente se, o produto misto entre eles é zero. Assim, um ponto
P = (x,y,z) pertence a 7 se, e somente se,

— — —

Plp . (Plpz X P1P3) =0.
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Mas,

1
PP = (x—i,y,z)

PP, = (-

Entéao,

Ni—= O N
I

~1
2
e assim a equacdo do plano é dada por

1x + E + 1Z 1 0
YT T
ou multiplicando por 8§,

2x+2y+4z—1=0

A equacdo do plano também é determinada se ao invés de serem dados trés pontos,

forem dados um ponto P; do plano e dois vetores paralelos ao plano, V = (v, v, v3)

e W = (wy, wy, w3), desde que eles sejam ndo paralelos. Ou ainda se forem dados

dois pontos P; e P, do plano e um vetor paralelo ao plano V = (v1,v3,v3), jd que
—

neste caso podemos formar o vetor W = PP, = (wj, wp, w3) que é também paralelo
ao plano.

Nestes casos temos novamente pelo menos duas maneiras de encontrarmos a
equacdo do plano. Uma delas é observando que o vetor N = V x W é um ve-
tor normal ao plano. Desta forma temos um ponto do plano e um vetor nor-
mal ao plano. A outra é observando que temos trés vetores paralelos ao plano:
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N
P P= (x —x1,y — y1,z — z1), V e W. Como vimos anteriormente (Coroldrio 3.9 na

pdgina 191), os trés vetores sdo coplanares se, e somente se, o produto misto entre
eles é zero, ou seja,

BN X—X1 Y—WY1 z2—2
PP - (VxW)=det 1 o U3 =0. 4.3)
w1 wo w3

Assim, um ponto P = (x,y,z) pertence a um plano 7 que passa pelo ponto P; =
(x1,y1,21) e é paralelo aos vetores V = (v1,vp,v3) e W = (w1, wp, w3) (ndo paralelos)
se, e somente se, a equagdo (4.3) é verdadeira.

Observacido. Nao faz sentido dizer que um vetor pertence a um plano. Pois, por um lado, um plano é um
conjunto de pontos e por outro, os vetores sdo “livres”, podem ser “colocados” em qualquer ponto. O correto
é dizer que um vetor é paralelo a um plano.

Equacdes Paramétricas

Além da equagdo geral do plano podemos também caracterizar os pontos de um
plano da seguinte forma.  Considere um plano 71, um ponto Py = (xo,¥o,%0)
pertencente a 7t e dois vetores V. = (v1,v3,v3) e W = (wq, wy, w3) ndo colinea-
res, paralelos a 77. Um ponto P = (x, y,z) pertence a 71 se, e somente se, o vetor

N
PyP= (x — x0,¥ — Yo,z — zp) € uma combinagao linear de V e W (Corolario 3.10 na
pagina 192), ou seja, se existem escalares ¢ e s tais que

H
PoP= tV + sW. (4.4)

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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Escrevendo em termos de componentes (4.4) pode ser escrito como
(x —x0,y — Yo,z — z0) = (tvg + swy, tvy + swo, tvz + sw3).
Logo um ponto P = (x,y,z) pertence a 7t se, e somente se, satisfaz as equagoes

x = x9 + 01t + wis
y = Y + vt + wss parat,s € R.
z = zg + vt + w3s

Estas equacdes sdo chamadas equagdes paramétricas do plano.

Podemos obter equacbes paramétricas do plano do 42
217 usando o fato de que ele passa pelo ponto P; = (1/2,0,0) e é paralelo

— —
aos vetores Py P,= (—1/2,1/2,0), P,P3= (—-1/2,—-1/2,1/2). Assim,

—_
=

X = 7 jt — QS
y = %t - %s parat,s € R.
1
z 8
Para encontrarmos as equagdes paramétricas do plano do 41

212 podemos resolver a equacdo geral do plano 2x +2y +4z —1 = 0.

Podemos proceder como no caso de sistemas lineares e considerar as varidveis y e z
livres: z =t ey =s. Assim, x = % — 2t — s e portanto

x = —2t—s

y =

z =

parat,s € R.

=

sdo equagdes paramétricas do plano. Destas equagdes obtemos que os vetores
Vi =(-2,0,1) e V, = (—1,1,0) sdo paralelos ao plano.
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Py = (x0,¥0,20)

Figura 4.9 — Reta paralela ao vetor V = (a,b,¢)

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Vamos supor que uma reta r seja paralela a um vetor V = (a,b,c) ndo nulo e que
passe por um ponto Py = (xo, Yo, 20). Um ponto P = (x,y,z) pertence a reta r se, e
— —

somente se, o vetor PyP é paralelo ao vetor V, isto é, se o vetor PyP é um mdltiplo
escalar de V, ou seja,

N
PpP=tV. (4.5)
Em termos de componentes, a equagdo (4.5) pode ser escrita como
(x — x0,¥ — Yo,z — z0) = (ta, tb, tc).

Logo,x —xp =ta,y—yyo=tbez—zg=tc.
Ou seja, a reta ¥ pode ser descrita como sendo o conjunto dos pontos P = (x,y,z)
tais que

x = xpg+ta
y = Yyo+tb, parateR (4.6)
z = zg-+tc

As equagdes (4.6), chamadas equag¢des paramétricas da reta, sio de uma reta r que
passa por um ponto Py = (xo,Yo,z0) € € paralela ao vetor V = (a,b,c), chamado
vetor diretor da reta r.

O parametro ¢ nas equagdes (4.6) pode ser interpretado como o instante de tempo,
se o ponto P = (x,y,z) descreve o movimento de uma particula em movimento
retilineo uniforme com vetor velocidade V = (a,b,c). Observe que parat =1, P =
(x,y,z) = (xo+a,yo+b,z0+c), parat =2, P = (x,y,2z) = (xo+2a,yo + 2b, zg + 2c)
e assim por diante.
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As equagdes (4.6), podem ser reescritas como
(x,y,2z) = (x0 + at,yo + bt, zg + ct),

que é chamada equacgdo vetorial da reta r.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos



224 Retas e Planos

Figura4.10 — Reta (x,1,z) = (xo + at, yo, zo)

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Figura 4.11 — Reta (x,y,z) = (X(),y() + bf,Z(])

Marco 2012

Reginaldo J. Santos
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Figura4.12 — Reta (x,1,z) = (x0, yo, z0 + ct)
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Figura4.13 — Reta (x,1,z) = (xo + at, yo + bt,zp)

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura4.14 — Reta (x,1,z) = (xo, yo + bt,zp + ct)
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Figura 4.15 — Reta (x,1,z) = (xo + at, yo, zo + ct)

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura4.16 — Reta (x,1,z) = (at,bt, ct)
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N

Figura 417 — Reta (X, Y, Z):(X()—Hlt, }/04—51’, Z[)—I-Cf)

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Observaciao. Nao faz sentido dizer que o vetor estd contido na reta. Por um lado, a reta é um conjunto de
pontos e por outro um vetor ndo tem posicao fixa.

Exemplo 4.5. A reta que passa por Py = (—3,3/2,4) e é paralela ao vetor V =
(—6,1,4) tem equagdes paramétricas

x = —-3-6t
r: y = %—f—t parat € R
z = 4+4t

Podemos encontrar a intersecdo da reta » com os planos coordenados xy, yz e xz. A
equagdo do plano xy é z = 0, do plano yz é x = 0 e do plano xz é y = 0. Substituindo
z = 0 nas equagdes de 7, obtemos t = —1, x =3 ey = 1/2, ou seja,

e 0 ponto de intersecdo de * com o plano xy é
1
(x,y,2z) = (3, 5,0).

De forma analoga obtemos

e 0 ponto de intersecdo de ¥ com o plano yz é
(xy,2) = (0,1,2),
e o ponto de interse¢do de  com o plano xz

(x,y,z) = (6,0, —2).

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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X y

Figura 4.18 — Reta que passa pelo ponto Py = (—3,3/2,4) paralela ao vetor V = (—6,1,4)
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Se todas componentes do vetor diretor da reta r sdo ndo nulos, podemos resolver
cada equagdo em (4.6) para t e igualar os resultados obtendo o que chamamos de
equacdes na forma simétrica de r:

X — X0 _y*yo _Z*Zo
a b c

No 4.5 as equagdes de r na forma simétrica sdo:

x+3 y—-3/2 z-4
-6 1 = 4 -

Vamos encontrar as equagdes paramétricas da reta r que passa pelos
pontos P; = (3,0,2) e P, = (0, 3,3). O vetor

N

é paraleloareoponto P; = (3,0,2) pertence a r. Portanto, as equagdes paramétricas
de r sdo

x = 3-3t
y = 3t parat € R.
z = 2+t

Vamos encontrar as equagdes paramétricas da reta r, intersecdo dos
planos
m o 2x+y+4z—4 = 0
Ty @ 2x—y+2z = 0.
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- N

X y

Figura 4.19 — Reta que passa pelos pontos P; = (3,0,2) e P, = (0,3, 3)
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- N

Figura4.20 — 771 : 2x +y + 4z —4 =0
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- N

5/2

5/2

Figura4.21— 715 : 2x —y 4+ 22 =0
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- N

Figura4.22 — 701, 71y e 711 (1 71
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Vetores normais destes planos sdo
Ni=(2,1,4) e N, =(2,-1,2).

A reta r esta contida em ambos os planos, portanto é perpendicular a ambos os veto-
res normais. Assim, a reta r é paralela ao produto vetorial Ny X N ( 3.5
179).

1 4 2 4 2 1
SV W RN ER S |

Assim, V = Ny x N; = (6,4, —4) é um vetor diretor de r. Agora, precisamos encon-
trar um ponto da reta r. Este ponto é uma solugdo particular do sistema

{Zx + y + 4z — 4=0 47)

2x — y + 2z =0

Para encontrar uma solugdo particular do sistema, atribuimos um valor a uma das
incégnitas (neste exemplo podemos fazer x = 0) e resolvemos o sistema obtido, que
é de duas equagdes e duas incoégnitas

y + 4z — 4=0
-y + 2z =0

Obtemos entdo, y = 4/3 e z = 2/3, ou seja, o ponto Py = (0,4/3,2/3) é um ponto
da reta r, pois é uma solugdo particular do sistema (4.7). Assim, as equagdes pa-
ramétricas de r sdo

x = 6t
y = 4/3+4+4t paratodot e R. (4.8)
z = 2/3—4t

Alternativamente, podemos encontrar as equagdes paramétricas de r determinando
a solugdo geral do sistema (4.7). Para isto devemos escalonar a matriz do sistema
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(4.7):

N

| — |
NN
|

[RE—

O =
[

Precisamos “zerar” o outro elemento da 1? coluna, que é a coluna do pivd, para isto,
adicionamos a 22 linha, menos a 12 linha.

-12 linha + 22 linha — 22 linha

2 1 4! 4
0 -2 -2;-4

Agora, jd4 podemos obter facilmente a solugdo geral do sistema dado, ja que ele é
equivalente ao sistema

2x + y + 4z = 4
- 2y — 2z = 4

A varidvel z é uma variavel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos ¢,
para t € R qualquer. Assim, a solugdo geral do sistema dado é

X =

y

ya =

1 t
2 — t vparatodoteR. (4.9)
t

NI

Estas equagdes sdo diferentes das equagdes (4.8), mas representam a mesma reta,
pois os vetores diretores obtidos das duas equagdes sdo paralelos e o ponto Py =
(1,2,0) satisfaz também as equagdes (4.9). Poderiamos dizer também que (4.8) e
(4.9) representam retas coincidentes.

O préximo exemplo mostra como encontrar a equagio da reta que é perpendicular a
duas retas.
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Achar as equacdes da reta r3 que intercepta as retas

x = —1+2t
rr:s Yy = 144 paratodot € R
z = 0
¢ 4
rzzx—Z:y—Z e z=3

e é perpendicular a ambas.

Um ponto qualquer da reta r1 é descrito por P,, = (—1+ 2t,1+t,0) e um ponto

qualquer da reta rp é da forma Py, = (2+ 5,4 + 2s,3). Aqui é necessdrio o uso de um
H

parametro diferente para a reta rp. O vetor Py, Pr,= (3 +s —2t,3+2s —t,3) “liga”
um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de r;. Vamos determinar ¢ e s tais
H

que o vetor Py, P;, seja perpendicular ao vetor diretor V; = (2,1,0) de r1 e ao vetor
diretor V, = (1,2,0) de r2, ou seja, temos que resolver o sistema

.
{ PP, Vi = 9+4s—5t = 0
%
PP, Vo = 9+455s—4t = 0
A solugdo deste sistema é t = 1, s = —1. Logo P,, = (1,2,0), P,, = (1,2,3) e
—_—
V3 =P P,= (0,0,3). Assim, as equagdes paramétricas da reta procurada sdo
x = 1
r3: Yy = 2, paratodot € R.
z = 3t

Esta solugdo usou o fato de que as retas sdo reversas, isto é, elas ndo sdo paralelas,
mas também ndo se interceptam. Como seria a solugdo se elas se interceptassem?
Por exemplo se a reta r, fosse dada por
—4
ry: x—ZzyT e z=07?
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556

Faca um esbo¢o dos seguintes planos:
2x+3y+5z2—-1=0 3x+2y—1=0
x—2y+4z=0 5y—2=0
3y+2z—-1=0 3z—-2=0
2x+3z—-1=0 2x—-1=0

Faca um esbogo das retas dadas a seguir:

3 1
(v,y,2) = (=3+3t,5 — 5t,4-2t) (x,y,2) = (242t,3+1,3)
(t3,2) = @1, 51) o) = (2212
2 (x,y,z) = (1,2 +2t,3)

(x,y,z) = (l+t,2,3+2f) (x Y,z ) (2+2t,2,3)

(x,y,2) = (1,242t 3 + 3¢t)
Ache a equagao do plano paralelo ao plano 2x — y + 5z — 3 = 0 e que passa por P = (1,-2,1).

Encontre a equagdo do plano que passa pelo ponto P = (2,1,0) e é perpendicular aos planos x + 2y —
3z+2=0e2x—y+4z—-1=0.

Encontrar a equagdo do plano que passa pelos pontos P = (1,0,0) e Q = (1,0,1) e é perpendicular ao
planoy = z.

Determine a interseio da reta que passa pela origem e tem vetor diretor V = i + 2] + k com o plano
2x+y+z=>5.

Verifique se as retas 7 : (x,y,z) = (9, 14+6t,—2+43t)es: (x,y,z) = (1+2t,3+1,1) se interceptam e
em caso afirmativo determine a intersecdo. (Sugestdo: a questdo € se as trajetdrias se cortam e ndo se as
particulas se chocam, ou seja, elas ndo precisam estar num ponto no mesmo instante.)

Dadas as retas

=z e s:x—2=y=z,
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obtenha uma equacao geral para o plano determinado por r e s.
Sejam P = (4,1, -1)er: (x,y,z) = (2+t,4—1t,1+2t).

Mostre que P & r;

Obtenha uma equacéo geral do plano determinado por r e P.

Dadosos planos 711 : x —y+z+1=0em: x+y —z—1=0, determine o plano que contém 711 N 71,
e é ortogonal ao vetor (—1,1, —1).

Quais dos seguintes pares de planos se cortam segundo uma reta?
x+2y—3z—4=0ex—4y+2z+1=0;
2x—y+4z+3=0e4x -2y +8z=0;
x—y=0ex+z=0.

Encontre as equagdes da reta que passa pelo ponto Q = (1,2,1) e é perpendicular ao plano x — y + 2z —
1=0.

Ache equagdes da reta que passa pelo ponto P = (1,0,1) e é paralela aos planos 2x + 3y +z+1 =0e
x—y+z=0.

Seja r a reta determinada pela intersegdo dos planos x +y —z = 0 e 2x —y 4+ 3z — 1 = 0. Ache a equagdo
do plano que passa por A = (1,0, —1) e contém a reta r.

Sejam r e s retas reversas passando por A = (0,1,0) e B = (1,1,0) epor C = (-3,1,—4)e D =
(—1,2,—7), respectivamente. Obtenha uma equagdo da reta concorrente com r e s e paralela ao vetor
V=(1,-5-1).

Mostre que os planos 2x —y +z = 0 e x + 2y — z = 1 se interceptam segundo uma reta r;

Ache equacgdes da reta que passa pelo ponto A = (1,0, 1) e intercepta a reta r ortogonalmente.

Considere as retas (x,y,z) = t(1,2,-3) e (x,y,z) = (0,1,2) +5(2,4, —6). Encontre a equacdo geral do
plano que contém estas duas retas.
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Determine as equagdes paramétricas da reta intersecdo dos planos:

x+2y—3z—4=0ex—4y+2z4+1=0;
x—y=0ex+z=0.

Considere o plano 77 : 2x +2y —z = 0.

Determine as retas 7, intersecdo do plano 7 com o plano yz, s, interse¢do do plano 7t com o plano xz
e t, intersecdo do plano 7 com o plano z = 2. Desenhe um esboco do plano 7 mostrando as retas 7,
set.

Determine o volume do tetraedro determinado pelo plano 77, os planos coordenados xz e yz e o

plano z = 2. (Sugestdo: este volume é igual a 1/6 do volume do paralelepipedo determinado por
— =  —

OA, OB e OC, em que O = (0,0,0), Aéo ponto intersecdo do eixo z com o plano z = 2, Bé a
intersegdo das retas r e t e C é a intersecdo das retas s e t.)

Determine a 4rea da face do tetraedro contida no plano 7.

Determine a altura do tetraedro relativa a face contida no plano 7t. (Sugestdo: a reta ortogonal ao
plano 7 que passa pelo ponto A intercepta o plano 7t num ponto P de forma que a altura procurada
—

éiguala || AP |])

Achar as equacdes da reta que intercepta as retas rq e rp e é perpendicular a ambas.

x = 1+t
] y = 2+3t paratcR
z = 4t
e
-1 2
rzzx—l—l:iy :Z+ .

2 3
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x = =1+t
r o y = 243t parateR
z = 4t
¢ 4 3
_y—-%_z-
rp: X = 5 3

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vi, v2, v3. Por exemplo >>
V=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2,3);

>> V+W é a soma de Ve W; >> V-W é a diferenca V menos W; >> num*V é o produto do vetor V pelo escalar
num;

>> subs(expr,x,num,) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solugdo da equacdo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>> no (V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.
>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

>> subst (expr, [x,y,2z], [a,b,c]) substitui na expressdo expr as varidveis x,y,z por a,b, ¢, respecti-
vamente.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> 1in(P,V) desenha a reta que passa por P com diregdo V.
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>> 1in(P1,V1,P2,V2) desenha retas que passam por P1, P2, dire¢des V1, V2.

>> plan(P,N) desenha o plano que passa por P com normal N.

>> plan(P1,N1,P2,N2) desenha planos que passam por P1, P2, normais N1, N2.

>> plan(P1,N1,P2,N2,P3,N3) desenha planos que passam por P1, P2 e P3 com normais N1, N2 e N3.
>> poplan(P1,P2,N2) desenha ponto P1 e plano passando por P2 com normal N2.

>> poline(P1,P2,V2) desenha ponto P2 e reta passando por P2 com diregdo V2.

>> lineplan(P1,V1,P2,N2) desenha reta passando por P1 com dire¢do V1 e plano passando por P2 com
normal N2.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.
>> rota faz uma rota¢do em torno do eixo z.

Digite no prompt demog22, (sem a virgula!). Esta fungdo demonstra as fungdes gréficas para visualizagdo
de retas e planos.

Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Seja ax + by + cz +d = 0 a equagdo de um plano 77 com abed # 0.

Determine a interse¢do de 7t com o0s eixos;

Se Py = (p1,0,0), P, = (0,p2,0) e P3 = (0,0, p3) sdo as interse¢des de 7t com os eixos, a equagdo de
7t pode ser posta sob a forma

X y z

—+ =4+ —=1.

P P2 Pp3
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y X

Figura 4.23 — Retas 11, 1, e r3 do Exemplo 4.8

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Com duas retas no espaco pode ocorrer um dos seguintes casos:
As retas se interceptam em um ponto, ou seja, sdo concorrentes;
As retas sdo paralelas (ou coincidentes);

As retas sdo reversas, isto é, ndo sdo paralelas mas também nao se interceptam.

Se as retas se interceptam, entdo elas determinam quatro angulos, dois a dois opostos
pelo vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes angulos.

Se as retas 11 e rp sdo reversas, entdo por um ponto P de r; passa um reta r que é
paralela a ;. O angulo entre r1 e r, é definido como sendo o angulo entre r1 e 7}
( 4.24).

Se as retas sdo paralelas o dngulo entre elas é igual a zero.
Em qualquer dos casos, se V; e V;, sdo vetores paralelos a 71 e r, respectivamente,
entdo o cosseno do angulo entre elas é

cos(ry, 1) = |cosf|,

em que 0 é o angulo entre V; e V5.

Lembrando que da definigdo de produto escalar ( 3.1 166), pode-
mos encontrar o cosseno do dngulo entre dois vetores, ou seja,
WiV
cosf = 172

[Vl [Vl
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2

V2

n

Figura4.24 - O Angulo entre duas retas reversas 1y e 1

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Isto prova o resultado seguinte.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Proposicao 4.2. Sejam duas retas

X = x1+ta X = xp+tap
ry o y = y1+th r Yy = Ya+tby paratodot e R
z = z1+tc z = zp+tc

O cosseno do dngulo entre ry e rp é

V1 - Vo
cos(r1,12) = |cosf| = ANAK
em que Vi = (ay,by,c1) e Vo = (az, b, c2).
Exemplo 4.9. Encontrar o angulo entre a reta
. x +y — z + 1 =0
" l2y -y + z =0
e areta
x = 2t
ry y = 1—t paratodoteR.
z = 243t

Vamos encontrar vetores paralelos a estas retas. A reta r; é dada como a interse¢do
de dois planos, portanto o produto vetorial dos vetores normais dos dois planos é
paralelo a 1.

Ny =(1,1,-1),

N2 = (2/ _1/ 1)/

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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1 -1 1 -1 1 1
V1:N1><N2:(det{1 1},—det{2 1},det{2 1}):(0,—3,—3)
é paraleloar; e V, = (2, —1,3) é paralelo a rp. Assim,

cos(r, ) = Vi-Vo| 0-2+(=3)(=1) +(-3) - 3|
' Al IV2ll /02 + (—=3)2+ (—=3)2- /22 4+ (—1)2 + 32
| — 6] 1

VIB-VIE VT

Portanto, o dngulo entre r{ e rp é

arccos (—=) ~ 67°.

Sejam 771 e 71y dois planos com vetores normais Ny = (ay,by,¢1) e Ny = (ap, by, ¢2),
respectivamente. O dngulo entre 771 e 71> é definido como o dngulo entre duas retas
perpendiculares a eles. Como toda reta perpendicular a 71y tem Nj como vetor di-
retor e toda reta perpendicular a 71, tem N, como vetor diretor, entdo o cosseno do
angulo entre eles é dado por

cos(my, ) = | cos b,

em que 6 é o angulo entre os vetores normais Nj e N, de 711 e 71y, respectivamente
( 4.25).
|N7 - N

Portanto, o cosseno do angulo entre 71y e 71y é cos(7ty, 71p) = W
i1 2

O que

prova o resultado seguinte.
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Proposicao 4.3. Sejam dois planos
7T ﬂ1x+b1y+C1Z+d1 =0,
Tyt X +by+cz+dy =0.

O cosseno do angulo entre 711 € 119 é

N1 - Ny
e S AT

em que Ny = (ay,b1,¢1) e Ny = (ap, by, ¢2) sido os vetores normais de 711 e 715, respectivamente.

Marco 2012

Reginaldo J. Santos
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Figura 4.25 — Angulo entre dois planos

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Dois planos 711 e 715 ou sdo paralelos ou se cortam segundo um reta. Eles sdo parale-
los se, e somente se, os vetores normais de 711 e 713, sdo paralelos, ou seja, um vetor é
um miultiplo escalar do outro. Assim, 7T e 717 sdo paralelos se, e somente se, o0 angulo
entre eles é igual a zero.

Determinar o dngulo entre os planos cujas equagdes sdo

m: x+y+z =0,
m: x—y—z =0.

Os vetores normais a estes planos sdo os vetores cujas componentes sao os coeficien-
tes de x, y e z nas equagdes dos planos, ou seja,

Ny =(1,1,1)eN, = (1,—1,-1).

Assim, o cosseno do dngulo entre 7] e 717 é

INy - Np| 1 1

cos(my, mp) = =

NN V3-v3 3

Portanto, o angulo entre eles é

1
arccos (5) ~ 70°.

Sejam Py = (xo, Yo, z0) um ponto qualquer e 7 : ax + by + cz+d = 0 um plano. A
distancia de Py a 7t é definida como sendo a distdncia de Py até o ponto de 71 mais
proximo de Py.
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N
Dado um ponto P; = (x1,y1,2z1) de 71, podemos decompor o vetor PPy em duas

parcelas, uma na dire¢do do vetor normal de 7, N = (a,b, c) e outra perpendicular

a ele. A componente na dire¢cdo do vetor N é a projecdo ortogonal de P?PO em N.
Como vemos na 4.26, a distancia de Py a 7t é igual a norma da projegdo, ou
seja,
—
dist(Py, r) = ||projy PPy || .

Mas, pela 3.4 174, temos que

— —
PPN\ |l _ | PiPo -N|

l[projy PiPo ||
TO 140 = =
PN NP TN

O que prova o resultado seguinte.
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Figura 4.26 — Distancia de um ponto Py = (xo, Yo, z0) a um plano 7

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Proposicao 4.4. Sejam Py = (xo,yo,zo) um ponto qualquer e 7t : ax + by + cz +d = 0 um plano. A distincia de Py
a 1t é dada por

H
- . 5D | P1Po -N|
dlSt(P(),Tf) = ||PI'O]N PlP[) || = W,

emque N = (a,b,c) e Py = (x1,y1,21) é um ponto de 7t (isto é, um ponto que satisfaz a equagdo de ).

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Calcular a distancia entre o ponto Py = (1,2,3) ao plano
mix—2y+z—1=0.

Fazendo z = 0 e y = 0 na equagdo de 7, obtemos x = 1. Assim, o ponto P; = (1,0,0)
pertence a 7.

N
P]POZ (1 — 1,2—0,3—0) = (0,2,3)

e
N=(1,-21).
Assim,
N
| PPy -N| . 0-14+2(=2)+3-1] _ | — 1 1

. s *)
dist(Py, 7r) = ||projy P1Po || = = N

[IN]| V12 + (—2)2 + 12 V6 V6

Sejam Py = (xo,Y0,2z0) um ponto qualquer e r uma reta. A distdncia de Py a r é

definida como a distancia de Py ao ponto de r mais préximo de P.
R
Dado um ponto qualquer P; = (x1,y1,21) de r podemos decompor o vetor P; Py em

duas parcelas, uma na dire¢do do vetor diretor V de r e outra perpendicular a ele.

=
A componente na diregdo do vetor V é a projecdo ortogonal de PPy em V. Como
vemos na 4.27,

— —
(dist(Po, 7))? + [[projy, PPy [|> = || P1Po ||,

ou seja,
- 2 o (12 D2
(dist(Py,7))= = || PPy ||~ — ||proj, P1Py ||~ (4.10)




260 Retas e Planos

Py = (%0, Y0, 20)

diSt(Po, 1’)

V =(a,b,c)

9 _

N —
Py = (x1,y1,21) projy, PPy

Figura 4.27 — Distancia de um ponto Py = (xg, yo,z0) a uma reta r

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 174, temos que
2

PP -V (P? V)?

— . .

||projy, P1Py ||> = 2170 Y _ 1oty
v 415 45

Substituindo esta expressdo em (4.10) e usando a defini¢do do produto escalar na
pagina 166 e da norma do produto vetorial na pdgina 177 obtemos

P_f? V)2 P_f? 2v|12 = P_ﬁ V)2
(PP V)™ (| PP [F[IVI]2 = (PP V)

(aist(Por)? = || PRy |2
ist(Po, r = 150 |7 —
4% 4%
— —
_ PR PIVIP — || PiPo [PV cos® 6
IVI[?
— —
_ PR PlIV]Psen’8 || PPy xV|[?
VI 4%
Isto prova o resultado seguinte.
Proposicao 4.5. Sejam Py = (xo,yo,z0) um ponto qualquer e
X = x1+ta
r:S Yy = yp+tb paratodot € R
z = z1+tc

uma reta. A distdncia de Py a v é dada por

P—I; |4
dist(Py,r) = W :

em que V = (a,b,c) é um vetor diretor e Py = (x1,Yy1,21) é um ponto da reta r.

Reginaldo J. Santos

Margo 2012
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Retas e Planos

Exemplo 4.12. Calcular a distancia do ponto Py = (1, —1,2) a reta

x = 1+2t
riqy = —t paratodot € R.
z = 2-3t

Um vetor diretor daretar é V = (2,—1,—3) eum pontode r é P; = (1,0,2). Assim,

H
PlPO: (1_11_1_012_2) = (0’_1’())’

N
P1P0 xV = (3, 0,2) ,

_,
| PLPy x V|| = V13 e ||V|| = V14.

Portanto,
| PPy xV||  [13
dist(Py,r) = 22220 — /=2
4 14

Distancia entre Dois Planos

Matrizes Vetores e Geometria Analitica

Margo 2012
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Angulos e Distancias

4.2

Figura 4.28 — Distancia entre dois planos

Reginaldo J. Santos

Margo 2012
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Sejam dois planos 711 e 71, quaisquer. A distancia entre 711 e 71p é definida como a
menor distancia entre dois pontos, um de 771 e outro de .

Se o0s seus vetores normais nado sao paralelos, entdo os planos sdo concorrentes e
neste caso a distdncia entre eles é igual & zero. Se os seus vetores normais sdo pa-
ralelos, entdo os planos sdo paralelos (ou coincidentes) e a distancia entre 771 e 77p é
igual a distancia entre um ponto de um deles, por exemplo P, de 712, e o ponto de
711, mais préximo de P; ( 4.28). Mas, esta distancia é igual a distancia de P, a
711. Vamos ver isto em um exemplo.

Osplanos m; : x+2y—2z—-3 =0em : 2x+4y—4z—-7 =0

sdo paralelos, pois os seus vetores normais N; = (1,2,—2) e N, = (2,4, —4) sédo

paralelos (um é multiplo escalar do outro). Vamos encontrar a distancia entre eles.
Vamos encontrar dois pontos quaisquer de cada um deles. Fazendoz = 0ey = 0
em ambas as equagdes obtemos x; = 3 e xp = 7/2. Assim, P; = (3,0,0) pertence a

m1 e P, = (7/2,0,0) pertence a 71p. Portanto, pela 4.4 temos que
—
dist(my, 75) = dist(r, Py) = |[projy, PiPs || = w
_(7/2-3,0-0,0-0)- (1,2,-2)|  [(1/2)-1+0-2+0(-2)| 1
124224 (-2)2 V9 6

Sejam r; e rp duas retas quaisquer. A distancia entre 7 e 1, é definida como a menor

distancia entre dois pontos, um de r; e outro de 7.
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P,

2

/S

<
=g
-8
- O

R
r1 pl.‘O]V1 PPy 1%

Py
Figura 4.29 — Distancia entre duas retas paralelas

Reginaldo J. Santos

Margo 2012
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Para calcular a distdncia entre duas retas, vamos dividir em dois casos:

Se os vetores diretores sdo paralelos, entdo as retas ry e r, sdo paralelas (ou
coincidentes). Neste caso, a distdncia entre elas é igual a distancia entre um
ponto de r; e a reta r1, ou vice-versa, entre um ponto de r1 e areta r; (

4.29). Assim, pela 45 261, temos que

N
|| Plpz XV2||

) (4.11)
V2|

dist(ry, ) = dist(Py,12) =

em que P; e P, sdo pontos de r1 e r e V; e V, sdo vetores diretores de r; e 13,
respectivamente.
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VixV,

Figura 4.30 — Distancia entre duas retas reversas

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Se os vetores diretores ndo sdo paralelos, entdo elas sdo reversas ou concorren-
tes. Os dois casos podem ser resolvidos da mesma forma. Estas retas definem
dois planos paralelos (que podem ser coincidentes, no caso em que elas sdo con-
correntes). Um é o plano que contém rq e é paralelo a rp, vamos chama-lo de
mr1. O outro, contém r; e é paralelo a rq, 1. O vetor N = V] x V;, é normal (ou
perpendicular) a ambos os planos, em que V; e V; sdo os vetores diretores de 1
e rp respectivamente. Assim, a distdncia entre as retas é igual a distancia entre
estes dois planos ( 4.30), ou seja,

— —
) . . | PiP, -N| | PPy - (Vi x V)|
dist(ry, 1) = dist(7rq, 1p) = dist(7r, Pr) = =

(l 2) ( 1 2) ( 1 2) HNH HV1XV2||

12)
em que P; e P, sdo pontos de r1 e 1, e V] e V, sdo vetores diretores de 11 e
1y, respectivamente. Observe que se as retas sdo concorrentes a distdncia entre
— —
elas é zero, pois os vetores PP, V; e V, sdo coplanares e PP, - (V4 x V,) =0
( 3.9 191).

Vamos determinar a distancia entre as retas

r:

ro

x—1 y+1 z-2
4 2 -6

x = 1+2t
y = -t paratodot € R.
z = 2-3t

As retas sdo paralelas, pois seus vetores diretores V; = (4, -2, —6) e Vo = (2,—1,-3)
232) sdo paralelos (um é um mdltiplo escalar do outro, ou
ainda as componentes correspondentes sdo proporcionais). Além disso, o ponto
P; = (1,—1,2) pertence a reta r;. Como dissemos acima, a distdncia de r; a r é igual
a distancia entre um ponto de r; e a reta 77 ( 4.29). Assim, pela 4.5

(
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261, temos que

_>
. . ||P1P2 XV7_|| 13
dist(rq, = dist(Py, == = = /—.
ist(r1,72) ist(Py,12) Al 11
As contas sdo as mesmas do 4.12 262.

Determinar a distancia entre as retas

Cx+1  y—-1
ry: 3 = > =Z.
e
x =t
ry y = 2t para qualquer t € R.
z = 1-—t

Asretas 11 e rp sdo paralelas aos vetores V] = (3, 2, 1) eV, =(1,2,-1)e passam pelos
pontos P; = (—1,1,0) e P, = (0,0,1), respectivamente. As retas ndo sdo paralelas,
pois seus vetores diretores ndo sdo paralelos (observe que a 1* componente de V; é 3
vezes a 1? componente de V,, mas as 2*’s componentes sdo iguais). Logo,

N
P P=(0—(—1),0—-1,1—0) = (1,—1,1).
Um vetor perpendicular a ambas as retas é
N=VixV, =(-4,44).

Este vetor é normal aos planos 711 (que contém r e é paralelo a ;) e 71, (que contém

rp e éparaleloar;) (vejaa 4.30). Assim,
PP, N

dist(ry,72) = dist(my, m2) = dist(my, P2) = ||1|I\21|||
[1(—4)+(-1)-4+1-4] _|-4] _ 1

5

(—4)2+42 + 42 4/3
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Considere os vetores V = i 4 3] + 2k, W = 2i — j+ ke U = i — 2]. Seja 7t um plano paralelo aos vetores
W e U e r uma reta perpendicular ao plano 7r. Ache a projegdo ortogonal do vetor V sobre a reta r, ou
seja, a projegdo ortogonal de V sobre o vetor diretor da reta r.

Encontrar o angulo entre o plano 2x — y + z = 0 e o plano que passa pelo ponto P = (1,2, 3) e é perpen-
dicular ao vetor i — 2f+ k.

Seja 711 0 plano que passa pelos pontos A = (1,1,1), B = (1,0,1), C = (1,1,0) e 72 o plano que passa
pelos pontos P = (0,0,1) e Q = (0,0,0) e é paralelo ao vetor i + j. Ache o angulo entre 71 e 7.

Ache uma reta que passa pelo ponto (1, —2,3) e que forma angulos de 45° e 60° com os eixos x e y
respectivamente.

Obtenha os vértices B e C do tridngulo equilatero ABC, sendo A = (1,1,0) e sabendo que o lado BC estéd
—

contidonaretar : (x,y,z) = t(0,1,—1). (Sugestdo: Determine os pontos Pr da reta r tais que P, A faz
angulo de 60° e 120° com o vetor diretor da reta )

Seja 7t 0 plano que passa pela origem e é perpendicular a reta que une os pontos A = (1,0,0) e B =
(0,1,0). Encontre a distancia do ponto C = (1,0,1) ao plano 7.

Seja r1 a reta que passa pelos pontos A = (1,0,0) e B = (0,2,0), e r, a reta

B _y—3 z—4
X 2——2 =5

Encontre as equagdes da reta perpendicular as retas rq e r;

Calcule a distancia entre r1 e r».

Dados A = (0,2,1),r: X =(0,2,—2) +t(1,—1,2), ache os pontos de r que distam V3 de A. A distancia
do ponto A a reta r é maior, menor ou igual & v/3? Por que?




Dadaaretar : X = (1,0,0) +#(1,1,1) e os pontos A = (1,1,1) e B = (0,0,1), ache o ponto de r

equidistante de A e B.

Encontre a equagdo do lugar geométrico dos pontos equidistantes de A = (1,—1,2) e B = (4,3,1). Este

plano passa pelo ponto médio de AB? Ele é perpendicular ao segmento AB?
Ache as equagdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam /3 do ponto (1,1,1).

Obtenha uma equagdo geral do plano 7, que contém a reta

r.x—2y+22
13 - 5y + 7z = 0

|
o

e forma com o plano 711 : x 4z = 0 um angulo de 60°.
Verifique quearetar: (x,y,z) = (1,0,1) +t(1, —1,0) é paralela ao plano
m:x+y+z=0.

Calcule a distancia de r a 7.

Existem retas contidas no plano 77, que sdo reversas a reta r e distam 2 desta?

Determine a equagdo do plano 71y que passa por A = (10/3,1,-1), B = (1,9/2,—-1) e C

(1,-1,5/6).

Determine a equacdo do plano 7, que passa por D = (—1,4,—1), E = (3/2,—1,10) e é paralelo ao

€ixo z.
Escreva equagfes paramétricas para a reta r intersegdo dos planos 711 e 71>.
Faca um esbogo dos planos 11, 71, e da reta r no primeiro octante.

Qual o angulo entre os planos 711 e 7?

—
Qual o ponto P de 711 que estd mais préoximo da origem? (Sugestdo: este ponto é tal que OP é

ortogonal ao plano 77y.)
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Qual a area do tridngulo ABC?

Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Prove que o lugar geométrico dos pontos do espaco que equidistam de dois pontos distintos A =
(x1,41,21) € B = (x2,12,22) é um plano que passa pelo ponto médio do segmento AB e é perpendicular
a ele. Esse plano é chamado plano mediador do segmento AB.

Mostre que a distancia de um ponto Py = (xo,Y0,20) aum plano 7t : ax +by+cz+d =0¢
. |axg + byg + czo + d|
Va2 + 2 +c2

Mostre que a distancia entre dois planos paralelos 711 : ax+by+cz+d; =0em: ax+by+cz+dy =0
é

dist(Py, 7)

dy —d
Va? +b% 42
Mostre que a distancia entre duas retas ndo paralelas r1 : (x,y,z) = (x1 + tay, y1 + tby,z1 + tc1) e

rp: (x,y,z) = (xp+tay, yo +thy, zp + tcy) €

X —X1 Y2—Y1 22— 21
det a b C1
as by 2

ol a ]y (a2 2]y (s 2 )
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Figura 4.31 — Reta e plano concorrentes Figura 4.32 — Reta e plano paralelos

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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O angulo entre uma reta r que tem vetor diretor V = (a,,by,¢,;) e um plano 7 que tem vetor normal
N = (an, by, cr) é definido pelo complementar do angulo entre uma reta perpendicular ao plano 77 e a
reta r. Mostre que

' [NV

A distancia entre uma reta r que passa por um ponto Py = (xo, Yo, 20) e tem vetor diretor V = (a,, b, cr)
e um plano 7 : azx + byy + cxz + dr = 0 é definida como a menor distdncia entre dois pontos um de
r e outro de 7. Se o vetor diretor da reta r, V = (a;,b,,c;), ndo é ortogonal ao vetor normal do plano
7, N = (ar,br, cx), entdo a reta e o plano sdo concorrentes e a distancia entre eles ¢é igual & zero, caso
contrério a distancia é igual a distdncia de uma ponto da reta r ao plano 7. Mostre que

|a7er + bn}/O + crzp + d7T|

/-2 2 2 !
dist(r, 1) = a7 + b7 + 7

0, caso contrario

seV-N=0
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4.3 Posicoes Relativas de Retas e Planos
Posicoes Relativas de Duas Retas

—  — o
Consideremos duas retas quaisquer r; : OP=0P; +tVj e rp : OP=0P, +tV;. Para
estudar a posigdo relativa destas retas, vamos dividir em dois casos:

(a) Se os vetores diretores sdo paralelos, entdo as retas sdo paralelas ou coinciden-
tes (Figura 4.29 na pdagina 265). Além de paralelas, elas sdo coincidentes se, e
somente se, um ponto de uma reta pertence a outra reta. Portanto, se, e somente

—>
se, P1 P, é paralelo a V; (e a V, pois Vj e V; sdo paralelos).

(b) Se os vetores diretores nao sao paralelos, entdo as retas sdo reversas ou concor-
rentes (Figura 4.30 na pagina 267).

— —
i. Se os vetores Py P,, V; e V, sdo coplanares, ou seja, se P1 P - (V4 x V) =0

(Coroldrio 3.9 na pagina 191), entdo as retas sdo concorrentes.
.o —} . —>
ii. Se os vetores P; P,, V1 e V, ndo sdo coplanares, ou seja, se P P> - (V] X V,) #

0 (Coroldrio 3.9 na pagina 191), entdo as retas sdo reversas.

Posicoes Relativas de Dois Planos

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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Figura 4.33 — Dois planos que se interceptam Figura 4.34 — Dois planos paralelos

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Sejam dois planos 711 : ayx +biy+ciz+dy =0emp : axx+byy+cz+dy =0
quaisquer.

Se os seus vetores normais N; = (a1,by,¢1) e Ny = (ap, by, ¢2) ndo sdo parale-
los, entdo os planos sdo concorrentes ( 4.33).

Se os seus vetores normais sdo paralelos, ou seja, se N = aNj, entdo os planos
sdo paralelos distintos ( 4.34) ou coincidentes. Além de paralelos, eles sao
coincidentes se, e somente se, todo ponto que satisfaz a equacéo de 71y, satisfaz
também a equagdo de 7.

Assim,

arx + by + ¢z + dy = aax + abry + aciz +dy = a(a1x + by +c1z) + ds
a(—dy) +dy = 0. Portanto, d, = adj e as equagdes de 711 e 71y sd0 proporcionais.
Reciprocamente, se as equagdes de 711 e 71p sdo proporcionais, entdo claramente
os dois planos sdo coincidentes. Portanto, dois planos sdo coincidentes se, e
somente se, além dos vetores normais serem paralelos, as suas equagdes sao
proporcionais.
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Figura 4.35 — Reta e plano concorrentes Figura 4.36 — Reta e plano paralelos

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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—  —
Sejam aretar: (x,y,z) =OP=0P, +tV eo plano 7t : ax + by +cz+d = 0.
Se o vetor diretor da reta 7, V, e o vetor normal do plano 77, N = (a,b,c¢), sdo
ortogonais (V - N = 0), entdo a reta e o plano sédo paralelos.
Se além dos vetores V e N serem ortogonais, um ponto qualquer da reta per-
tence ao plano, por exemplo, se Py pertence a 7t (P satisfaz a equagdo de ),
entdo a reta estd contida no plano.

Se o vetor diretor da reta r, V, e o vetor normal do plano 7r, N = (a,b,c), ndo
sdo ortogonais (V - N # 0), entdo a reta é concorrente ao plano.
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T

73

Figura 4.37 — Trés planos que se interceptam segundo um ponto
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Consideremos trés planos 711, 712, e 713 dados pelas equagdes:

M mx+biy+cz=d
Ty @x+by+cz=d (4.13)
T3 a3x + bay + c3z = ds

Os vetores N; = (a;,b;, ¢;) sdo normais aos planos 7t;, parai = 1,2,3. Os trés vetores
sdo coplanares ou ndo sdo coplanares.

Se os vetores Ni, N; e N3 ndo sdo coplanares, entdo vamos mostrar que os pla-
nos se interceptam dois a dois segundo retas que se interceptam em um ponto.
As retasr = 1 N7 e s = 711 N 73 estdo no plano 7r1. Vamos mostrar que
—
elas sdo concorrentes. Sejam A e B dois pontos distintos da reta r. O vetor AB
—
é perpendicular a N; e a N,. Se as retas r e s fossem paralelas, entdo AB se-
—
ria perpendicular também a N3, ou seja, AB seria perpendicular a trés vetores
—

ndo coplanares o que implicaria que AB= 0. Os vetores Ny, N; e N3 ndo sao
coplanares se, e somente se,

det(A) #0,
m b
emque A= | ap by ¢ |. Neste caso o sistema tem solugdo tnica (
a3 b3 c3
4.37).
Se os trés vetores normais séo coplanares, entdao pode ocorrer uma das seguintes
situagoes:

Os vetores normais sdo paralelos, ou seja, Ny = aNp, Ny = BNz e Np =
¥N3. Neste caso, os planos sdo paralelos.

Se além disso, exatamente duas das equagdes sdo proporcionais, entdo exa-
tamente dois planos sdo coincidentes e o sistema ndo tem solucdo. Se as
trés equagdes sdo proporcionais, entdo os trés planos sdo coincidentes e o
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m
T
73

Figura 4.38 — Trés planos paralelos Figura 4.39 — Planos interceptando-se 2 a 2

m
sl
73

Figura 4.40 — Trés planos, sendo 2 paralelos Figura 4.41 — Reta intersecao de 3 planos
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sistema tem infinitas solugdes. Se ndo ocorre nenhuma destas situagdes, os
planos sdo paralelos e distintos e o sistema ndo tem solugéo ( 4.38).

Exatamente dois vetores normais sdo paralelos, ou seja, vale uma, e so-
mente uma, equacdo entre: N; = aNp, N7 = aN3, N, = aN3. Neste caso,
exatamente dois planos sdo paralelos.

Se além de exatamente dois vetores normais serem paralelos, as equagdes
correspondentes forem proporcionais, entdo dois planos sdo coincidentes e
o terceiro corta os dois segundo uma reta. Neste caso o sistema tem infinitas
solucdes. Se isto ndo acontece, entdo os planos paralelos sdo distintos e o
sistema ndo tem solugéo ( 4.40).

Os vetores normais sdo coplanares e quaisquer dois vetores normais ndo
sdo paralelos, ou seja, det(A) = 0 e quaisquer dois vetores normais nao
sdo multiplos escalares. Neste caso, quaisquer dois planos se interceptam
segundo retas que sdo paralelas. Com estas condi¢des podem ocorrer dois
casos: os trés planos se interceptem segundo uma reta, ( 4.41) ou os
planos se interceptem, dois a dois, segundo retas distintas ( 4.39).
No primeiro caso, o sistema (4.13) tem infinitas solu¢des. No segundo caso,
o sistema ndo tem solugéo.
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576

Determine as equacdes da reta r que é a intersegdo dos planos:

mix—2y+2z=0
mm :3x =5y +7z=0.

Qual a posigdo relativa da reta r e do plano y 4+ z = 0.

Determine a posigdo relativa das retas r e s

r:(xyz)=(1,1,1)+A(2,21), VAR
s:(x,y,2z) =t(1,1,0), Vt€R.

Sejam rq : (x,y,z) = (1,0,2) + (2t,t,3t) erp : (x,y,2z) = (0,1, —1) + (t, mt, 2mt) duas retas.
Determine m para que as retas sejam coplanares (ndo sejam reversas).
Para o valor de m encontrado, determine a posigdo relativa entre r{ e r;.
Determine a equacio do plano determinado por 71 e ;.

Sejamaretar: (x,y,z) = (1,1,1) 4+ (2t,mt, t) e o plano 7 : 2x — y — 2z = 0. Determine o valor de m para
que a reta seja paralela ao plano. Para o valor de m encontrado a reta esta contida no plano?

Dé a posigéo relativa dos seguintes ternos de planos:

2x+y+z=1,x+3y+z=2,x+y+4z=23.
x—2y+z=02x—4y+2z=1,x+y=0.
2x—y+z=33x-2y—z=-1,2x—-y+3z=7.
3x+2y—2z2=8,2x—-5+2z=-3,x—y+z=1

2x —y+3z=-23x+y+2z=4,4x -2y + 6z =3.
—4x+2y—4z=6,3x+y+2z2=2,2x —y+2z=-3.
6x —3y+9z=3,4x—-2y+6z=52x—y+3z=2.
x—2y+3z2=23x+y—-2z2=1,5x -3y +4z=4.




285

Ache os pontos do plano 7 : y = x que equidistam dos pontos A = (1,1,0) e B=(0,1,1).

Quais sdo as coordenadas do ponto P/, simétrico do ponto P = (1,0,0) em relagdo a retar : (x,y,z) =
t(1,1,1)?

Encontre a equagdo do plano 7t que passa pelos pontos A = (0,0,—1), B=(0,1,0) e C = (1,0,1).

Encontre a distdncia da origem ao plano 7.

Mostre que os planos x —y = 0 e y — z = 1 se interceptam segundo uma reta r.

Ache a equagdo do plano que passa pelo ponto A = (1,0, —1) e é perpendicular a reta r.




Uma cdnica no plano é definida como o conjunto dos pontos P = (x,y) que satisfa-
zem a equagao

ax? +bxy +cy? +dx +ey + f =0,

em que a,b,c,d,e e f sdo nlimeros reais, com a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos.
Vamos estudar a elipse, a hipérbole e a pardbola, que sdo chamadas cénicas nao de-
generadas. As outras que incluem um tnico ponto e um par de retas sdo chamadas
cOnicas degeneradas. Como veremos adiante as conicas ndo degeneradas podem
ser obtidas da intersecdo de um cone circular com um plano.

Vamos definir as conicas como conjunto de pontos que satisfazem certas proprieda-
des e determinar as equagdes na forma mais simples possivel.

286
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5.1 Conicas Nao Degeneradas

5.1.1 Elipse

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 5.1 — Elipse que é o conjunto dos pontos P tais que dist(P, F;) + dist(P, F,) = 2a

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Definicao 5.1. A elipse é o conjunto dos pontos P no plano tais que a soma das distancias de P a dois pontos
fixos F; e F, (focos) é constante, ou seja, se dist(F, F,) = 2¢, entdo a elipse é o conjunto dos pontos P tais que

dist(P, F;) + dist(P, F,) = 2a, emquea > c.

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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A elipse pode ser desenhada se fixarmos as extremidades de um barbante de com-
primento 2a nos focos e esticarmos o barbante com uma caneta. Movimentando-se a
caneta, mantendo o barbante esticado, a elipse serd tragada (Figura 5.1).

Proposicao 5.1, (1) A equagdo da elipse cujos focos sio F; = (—c,0) e F, = (c,0) ¢
S (5.1)

(b) A equagdo da elipse cujos focos sio F; = (0, —c) e F, = (0,c) é

2 2
y
)

X

mta=1 (5.2)

Em ambos os casos b = v/a? — c2.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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A

=<y

Figura 5.2 — Elipse com focos nos pontos

Fl = (—C,O) er = (C,O)

By

Ap = (0,-a) R
By = (~b,0)
Fp =(0,—c)

A1

=<y

Ay )
By = (b,0
By c

Figura 5.3 — Elipse com focos nos pontos

Fl = (0, —C) er = (O,C)

Marco 2012

Reginaldo J. Santos
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Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como
exercicio, a demonstracdo da segunda parte. A elipse é o conjunto dos pontos
P = (x,y) tais que

dist(P, F;) + dist(P, F,) = 24,
ou seja,
— —
(| B P [+ [ FiP || = 2a,

que neste caso é

\/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2:2a
ou
(x4+c)2+y?>=2a—/(x—c)2+y>

Elevando ao quadrado e simplificando, temos

ay/(x —c)2+y2 =a® —cx.

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(0% — )x? 4 a®y? = a*(a® — )

Como a > ¢, entdo a2 — ¢ > 0. Assim, podemos definir b = Va? — ¢? e dividir e
equagao acima por a?b? = a*(a? — c?), obtendo (5.1). u

Nas 5.2 e 5.3, os pontos A; e A sdo chamados vértices da elipse. Os seg-

mentos A1 A; e B1B, sdo chamados eixos da elipse.

. . . . , c ..
A excentricidade da elipse é o nimero e = —. Como, ¢ < 4, a excentricidade de uma

a
elipse é um ntimero real ndo negativo menor que 1. Observe que se F; = F,, entdo a
elipse reduz-se ao circulo de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdo e = 0. Assim, um

circulo é uma elipse de excentricidade nula.
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Figura 5.4 — Elipse obtida seccionando-se um cone com um plano

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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A elipse é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que ndo
passa pelo vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz (reta que gira em torno do
eixo do cone de forma a gera-lo) e que corta apenas uma das folhas da superficie (a

demonstragao deste fato estd no 7.3.11 505).
A elipse tem a propriedade de refletir os raios vindos de um dos focos na dire¢do do
outro foco (a demonstragdo deste fato esta no 5.2.12 351). Este

fato é usado na construgdo de espelhos para dentistas e para escaneres.

Os planetas possuem 6rbitas elipticas em torno do Sol, assim como os satélites em
torno dos planetas. A excentricidade da érbita da Terra em torno do Sol é 0,017. Da
Lua em volta da Terra é 0,055. Netuno é o planeta, cuja 6rbita, tem a menor excentri-
cidade do sistema solar, que é 0,005. Merctrio tem a érbita de maior, e é 0,206. Triton,
que é a maior lua de Netuno é o corpo, cuja érbita tem a menor excentricidade do
sistema solar, que é de 0,00002. O cometa Halley tem uma 6rbita eliptica em torno do
sol com excentricidade 0,967. O coliseu de Roma tem a base eliptica com eixo maior
igual a 94 metros e eixo menor igual a 78 metros.




5.1  Conicas Nao Degeneradas 295

5.1.2 Hipérbole

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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F 13

Figura 5.5 — Hipérbole que é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que | dist(P, F;) — dist(P, F,)| = 2a
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Definicao 5.2. A hipérbole é o conjunto dos pontos P no plano tais que o médulo da diferenga entre as
distancias de P a dois pontos fixos F; e F, (focos) é constante, ou seja, se dist(F;, F,) = 2¢, entdo a hipérbole é
o conjunto dos pontos P tais que

| dist(P, F;) — dist(P, F,)| = 2a,

emquea < c.

Podemos desenhar uma parte de um ramo da hipérbole da seguinte forma. Fixamos
uma extremidade de uma régua em um dos focos, fixamos uma extremidade de um
barbante (de comprimento igual ao comprimento da régua menos 2a) na outra ponta
da régua e a outra extremidade do barbante no outro foco. Esticamos o barbante com
uma caneta de forma que ela fique encostada na régua. Girando-se a régua em torno
do foco no qual ela foi fixada, mantendo o barbante esticado com a caneta encostada
na régua, uma parte de um ramo da hipérbole serd tracada (Figura 5.5).

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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=<y

Figura 5.6 — Hipérbole com focos nos pontos Figura 5.7 — Hipérbole com focos nos pontos
Fi = (=¢,0)e = (c,0) Fr=(0,—c)e >, = (0,¢)
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Proposicao 5.2, (1) A equagdo da hipérbole cujos focos sio F; = (—c,0) e F» = (c,0) é

22 .
a2 b2
e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando x — =£00) sdo
b
y= :l:;x,

2 2
£og
a b2
e das assintotas sio
a
X = j:Ey.

Em ambos os casos b = v/c? — a2.

(5.3)

(5.4)

Demonsiracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como
exercicio, a demonstragdo da segunda parte. A hipérbole é o conjunto dos pontos
P = (x,y) tais que
dist(P, F;) — dist(P, F») = +2a,
ou seja,
— —
| EP || = |[ P[] = +2a,

que neste caso é

\/(x-l-c)z-l-yz—\/(x—c)z-l-yZ::I:Za

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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ou

V(x+0)2+y2=+2a+ 4/ (x — )2 + 12

Elevando ao quadrado e simplificando, temos
+ay/(x —c)2+y2 =a* —cx.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(@ — A)x® + aPy? = a*(a® — ?)
Como a < ¢, entdo ¢ — g% > 0. Assim, podemos definir b = V2 — 42 e dividir e

equagao acima por —a?b? = a%(a* — ¢?), obtendo (5.3).
Se a equacdo (5.3) é resolvida em y obtemos y = :I:%\/ x% — a? que, para x > 0, pode

ser escrita como
b a?
y=£-x\/1-=.
a X

Para x > 0 muito grande, o radical no segundo membro é préximo de 1 e a equacéo
se aproxima de

b
=*-x
Yy P
O mesmo ocorre para x < 0 muito grande em médulo (verifique!).
|
Nas 5.6 ¢ 5.7, os pontos A; e A, sdo chamados vértices da hipérbole. A

. . . P . c . .
excentricidade da hipérbole é o ntiimero ¢ = —. Como, ¢ > 4, a excentricidade de
a

uma hipérbole é um ndmero real maior que 1.

A hipérbole é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao
passa pelo vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz e que corta as duas folhas da
superficie (a demonstracdo deste fato estd no 7.3.11 505).
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A hipérbole tem a propriedade de refletir os raios vindos na diregdo de um dos focos
na direcdo do outro foco (a demonstragédo deste fato estd no 5.2.13

355). Este fato é usado na construgéo de espelhos para telescopios e para mdquinas
fotograficas.

O cometa C/1980 E1 foi descoberto em 1980 e esta deixando o sistema solar numa

trajetéria hiperbdlica com a maior velocidade ja observada em um corpo no sistema
solar.
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Figura 5.8 — Hipérbole obtida seccionando-se um cone com um plano
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5.1.3 Parabola

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 5.9 — Parabola que ¢é o conjunto dos pontos P = (x, y) tais que dist(P, F) = dist(P, r)
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Definicao 5.3. Uma parédbola é o conjunto dos pontos P no plano equidistantes de uma reta r (diretriz) e de
um ponto F (foco), ndo pertencente a r, ou seja, a pardbola é o conjunto dos pontos P tais que

dist(P, F) = dist(P,r).

Podemos desenhar uma parte de uma parabola da seguinte forma. Colocamos um
esquadro com um lado cateto encostado na reta diretriz, fixamos uma extremidade
de um barbante (de comprimento igual ao lado cateto do esquadro perpendicular a
reta diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta do esquadro oposta ao lado que
estd encostado na reta diretriz. Esticamos o barbante com a caneta de forma que ela
fique encostada no lado do esquadro perpendicular a reta diretriz. Deslizando-se o
esquadro na dire¢do da reta diretriz mantendo o lado encostado nela uma parte da
parébola é tracada (Figura 5.9).

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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‘v y A
BN
I
I
=
Py F -
X
F=(0p)
Py = (0}0) X
F=(p,0) Y=
Py =1(0,0)

Figura 5.11 — Parabola com foco no ponto F = (0, p) e

Figura 5.10 — Parabola com foco no ponto F = (p,0) e
p>0

p>0
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y A y A

riy=-p

rix=-p

=y

3
<y

F=(p,0)
Py = (0,0)

Figura 5.13 — Parabola com foco no ponto F = (0, p) e

Figura 5.12 — Parabola com foco no ponto F = (p,0) e
p<0

p<0
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Proposicao 5.3. (1) A equagdo da pardbola com foco F = (p,0) e reta diretrizr: x = —pé

y2 =4px.
(b) A equagdo de uma pardbola com foco F = (0, p) e reta diretrizr : y = —p é
X2 = dpy.

(5.5)

(5.6)

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como
exercicio, a demonstracdo da segunda parte. A parabola é o conjunto dos pontos
P = (x,y) tais que

dist(P, F) = dist(P,r),

que neste caso é

\(x=p)?+y?=[x+p|,

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos (5.5). |

Nas Figuras 5.10, 5.11, 5.12 ¢ 5.13, o ponto Py é o ponto da pardbola mais préximo
da reta diretriz e é chamado de vértice da pardbola. A parabola é a curva que se
obtém seccionando-se um cone por um plano paralelo a uma reta geratriz do cone
conforme a Figura 5.14 (a demonstracdo deste fato estd no Exercicio 7.3.11 na pagina
505).

A parébola tem a propriedade de refletir os raios vindos do foco na dire¢do do seu
eixo (a demonstra¢do deste fato estd no Exercicio 5.2.12 na pdgina 316). Este fato é
usado na construgédo de fardis e lanternas. Também, naturalmente, reflete na dire¢do
do foco os raios que incidem paralelos ao eixo de simetria, fato usado na construcao
de antenas receptoras.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Figura 5.14 — Parabola obtida seccionando-se um cone com um plano
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5.1.4 Caracterizacao das Conicas

Vamos mostrar a seguir que todas as conicas ndo degeneradas, com excecdo da cir-

cunferéncia, podem ser descritas de uma mesma maneira.

Proposicao 5.4. Seja s uma reta fixa (diretriz) e F um ponto fixo (foco) nio pertencente a s. O conjunto dos pontos do

plano P = (x,v) tais que
dist(P, F) = e dist(P,s),

em que e > 0 é uma constante fixa, é uma conica.
(1) Se e =1, entdo a conica é uma pardbola.
(b) Se0 < e < 1, entdo a conica é uma elipse.

(c) See > 1, entdo a conica é uma hipérbole.

(5.7)

Reciprocamente, toda conica que ndo seja uma circunferéncia pode ser descrita por uma equagio da forma (5.7).

Demonstracao. Se e = 1, a equagéo (5.7) é a prépria defini¢do da parabola. Vamos
considerar o caso em que ¢ > 0, com e # 1. Seja d = dist(F,s). Sem perda de

generalidade podemos tomar o foco como sendo o ponto F = (p,0) e a diretriz
. 2 o
como sendo a reta vertical s : x = %, emque p = 1dLe2 se a reta s estiver a direita do
p —

foco F (Figuras5.15e¢5.16)ep = % se a reta s estiver a esquerda do foco F (Figuras
5.17 ¢ 5.18).
Assim, o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, F) = e dist(P,s),

Matrizes Vetores e Geometria Analitica
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pode ser descrito como sendo o conjunto dos pontos P = (x, y) tais que

Joppri=cli-2

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

7

1
(1—e*)x® +y* = p? <e2 — 1)

que pode ainda ser escrito como

2 vy
p> o pA(-e?)
2 e2

(5.8)

Se 0 < e < 1, esta é a equacdo de uma elipse. Se e > 1, é a equagdo de uma hipérbole.
Para mostrar a reciproca, considere uma elipse ou hipérbole com excentricidade e >
0 e um dos focos em F = (p,0). E facil verificar que (5.8) é a equagdo desta conica e

portanto (5.7) também o €, com a reta diretriz sendo s : x = .
e
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y A

Figura 5.15 — Elipse, um de seus focos e a reta diretriz

a direita

=<y

(p,0)

=<y

Figura 5.16 — Hipérbole, um de seus focos e a reta di-
retriz a direita
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y A y A
L SR
[l I
F . r -
(».0) X o X
Figura 5.17 — Elipse, um de seus focos e a reta diretriz Figura 5.18 — Hipérbole, um de seus focos e a reta di-
a esquerda retriz a esquerda

Marco 2012 Reginaldo J. Santos



314

Secoes Conicas

5.1.1.

5.1.2.

5.1.3.

5.1.4.

5.1.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 580)

Reduzir cada uma das equagdes de forma a identificar a conica que ela representa e faca um esbogo do
seu grafico:
(a) 4x%+2y*> =1
b) 2+y=0

(©) x> =9*=9
Escreva as equacdes das seguintes elipses:

(a) Osfocossdo F; = (—1,2) e F, = (3,2) e satisfaz dist(P, F; ) + dist(P, F,) = 6;

(b) Osfocossao F; = (—1,—1) e F, = (1,1) e satisfaz dist(P, F;) + dist(P, F,) = 4;
Escreva as equagdes das seguintes hipérboles:

(a) Osfocossdo F; = (3,—1) e F, = (3,4) e satisfaz | dist(P, F;) — dist(P, F,)| = 3;

(b) Osfocossdo F; = (—1,-1)e F, = (1,1) e satisfaz | dist(P, F;) — dist(P, F)| = 2;
Escreva as equagdes das seguintes pardbolas:

(a) Ofocoé F = (0,2) ediretrizy = —2;

(b) Ofocoé F = (0,0) e diretrizx+y = 2;

. Determinar a equagdo e identificar a trajetéria de um ponto que se move de maneira que sua distancia

ao ponto F = (6,0) é sempre igual a duas vezes sua distancia a reta 2x — 3 = 0.

Determinar a equacdo e identificar a trajetéria de um ponto que se move de maneira que sua distancia
ao eixo y é sempre igual a duas vezes sua distancia ao ponto F = (3,2).

Exercicios Teoricos

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Mostre que a equagdo da elipse com focos nos pontos F; = (xg —¢,y9) e F» = (x0 + ¢, y0) e satisfaz

dist(P, F;) 4+ dist(P,F,) =24, emquea >c¢

(x — x0)?

—yo)?* 1
az

+ =1,

em que b = Va2 — 2.
Mostre que a equagdo da hipérbole com focos nos pontos F; = (xg — ¢, o) € F, = (xo + ¢, o) e satisfaz
| dist(P, F;) — dist(P, F,)| =2a, emquea <c

(x=x0)*  (y—wo)* _ 1

a2 b2 ’

em que b = v c% — a2

Mostre que a equagdo da pardbola com foco no ponto F = (xg + p, o) e reta diretrizr: x =x9—p é
(¥ = y0)* = 4p(x — xo).

Seja uma elipse ou hipérbole com focos em F; = (p,0) e F, = (—p,0).

Mostre que
2 2
x
S+ =
P2 opri=e?)
ez €2

é a equagdo desta coOnica, em que e é a excentricidade.

Definindo a reta v : x = eﬂz’ Mostre que esta conica pode ser descrita pelo conjunto de pontos

P = (x,y) tais que
dist(P, F) = e dist(P, r).
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Verifique que com o procedimento abaixo realmente desenhamos uma parte de um ramo de uma
hipérbole. Fixamos uma extremidade de uma régua em um dos focos, fixamos uma extremidade de
um barbante (de comprimento igual ao comprimento da régua menos 2a) na outra ponta da régua e
a outra extremidade do barbante no outro foco. Esticamos o barbante com uma caneta de forma que
ela fique encostada na régua. Girando-se a régua em torno do foco no qual ela foi fixada, mantendo
o barbante esticado com a caneta encostada na régua, uma parte de um ramo da hipérbole sera
tragada ( 55 296).

Verifique que com o procedimento abaixo realmente desenhamos uma parte de um ramo de uma
parébola. Colocamos um esquadro com um lado cateto encostado na reta diretriz, fixamos uma ex-
tremidade de um barbante (de comprimento igual ao lado cateto do esquadro perpendicular a reta
diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta do esquadro oposta ao lado que esta encostado na
reta diretriz. Esticamos o barbante com a caneta de forma que ela fique encostada no lado do esqua-
dro perpendicular a reta diretriz. Deslizando-se o esquadro na diregdo da reta diretriz mantendo o
lado encostado nela uma parte da pardbola é tragada ( 59 304).

Mostre que um espelho parabdlico reflete na dire¢do do foco os raios que incidem paralelos ao seu eixo
de simetria seguindo os seguintes passos:

Considere a pardbola y?> = 4px. Usando o fato de que a inclinacdo da reta tangente a parabola no

2
ponto P = (Z—g,yo) é tan(a) = % = %‘ Mostre que se o raio incidente tem equagdo y = v, entdo a

2
equagcdo do raio refletido que passa por P = (Z—g, Yo) €

4pyo Y5
—Yo =5 (x—==).
Y —Yo y%—4p2( 4p)

Use o fato de que tan(2«a) = ﬁttzrrll £

Mostre que o raio refletido intercepta o eixo x em x = p.
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Y Y
a4 av4
VAN AN

N N

Figura 5.19 — Parabola refletindo na direcao do foco Figura 5.20 — Parédbola refletindo na direcao do seu
os raios paralelos ao seu eixo de simetria. eixo de simetria os raios originarios do foco.
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y A

=y

Figura 5.21 — Parédbola refletindo na dire¢do do foco os raios paralelos ao seu eixo de simetria.
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Até agora vimos usando o chamado sistema de coordenadas cartesianas, em que
um ponto do plano é localizado em relacdo a duas retas fixas perpendiculares entre
si. Vamos definir um outro sistema de coordenadas chamado de sistema de coorde-
nadas polares em que um ponto do plano é localizado em relagdo a um ponto e a
uma reta que passa por esse ponto.

Escolhemos um ponto O (usualmente a origem do sistema cartesiano), chamado
polo e uma reta orientada passando pelo polo chamada eixo polar (usualmente to-
mamos o préprio eixo x do sistema cartesiano). No sistema de coordenadas polares
um ponto no plano é localizado dando-se a distancia do ponto ao polo, r = dist(P, O)

5
e o angulo, 6, entre os vetores OP e um vetor na direcao e sentido do eixo polar, com
a mesma convencdo da trigonometria, ou seja, ele é positivo se medido no sentido
anti-hordrio a partir do eixo polar e negativo se medido no sentido horério a partir
do eixo polar. As coordenadas polares de um ponto P do plano sdo escritas na forma
(r,0).

Segue facilmente as relacdes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas po-
lares.

Suponha que o polo e o eixo polar do sistema de coordenadas polares coincidem com a origem e 0 eixo
do sistema de coordenadas cartesianas, respectivamente. Entdo a transformagio entre os sistemas de coordenadas polares
e o de coordenadas cartesianas podem ser realizadas pelas equagdes

x=rcosf e y=rsend

r=/x2+12,

X Y

cos = ——— e senf =

/X2 412 2 +]/2’
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y A
P
y |
r
0
0 X

Figura 5.22 — Ponto P do plano em coordenadas polares (r,6) e cartesianas (x,y)
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y A

(Ir1.6)

=y

Figura 5.23 — Para r < 0, (r,0) = (|r], 0 + )
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Estendemos as coordenadas polares para o caso no qual r é negativo da seguinte
forma:
parar <0, (r,0) = (|r],0+ m).

Assim, (r,0) e (—r,0) estdo na mesma reta que passa pelo polo, a distancia |r| do
polo, mas em lados opostos em relagdo ao polo.

Exemplo 5.1. Vamos determinar a equagdo em coordenadas polares da circun-
feréncia cuja equagdo em coordenadas retangulares é

(x—1)24+(y—-1)*=2

ou simplificando
24 y?—2x -2y =0.

Substituindo-se x por r cos f e y por r sen  obtemos
r? —2rcosf — 2rsenf = 0.
Dividindo-se por r ficamos com

r—2cosf —2senf = 0.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica
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25

151

05F

05 . . . .
-0.5 0 05 1 15 2 2.5

Figura 5.24 — Circunferéncia com equacdo em coordenadas polares r — 2cos ) —2sen6 = 0
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Figura 5.25 — Pardbola com equagdo em coordenadas polares r =

0.8r

0.6

04

0.2r

-1

L
-0.5

0

L
0.5

1

1—cosf@
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Vamos determinar a equagdo em coordenadas retangulares do lugar
geométrico cuja equacdo em coordenadas polares é

1
" 1—cosf’

- x
Substituindo-se r por y/x? + y2 e cos § por ———— obtemos

/32 442 = 1_%

\Vx2+yR—x=1.

Somando-se x a ambos 0s membros obtemos

V2P =1+nx

Elevando-se ao quadrado obtemos

ou simplificando

4y = (1+x)2
Simplificando-se obtemos ainda
¥ =14+2x=2(x+1/2),

que é uma parabola com foco na origem F = (0, 0) e reta diretriz x = —1 (verifique!).

A equagdo polar de uma conica, que ndo é uma circunferéncia, assume uma forma
simples quando um foco F estd no polo e a reta diretriz s é paralela ou perpendicular
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ao eixo polar. Seja d = dist(F,s). Para deduzir a equagdo polar das conicas vamos
usar a caracterizacdo dada na 54 310, ou seja, que uma conica
é o lugar geométrico dos pontos P que satisfazem

dist(P, F) = e dist(P,s)
Como o foco F esta no polo, temos que dist(P, F) = r, em que (7, 0) sdo as coordena-
das polares de P.
Se a reta diretriz, s, é perpendicular ao eixo polar.
Se a reta s estd a direita do polo, obtemos que dist(P,s) = d — r cos 6. Assim,
a equacdo da conica fica sendo
r=e(d —rcosb).

Isolando r obtemos
B de
"T1¥ecost’
Se a reta s estd a esquerda do polo, obtemos que dist(P,s) = d + rcos?6.
Assim, a equacdo da conica fica sendo

r=e(d+ rcosb).

Isolando r obtemos

_ de

~ 1—ecosf’
Se a reta diretriz, s, é paralela ao eixo polar.

r

Se a reta s esta acima do polo, obtemos que dist(P,s) = d — rsenf. Assim,
a equacgao da conica fica sendo

r=e(d —rsenb).

Isolando r obtemos
de

"= 1+esenf’
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(i1) Se areta s estd abaixo do polo, obtemos que dist(P,s) = d + rsenf. Assim,
a equacdo da conica fica sendo

r=e(d+rsenb).

Isolando r obtemos
. de
" 1—esenb’

Isto prova o seguinte resultado

Proposicao 5.6. Considere uma conica com excentricidade e > 0 (que nio é uma circunferéncia), que tem um foco F no
polo e a reta diretriz s é paralela ou perpendicular ou eixo polar, com d = dist(s, F).

(1) Se a reta diretriz correspondente a F é perpendicular ao eixo polar e estd a direita do polo, entiio a equagio polar da

conica é
de
f=—
1+ecos@
e se estd a esquerda do polo, entdo a equagdo polar da conica é
de
y = —m8
1—ecos@

(b) Se a reta diretriz correspondente a F é paralela ao eixo polar e estd acima do polo, entiio a equagdo polar da conica é

. de
~ 1+esenf
e se estd abaixo do polo, entdo a equagdo polar da conica é
de
y = —mm
1—esenf

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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y A

=<y

]

Figura 5.26 — Parte de uma conica com foco no polo e
reta diretriz perpendicular ao eixo polar a direita

y A

Dy

v"v\“

=<y

Figura 5.27 — Hipérbole com foco no polo e reta dire-
triz perpendicular ao eixo polar a direita
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yA y A
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Figura 5.28 — Parte de uma conica com foco no polo e Figura 5.29 — Hipérbole com foco no polo e reta dire-
reta diretriz perpendicular ao eixo polar a esquerda triz perpendicular ao eixo polar a esquerda

Marco 2012 Reginaldo J. Santos



330 Secoes Conicas

y A

X= B
/
0 |,/
. X
Figura 5.30 — Parte de uma conica com foco no polo e Figura 5.31 — Hipérbole com foco no polo e reta dire-
reta diretriz paralela ao eixo polar acima triz paralela ao eixo polar acima
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y A y A
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Figura 5.32 — Parte de uma conica com foco no polo e Figura 5.33 — Hipérbole com foco no polo e reta dire-
reta diretriz paralela ao eixo polar abaixo triz paralela ao eixo polar abaixo
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Vamos identificar a conica cuja equacdo em coordenadas polares é

L4
- 2+4cosf’

Dividindo-se o numerador e o denominador do segundo membro da equagdo por 2
obtemos
2
r=—
1+ 5cost

que é a equagdo em coordenadas polares de uma elipse com excentricidade igual
a 1/2, um dos focos no polo, reta diretriz x = 4 (coordenadas cartesianas) ou
rcost) = 4 (coordenadas polares). Fazendo = 0 e § = 7 na equacdo polar da
elipse encontramos r = 4/3 e r = 2, respectivamente. (4/3,0) e (2, 77) sdo coordena-
das polares de vértices da elipse.

A forma mais simples da equagdo de uma circunferéncia em coordenadas polares
ocorre quando seu centro estd no polo. Neste caso a equagdo é simplesmente r =
a, em que a é o raio da circunferéncia. Além deste caso, a equagdo polar de uma
circunferéncia assume uma forma simples quando ela passa pelo polo e o seu centro
estd no eixo polar ou na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo.

Se o centro estd no eixo polar.

Se o raio é igual & a e o centro em coordenadas polares é C = (4,0). Se P é
um ponto qualquer da circunferéncia, entao

’ —7 5 — ~— 7 0 — 5 — —
a> = ||CP||*=]|OP—-0OC||“=||OP||*+]|OC||=20P-0OC
= 724+ a%®—2racosé.

% = 2racos®
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=<y

Figura 5.34 — Circunferéncia que passa pelo polo com Figura 5.35 — Circunferéncia que passa pelo polo com
centro no eixo polar a direita centro no eixo polar a esquerda
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X
X
Figura 5.36 — Circunferéncia que passa pelo polo com Figura 5.37 — Circunferéncia que passa pelo polo com
centro acima do polo na reta perpendicular ao eixo centro abaixo do polo na reta perpendicular ao eixo

polar que passa pelo polo polar que passa pelo polo
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ou
r(r—2acosf) =0

Logo a equagdo em coordenadas polares da circunferéncia é
r = 2acos 6.

Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares é C = (a, 7). Se P é
um ponto qualquer da circunferéncia, entdo

5 - o — — — —  —
ac = ||CP|["=]||OP—-0OC||*=]|OP|*+]||OC||*=20P - -0OC
2 +a® — 2racos(m — ).

Assim,

2 = —2racosf

ou
r(r+2acosf) =0

Logo a equagdo em coordenadas polares da circunferéncia é
r = —2acos®.

Se o centro estd na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo.

Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares é C = (a,77/2). Se P
é um ponto qualquer da circunferéncia, entdo

) — — — — —
ac = ||CP|["=]||OP—-0OC||*=]|OP|]*+]|OC||*=20P-0C
r? +a® —2racos(m/2 —6).

Assim,
2 = 2rasenf
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ou
r(r—2asenf) =0

Logo a equagdo em coordenadas polares da circunferéncia é
r =2asen®.

(b) Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares é C = (a, —7/2). Se
P é um ponto qualquer da circunferéncia, entdo

) — — — — —  —
a- = ||CP||F=1]|OP—-0OC||*=||OP||*+]|OC||=20P-0OC
r2+a2—2mcos(—7r/2—9).
Assim,
r* = —2rasenf
ou

r(r+2asenf) =0

Logo a equagdo em coordenadas polares da circunferéncia é

r = —2asen®.

Proposicao 5.7. Considere uma circunferéncia de raio a que passa pelo polo cujo centro estd no eixo polar ou na reta
perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo.

(1) Se o centro estd no eixo polar e a direita do polo, entdo a equagio polar da circunferéncia é dada por
r = 2acosf
e se o centro estd a esquerda do polo, entdo a equagdo polar da circunferéncia é dada por

r = —2acos 0.
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Se o centro estd na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo e acima do polo, entdo a equagdo polar é

dada por
r =2asend,

e se estd abaixo do polo, entiio a equagdo polar da circunferéncia é dada por

r = —2asen®.

Uma circunferéncia cuja equacdo em coordenadas polares é
r = —3cost

passa pelo polo, tem raio igual & 3/2 e as coordenadas polares do seu centro sdo
(3/2, ).

Seja
F(x,y) =0 (5.9)
a equagdo de uma curva plana C em coordenadas retangulares. Sejam x e y fungdes
de uma terceira variavel t em um subconjunto, Z, do conjunto dos nimeros reais, R,
ou seja,
x=f(t) e y=g(t), paratodotec L. (5.10)

Se para qualquer valor da varidvel t no conjunto Z, os valores de x e y determi-
nados pelas equagdes (5.10) satisfazem (5.9), entdo as equagdes (5.10) sdo chamadas
equagdes paramétricas da curva C e a varidvel independente t é chamada parametro.
Dizemos também que as equagdes (5.10) formam uma representacdo paramétrica
da curva C. A representagdo paramétrica de curvas tem um papel importante no
tragado de curvas pelo computador.
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Seja a2 um ndmero real positivo fixo. A circunferéncia de equacéo
X +y? = a? (5.11)
pode ser representada parametricamente pelas equacdes
x=acost e y=asent, paratodot € [0,27). (5.12)

Pois elevando ao quadrado cada uma das equagdes (5.12) e somando os resultados

obtemos

2 2

xz—l—yzza cos® t 4 a?sen’ t = a°.

A circunferéncia definida por (5.11) pode também ser representada parametrica-
mente por

x=t e y=+a?—1t?, paratodot e [—a,a] (5.13)
ou por
x=t e y=—Va?—1t2, paratodot € [—a,a]. (5.14)

Apenas que com (5.13) obtemos somente a parte de cima da circunferéncia e com
(5.14) obtemos somente a parte de baixo.

A elipse de equagao

2 2

X
;+%=1 (5.15)

pode ser representada parametricamente pelas equagdes

x =acost e y=Dbsent, paratodot e [0,2m). (5.16)

Pois elevando-se ao quadrado e dividindo-se por a? a primeira equagio em (5.16),
elevando-se ao quadrado e dividindo-se por b?> a segunda equagio em (5.16) e
somando-se os resultados obtemos

2 2

z—z —l—‘Z—Z = cos’t +sen’ t = 1.
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ost,sent)

=y

Figura 5.38 — Circunferéncia parametrizada
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(bcostybsent) o

-
A0t

(acost,bserf\t)

<y

Figura 5.39 — Elipse parametrizada
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A hipérbole de equacéo
2 2
x
- %2 -1 (5.17)

pode ser representada parametricamente pelas equagoes
x=asect e y=btant, paratodot € [0,27), t # 7/2,37/2. (5.18)

Pois elevando-se ao quadrado e dividindo-se por a? a primeira equagio em (5.18),
elevando-se ao quadrado e dividindo-se por b? a segunda equagio em (5.18) e
subtraindo-se os resultados obtemos
2 2

Y 2 2

— — 75 =sec"t—tan“t = 1.

a?  b?
Vamos apresentar uma outra representagdo paramétrica da hipérbole. Para isso va-
mos definir duas fungdes

et eft et —t
A= e ) =

—e
2

(5.19)

A hipérbole definida por (5.17) pode, também, ser representada parametricamente

por
x=afi(t) e y=>bfy(t), paratodot e R. (5.20)

Pois elevando-se ao quadrado e dividindo-se por a® a primeira equagio em (5.20),
elevando-se ao quadrado e dividindo-se por b? a segunda equacdo em (5.20) e
subtraindo-se os resultados obtemos

2 2

= WP = (a0 = (# 4 24e) (& —24+e7) =1 52)
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ol |

Figura 5.40 — Cosseno hiperbolico

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012



5.2  Coordenadas Polares e Equacoes Paramétricas 343

Figura 5.41 — Seno hiperbélico

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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As fungdes f1(t) e f»(t) definidas por (5.19) recebem o nome de cosseno hiperbélico
e seno hiperbélico, respectivamente e sdo denotadas por cosht e senht. De (5.21)
segue-se a seguinte relacdo fundamental entre o cosseno e o seno hiperbdlicos

cosh?t —senh?®t = 1. (5.22)
e a representacdo paramétrica (5.20) pode ser escrita como
x =acosht e y=bsenht, paratodotec R. (5.23)

Também
x = —acosht e y=>bsenht, paratodotec R. (5.24)

é uma representagdo paramétrica da hipérbole (5.17). Apenas que com (5.23) obte-
mos somente o ramo direito da hipérbole e com (5.24), somente o ramo esquerdo.

Vamos mostrar que a parametrizacdo de uma curva em relagdo a qual
sabemos sua equacdo em coordenadas polares r = f(0) pode ser feita da seguinte
forma

x = f(t)cost e y= f(t)sent. (5.25)

A equagdo da curva em coordenadas cartesianas é

{ V¥ +y? = f(0(xy)),  sef(0(xy)) =0
—Vx¥2+y* = f(B(x,y)), sef(0(x,y)) <O.

VXY = 1f(0(xy))l- (5.26)

Para a parametrizacdo (5.25) temos que

ou

VXY = If (6 y))] = \/(f(t))ZCOSZH (f(£))*sen?t — |f(£)| = O.
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(@cost,asent)
(asect,btant)

taM)/ ‘.
pias I
A -/
-7\
~\t

1N
N

Figura 542 — Hipérbole parametrizada usando se-
cante e tangente

(—acosht,bsenht

y i

(_a,cesh‘t,F s;nh

=<y

Figura 5.43 — Hipérbole parametrizada usando as
fungdes hiperbdlicas

Marco 2012

Reginaldo J. Santos
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O que mostra que (5.25) é uma parametrizagdo para (5.26) e portanto para r = f(6).
Por exemplo,
‘= ecost o _ esent
~ 1+ecost y_l—i—ecost

é uma parametriza¢do de uma conica com excentricidade e > 0, reta diretriz locali-
zada a direita a uma distancia igual a 1 e um dos focos na origem.
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esent )
' T+ecost

=<y

Figura 5.44 — Elipse com foco na origem parametri-
zada usando a sua férmula em coordenadas polares

y

( ecost! i
T+ecost’ 1

( ecost esent )
T+ecost’ T+ecost

=y

Figura 5.45 — Hipérbole com foco na origem parame-
trizada usando a sua férmula em coordenadas pola-

res

Marco 2012

Reginaldo J. Santos
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 587)

5.2.1. Transformar a equagdo em coordenadas retangulares em uma equagdo em coordenadas polares:

(a) > +y2 =4 (0) > +y>—2y=0
b) x> —y* =4 (d) x> —4y—4=0

5.2.2. Transformar a equagdo em coordenadas polares em uma equagdo em coordenadas retangulares:

2 3
a) r=-———— 1) r=—F—
@ r 1—3cosf ) r 2 +senf
(b) r =4senb (e) r=tan®
(c) r=9cosf (f) r(acos®+bsenf) —c =0

5.2.3. Identificar a conica cuja equagdo em coordenadas polares é dada. Determine a excentricidade, a equagdo
da diretriz, a distancia da diretriz ao foco e as coordenadas polares de dois vértices:

@ 1=y © 1= grpe—s

R W P YT 2 4cos e
6 4

(b) r_3—|—sen9 (d) r_2—3c059

5.2.4. Determine o raio e e as coordenadas polares do centro da circunferéncia cuja equacdo em coordenadas
polares é dada:

(a) r =4cosb (c) rzgcos()
(b) r=—3sen6 (d) r= fésenG

5.2.5. Descreva as regides a seguir usando coordenadas polares:
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(@)

(©)

(b)

(d)

Margo 2012
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A equagdo da trajetéria de uma particula langada do ponto Py = (0,0), com velocidade vy, fazendo um
angulo a com o eixo x e sujeita apenas a acdo da aceleragdo da gravidade g é dada por

8 2
= (tana)x — —<— x?.
y = ) 203 cos?

Mostre que x = (vgcosa)tey = (vpsena)t — % t? sdo equagdes paramétricas da trajetéria da particula.
Se o centro de uma circunferéncia que passa pelo polo é (a, ), mostre que sua equacdo em coordenadas

polares é r = 2acos(f — «).

Se a cdnica de equagdo r = representa uma pardbola, determine as coordenadas polares do

1—ecost
seu vértice e a equagdo em coordenadas polares da reta diretriz.

de

Se a cOnica de equacior = ———
quac 1+ ecosf

2de
e

Mostre que a equagdo em coordenadas polares de uma elipse com um dos focos no polo, que tem eixo
maior igual a 2a e excentricidade e é

representa uma elipse, mostre que o comprimento do seu eixo

menor é

. a(l—e?)
 1—ecosf’

Considere uma conica com excentricidade e > 0 (que ndo é uma circunferéncia), que tem um foco F no

polo e a reta diretriz s é paralela ou perpendicular ou eixo polar, com d = dist(s, F). Seja p = %, sea

de?
e2—1’

reta s estiver a direita do foco Fe p = se a reta s estiver a esquerda do foco F.
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Se a reta diretriz correspondente a F é perpendicular ao eixo polar e estd a direita ou a esquerda do
polo, entdo a equacao cartesiana da conica é

2 2
(xt+p)” vy

jis p2(1—e?)
2 2

Se a reta diretriz correspondente a F é paralela ao eixo polar e estd acima ou abaixo do polo, entdo
a equacao cartesiana da conica é

x? (y+p)?
pr(1—e?) + p? =1
e2 2

Mostre que um espelho eliptico, reflete na diregdo de um foco, os raios que incidem na elipse vindo do
outro foco, seguindo os seguintes passos:

) ) 2 y2
Considere a elipse — + 73
forma P = (acost,bsent), parat € [0,27) e que a inclinagdo da reta tangente a elipse neste ponto

édl ~ bcost

= 1. Usando o fato de que um ponto da elipse pode ser escrito na

= , mostre que a equacdo da reta tangente a elipse em P é
dx asent q quas & P

bcost
y=bsent —
asent

(x —acost), parat#0,m,

e que a equacdo da reta que passa por F, e é paralela ao raio que passa por F; depois de ser refletido

emPé
bsent

y=——7"7—"#/—/(x—¢).

c+acost

Mostre que a interse¢do da reta tangente a elipse que passa por P e a reta que passa por F, e é
paralela ao raio que passa por F; depois de ser refletido em P é o ponto

a(csen’t+acost+c) bsent(a— ccost)
P’l: 7
a-+ccost a-+ccost
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Mostre que dist(P,F,) = dist(P;, F,) = a — ccost. Logo o tridngulo PF,P; é isOsceles e assim o
angulo de reflexdo do raio que passa por F; depois de ser refletido em P, a1, e 0 4ngulo de incidéncia
do raio que se reflete em P vindo de F,, ap, sdo iguais. Portanto, o raio que vem de F, e se reflete em
P necessariamente passa por F; (veja a Figura 5.46).
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P = (acos(t),bsen(t))

Figura 5.46 — Elipse refletindo, na direcdo de um foco, os raios que incidem na elipse vindo do outro foco

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 5.47 — Espelho eliptico refletindo, na dire¢do de um foco, os raios que incidem vindo do outro foco
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Mostre que um espelho hiperbélico, reflete na direcdo de um foco, os raios que incidem na hipérbole na
direcdo do outro foco, seguindo os seguintes passos:

2 2
Considere a hipérbole x—z — ¥ — 1. Usando o fato de que um ponto do ramo esquerdo da hipérbole
a2 b2
pode ser escrito na forma P = (—asect,btant), para t € (—7m/2,7t/2) e que a inclinagdo da reta
d
tangente a hipérbole neste ponto é % = eont’ mostre que a equacdo da reta tangente & hipérbole

emPé

b
=D t— t t
Y tan P (x+asect), parat #0,

nt

e que a equagdo da reta que passa por F, e é paralela ao raio que incide na diregdo de Fj e se reflete

emDPé
btant

y= 0 _(x o).

c—asect

Mostre que a intersecdo da reta tangente a hipérbole que passa por P e a reta que passa por I, e é
paralela ao raio que incide na dire¢do de F; e se reflete em P é o ponto

p_ a(2ccos’t —acost —c) bsent(acost +c)
1 cost(acost—c) ' cost(acost—c)

Mostre que dist(P, F,) = dist(P;,F,) = a+ csect. Logo o tridngulo PF,P; é is6sceles e assim o
angulo de incidéncia do raio que incide na diregdo de Fj e se reflete em P, a1, e 0 dngulo de reflexdo
do raio que se reflete em P na diregdo de F,, a5, sdo iguais. Portanto, o raio que incide na direcao de
F; e se reflete em P necessariamente passa por F, (veja as Figuras 5.48 e 5.49)
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Figura 5.48 — Hipérbole refletindo, na dire¢do de um foco, os raios que incidem na hipérbole na direcao do outro
foco
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Figura 5.49 — Hipérbole refletindo, na dire¢cdo de um foco, os raios que incidem na hipérbole na dire¢do do outro
foco

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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AN
/N
SN

S
"/
4

Figura 5.50 — Espelho maior parabélico refletindo na direcdo do foco, em seguida os raios sdo refletidos por um
espelho hiperbdlico na diregdo do outro foco da hipérbole
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Nesta se¢ao estudaremos as superficies que podem ser representadas pelas equagoes
quadrdticas nas varidveis x, y e z, ou seja, da forma

ax® 4+ by? + cz® + dxy +exz + fyz +gx + hy +iz+j =0,

em que a,b,c,d,e, f,g,h,i,j € R, coma,b,c,d, e f ndo simultaneamente nulos. Va-
mos nos limitar neste capitulo ao estudo de casos especiais da equacdo acima.

359



360 Superficies e Curvas no Espaco

2

2
Figura 6.1 — Elipsoide de equacao ;‘é +L+5=1
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Figura 6.2 — Elipsoide e interse¢des com os planos z = k

Marco 2012

Reginaldo J. Santos
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Um elipsoide é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas satis-
faz a equacdo

x2 2 2

a—2+Z—2+C—2:1, ©.1)
em que 4, b e ¢ sdo ntmeros reais positivos.

Observe que se o ponto (x,y,z) satisfaz (6.1), entdo o ponto simétrico em relagdo
ao plano xy, (x,y, —z), também satisfaz, por isso dizemos que o elipsoide (6.1) é
simétrico em relagdo ao plano xy. Também (x, —y, z) satisfaz (6.1), por isso dizemos
que o elipsoide (6.1) é simétrico em relagdo ao plano xz. O mesmo acontece com
(—x,y,z), por isso dizemos que o elipsoide (6.1) é simétrico em relagdo ao plano
yz. Se o ponto (x,y,z) satisfaz (6.1), entdo o ponto simétrico em relagdo ao eixo z,
(—x, —y, z), também satisfaz, por isso dizemos que o elipsoide (6.1) é simétrico em
relagdo ao eixo z. O mesmo acontece com (—x,y, —z), por isso dizemos que o elip-
soide (6.1) é simétrico em relagdo ao eixo y. O mesmo acontece com (x, —y, —z),
por isso dizemos que o elipsoide (6.1) é simétrico em relagdo ao eixo x. Final-
mente se o ponto (x, Y, z) satisfaz (6.1), entdo o ponto simétrico em relagdo a origem,
(—x, —y, —z), também satisfaz, por isso dizemos que o elipsoide (6.1) é simétrico em
relacdo a origem.

Se |k| < ¢, o plano z = k intercepta o elipsoide (6.1) segundo a elipse

2 2
il y =1, z=k

+
2 2
e(1-5) #(1-5)
Observe que os eixos da elipse diminuem a medida que |k| aumenta.
As intersegdes do elipsoide (6.1) com o plano x = k, para |k| < a e com o plano

y = k, para |k| < b, sdo também elipses. Se 2 = b = ¢, o elipsoide é uma esfera de
raior=a=>b=c.
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Figura 6.4 — Elipsoide e interse¢des com os planos x = k
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Um hiperboloide de uma folha é um conjunto de pontos que em algum sistema de
coordenadas satisfaz a equacdo

2 20 2

Sl ZZ % —1, 6.2)
em que a4, b e ¢ sdo niimeros reais p051t1vos.
Observe que o hiperboloide de uma folha (6.2) é simétrico em relacdo aos planos
coordenados, aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (x,y, z) satisfaz (6.2), entdo
(=x,1,2), (5, =y,2), (2,9, —2), (=%, —y,2), (x,—,—2), (~%,5,—2) e (~x, v, —2)
também satisfazem.
O plano z = k intercepta o hiperboloide de uma folha (6.2) segundo a elipse

X

2 2
il Y = z=k.

2 (1+5) +bZ(H’;—i) -

Observe que os eixos da elipse aumentam & medida que |k| cresce.
O plano y = k intercepta o hiperboloide de uma folha (6.2) segundo uma curva cuja
equagdo é

2 2 k2

Xz
Z a2~ l—p vk

Se |k/b| # 1, entdo a intersegdo é uma hipérbole e se |k/b| = 1, entdo a intersegdo é

um par de retas concorrentes.

Consideragdes semelhantes sdo vdlidas para a intersecdo do hiperboloide de uma

folha (6.2) com o plano x = k.

As equagOes
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Figura 6.5 — Hiperboloide de uma folha de equacao 2—; + i; — ié =1
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Figura 6.6 — Hiperboloide de uma folha e interse¢des com os planos z = k

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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2 2

vz

X
21
+C2

também representam hiperboloides de uma folha.

Um hiperboloide de duas folhas é um conjunto de pontos que em algum sistema
de coordenadas satisfaz a equagao

2 20 L2

—%—%JF%:L 6.3)
em que 4, b e ¢ sdo ntmeros reais positivos.
Observe que o hiperboloide de duas folhas (6.3) é simétrico em relacdo aos planos
coordenados, aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (x,y, z) satisfaz (6.3), entdo
(=x,1,2), (5, =y,2), (2,9, —2), (=%, —y,2), (X, —2), (~%,5,—2) e (=%, ~y,—2)
também satisfazem.
O plano z = k, para |k| > ¢, intercepta o hiperboloide de duas folhas (6.3) segundo a

elipse
2 2
X + Y =1, z=k

ey w ()

O plano y = k intercepta o hiperboloide de duas folhas (6.3) segundo a hipérbole

2 2

. x N z
a? (1—!—%) c? (1—1—%)

A interse¢do do hiperboloide de duas folhas (6.3) com o plano x = k é também uma
hipérbole.
As equagOes

=1, y=k
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Figura 6.7 — Hiperboloide de uma folha e interse¢des com os planos y = k

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.8 — Hiperboloide de uma folha e interse¢des com os planos x = k
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Figura 6.9 — Hiperboloide de duas folhas

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.10 — Hiperboloide de duas folhas e interse¢des com os planos z = k
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2 2

2
X z
4Lz

a bz 2

também representam hiperboloides de duas folhas.

=1
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Figura 6.11 — Hiperboloide de duas folhas e interse¢des com os planos y = k
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Figura 6.12 — Hiperboloide de duas folhas e interse¢des com os planos x = k

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Um paraboloide eliptico é um conjunto de pontos que em algum sistema de coor-
denadas satisfaz a equagdo

2 2
cz= 2—2 + Z—Z, (6.4)
em que 4, b e ¢ sdo ntmeros reais, sendo a e b positivos.
O paraboloide eliptico (6.4) é simétrico em relagdo aos planos xz e yz. Pois, se (x, , z)
satisfaz (6.4), entdo (x, —y,z) e (—x, y,z) também satisfazem. Ele também é simétrico
em relagdo ao eixo z, pois se (x, y, z) satisfaz (6.4), entdo (—x, —y, z) também satisfaz.
A interse¢do do paraboloide eliptico (6.4) com o plano z = k, para k tal que ck > 0, é

a elipse

2 2
il Y z=k.

= 4
cka? = ckb?
A interse¢do do paraboloide eliptico (6.4) com plano x = k é a pardbola
K2 ]/2
Tty TR

A interse¢do do paraboloide eliptico (6.4) com plano y = k também é uma pardbola.
As equagoes

2 2
_Yyz
ax—b72+C72
e
b _X2 Z2
Vy=ptaz

também representam paraboloides elipticos.
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Figura 6.13 — Paraboloide eliptico de equacao cz = :—; + *Z—;, parac >0

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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X y

Figura 6.14 — Paraboloide eliptico e interse¢des com os planos z = k

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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y

Figura 6.15 — Paraboloide eliptico e interse¢des com os planos y = k

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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X y

Figura 6.16 — Paraboloide eliptico e interse¢des com os planos x = k

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Figura 6.17 — Paraboloide hiperbélico de equagdo cz = 77 — z—i, parac <0

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.18 — Paraboloide hiperbélico e interse¢des com os planos z = k

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Um paraboloide hiperbélico ¢ um conjunto de pontos que em algum sistema de
coordenadas satisfaz a equacdo

2 2

cz = z—z - Z—z, (6.5)
em que 4, b e ¢ sdo ntimeros reais, sendo a e b positivos.
O paraboloide hiperbélico (6.5) é simétrico em relagdo aos planos xz e yz. Pois, se
(x,y,z) satisfaz (6.5), entdo (x, —y,z) e (—x,y,z) também satisfazem. Ele também
é simétrico em relagdo ao eixo z, pois se (x,y,z) satisfaz (6.5), entdo (—x, —y,z)
também satisfaz.
A interse¢do do plano z = k com o paraboloide hiperbdlico (6.5) é dada por

xZ y2
Caiz—@—k, Z—k,

que representa uma hipérbole, se k # 0 e um par de retas, se k = 0.
A intersegdo do paraboloide hiperbdlico (6.5) com plano y = k é a parabola

x>k
=g VT
que tem concavidade para cima se ¢ > 0 e concavidade para baixo se ¢ < 0.
A intersegdo do paraboloide hiperbélico com plano x = k é a parabola
yZ k2
cb?  ca?’
que tem concavidade para baixo se ¢ > 0 e concavidade para cima se ¢ < 0. O

paraboloide hiperbélico é também chamado sela.
As equagOes

zZ = x=k
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2 2

X zZ

V=g a

também representam paraboloides hiperbdlicos.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Figura 6.19 — Paraboloide hiperbdlico e interse¢ées com os planos y = k

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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N

Figura 6.20 — Paraboloide hiperbdlico e intersecdes com os planos x = k

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Um cone eliptico é um conjunto de pontos que satisfaz a equacao

x2 2

£:;+%, 6.6)
em que a e b sdo ntimeros reais positivos, em algum sistema de coordenadas. Se
a = b, o cone é chamado cone circular.
Observe que o cone eliptico (6.6) é simétrico em relacdo aos planos coordenados,
aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (x,y,z) satisfaz (6.6), entdo (—x,y,z),
(x,—y,2), (x,y,—2), (—x,—y,2), (x, =y, —z), (—x,y, —z) e (—x, —y, —z) também sa-
tisfazem.
A interse¢do do cone eliptico (6.6) com o plano z = k, para k # 0, é a elipse

2 2
i Y 1, z=k

2k T
Observe que os eixos da elipse crescem & medida que |k| aumenta.
Os planos xz e yz cortam o cone eliptico (6.6) segundo as retas

x==xaz, y=0 e y==xbz, x=0,

respectivamente.
A intersec¢do do cone eliptico (6.6) com o plano y = k, para k # 0, é a hipérbole

2 2

zZz X
K2/b2  a2k2/b2

1, y=k

A intersec¢do do cone eliptico (6.6) com o plano x = k, para k # 0, é a hipérbole

2 2
=Y =1 x=k
K2/a2  b2k?/a?
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Figura 6.22 — Cone eliptico e interse¢des com os planos z = k

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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As equacgoes

também representam cones elipticos.

6.1.5 Cilindro Quadrico

Um cilindro quadrico é um conjunto de pontos do espago, que em algum sistema
de coordenadas satisfaz a equagao

flx,y)=0 (6.7)

em que f(x,y) = 0 é a equacdo de uma conica no plano xy.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Figura 6.23 — Cone eliptico e interse¢des com os planos y = k

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.24 — Cone eliptico e intersecoes com os planos x = k

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Figura 6.25 — Cilindro eliptico de equacao Z—; + g—z =1

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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z

Figura 6.26 — Cilindro hiperbdlico de equacdo ;‘—; — Z—; =1

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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z

Figura 6.27 — Cilindro hiperbdlico de equacao %; — E§ =1

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.28 — Cilindro parabélico de equagéo y? = 4px, p > 0

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Figura 6.29 — Cilindro parabélico de equagao x> = 4py, p > 0

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Chamamos o cilindro quadrico de cilindro eliptico, se a cdnica de equagédo f(x,y) =
0 é uma elipse. Por exemplo, a equagio x2 + 2y?> = 1 representa uma elipse no plano,
enquanto representa um cilindro eliptico no espago. Chamamos o cilindro quadrico
de cilindro hiperbdlico, se a conica de equagdo f(x,y) = 0 é uma hipérbole. Por
exemplo, a equacdo x> — 2y?> = 1 representa uma hipérbole no plano, enquanto
representa um cilindro hiperbdlico no espago. Chamamos o cilindro quadrico de
cilindro parabélico, se a conica de equacdo f(x,y) = 0 é uma pardbola. Por exem-
plo, a equagdo x*> = 4y representa uma paréabola no plano, enquanto representa um
cilindro parabélico no espaco.

A intersecdo do plano z = k com o cilindro é a conica que o originou, chamada
diretriz do cilindro:

f(x,y)=0, z=k

Se a equacdo f(x,k) = 0 tem m solugdes (m = 0,1 ou 2), entdo o plano y = k
intercepta a superficie segundo m retas

flxy)=0, y=k

Consideragdes semelhantes sdo validas para a interse¢do com o plano x = k.
As equacgoes
g(x,z)=0 e h(y,z)=0

também representam cilindros quadricos desde que g(x,z) = 0 e h(y,z) = 0 sejam
equacdes de cdnicas nos planos xz e yz, respectivamente.
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589

Reduzir cada uma das equagdes de forma a identificar a quadrica que ela representa e faca um esbogo do
seu grafico:

42 -2 +22 =1 x2—9y* =9

X +y+22=0 4x? —9y? — 36z =0
Obtenha a equagdo do lugar geométrico dos pontos equidistantes do plano 77 : x = 2 e do ponto P =
(—2,0,0). Que conjunto é este?
Obtenha uma equagédo do lugar geométrico dos pontos que eqiiidistam das retas

r:(x,y,z) =(0,—-1,0)+t(1,0,0) e s: (x,y,z)=(0,1,0)+£(0,0,1).

Que lugar geométrico é este?

Determine a equagdo do lugar geométrico dos pontos P = (x,y,z) tais que a soma das distancias de P
aos dois pontos (2,0,0) e (—2,0,0) é igual a 6. Que lugar geométrico é este?

Determine a equagdo do lugar geométrico dos pontos P = (x,y,z) tais que o médulo da diferenga entre
as as distancias de P = (x,y,z) aos dois pontos (2,0,0) e (—2,0,0) é igual & 3. Que lugar geométrico é
este?
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Uma superficie cilindrica é uma superficie que pode ser obtida quando uma reta,
chamada geratriz, se move paralelamente passando por uma curva fixa, chamada
diretriz.

Suponhamos que a curva diretriz da superficie cilindrica S esteja no plano xy e tenha
equacao neste plano dada por

flx,y) =0 (6.8)

e que as retas geratrizes sejam paralelas a um vetor que néo é paralelo ao plano xy,

digamos V = (a,b,1). Seja P = (x,y,z) um ponto qualquer sobre S e P’ = (x/,1/,0)

um ponto do plano xy que estd na reta geratriz que passa por P. O ponto (x,y,z)
—

pertence a S se, e somente se, o vetor P'P é paralelo a V e P’ é um ponto da curva
diretriz, ou seja,

—_—
P'P=AV e f(x,y)=0,
que é equivalente a
(x—xy—y,z)=Aa,b1) e f(xy)=0.

Destas equagdes obtemos que A = z, X’ = x —azey =y — bz. Assim, a equacdo da
superficie cilindrica S que tem curva diretriz no plano xy com equagdo (6.8) e retas
geratrizes paralelas ao vetor V = (a,b,1) é

f(x —az,y—bz) =0.

Resultados anédlogos sdo obtidos se a curva diretriz esta situada nos planos coorde-
nados yz e xz.
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Figura 6.30 — Superficie cilindrica

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Superficies e Curvas no Espaco

Proposicao 6.1. Considere uma superficie cilindrica.

(1) Se a sua curva diretriz estd no plano xy com equagdo neste plano dada por

flx,y)=0

e as retas geratrizes sio paralelas ao vetor V.= (a,b, 1), entio a sua equagio é

f(x —az,y—bz) =0.

(b) Se a sua curva diretriz estd no plano yz com equagdo neste plano dada por

fly,z) =0

e as retas geratrizes sdo paralelas ao vetor V.= (1,b, c), entdo a sua equagio é
fly—bx,z—cx)=0.

(c) Sea sua curva diretriz estd no plano xz com equagio neste plano dada por

fxz) =0

e as retas geratrizes sdo paralelas ao vetor V.= (a,1,c), entdo a sua equagdo é

f(x—ay,z—cy) =0.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica

Margo 2012
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Figura 6.31 — Superficie cilindrica com diretrizes paralelas ao vetor W = (1, —2,3) e curva geratriz x> — 4y = 0,
z=0

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Vamos determinar a equacdo da superficie cilindrica que tem como
curva diretriz no plano xy a parabola de equagdo x> — 4y = 0 e retas diretrizes pa-
ralelas ao vetor W = (1, —2,3). Para obtermos um vetor que tem a 3* componente
igual a 1 multiplicamos o vetor W por 1/3 obtendo o vetor V = (1/3,-2/3,1) que
também é paralelo as retas geratrizes. A equagdo da superficie é entdo

(x —2z/3)% —4(y +22/3) = 0.

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equagdo
F(x,y,z) =0
é uma superficie cilindrica se puder ser escrita na forma

f(x—az,y—bz) =0 ou f(y—bx,z—cx)=0 ou f(x—ay,z—cy)=0.

Vamos mostrar que a superficie de equagdo
—3x% 4+ 3% + 2xz +4yz + 2% =27

é uma superficie cilindrica. Fazendo z = 0 obtemos a curva candidata a diretriz no
plano xy

—3x% +3y2 =27
Agora, substituindo-se x por x — az e y por y — fz na equagdo da candidata a curva
diretriz obtemos

—3(x —az)® +3(y — pz)* = —3x> + 3y* + baxz — 6Byz + (—3a° + 3p%)2* = 27.
Comparando-se com a equagdo da superficie obtemos que
x=1/3 e B=-2/3

Portanto, a superficie é cilindrica com retas geratrizes paralelas ao vetor V =
(1/3,-2/3,1) e com curva diretriz —3x? + 3y? = 27.
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Figura 6.32 — Superficie cilindrica de equagdo —3x? + 3y? + 2xz + 4yz + 2% = 27

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Uma superficie cdnica é uma superficie que pode ser obtida quando uma reta se
move de maneira que sempre passa por uma curva fixa, chamada diretriz, e por um
ponto fixo, chamado vértice, ndo situado no plano da geratriz.
Suponhamos que a curva diretriz da superficie conica S esteja no plano z = c e tenha
equacdo neste plano dada por

flay) =0 (6.9)

e que o vértice esteja na origem O = (0,0,0). Seja P = (x,y,z) uma ponto qualquer
de SeP' = (x,y/,c) o ponto da curva diretriz 51tuado na reta que une P a origem.

O ponto P pertence a S se, e somente se, o vetor OP é paralelo a OP’ e P/ é um ponto
da curva diretriz, ou seja,

— —
OP=A0P" e f(x,y)=0,
que é equivalente a

(x,y,2) =A,y,c) e f(x,y)=

Destas equagdes obtemos que A = z/¢, X' = cx/z ey’ = cy/z. Assim, a equagdo da
superficie conica S que tem curva diretriz no plano z = ¢ com equagdo (6.9) e vértice
na origem é
cx ¢y
f z’ z
Resultados anédlogos sdo obtidos se a curva diretriz estd situada nos planos y = b e
X =a.

) =0.
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Figura 6.33 — Superficie conica

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Proposicao 6.2. Considere uma superficie conica.

(1) Se a sua curva diretriz estd no plano z = ¢ com equagdo neste plano dada por

floy) =0
e o0 vértice estd na origem, entdo a sua equagio é
cx cy
=y =0
f£2)
(b) Se a sua curva diretriz estd no plano x = a com equagdo neste plano dada por
fly,z) =0
e 0 vértice estd na origem, entdo a sua equagdo é
ay az
2y =0
2%
(c) Sea sua curva diretriz estd no plano y = b com equagdo neste plano dada por
fx,z) =0
e o vértice estd na origem, entdo a sua equagio é
bx bz
f(——)=0
Yy

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Figura 6.34 — Superficie conica cuja curva diretriz é x> — 2y = 0,z = 1.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Considere a parabola situada no plano z = 1 de equacédo
X2 = 2y.

A equacdo da superficie conica cuja curva diretriz é esta pardbola e com vértice na
origem O = (0,0,0) é obtida trocando-se x por x/z e y por y/z na equagdo acima.
Ou seja,
(x/2)? =2(y/z2).
ou
x? = 2yz.

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equagdo
F(x,y,z) =0

é uma superficie conica com vértice na origem O = (0,0,0) se sempre que um ponto
P = (x,y,z) # (0,0,0) pertence a ela, entdo a reta que passa pela origem e por P estd
contida na superficie. Ou seja, se um ponto P = (x,y,z) # (0,0,0) satisfaz a equagdo
da superficie, entdo o ponto P’ = (Ax, Ay, Az) também satisfaz, para todo A € R.

A superficie de equagdo
4x? —y +42% =0,

é uma superficie conica com vértice na origem O = (0,0,0), pois se (x, y, z) satisfaz a
equagdo acima, entdo também (Ax, Ay, Az), para todo A € R. Fazendo z = 1 obtemos
a curva diretriz no plano z = 1 de equagao

43 — > +4 =0,

que é uma hipérbole.
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Figura 6.35 — Superficie conica de equagao 4x* — y* + 4z% = 0.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Uma superficie de revolugdo é uma superficie que pode ser obtida pela rotagdo de
uma curva plana, chamada geratriz, em torno de uma reta fixa, chamada eixo (de
revolugdo), no plano da referida curva. Cada ponto em cima da geratriz descreve
uma circunferéncia em torno do eixo. Esta circunferéncia é chamada paralelo da
superficie e cada posi¢do da curva geratriz é chamada se¢do meridiana.

Se o eixo de revolugdo é o eixo z e uma curva geratriz que estd situada no plano yz
tem equacao neste plano dada por

fly,z) =0, (6.10)

entdo o paralelo que tem altura igual a z é uma circunferéncia de raio dado por
r = y/x2+4y2. Por outro lado, um dos pares (r,z) ou (—r,z) satisfaz a equagdo
(6.10), pois o paralelo intercepta o plano yz nos pontos P’ = (0,7,z) e P = (0, -7, z).
Assim, o ponto P = (x,y, z) satisfaz a equagdo

f(y/x2+y%z)=0 ou f(—y/x2+y?z)=0. (6.11)

Se uma curva geratriz que estd situada no plano xz tem equacdo neste plano dada
por
f(x,2) =0, 6.12)

entdo o paralelo que tem altura igual a z é uma circunferéncia de raio dado por
r = y/x2+4y2. Por outro lado, um dos pares (r,z) ou (—r,z) satisfaz a equagdo
(6.12), pois o paralelo intercepta o plano xz nos pontos (r,0,z) e (—7,0,z). Assim, 0
ponto (x,y,z) satisfaz a equagdo

f(\/x2+y%,z) =0 ou f(—\/x2+y?z)=0. (6.13)

Resultados analogos sdo obtidos quando o eixo de revolugédo é o eixo x e 0 eixo y.
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Figura 6.36 — Superficie de revolugdo em torno do eixo z

Margo 2012 Reginaldo J. Santos



414

Superficies e Curvas no Espaco

Proposicao 6.3. Considere uma superficie de revolugio.

(a)

(b)

(c)

Se o seu eixo de revolugio é o eixo z e a curva geratriz estd situada no plano xz com equagio neste plano dada por

f(x,z) = 0, entdo a equagio da superficie é
f(x, £4/y?+2%2) = 0.
Se a curva geratriz estd situada no plano zy com equagio neste plano dada por f(x,y) = 0, entdo a equagio da

superficie é
f(x, £4/y?>+2%) =0.

Se o seu eixo de revolugdo é o eixo y e a curva geratriz estd situada no plano yz com equagdo neste plano dada por
f(y,z) = 0, entdo a equagio da superficie é

fly, £Vx2+22) =0.

Se a curva geratriz estd situada no plano zy com equagdo neste plano dada por f(x,y) = 0, entdo a equagdo da

superficie é
f(EVx2+22,y) =0.

Se o seu eixo de revolugio é o eixo z e a curva geratriz estd situada no plano yz com equagdo neste plano dada por

f(y,z) = 0, entdo a equagio da superficie é
f(£y/x2+y%z) =0.

Se a curva geratriz estd situada no plano zz com equagio neste plano dada por f(x,z) = 0, entdo a equagdo da

superficie é
f(£y/x2+y%z)=0.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Exemplo 6.5, (a) Considere a elipse situada no plano xz de equacdo neste plano

dada por
2 2
z
A equagdo da superficie de revolugdo gerada pela rotacdo desta elipse em torno

do eixo z é obtida trocando-se x por £4/x2 4+ 12 na equacdo acima. Ou seja,

X
a2

2 2 2

Xt Yyt oz
2teteE=1

que é a equacado de um elipsoide.

(b) Considere a hipérbole situada no plano xz de equagédo neste plano dada por

2 2

X zZ

2 po b

A equagdo da superficie de revolugdo gerada pela rotacao desta hipérbole em
torno do eixo z é obtida trocando-se x por £4/x? + y% na equagdo acima. Ou
seja,
2y oz
2 2P

2
=1,
que é a equagdo de um hiperboloide de uma folha.

(c) Considere a hipérbole situada no plano xy de equacédo neste plano dada por

2 2
v X 1

a2 bp2

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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Figura 6.37 — Elipsoide de revolugdo em torno do eixo z

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012



6.2 Superficies Cilindricas, Conicas e de Revolugéo 417

Figura 6.38 — Hiperboloide de uma folha de revolugao em torno do eixo z

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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A equagdo da superficie de revolugdo gerada pela rotacao desta hipérbole em

torno do eixo y é obtida trocando-se x por +v/x2 4 z2 na equacdo acima. Ou
seja,

que é a equacdo de um hiperboloide de duas folhas.
Considere a parabola situada no plano xz de equagédo neste plano dada por
$2
=2

A equacdo da superficie de revolugdo gerada pela rotagdo desta pardbola em

torno do eixo z é obtida trocando-se x por £4/x2 + y2 na equagdo acima. Ou
seja,
2 2
Y
Z=— + LW
a? = a?
que é a equagdo de um paraboloide eliptico.
Considere a reta situada no plano xz de equagdo neste plano dada por
x
z=-.
a

A equagdo da superficie de revolucdo gerada pela rotacdo desta reta em torno
do eixo z é obtida trocando-se x por £4/x? 4+ y? na equacdo acima. Ou seja,

+/x2 4 y?

que é equivalente a equacéo

que é a equacdo de um cone circular.
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Figura 6.39 — Hiperboloide de duas folhas de revolu¢do em torno do eixo y

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.40 — Paraboloide eliptico de revolugdo em torno do eixo z

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012



6.2 Superficies Cilindricas, Conicas e de Revolugéo 421

Marco 2012 Reginaldo J. Santos



422

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equagdo
F(x,y,z) =0
é uma superficie de revolugdo em torno de um dos eixos coordenados se as in-

tercessodes da superficie com planos perpendiculares ao referido eixo sdo circun-
feréncias com centros no referido eixo.

A superficie de equacéo
x? +y? = (cos(mz) — 3/2)?

é de uma superficie de revolugdo, pois fazendo z = k obtemos a equagdo de uma
circunferéncia neste plano

x? +y? = (cos(mtk) — 3/2)?

Um elipsoide que tem dois dos seus pardmetros iguais é um elip-
soide de revolugdo. Por exemplo,

2 2 2
X y z
2 +7a2 —i——cz =1,
2 ]/2 22_1
az = b2 p? ’
2 2 2
X y z
7+b7+a7_1'

sdo equacdes de elipsoides de revolugdo. O primeiro, em torno do eixo z, o
segundo, em torno do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.
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N

Figura 6.42 — Superficie de revolucdo em torno do eixo z de equagio x? + y? = (cos(7z) — 3/2)?

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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O hiperboloide de uma folha que tem os pardmetros iguais associados aos ter-
mos de sinal positivo é um hiperboloide uma folha de revolugdo. Por exemplo,

2 2 2
e h G
a a C

2 2 2

Xyt ozt

2 2 2
Z-L+5 =,

sdo equagoes de hiperboloides de uma folha de revolugdo. O primeiro, em torno
do eixo z, o segundo, em torno do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.

O hiperboloide de duas folhas que tem os parametros iguais associados aos ter-
mos de sinal negativo é um hiperboloide duas folhas de revolugdo. Por exem-

plo,

2 2 2
Xyt oz
2 ata=lb
x2 yZ 22 _
2 e Eh
2 2 2
—S+5-5=1,
b a

sdo equagdes de hiperboloides de duas folhas de revolugdo. O primeiro, em
torno do eixo z, 0 segundo, em torno do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.

O cone circular de equagao
2 2

2 _ Y
Zm = = + WA
a? = a?
pode ser obtido pela rotagao da reta situada no plano xz de equagédo z = 7 em
torno do eixo z.




425

Dadas as equagdes da curva diretriz e um vetor paralelo as retas geratrizes determine a equagdo da
superficie cilindrica

v =4dx,z=0eV =(1,-1,1) x?>—y?=1,z=0eV =(0,2,-1)
*+z22=1y=0eV=(21-1) 42 +224+4z=0,y=0eV = (4,1,0)
Mostre que cada uma das equagdes representa uma superficie cilindrica e determine a equagéo da curva
diretriz e um vetor paralelo as retas geratrizes
X4y 4222+ 2xz—2yz =1 17x2 +2y? + 22 — 8xy — 632 —2 =0
X2 +y+522+2xz+4yz—4=0 xz+2yz—1=0
Dadas as equagdes da curva diretriz determine a equagdo da superficie conica que tem vértice na origem
0 =(0,0,0).
X +y?=4ez=2 y=x>ez=2
xz=1ley=1 x2—4z2=4ey=3
Mostre que cada uma das equagdes representa uma superficie conica com vértice na origem O = (0,0,0)
e determine a equacgdo de uma curva diretriz
x> —2y*+4z2=0 8yt —yz® =0
423 —x?y =0 xy+xz+yz=0
Determine a equacdo da superficie de revolucdo gerada pela rotagdo da curva dada em torno do eixo
especificado.
9x2 +4y? = 36 e z = 0 em torno do eixo y yz =1ex =0 em torno do eixo z
x? — 222 + 4z = 6 e y = 0 em torno do eixo x z = ¢e* ey = 0 em torno do eixo z

Mostre que cada uma das equagdes representa uma superficie de revolucgdo e determine o seu eixo de
revolucdo e a equagdo de uma curva geratriz

x2+y2—23:0 y6—x2—22:0

242 =4 Pyt 4222 =1
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Mostre que conjunto dos pontos do espago que satisfazem uma equagédo da forma

f(xy) =0 ou f(xz)=0 ou f(y,2)=0

representa uma superficie cilindrica que tem retas geratrizes paralelas ao eixo cuja varidvel ndo aparece
na equacdo. Equagdo esta que é também a equacdo da curva diretriz no plano coordenado correspon-
dente as varidveis que aparecem na equacéo.

Mostre que a equagdo de uma superficie conica com vértice num ponto Py = (xo, yo, z9) e curva diretriz
situada no plano z = ¢ com equagédo f(x,y) =0é

Cc —

20 B CcC—Zp . _
f(onrZ Zo(x xo)/y0+Z_ZO(y yo)) 0.
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6.3 Coordenadas Cilindricas, Esféricas e Equagdes Paramétricas

6.3.1 Coordenadas Cilindricas

Até agora vimos usando o chamado sistema de coordenadas cartesianas, em que
um ponto no espaco é localizado em relagdo a trés retas fixas perpendiculares entre
si. Vamos definir um outro sistema de coordenadas chamado de sistema de coorde-
nadas cilindricas em que um ponto do espaco é localizado em relacdo a duas retas
(usualmente o eixo z e o eixo x do sistema cartesiano) e um ponto (usualmente a
origem O do sistema cartesiano).

No sistema de coordenadas cilindricas um ponto no espago é localizado da seguinte
forma. Passa-se por P uma reta paralela ao eixo z. Seja P’ o ponto em que esta reta
intercepta o plano xy. Sejam (r,0) as coordenadas polares de P’ no plano xy. As
coordenadas cilindricas do ponto P sdo as coordenadas polares de P’ juntamente
com a terceira coordenada retangular, z, de P e sdo escritas na forma (7, 6, z).

Segue facilmente as relagdes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas
cilindricas.

Proposicao 6.4. Suponha que o polo e o eixo polar do sistema de coordenadas polares no plano zy coincidem com a
origem e o eixo  do sistema de coordenadas cartesianas no plano zy, respectivamente. Entdo a transformagdo entre os
sistemas de coordenadas cilindricas e o de coordenadas cartesianas podem ser realizadas pelas equagoes

x=rcosf e y=rsend

cosez# e senf = y

se X>+y2 #0

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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=

X

Figura 6.43 — Coordenadas cilindricas e cartesianas de um ponto P no espago

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Vamos determinar a equagdo em coordenadas cilindricas do parabo-
loide eliptico de equacéo
Xy’ =’z
Substituindo x por rcos 6 e y por sen 6 obtemos

7’2 = QZZ.

Vamos determinar a equagdo em coordenadas cilindricas do parabo-

loide hiperbdlico de equagdo

y? —x? =a’z.

Substituindo x por rcos 6 e y por rsen 6 obtemos

—12cos20 = a?z.

Vamos determinar a equagdo em coordenadas cartesianas da su-
perficie cuja equagdo em coordenadas cilindricas é

r = asen®.

Multiplicando-se ambos os membros da equagdo por r obtemos

> = arsen®.

2

Como r? = x> 4+ y? e rsenf = y, entdo obtemos

4yt =ay,

que é a equagdo de um cilindro gerado pela circunferéncia no plano xy de equagdo
em coordenadas polares é r = asen#6, ou seja, uma circunferéncia com raio a/2 e
centro no ponto cujas coordenadas cartesianas sdo (0,a/2).
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X y

2 2

Figura 6.44 — Paraboloide eliptico de equagdo em coordenadas cilindricas r~ = a“z

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Figura 6.45 — Paraboloide hiperbélico de equagio em coordenadas cilindricas % cos 20 = —a?z

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.46 — Cilindro circular de equacdo em coordenadas cilindricas » = asen 6

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012



6.3  Coordenadas Cilindricas, Esféricas e Equacdes Paramétricas 433

X

Figura 6.47 — Coordenadas esféricas e cartesianas de um ponto P no espago

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Superficies e Curvas no Espaco

6.3.2 Coordenadas Esféricas

Vamos definir um outro sistema de coordenadas chamado de sistema de coorde-
nadas esféricas em que um ponto do espaco € localizado em relagdo a duas retas
(usualmente o eixo z e o eixo x do sistema cartesiano) e um ponto (usualmente a
origem O do sistema cartesiano).

No sistema de coordenadas esféricas um ponto no espago é localizado da seguinte
forma. Passa-se por P uma reta paralela ao eixo z. Seja P’ o ponto em que esta reta
intercepta o plano xy. Seja 0 a segunda coordenada polar de P’ no plano xy. As
coordenadas esféricas do ponto P sdo a distancia de P a origem, r = dist(P,0), o

— -
angulo, ¢, entre os vetores OP e k = (0,0,1) e a segunda coordenada polar de P, 6.
As coordenadas esféricas de um ponto P sdo escritas na forma (r, ¢, 6).
Segue facilmente as relagdes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas
esféricas.

Proposicao 6.5. Suponha que o polo e o eixo polar do sistema de coordenadas polares no plano zy coincidem com a
origem e o eixo  do sistema de coordenadas cartesianas no plano zy, respectivamente. Entdo a transformagio entre os
sistemas de coordenadas esféricas e o de coordenadas cartesianas podem ser realizadas pelas equagdes

x=rsen¢cost, y=rsengpsentl e z=rcos¢

2.2
r=1/x2+y2+22, tan¢ = XT—F]/, sez#0, ¢= g, sez =0,

x y

cosf = ———— ¢ senf =

se x? +y2 # 0.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Vamos determinar a equagdo em coordenadas esféricas do parabo-
loide eliptico de equacéo
Xy’ =alz.
Substituindo x por rsen¢ cosf, y por rsen¢send e z por rcos ¢ e dividindo por r
obtemos

2

rsen2<p = a“ cos¢.

Vamos determinar a equagdo em coordenadas esféricas do parabo-
loide hiperbdlico de equagao
X2 —y? =a’z
Substituindo x por rsen¢ cos8, y por rsen¢send e z por rcos ¢ e dividindo por r
obtemos
rsen? ¢ cos 20 = a” cos ¢.

Vamos determinar a equagdo em coordenadas cartesianas da su-
perficie cuja equacdo em coordenadas esféricas é

rsen¢g = a.

Elevando-se ao quadrado a equacdo acima obtemos

12 sen? ¢ = a?.

Substituindo-se sen? ¢ por 1 — cos? ¢ obtemos

r? — 12 cos? ¢ = a?.

2

Como 1% = x% +y? + z%2 e r cos ¢ = z, entdo obtemos

24yt =a?,

que é a equagdo de um cilindro circular.
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X y

Figura 6.48 — Paraboloide eliptico de equacdo em coordenadas esféricas r sen? ¢ = a? cos ¢

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Figura 6.49 — Paraboloide hiperbélico de equagio em coordenadas esféricas r sen? ¢ cos 20 = a® cos ¢

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.50 — Cilindro circular de equacdo em coordenadas esféricas r sen¢ = a

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Seja

F(x,y,z) =0 (6.14)
a equagdo de uma superficie S em coordenadas retangulares. Sejam x, y e z fungdes
de um par de varidveis (s, f) numa regido, R, do plano, ou seja,

x=f(s,t), y=g(s,t) e z=h(s,t), paratodo (s, t) € R. (6.15)

Se para quaisquer (s, t) € R, os valores de x, y e z determinados pelas equagdes (6.15)
satisfazem (6.14), entdo as equagdes (6.15) sdo chamadas equagdes paramétricas da
superficie S e as varidveis independentes s e f sdo chamadas parametros. Dize-
mos também que as equacgdes (6.15) formam uma representagdo paramétrica da su-
perficie S.

Seja a um ndmero real positivo fixo. A esfera de equagdo
x>+ y2 +22 =4° (6.16)
pode ser representada parametricamente pelas equagdes
X =asenscost, Yy =asenssent e Z=acoss (6.17)

para todo s € [0, 7t] e para todo ¢ € [0, 27t]. Pois elevando ao quadrado cada uma das
equagdes (6.17) e somando os resultados obtemos
X2+ y2 +22 = a’sen’scos’t+a*sen’ssen®t +a° cos’ s

= a’sen’s(cos®t +sen®t) +a®cos’ s = a°.

2

A esfera definida por (6.16) pode também ser representada parametricamente por

x=s, y=t e z=+\a2—-s2—12 (6.18)
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2

Figura 6.51 — Esfera de equacdo x* + y*> + 2> = a

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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para todo par (s, t) pertencente ao circulo de raio a. Ou ainda por

x=s, y=t e z=—-Va?—s2—1# (6.19)

para todo par (s, t) pertencente ao circulo de raio a. Apenas que com (6.18) obtemos
somente a parte de cima da esfera e com (6.19) obtemos somente a parte de baixo.

O elipsoide de equacao
2 20 L2
Xyt ozt
Ll72+b2+ciz_1 (6.20)

pode ser representada parametricamente pelas equac¢ées
x =asenscost, y=bsenssent e z=ccoss (6.21)

para todo s € [0, 7] e para todo t € [0,27]. Pois elevando ao quadrado e divi-
dindo por a? a primeira equagdo em (6.21), elevando ao quadrado e dividindo por
b? a segunda equacdo em (6.21), elevando ao quadrado e dividindo por b? a terceira
equacdo em (6.21) e somando os resultados obtemos

x? 3/2 22 2 2 2 2 2
—2+—+— = sen“scos“t+ sen“ssen”t -+ cos”s
a

sen?s(cos? t +sen’t) + cos?s = 1.

O hiperboloide de uma folha de equagdo
22 2
[

pode ser representado parametricamente pelas equagdes

X

=+ =1 (6.22)

x =asecscost, Yy =bsecssent e z=ctans, (6.23)
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Figura 6.52 — Elipsoide

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Figura 6.53 — Hiperboloide de uma folha

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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para todo s € [0,27], s # m/2,37m/2 e para todo t € [0,27]. Pois elevando ao
quadrado e dividindo por a2 a primeira equagdo em (6.23), elevando ao quadrado e
dividindo por b? a segunda equagdo em (6.23), somando os resultados e subtraindo
do quadrado da terceira equacdo em (6.23) dividida por c? obtemos
2 2 2
;% + }27 - i—z = sec’scos’t +sec’ssen’t — tan’s
= sec’s(cos’t+sen’t) —tan’s = 1.

Usando as fungdes hiperbdlicas, o hiperboloide de uma folha definido por (6.22)
pode, também, ser representado parametricamente, por

x =acoshscost, y=Dbcoshssent e z = csenhs, (6.24)

para todo s € R e para todo t € [0,27]. Pois elevando ao quadrado e dividindo
por a? a primeira equacdo em (6.24), elevando ao quadrado e dividindo por b? a
segunda equacgdo em (6.24), somando os resultados e subtraindo do quadrado da
terceira equacado em (6.24) dividida por % obtemos

2 2 2

X
a2

Yy 4

w2 cosh?s cos® t + cosh®s sen? t — senh? s
c

+

= cosh?s (cos?t +sen’t) — senh?s = 1.

O paraboloide eliptico de equagdo
2 2
2=+ Z—Z (6.25)

pode ser representado parametricamente pelas equagdes

x=ascost, y=>bssent e z= s, (6.26)
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Figura 6.54 — Paraboloide eliptico

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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paratodos € [0, +c0) e para todo t € [0,271]. Pois elevando ao quadrado e dividindo
por a? a primeira equagio em (6.26), elevando ao quadrado e dividindo por b a
segunda equagdo em (6.26), somando os resultados e subtraindo da terceira equacdo
em (6.26) obtemos

2 2

Y 2

X
ﬁ—z = scoszt—i—szsenzt—s

a2

2

= s?(cos’t+sen’t) —s* = 0.

Ja estudamos a representagdo paramétrica de uma curva no plano. Este conceito
pode ser estendido a curvas no espago. Sejam x, y e z fun¢des de uma variavel t em
um subconjunto, Z, do conjunto dos ndmeros reais, R, ou seja,

x=f(t), y=g(t) e z=h(t), paratodotec . (6.27)

Quando t assume todos os valores em Z, o ponto P(t) = (f(t),g(t),8(t)) =
F(£)i4 g(£)]+ h(t)k descreve uma curva C no espaco. As equacdes (6.27) sao chama-
das equagdes paramétricas de C. A representagdo paramétrica de curvas no espago
também tem um papel importante no tracado de curvas pelo computador. J4 vimos
um exemplo de representagdo paramétrica de curvas no espago quando estudamos
a reta no espacgo.

Considere a curva parametrizada por

X = acost,

y=bsent e z=ct, paratodoteR.

Vamos eliminar f nas duas primeiras equagdes. Para isso elevamos ao quadrado as

duas primeiras equacgdes, dividimos a primeira por a

obtendo

2, a segunda por b* e somamos
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Portanto, a curva estd contida em um cilindro eliptico. Esta curva é chamada hélice.

Vamos determinar uma parametrizagdo para a curva obtida da
intersecdo do cone de equagdo x> +y*> = z2 com o plano y +z = V2. Uma
parametrizagdo para o cone é

X =scost, y=ssent e z=S5.

Vamos usar a equagdo do plano para eliminar s na parametrizacio do cone.
Substituindo-se a parametrizacdo do cone na equagdo do plano obtemos

ssent+s=+2.
Assim,
V2
sent+1"
Portanto,

. ﬁcost B \@sent B ﬁ

T sent+17 y_sent+1 ¢ Z_sent+1

parat € (—m/2,37/2) é uma parametrizagdo para a curva.
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N

Figura 6.55 — Heélice

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Figura 6.56 — Curva obtida pelo corte do cone x? + y?> = z? pelo plano y — z = /2

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Superficies e Curvas no Espaco

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 598)

6.3.1. Encontre uma equagdo em coordenadas cilindricas da superficie cuja equagdo em coordenadas cartesia-

nas é dada
(a) x>+ y*+ 422 =16
(b) x*—y*=9

(c) x2 — y2 = 322
(d) 2 +y? =22

6.3.2. Encontre uma equagdo em coordenadas esféricas da superficie cuja equagdo em coordenadas cartesianas

é dada
(a) x> +y?+22 =9z
(b) x4y =22

(© +y*=9
(d) ¥*+y* =2z

6.3.3. Encontre uma equagdo em coordenadas cartesianas da superficie cuja equagdo em coordenadas

cilindricas é dada
(a) r=14

(b) r =3cos0

(c) t?2cos20 =23
(d) z%2senf =13

6.3.4. Encontre uma equagdo em coordenadas cartesianas da superficie cuja equagdo em coordenadas esféricas

é dada
(2) ¢ =m/4
(b) r =9sec¢

(c) r =2tan#6
(d) r =6sen¢sent + 3 cos ¢

6.3.5. Determine representagdes paramétricas para as seguintes superficies:

X2 ]/2 22
@ -S+5 -5 =1
2 2
(b) z = —x— +%
x2 2
©2=5+%

6.3.6. Mostre que a ctibica retorcida

estd contida no cilindro de equagdo y = x°.

(d) f(x,y) =0
© fC L =0
(f) f(\/x2+y2,z) =0

(g) f(x—az,y—bz)=0.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica

Margo 2012
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6.3.7. Mostre que a hélice conica
x=tcost, y=tsent e z=t

est4 contida no cone de equagéo z2 = x% + 2.

6.3.8. Determine uma parametrizagio para a curva obtida da intersegdo do cilindro de equagio x> + y*> =1
comoplanoy +z =2

Margo 2012 Reginaldo J. Santos



Se as coordenadas de um ponto P no espaco sdo (x,y,z), entdo as componentes do
vetor 073 também sdo (x,y,z) e entdo podemos escrever

—

OP = (x,y,z)=(x0,0)+(0,4,0)+(0,0,z)
x(1,0,0) +(0,,0) +2(0,0,1) = xi + yj + zk,

em que i= (1,0,0), 7: (0,1,0) e k= (0,0,1). Ou seja, as coordenadas de um ponto
—

P sdo iguais aos escalares que aparecem ao escrevermos OP como uma combinagéo
linear dos vetores candnicos. Assim, o ponto O = (0,0,0) e os vetores i, j e k de-

452
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terminam um sistema de coordenadas ortogonal, {O,Zf,%} Para resolver alguns
problemas geométricos é necessario usarmos um segundo sistema de coordenadas
ortogonal determinado por uma origem O’ e por vetores U, U e Uz unitarios e
mutuamente ortogonais.* Por exemplo, se O’ = (2,3/2,3/2), U; = (v/3/2,1/2,0),
U, = (-1/2,/3/2,0) e U3 = (0,0,1) = k, entdo {0/, Uy, U,, U3} determina um
novo sistema de coordenadas: aquele com origem no ponto O, cujos eixos 1/, e 2’
sdo retas que passam por O’ orientadas com os sentidos e diregdes de Uy, U, e U,
respectivamente.

As coordenadas de um ponto P no sistema de coordenadas {O’, Uy, Up, Uz} é defi-

—

nido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O'P como combinagdo
linear dos vetores Uj, Uy e U3, ou seja, se

.
O'P= x’lll +y’ll2 +ZIU3,

entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, Uy, U3 } sdo dadas por

xl

[P]{o',ul,uz,u3} =Yy
Z/

—
Vamos considerar inicialmente o caso em que O = O’. Assim, se OP= (x, 1, z), entdo

H
x'U; + y'Uy 4 2'Us =OP pode ser escrito como

/

x x
(LWL W] |y | =]y
z! z

*Em geral, um sistema de coordenadas (ndo necessariamente ortogonal) é definido por um ponto O’ e trés vetores Vi, V» e V3 ndo
coplanares (ndo necessariamente ortogonais e unitarios) (veja o 7.1.6 462).
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u,
Ut

N

Multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz Q = [U; U, U3 |, obtemos

ut x' ut x
U, | [hbUs] |y | =| U, y
us z! us z

Mas, como Uy, U e U3 sdo unitdrios e mutuamente ortogonais, entdo

U{ U U{ U, U{ Us; U -ty Up-U, Up-Us
(LW Uz )= | WU, W, WUz | =| U-Up U-Uy Up-Us | =13
U§ U Ué u, U§ Us; Us-U; Usz-Up Uz-U;
Assim, a matriz Q = [U; Uy Uz | é invertivel e Q! = Q. Desta forma as coorde-

nadas de um ponto P no espaco em relagdo ao sistema {O, Uy, Up, U3} estdo bem
definidas, ou seja, X/, ¥’ e 2’ estdo unicamente determinados e sdo dados por

/

X x
[Plio,u, i} = Z: =0 z :Qt[P]{o,?,f,%}'

Também no plano temos o mesmo tipo de situagdo que é tratada de forma inteira-
mente andloga. As coordenadas de um ponto P no plano em relagdo a um sistema de

coordenadas {O’, Uy, Uy }, em que U e U, sdo vetores unitdrios e ortogonais, é defi-
—

nido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O'P como combinagao
linear de Uj e Uy, ou seja, se

.
= x’Ul + yIU2,

entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, U, } sdo dadas por

/
[P]{O/,Ul,UZ} = |: ;/ :| °
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Vamos considerar, também no plano, inicialmente o caso em que O = O’. Assim, se

— —
OP= (x,y), entdo x'U; + y'U, =OP pode ser escrito como

wi[$]-[;]

Multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz Q = [U; U, |, obtemos

L e [ ][ ] ]

Novamente, como Uj e Up sdo unitarios e mutuamente ortogonais, entdo

o[ U Ut v _[mewm new ]
QQ[L@ e VAT VA Rl VATV e

Assim, a matriz Q = [U; U, ] é invertivel e Q! = QF. Desta forma as coordenadas
de um ponto P no plano em relagdo a um sistema de coordenadas {O, Uy, U, } estdo
bem definidas, ou seja, x” e y estdo unicamente determinados e sdo dados por

x! X
[P] {O,Ul,llz} = |: y/ :| = Qt |: y :| = Qt [P] {O,El,Ez}’
emque E; = (1,0) e E; = (0,1). Observe que, tanto no caso do plano quanto no caso
do espaco, a matriz Q satisfaz, Q! = Q. Uma matriz que satisfaz esta propriedade

é chamada matriz ortogonal.

Considere o sistema de coordenadas no plano em que O’ = O e
u, = (\@/2,1/2) el = (-1/2, \@/2). Se P = (2,4), vamos determinar as
coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas. Para isto temos que
encontrar x’ e i tais que

- —
x'Uy +y'Uy =0'P=0P,
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ou

X' (V3/2,1/2) + v (=1/2,V/3/2) = (2,4)

A equagdo acima é equivalente ao sistema linear

{(ﬁ/m’ — /2y =2
/2% + (V3/2)y =4

ou
V3/2 =172 1[x] _[2
1/2 V/3/2 vy | |4
ou ainda,
x! 2
olv]-[
em que Q = [ U; Uy | com Uj e Uj escritos como matrizes colunas. Como
Q0 = [ v3/2 —1/27[ V3/2 1/2] _,
12 VB2 12 VB2

entdo as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas sdo dadas
por

Mo =@ 3] =W ][3]=[ 57wz |[3] =[50 ]

Considere o mesmo sistema de coordenadas do exemplo anterior, mas
agoraseja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordena-
das de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar
x" ey tais que

- —
x'Uy +y'Uy =0'P=0P,
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ou
X (V3/2,1/2) + ¥/ (~1/2,3/2) = (x,y)

A equacdo acima é equivalente ao sistema linear nas varidveis x" e y’
V3/2 =127« ] [«
/2 V32 ly | Ly

o[y ]-1V]

emque Q = [ Uy Uy | com U e U escritos como matrizes colunas. Como QiIQ =D,
entdo as coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas sdo dadas

por
Phowan =@ 3] = [ [ [7]=[ 02 a3 ] = [ &0

Vamos agora considerar um problema inverso aqueles apresentados
nos exemplos anteriores. Suponha que sejam vélidas as seguintes equacdes

ou

_ 1
]/:7 - ﬁy

HE

] de um ponto P em relacdo a um sistema de coordenadas

ou equivalentemente

/
X
entre as coordenadas [ ,

{O,Uy,U,} e as coordenadas de P, ; }, em relagdo ao sistema de coordenadas
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original {O, E; = (1,0),E; = (0,1)}. Queremos determinar quais sdo os vetores Uy
e Uz.

Os vetores U; e Up da nova base possuem coordenadas { (1) } e { }, respecti-

1
vamente, em relagdo ao novo sistema de coordenadas, {O, Uy, Up}. Pois, U; =
1U; +0Uy e Uy = 0U; +1Up. Queremos saber quais as coordenadas destes ve-
tores em relagdo ao sistema de coordenadas original, {O,E; = (1,0),E, = (0,1)}.

Logo,
w - |

.- |

1
Ou seja, Uy e U, sdo as colunas da matriz Q = l \ég
V5

—_

%‘N %""%‘“

- O
—_
Il
L — |

|
S
a1
—_

|
S-S

Suponha que o novo sistema de coordenadas {O, U3, U, } seja obtido do sistema ori-
ginal {O,E; = (1,0),E; = (0,1)} por uma rotagdo de um angulo 6. Observando a

7.4, obtemos

u = (cos,senf)
U, = (—sen6,cosf)
seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de

P em relagdo ao novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar x’ e i/

tais que

.
x'Uy +y'Uy =OP..




459

A equacdo acima é equivalente ao sistema linear

(cosf)x’ — (senf)y =x 71)
(senf)x’ + (cos@)y =y '
ou
RyX = P,
em que Ry = cosf —senf P=| " |. Asolucdo é dada por
HER0= | seno cos 6 oy | ¢ p
L I cos® senf x
{y’ } =Ry P=RoP = { —senf cosf } {y}

O sistema de coordenadas que aparece nos dois primeiros exemplos desta se¢do po-
dem ser obtidos por uma rotagdo de um angulo 6 = 71/6 em relacdo ao sistema
original.

A matriz Ry é chamada matriz de rotagao.

Vamos considerar, agora, o caso em que O’ # O, ou seja, em que ocorre uma
transla¢do dos eixos coordenados.

Observando a 7.5, obtemos
— — —
O'P=0P — OO’ . (7.2)

H
Assim, se OO'= (h, k), entdo

—

O'P=(x,y') = (x,) — (h,k) = (x — I,y — K)
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Logo, as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema sdo dadas por

Phoses=| o | =| 324 |- 73

O eixo x’ tem equagdo v’ = 0, ou seja, y = ke o eixoy/, x' = 0, ou seja, x = h.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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601
7.1.1. Encontre as coordenadas do ponto P com relagdo ao sistema de coordenadas &, nos seguintes casos:

S=1{0,(1/v2,-1/v2),(1/v2,1/v/2)} e P = (1,3);
S ={0,(1/v2,-1/+/2,0),(0,0,1),(1/v/2,1/v/2,0)} e P = (2, —1,2);

7.1.2. Encontre o ponto P, se as coordenadas de P em relacdo ao sistema de coordenadas S, [P]s, sdo:

[ } em que S = {0, (~1/v/2,1/v2), (1/v/2,1/v/2)}.
-1
[Pls=| 1 |,emqueS={0,(0,1/v2,-1/v2),(1,0,0),(0,1/v2,1/V2)};

2

x
7.1.3. Sejam [P y | as coordenadas de um ponto P em relacdo ao sistema de coordenadas R =
z
{0,7,7,k} e [P]s = [ y ] , em relagdo ao sistema de coordenadas S = {O, U3, Up, U3 }. Suponha que
Z/

temos a seguinte relacao:

x
Yy
z

1 0 0 x!
=10 1/2 —V3)2 v | .
0 V3/2 1/2 z/

7.1.4. Determine qual a rotagdo do plano em que as coordenadas do ponto P = (1/3,1) sdo [ \_/? ] .

Quais sdo os vetores Uy, Uy e U3?




462

7.1.5. Mostre que Rg, Rg, = R, 1¢,-

7.1.6. Definimos coordenadas de pontos no espago em relagdo a um sistema de coordenadas por um ponto O’
e trés vetores ndo coplanares V1, V; e V3 da mesma forma como fizemos quando os vetores sdo unitdrios

e mutuamente ortogonais. As coordenadas de um ponto P no sistema de coordenadas {O’ Vi, Vo, V3} é
—

definido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O’ P como combinagao linear dos vetores
Vi, Vo e V3, ou seja, se

—}
O'P=x'Vi +y' Vo +2'V3,
entdo as coordenadas de P no sistema {O’, V1, V,, V3 } sdo dadas por
xl

[P]{o',vl,vz,\@} =Yy
Z/

— —
Assim, se O'P= (x,y,z), entdo x' V1 + y'V, + z2'V3 =0O'P pode ser escrito como

/

X X
(il Y | =1V
z! z

Mostre que a matriz Q = [V; V, V3] é invertivel.

Mostre que as coordenadas de um ponto P no espago em relagdo ao sistema {O’, V;, V5, V3} estdo
bem definidas, ou seja, X, i’ e 2 estdo unicamente determinados e sdo dados por

x! x

1 1
[Plor vy, vy vs) = ];: =Q g =Q [P]{o//;,]jg}-
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Vamos determinar um angulo 6 tal que uma rotagdo de 0 elimina o termo xy na
equagao

ax? +bxy +cy? +dx+ey+f =0 (7.4)
transformando-a em

a/x/Z + C/yIZ _|_d/x/ +e/y/ +f/ =0. (75)

Ou seja, fazendo a mudanca de coordenadas em (7.4) dada por
x cosf —senf x!
{y } N { senf  cosf } {y’ } (7.6)

para um angulo 6 adequado, obtemos a equagdo (7.5).
A equacao (7.4) pode ser escrita na forma

X'AX+KX+f=0, (7.7)
_ a b/2 B | x

em que A = [ b2 o ],K— [d e]eX= { y } Fazendo a mudanca de co-

/
ordenadas dada por (7.6) (ou seja, X = RgX’, em que X' = ;, ) em (7.7) obtemos
a equagao

X"BX' +K' X'+ f=0,

em que B = a b/ = RhARp e K' = [ d' ¢ | = KRy. Agora, como a

q b//z C/ 0 0 0- g 7

inversa de Ry é Ré, entdo a matriz identidade I, = RéRe e dai podemos deduzir que
det(B—Aly) = det(R)ARy — Aly) = det(RhARg — ARGRy)
= det(R{(A — AL)Ry) = det(R}) det(A — ALy) det(Ry)
= det(A — AIQ)
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Assim, escolhido 6 de forma que b’ = 0," obtemos que

PR BRI

det(A — AL) = det(B — AL) = det { 4
Logo, os coeficientes a’ e ¢’ sdo as raizes da equacdo de 2° grau

a—XA b/2 }:0

b/2 c¢c—A (7.8)

p(A) = det(A — ALy) = det [

Vamos, agora, determinar o dngulo 6. Observe que a matriz Ry é tal que
B = R)AR,.

Multiplicando-se a esquerda pela matriz Ry, obtemos
R¢gB = ARy.

Por um lado,

cosf® —senf cosf [ —senf
ARG_A[senQ cos@] o [A[sene} A cos H’

por outro lado
[ cosf —senb a 01 [, cosf ]| ,[ —senb
ReB = { sen 6 cos 6 ] [ 0o ¢ } N [a { senf | ¢ cos 6
Como R¢gB = ARy, entdo segue-se das das duas tltimas equagdes acima que U; =
[ cos 6

sen 6 } é tal que

AU1 = Ll,ul

tDeixamos como exercicio a verificagio de que sempre existe um angulo 6 tal que a mudanga de coordenadas dada por X = Ry X' é tal
queb' =0




465

Mas, esta equagéo pode ser escrita como
Aul = a/I2U1
ou
(A — El/lz)ul = (_)

Logo, U; é uma solugdo de norma igual a 1 do sistema linear
(A — IZIIQ)X = 0

el = [ B iizg } é obtido de U trocando-se as componentes de posigdo e depois
o sinal da 1 componente.

Portanto, com a mudanga de coordenadas dada por X = RyX’, em que Ry =
[ Uy U ], a equagdo (7.4) se transforma em (7.5). Os vetores U; e U, dao a diregdo e
o sentido dos novos eixos x’ e y’.

Vamos resumir no préximo resultado o que acabamos de provar.
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Teorema 7.1. Considere a equagio
ax®> + bxy +cy* +dx +ey+f =0, (7.9)
coma,b,c,d,e, f €R,sendo a,b e c nido simultaneamente nulos. Entdo por uma rotagdo do sistema de coordenadas, ou

seja, por um mudanga de coordenadas da forma
X = RgX',

! —_
em que X' = { ;, } , X = [ ; ] eRg = [ sgrslg SCZISIS ] a equagdo (7.9) pode sempre ser transformada em

a/x12+cly/2+d/xl+e/y/+f:0[

em que a’, ¢’ sdo raizes de
B a—A b/2
p()x)—det[ b/2 C—A]

cos 0

Mais ainda, U = { sen 6

] é uma solugdo de norma igual a 1 do sistema linear
a—a b/2 x| [0
b/2 c—a y| 0]

Exemplo 7.4. Vamos eliminar o termo xy na equagio

5x% — 4xy +8y> —36 = 0 (7.10)
através de uma rotagdo. Esta equagdo pode ser escrita da forma

XIAX —36=0,

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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emque A = [ 73 B 3 } . Pelo que vimos, a’ e ¢’ sdo as raizes da equagdo
p(A) = det(A — AL) = det [ 5__2A 8__2)\ ] =A% 131436 =0.

Assim, podemos tomar a’ = 4 e ¢’ = 9. Para determinarmos os vetores Uj e U, e por
conseguinte o dngulo 6 temos que resolver o sistema linear

(A—4L)X =0

ou

que tem solugéo geral
Wi = {(2a,a) | « € R}

Como ||(2a,a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/+/5, entdo podemos tomar os vetores
U, = (cosh,senb) = (2/+/5,1//5)
U, = (—senf,cosh) = (—1/\/5,2/\/5)

para caracterizar os novos eixos. Portanto, a mudanca de coordenadas dada pela
rotagao de § = arccos(2/+/5) aplicada na equacdo (7.10) fornece a equagdo

4x"? 492 = 36,

que é a equagdo de uma elipse.

Para fazer o esbogo do grafico, em primeiro lugar temos tragar os eixos X' e y'. O
eixo x’ passa pela origem, é paralelo e possui 0 mesmo sentido do vetor Uj e o eixo
y' passa pela origem, é paralelo e possui 0 mesmo sentido que Uy ( 7.6).
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Considere a conica cuja equagédo é dada por

2
5x2—4xy+8y2+—0x—8—0

V5 V5

Vamos eliminar o termo xy através de uma rotagdo. Os coeficientes a,b e ¢ sdo os
mesmos do exemplo anterior. Pelo exemplo anterior, a’ = 4 e ¢’ = 9 e os vetores U
e Up que ddo a direcdo e o sentido dos novos eixos sdo dados por

y+4=0. (7.11)

U; = (cosh,senb) = (2/+/5,1//5)
U, = (—senf,cos8)=(—1/v5,2/V5)

O coeficiente f' = f e os coeficientes d’ e ¢’ sdo dados por

|

Portanto, a mudanga de coordenadas dada pela rotagdo de 6 = arccos(2/ \@) apli-
cada na equacdo (7.11) fornece a equagdo

K'=[d ¢]=KRy=[d ¢]|Ry=|

®
Sz

S
AR

SIS

]—[—8 ~36 ].

4x"? 49y — 8x' — 36y’ +4=0.

Ou ainda,
4(x? —2xX") +9(y? —4y) +4=0

Completando os quadrados, obtemos
4[(x? =24 +1) 1] +9[(y* — 4y +4) —4] +4=0

ou
4(x' —1)24+9(y —2)* - 36 = 0.
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Fazendo mais uma mudanca de varidveis

= X -1e (7.12)
y' =y -2 (7.13)
obtemos
452 + 9]///2 —-36=0
ou 12 112
9 4
que é a equagdo de uma elipse cujo esbogo é mostrado na 7.7. Para fazer o

esbogo do grafico, em primeiro lugar temos que tragar os eixos x” e y”, que por sua
vez sdo translacdes dos eixos X' e y’. O eixo x’ tem a diregdo e o sentido do vetor
U;. O eixo y’ tem a diregdo e o sentido do vetor Up. O eixo x” tem equacdo y” = 0.
Usando a equagéo (7.12) obtemos i’ = 2. O eixo y” tem equagdo x” = 0. Usando a
equagdo (7.13) obtemos x” = 1.

Deixamos como exercicio para o leitor a demonstracdo do seguinte resultado que
classifica o conjunto solucdo de todas as equagdes de segundo grau em duas
varidveis.

Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equagio
ax®> + bxy +cy* +dx +ey+f =0,
coma,b,c,d,e, f €R,sendo a,b e c nio simultaneamente nulos. Sejam a’ e ¢’ raizes de

a—A b/2
p()‘):de{ b/2 c—/\}'
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(2) O produto a'c’ = ac — b*/4.
(b) Sea'c" > 0, entdo C é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.
(¢) Sea'c" <0, entdo C é uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

(d) Sea'c" =0, entdo C é uma pardbola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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Figura 7.2 — Dois sistemas de coordenadas orto-
gonais {O,1,],k} e {O', Uy, Up, U3}

— L L
Figura 7.1 = OP= xi+ yj + zk

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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y A

<z
R

2]

=y

E1 X

Figura 7.3 — Coordenadas de um ponto P em dois sistemas

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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7.2 ldentificacdo de Conicas

y yA
E
_ _ X
\},), // [ \\\
> N
e N N
/ N 9 \ A
/ : cos 0 Q
/ q; e \
/ o B
! Hel e
I :U 9 I%
N I‘y -
o X
' —senf@ 1 Ey
/
\ /
\ /
\ /
N s
N e
N e

Figura 7.4 — Rotacao de um angulo 0

Reginaldo J. Santos

Marco 2012
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y A ‘

(0l

ol |

Figura 7.5 — Coordenadas de um ponto P em dois sistemas (translagdo)

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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U Uy

. . . . . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 7.6 — Elipse do Exemplo 7.4

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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up

. . . . . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 7.7 — Elipse do Exemplo 7.5

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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477

bZ

=1,a>0b

b,0)

Elipse

(—b,0) (b,0)

(2,0)

Hipérbole

y- X

Marco 2012

Reginaldo J. Santos
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y? =4dpx, p >0 Parabola x> =4dpy, p>0
y

rix=-p

riy=-p

y?> =4px, p <0 x> =4dpy, p <0
y y

riy=-p

rix=-—p

Figura 7.8 — Conicas ndo degeneradas com equagdes na forma padrdo

Marco 2012
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 603)
Identifique a conica, ache a equagdo no tltimo sistema de coordenadas utilizado e faga um esbogo do grafico.
7.2.1. 9x% — dxy + 6y? = 30;

7.2.2. 3x% — 8xy — 12> + 81 = 0;
7.2.3. 2x% —dxy — y? = —24;
7.2.4. 21x% + 6xy + 13y> — 132 = 0;
7.2.5. 4x% — 20xy + 25y — 15x — 6y = 0;
7.2.6. 9x% + y? + 6xy — 104/10x + 10v/10y 490 = 0;
7.2.7. 5x2 + 5y? — 6xy — 30v/2x + 18v/2y + 82 = 0;
7.2.8. 5x% 4+ 12xy — 121/13x = 36;
7.2.9. 6x% 4+ 9y? — 4xy — 4/5x — 181/5y = 5;
7.2.10. x2 — y?> 4+ 2/3xy + 6x = 0;

7.2.11. 8x2 4 8y? — 16xy + 33v/2x — 312y + 70 = 0;

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do pacote GAAL:

>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressdo expr as varidveis x,y por a,b, respectivamente.

2
>> elipse(a,b) desenha a elipse Z—§ + Z_Z =1

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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2
>> elipse(a,b, [U1 U2]) desenha a elipse ’;422 + 27 =1, em que x’ e ¥’ sdo as coordenadas em relagio a

bZ
base ortonormal U1 e U2.

. ) 12 -
>> elipse(a,b, [U1 U2],X0) desenha a elipse 9;/—; + yb—z = 1, em que x” e y” sdo as coordenadas em

relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.

2
>> hiperbx(a,b) desenha a hipérbole ;‘—; — Z—z =1.

. 2 2 <
>> hiperbx(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole ’;—; — %—2 = 1, em que x’ e i’ sdo as coordenadas em
relacdo a base ortonormal U1 e U2.
. 2 12 ~
>> hiperbx(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole ’Z—; — yh—z =1, em que x” e y” sdo as coordenadas
em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.
2
>> hiperby(a,b) desenha a hipérbole z—z — Z—j =1.
. 12 2 -
>> hiperby(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole Z—z - Z—; = 1, em que x’ e i’ sdo as coordenadas em
relacdo a base ortonormal U1 e U2.
. 112 2 B
>> hiperby(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole yﬂ—z - xb/—; =1, em que x” e y” sdo as coordenadas

em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.
>> parabx(p) desenha a pardbola y? = 4px.

>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a pardbola y’? = 4px’/, em que x’ e y’ sdo as coordenadas em relagdo a
base ortonormal U1 e U2.

>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola y?> = 4px”, em que x” e y sdo as coordenadas em
relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO0.

>> paraby(p) desenha a pardbola x> = 4py.

>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a pardbola x> = 4py’, em que x e i’ sdo as coordenadas em relagao a
base ortonormal U1 e U2.

>> paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola x> = 4py”, em que x” e y sdo as coordenadas em
relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO.
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Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

a b/Z}

Considere o polindmio p(A) = det(A — Al), em que A = { b2 e

Mostre que p(A) tem somente raizes reais.
Mostre que se b # 0, entdo as raizes sdo distintas, ou seja, a’ # ¢’

Sejam a’ e ¢’ raizes distintas de p(A). Mostre que se X; é solugdo de (A —a'I;)X = 0 e X é solugdo
de (A —')X =0, entdo X; e X; sdo ortogonais. (Sugestdo: Mostre que a'X7 - Xp = ' X; - Xp)
Mostre que se X = (x,y) é ortogonal a V = (v1,v;) com ||X|| = ||V||, entdo X = (—vp,v1) ou
X = (vp, —01).

/

Mostre que sempre existe um angulo 6 tal que RjARy = [ ao

de coordenadas dada por X = QX' transforma (7.4) em (7.5 na pagina 463.

2 } e portanto tal que a mudanga

Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equagio
ax? + bxy +cy? +dx +ey+ f =0,
coma,b,c,de f €R,sendo a,b e c ndo simultaneamente nulos. Sejam 4’ e ¢’ raizes de

A b2
pw:det{ /2 ci)\ ] :

Mostre que a’c’ = ac — b2/4 = p(0) = det | b/2
q p

b/2 ¢
Mostre que se a’c’ > 0, entdo C é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.
Mostre que se a'c’ < 0, entdo C é uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

Mostre que se a’c’ = 0, entdo C é uma pardbola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto
vazio.
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Vamos determinar uma mudanga de coordenadas que elimina os termos xy, xz e yz
na equagao

ax? + by + cz® + dxy +exz + fyz+gx +hy +iz+j =0, (7.14)
transformando-a em
a'xX?Hy? 4P Y iz j=0. (7.15)

Ou seja, fazendo uma mudanga de coordenadas em (7.14) dada por

-

em que Q = [ Uy U, U3 |, para vetores Uy, U, e U3 unitarios e ortogonais, escolhidos
adequadamente, obtemos a equagdo (7.15).
A equagdo (7.14) pode ser escrita na forma

, (7.16)

x/

/
Yy
Z/

X'AX+KX+j=0, (7.17)
a d/2 e/2 X

emque A= |d/2 b f/2|,K=[g h i]J]eX= |y |. Fazendoa
e/2 f/2 ¢ z

mudanca de coordenadas dada por (7.16) (ou seja, X = QX’, em que X' =

x/

y ] )
Z/
em (7.17) obtemos a equagéo

X'BX'+K' X' +j=0,




483

a d/2 /2
emqueB=|d/2 V f/2|=QAQeK =[g¢ I i ]=KQ. Agora,
e/2 /2 ¢
como a inversa de Q é Qf, entdo a matriz identidade I, = Q'Q e dai podemos dedu-
zir que
det(B—Alz) = det(Q'AQ — Aly) = det(Q'AQ — AQ'Q)
= det(Q'(A — AI3)Q) = det(Q") det(A — AI3) det(Q)
= det(A—AL).

Assim, escolhida a matriz Q de forma que

t obtemos que
ad—A 0

— 0
0 V—A 0
0 0 cd—A
).

Logo, os coeficientes a’, b’ e ¢’ sdo as raizes da equagdo de 2° grau
a—A d/2 e/2 ]
=0

p(A) =det(A—AL) =det | d/2 b—A f/2
e/2  f/2 c—A

det(A—AI3) = det(B—Alz) =det [

= —(A=d)A-b)A-={(

(7.18)

Vamos, agora, determinar a matriz Q. Observe que a matriz Q é tal que

B = Q'AQ.

tPode-se mostrar que sempre existe uma matriz Q tal que a mudanga de coordenadas dada por X’ = QX étal qued’ = ¢/ = f' = 0.
Deixamos como exercicio a prova da existéncia de uma tal matriz Q no caso em que p(A) = det(A — Alz) tem trés raizes reais distintas. A
demonstragdo do caso geral pode ser encontrada por exemplo em [21].
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Multiplicando-se a esquerda pela matriz Q, obtemos

QB = AQ.

Por um lado,
AQ=A[U1 U, U3 ] =[ AUy AU, AUs ],

por outro lado

IS
o o

QB = [ U1 UZ U3 ] = [a’Lh b,UZ C/U3 ]

~

o o
oo
o

Assim, U, U e Uj satisfazem as equagdes
AUy =dlU,, AU, =bU, e AU;=cUs.
A 17 equacdo pode ser escrita como
Al =d LU,

ou
(A — 11/13)u1 =0.

Logo, U é uma solugdo de norma igual a 1 do sistema linear
(A—d' )X =0.

Analogamente, U, é uma solugdo de norma igual & 1 do sistema linear
(A-bV1)X=0,

que seja ortogonal a U;. Anélogo também é o caso do terceiro vetor Uz. Mas como ja
temos dois vetores ortogonais Uj e Uy, entdo Us pode ser tomado igual ao produto
vetorial de U por Uy,

U3 = U] X UQ.
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[ U Uy Us |, a equagdo (7.14) se transforma na equagao (7.15). Os vetores Uj, U e
U3 déo a diregédo e o sentido dos novos eixos x°, y’ e z°.

Vamos resumir no préximo resultado o que acabamos de provar.

Portanto, com a mudanga de coordenadas dada por X = QX’/, para Q =
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Teorema 7.3. Considere a equagio

ax? +by? + cz® +dxy +exz + fyz+gx +hy +iz+j =0, (7.19)

coma,b,c,d,e f,g,h,i,j € R, sendoa,b,c,d,ee f nio simultaneamente nulos. Entdo por uma mudanga de coordenadas
tal que

X =QXx/,

~ N

em que X' =

~

] eQ=[ U U, Us |aequagio (7.19) pode sempre ser transformada em

N R
N R

a/xlz+b/y/2+C/Z/2+g/x/+h/y/+ilz+j:0’
em que a’, V', ¢’ sdo raizes de
a—A d/2 e/2

p(A)=det| d/2 b—A f/2
e/2  f/2 c—A

Mais ainda, Uy é uma solugdo de norma igual a 1 do sistema linear

a—a d/2 e/2 x
i/2 b—a  f/2 y | =
e/2  f/2 c—d z

Uy é uma solugio de norma igual 4 1 do sistema linear
x
y =
z

{a—b’ /2 e/2
Uz = U; x Up.

0
0 4
0
0
0
0

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012

a2 b-b  f)2
e/2  f/2 =V
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Figura 7.9 — Cone circular do Exemplo 7.6

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Exemplo 7.6. Considere a quadrica de equagao

x? =2yz (7.20)
Esta equagdo pode ser escrita como
X'AX =0,
em que
1 0 0
A=10 0 -1
0 -1 0
As raizes de
1-A 0 O
p(A) =det(A—AL) =det| 0 —A —1 | =(1-M)A2=(1-A)=(1-A)(A2=1)
0 -1 -2

sioad =b =1lec = —1.
A forma escalonada reduzida de

0 0 0
A-L=|0 -1 -1

0 -1 -1

o O O
SO

[N
1
S O
| I

Portanto, a solugdo geral de (A — I3)X =0 ¢é

Wy ={(B,—a,a) [, € R},

Agora, (x,—p,B) = «(1,0,0
(

)+ B(0,—1,1). Assim, toda solug¢do do sistema é
combinacdo linear de V; = (1,0,0

, )e Vz = (0,—1,1).

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Como 4’ = b’ teremos que encontrar dois vetores U e U unitdrios e ortogonais que
sdo solugdo de (A — I3)X = 0. Os vetores V; e V; ja sdo ortogonais e assim podemos
tomar

1

Uy = [(— V=V =(1,0,0

v = () vi=vi= 000

U = <1>Vz—(o,—1/f2,1/fz>
I

U; = UyxUy= (0,—1/\6,—1/\6).

Portanto, com a mudanga de coordenadas dada por X = QX’/, para Q =
[ U; Up Us ], a equagdo (7.20) se transforma em

xl2 + ylz _ le _ 0’

ou
/. ! !

que é a equagdo de um cone circular no novo sistema de coordenadas.

Considere a quddrica de equacdo

7x* + 10> + 72° — dxy + 2xz — 4yz — 6 = 0. (7.21)
Esta equacdo pode ser escrita como
X'AX —6=0,
em que
7 =2 1
A=| -2 10 -2

1 -2 7
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As raizes de

7—A =2 1
p(A) = det(A—Az)=det| -2 10-—-A -2
1 -2 7-A
= (7-A)210-A)+8—(10—A) —8(7 —A)
= (10-M)[(7-1)*~1] - 8(6—1)
(10-A)(6—A)(8—A) —8(6—A) = (6—A)*(12— A)
sdoa' =V =6ecd =12.
A forma escalonada reduzida de
1 -2 1 1 -2 1
A—-6L=| -2 4 =2 é 0 0 0].
1 -2 1 0 00
Portanto, a solugdo geral de (A — 6I3)X =06

Wy ={(-a+28pa)|apcRj},

Agora, (—a +2B,B,a) = «(—1,0,1) + B(2,1,0). Assim, toda solugdo do sistema é

combinacao linear de V;

=(-1,0,1) e V» = (2,1,0).

Como a’ = b’ teremos que encontrar dois vetores U e U, unitdrios e ortogonais que

sdo solugdo de (A — 613)

X = 0. O vetor

Wz = Vz —pI‘OjV1V2 = (1, 1,1)
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é ortogonal a V; e assim podemos tomar

1
u, = (Vl||>vl_(—1/ﬁ,o,1/ﬁ)

= ( L )wzz(l/\/i,l/x/é,l/\@)

|[Wo|
U3 = ulqu:(*l/\/g,Z/\/g,*l/\/g).

Portanto, com a mudanga de coordenadas dada por X = QX’, para Q =
[U; Up Us ], a equagdo (7.21) se transforma em
212

6x? +6y?+1227 =6 ou x?+y?+ 12 =

1,
que é a equacdo de um elipsoide de revolugdo no novo sistema de coordenadas.

Deixamos como exercicio para o leitor a demonstragdo do seguinte resultado que
classifica o conjunto solugdo de todas as equagdes de segundo grau em trés variaveis.
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Figura 7.10 — Elipsoide de revolucao do Exemplo 7.7

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Uy

U

uz

Figura 7.11 — Novo sistema de coordenadas do Exemplo 7.7

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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Teorema 7.4. Seja S o conjunto dos pontos do espago que satisfazem a equagio
ax? + by* +cz® +dxy +exz + fyz+gx +hy +iz+j =0,
coma,b,c,d,e, f,q,hij€R, sendoa,b,c,d,ee fniosimultaneamente nulos. Sejam a’,b' e ¢’ raizes de

a—A d/2 e/2
p(A)=det| d/2 b—A f/2
e/2  f/2 c¢—A

(1) Sea', b e c’ tiverem mesmo sinal, entdo S é um elipsoide, um ponto ou o conjunto vazio.

(b) Sea', b ec forem nio nulos e ndo tiverem mesmo sinal, entdo S é uma hiperboloide de uma folha, de duas folhas,
ou um cone eliptico.

(c) Se apenas um entre a’,b’ e ¢’ for nulo, entdo S é um paraboloide eliptico, hiperbélico, um cilindro eliptico, hi-
perbélico, dois planos concorrentes, uma reta ou o conjunto vazio.

(d) Se exatamente dois entre a’,b" e ¢’ forem nulos, entdo S é um cilindro parabélico, um par de planos paralelos ou um
plano.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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Elipsoide
X2 yZ ZZ
2Teia=!

z

Hiperboloide de Uma Folha Hiperboloide de Duas Folhas
2P 2 2P 2
2 e 2! 2 EtaT!

z

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Paraboloide Eliptico Paraboloide Hiperbélico
22 22
cz:a—2+b—2,c>0 cz:a—z—b—z,c<0

Cone Eliptico
72 = x—z + y—z
a2 b2

Figura7.12 - Algumas Quddricas ndo degeneradas com equagdes na forma padrao

Matrizes Vetores e Geometria Analitica

Margo 2012
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633

Identifique a quédrica, ache a equagédo no tltimo sistema de coordenadas utilizado e faca um esbogo do grafico.
2x% 4 30y? + 23z% 4 72xz + 150 = 0;
144x2 + 100y? + 8122 — 216xz — 540x — 720z = 0;
2xy +z=0;
2xy +2xz+2yz —6x — 6y —4z =9;
7x2 + 7y? + 1022 — 2xy — 4xz + 4yz — 12x + 12y + 60z = 24;

Comandos do pacote GAAL:

>> subst (expr, [x;y;2z], [a;b;c]) substitui na expressdo expr as varidveis x,y,z por a,b, ¢, respecti-
vamente.

. . 2 2 2
>> elipso(a,b,c) desenha o elipsoide 2; + Z—z +5 =1

. . ’) 12 2 _
>> elipso(a,b,c, [U1 U2 U3]) desenha o elipsoide ’;—/2 + %—2 + % =1,em que x’ e y’ sdo as coordenadas
em relagdo a base ortonormal U1 e U2.

112
>> elipso(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o elipsoide xa,—;z + yb—z + ZC/—;Z =1, em que x”’ e y" sdo as coor-
denadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto
X0.

2
>> hiperbolx(a,b,c) desenha o hiperboloide de uma folha —;‘—2 + Z—Z i—; =1

Z/Z

. . 2 12
>> hiperbolx(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperboloide de uma folha —’;—,2 + yb—z +3 = 1, em que
x" e y’ sdo as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1 e U2.
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112
>> hiperbolx(a,b, [U1 U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de uma folha —%2 + 3;]—2 + ZC/—;Z =1, em que
x" e y" sdo as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1
e U2 e pelo ponto X0.

>> hiperboly(a,b,c) desenha o hiperboloide de uma folha 2; — 75 —l— Z =1

12 2
>> hiperboly(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperboloide de uma folha ’;—2 — y'b—z + 7;% =1, em que x’
e i’ sdo as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1 e U2.
12
>> hlperboly(a b,c, [U1 U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de uma folha 5 — yb—z ZC—2 =1,emque
x"" e y" sdo as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determmado pela base ortonormal U1
e U2 e pelo ponto X0.

2
>> hiperbolz(a,b,c) desenha o hiperboloide de uma folha ;‘—; + ¥ - i—; =1.

b2
>> hiperbolz(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperboloide de uma folha be — ZC%Z =1, em que x!
e i’ sdo as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1,U2 e U3.
>> hlperboiz(a b,c, [U1 U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de uma folha * e + I — ZC,—;Z =1, em

que x”" e y” sdo as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determlnado pela base ortonormal
U1,U2 e U3 e pelo ponto XO.

2
>> hiperbo2x(a,b,c) desenha o hiperboloide de duas folhas 2 —2 — Z—z — i—; =1
2
>> hiperbo2x(a,b,c, [U1 U2 U3]) desenha o hiperboloide de duas folhas 77 — %—2 - # =1, em que x’
e i’ sdo as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1,U2 e U3.
112
>> h1perbo2x(a b, [U1 U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de duas folhas *5- — yb—z - L; =1, em que

x" ey’ sdo as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determmado pela base ortonormal
U1,U2 e U3 e pelo ponto XO.

>> hiperbo2y(a,b,c) desenha o hiperboloide de duas folhas —Z; -+ Z—z - i—; =1
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Y 12
>> hiperbo2y(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o hiperboloide de duas folhas —);—22 + %—2

x'e y’ sdo as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

2
4
— 7y =1,emque

2 112 2
>> hiperbo2y(a,b,c, [U1 U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de duas folhas —’Z—; + yb—z — ZC/—; =1, em
que x”" e y"" sdo as coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal

U1,U2 e U3 e pelo ponto XO.
2
>> hiperbo2z(a,b,c) desenha o hiperboloide de duas folhas —;‘—; — Z—z + i—; =1.

12
>> hiperbo2z(a,b,c, [U1l U2 U3]) desenha o hiperboloide de duas folhas —’;—/22 — yh—z + ZC%Z =1, em que
x" ey’ sdo as coordenadas em relagdo a base ortonormal U1,U2 e U3.
12
>> hiperbo2z(a,b,c, [U1 U2 U3],X0) desenha o hiperboloide de duas folhas —JZ—;Z — ]’;]—2 + ch—f =1,em
que x” e y” sdo as coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal
U1,U2 e U3 e pelo ponto XO.

. P 2 2
>> parabolx(a,b,c) desenha o paraboloide eliptico ax = Z—z + 5.

2
>> paraboix(a,b,c, [U1 U2 U3]) desenha o paraboloide eliptico ax’ = %5 + Z%;, em que x’ e y’ sdo as
coordenadas em relagdo a base ortonormal U1 e U2.

112
>> parabolx(a,b, [Ul U2 U3],X0) desenha o paraboloide eliptico ax” = yb—z + ZC,—;Z, em que x” e y” sdo

as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo
ponto XO.

>> paraboly(a,b,c) desenha o paraboloide eliptico by = ;‘—; + i—i =1

. o 2 e B
>> paraboly(a,b,c, [Ul U2 U3]) desenha o paraboloide eliptico by’ = ’;—; + % =1, em que x' ey’ sdo
as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

. o 2 2
>> paraboly(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o paraboloide eliptico by” = ’Z—; + ZC/—; =1,emquex”e
y" sdo as coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1,U2 e
U3 e pelo ponto X0.




500

2
>> parabolz(a,b,c) desenha o paraboloide eliptico cz = g—i + g—z.

2
>> parabolz(a,b,c, [U1 U2 U3]) desenha o paraboloide eliptico ¢z’ = ’[‘1—/22 + Z—z

coordenadas em relagdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

,em que x’ e y' sdo as

12
>> parabolz(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o paraboloide eliptico cz” = ’Z—;z + yb—z, em que x" e y”

sdo as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1,U2 e U3
e pelo ponto X0.

2
>> parabo2x(a,b,c) desenha o paraboloide hiperbélico ax = g—z - % =1
c

2
>> parabo2x(a,b,c, [UL U2 U3]) desenha o paraboloide hiperbélico ax’ = %, — %2 =1,emquex’ ey

bZ
sdo as coordenadas em relagdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

12
>> parabo2x(a,b, [U1 U2 U3],X0) desenha o paraboloide hiperbélico ax” = be — # =1, em que x”
e y” sdo as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1, U2

e U3 e pelo ponto X0.

N

>> parabo2y(a,b,c) desenha o paraboloide hiperbdlico by = 25 — i—i =1.
>> parabo2y(a,b,c, [U1l U2 U3]) desenha o paraboloide hiperboélico by’ = ’%2 - ZC%Z =1,emquex’ ey
sdo as coordenadas em relagdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

>> parabo2y(a,b,c, [Ul U2 U3],X0) desenha o paraboloide hiperbdlico by” = %\2 — ZC/—;Z =1, em que
x" ey’ sdo as coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal
U1,U2 e U3 e pelo ponto XO.

. . o 2 2
>> parabo2z(a,b,c) desenha o paraboloide hiperbdlico cz = ;‘—2 — %2'
12

>> parabo2z(a,b,c, [U1l U2 U3]) desenha o paraboloide hiperbélico ¢z’ = ’;—’22 — yb—z, em que x’ e y’ sdo
as coordenadas em relacdo a base ortonormal U1,U2 e U3.

12
>> parabo2z(a,b,c, [U1 U2 U3],X0) desenha o paraboloide hiperbélico cz” = %2 — 4>, em que " e
y" sdo as coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1,U2 e

U3 e pelo ponto X0.
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Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos.

Considere o polindmio p(A) = det(A — Alz), em que

a d/2 e/2
A=1d/2 b f/2
e/2 f/2 ¢

Sejam « e B raizes reais distintas de p(A). Mostre que se X é solugdo de (A —al)X = 0e X;
é solugdo de (A — BL)X = 0, entdo X; e X, sdo ortogonais. (Sugestdo: Mostre que aX; - X, =
BXi - Xz)

Mostre que se p(A) tem raizes reais distintas, entdo sempre existe uma matriz Q tal que

o o

~

a 0
Q'AQ=1| 0 b
0 0

a

e portanto tal que a mudanga de coordenadas dada por X = QX' transforma (7.14) em (7.15 na
pagina 482.
Mostre que a superficie conica cuja geratriz é uma parébola y?> = 4px em um plano z = k é um cone
eliptico.
Mostre que a intersecao de um plano by + cz +d = 0, em que b? + ¢?> = 1, com o cone x* + y? = z? é uma
cOnica que pode ser uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola. (Sugestdo: mude para um sistema de
coordenadas {O, Uy, Uy, U3} tal que Uy =i = (1,0,0), Up = (0,b,¢) e Uz = (0, —c, b))

Seja S o conjunto dos pontos do espago que satisfazem a equagdo

ax® + by? + cz? +dxy +exz + fyz+ gx + hy +iz +j =0,
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2

Figura 7.13 — Elipse obtida seccionando-se o cone x? + y? = z? com um plano by + cz +d = 0

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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2

Figura 7.14 — Hipérbole obtida seccionando-se o cone x? + 1> = z? com um plano by +cz +d = 0

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 7.15 — Pardbola obtida seccionando-se o cone x> + y?> = z? com um plano by + cz +d = 0

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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coma,b,c,dye f,g,hi,j€R, sendoa,b,c,d,ee fndo simultaneamente nulos. Sejam a’,b’ e ¢’ raizes de

a—A d/2 e/2
p(A)=det| d/2 b—A f/2
e/2  f/2 c¢—A

Mostre que

Se a’, b e ¢’ tiverem mesmo sinal, entdo S é um elipsoide, um ponto ou o conjunto vazio.

Se a’,b’ e ¢ forem ndo nulos e ndo tiverem mesmo sinal, entdo S é uma hiperboloide de uma folha,
de duas folhas, ou um cone eliptico.

Se apenas um entre ', b’ e ¢’ for nulo, entdo S é um paraboloide eliptico, hiperbélico, um cilindro
eliptico, hiperbdlico, dois planos concorrentes, uma reta ou o conjunto vazio.

Se exatamente dois entre a’, b’ e ¢’ forem nulos, entdo S é um cilindro parabdlico, um par de planos
paralelos ou um plano.

Mostre que a intersecdo de um cone circular com plano que ndo passa pelo seu vértice é uma conica
seguindo os seguintes passos:

Considere dois sistemas de coordenadas R = {O,1,j,k} e S = {O,i, Uy, U3}, em que U, =
(0,cos6,senf) e Uz = (0, —sen 6, cos @), ou seja, o sistema S é obtido do sistema R por uma rotagdo
do angulo 6 em torno do eixo x. Mostre que é vélida a seguinte relagdo entre as coordenadas,
(x/,y',2"), em relagdo ao sistema S e (x,y,z), em relagdo ao sistema R

x! 1 0 0 x x
Y | =10 cosf senb y | =] (cosB)y—+ (senf)z
z/ 0 —senf cosf z —(senf)y + (cos )z

Mostre que o cone circular de equacao




506

no sistema S tem equagdo
x2 4 (cos260)y? + (2sen26)yz — (cos20)z> = 0

no sistema R.

Mostre que a interse¢do do cone com o plano z = 1 é a conica no plano de equacao
x2 4 (cos260)y? + (2sen26)y = cos 26
Mostre que se f = 7, entdo a conica é a pardbola no plano de equagao
x? +2y = 0.
Mostre que se § # 7, entdo a conica no plano tem equagio

x? (y +tan20)? 1
sec20 sec220 '

que é uma elipse se |6 < J e uma hipérbolese § < |0] < 7.
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ar com Figura 7.17 — Pardbola intersecao do cone circular com
um plano

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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Figura 7.18 — Hipérbole interse¢do do cone circular com um plano

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Marco 2012
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=215

>> A=[25O)6:7]; B=[O,4,2,—8], C=[_6:9:_7;7: )
1,0 ;-6,0,-1];

>> D=[-6,4,0;1,1,4;-6,0,6]; E=[6,9,-9;-1,
>> A*B-BxA

-24  -20

58 24
>> 2%C-D
??? Error using ==> - Matrix dimensions must agree.
>> 2xD-3*E

-30 -19 27

-3
-4

>

5 2 20
6 0 15
>> Dx(D-E)
80 34 -22
-10 -4 45

72 30 -12

509
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No item (c) foram usadas as propriedades 1.1
propriedade

A(B+C) = AB+ AC, BtA! = (AB)!, CtAt = (AC)!, (ABA)C = (AB)(AC).

>>
>>
>>
>>
>>
>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>
>>

Lo,
[0, 0,0]
Lo,

A=[-3,2,1;1,2,-1];B=[2,-1;2,0;0,3];
c=[-2,1,-1;0,1,1;-1,0,1];

syms dl d2 d3

D=diag([d1,d2,d3]);
E1=[1;0;0];E2=[0;1;0];E3=[0;0;1];

BxA
-7 2 3
-6 4 2
3 6 -3
AxB
-2 6
6 -4
[A*E1-A(:,1) ,A*E2-A(:,2) ,A*xE3-A(:,3)]

0 0 0

0 0 0
E1.’*B-B(1,:)

0 0
E2.’%B-B(2,:)

0 0
E3.’*B-B(3,:)

0 0

C1=C(:,1);C2=C(:,2);C3=C(:,3);
CxD-[d1*C1,d2*C2,d3*C3]
0, 0]

0, 0]

8 e no item (d) foi usada a
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>> C1=C(1,:);C2=C(2,:);C3=C(3,:);
>> D*C-[d1*C1;d2*C2;d3*C3]

[ 0, 0, 0]

[ 0, 0, 0]

[ 0, 0, 0]

>> B1=B(:,1);B2=B(:,2);
>> AxB-Ax[B1,B2]

0 0

0 0

>> A1=A(1,:);A2=A(2,:);
>> AxB-[A1;A2]*B

0 0

0 0

>> syms Xy 2

>> A=[1,-3,0;0,4,-2]; X=[x;y;z];
>> AxX

[ x-3%y]

[ 4*xy-2xz]

>> xxAC:, D) +y*A(:,2)+zxA(:,3)

[ x—3xy]

[ 4xy-2xz]

>> syms X

>> A=[x,4,-2]; B=[2,-3,5];
>> solve(A*B.’)

11

>> syms y
>> A=[1,1/y;y,1];
>> AT2-2xA
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>> syms X y Z W

>> X=[x,y;z,w]; M=[0,1;-1,0];
>> XxM-M*X

[ -y-z, x-wl]

[ x-w, z+y]

>> syms a b cd

>> A=[x,y;-y,x]; B=[a,b;-b,al;

>> AxB-BxA

L 0, 0]

[ 0, 0]
. x 0 a b
Se]amA—{O y]eB—{C d}

>> syms Xy Z2 W
>> syms a b cd
>> A=[x,0;0,y];B=[a,b;c,d];

>> AxB
[ x*a, x*b]
[ y*c, yxdl
>> BxA
[ x*a, bxy]
[ c*xx, y*d]

Como yb = xb, para todo b, em particular para b = 1, obtemos que y = x. Assim, a matriz A que
além de ser diagonal tem os elementos da diagonal iguais.

SejamA:{x y}eB:[a b}.
z w c d

>> A=[x,y;z,w];B=[a,b;c,d];
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>> AxB
[ x*aty*c, x*b+y*d]
[ zxatwxc, z*b+w*d]
>> BxA
[ x*a+tz*b, axy+b*w]
[ cxx+d*z, y*c+wxd]

Comparando os elementos de posigdo 1,1 obtemos que cy = bz, para todos os valores de b e c. Em
particular parab = 0ec = 1, obtemos que y = O eparab = 1 e ¢ = 0, obtemos que z = 0. Ou
seja, a matriz A tem que ser diagonal. Assim, pelo item anterior temos que a matriz A tem que ser
diagonal com os elementos da diagonal iguais.

>> A=[1,1/2;0,1/3]

A =
1.0000 0.5000
0 0.3333
>> A"2,A"3,A74,A75
ans =
1.0000 0.6667
0 0.1111
ans =
1.0000 0.7222
0 0.0370
ans =
1.0000 0.7407
0 0.0123
ans =
1.0000 0.7469
0 0.0041
>> A”6,A"7,A"8,A79
ans =

1.0000 0.7490
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0 0.0014

ans =
1.0000 0.7497
0 0.0005

ans =
1.0000 0.7499
0 0.0002

ans =

1.0000 0.7500
0 0.0001

A . 1
A seqiiéncia parece estar convergindo para a matriz [

>> A=[1/2,1/3;0,-1/5]

A =
0.5000 0.3333
0 -0.2000
>> A"2,A"3,A74,A75
ans =
0.2500 0.1000
0 0.0400
ans =
0.1250 0.0633
0 -0.0080
ans =
0.0625 0.0290
0 0.0016
ans =
0.0312 0.0150

0 -0.0003
>> A"6,A"7,A"8,A79
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ans

o

.0156

ans

o

.0078

ans

o

.0039

ans

o

.0020
0

A seqiiéncia parece estar convergindo para a matriz nula [

>> A=[0,0,1;1,0,0;0,1,0];

>> A=sym(A)
1]
0]
0]

>

0
1,
0

[

— /e

\4

v

= .
)

-

0]
1]
0]

-
-

-

\4

A\

= .
)

0]
0]
1]

-

. .

M/ oo
= O O
O, O WOO L, NFH OO

-

[ B e Bl |

1
0,
0

>

0.
0.

.0074
.0001

.0037
.0000

.0019
.0000

0009
0000

Para k = 3, Ak = I.

>> A=[0,1,0,0;-1,0,0,0;0,0,0,1;...

0,0,1,0];

0
0

0
0

|
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=sym(4)

>> A

, 0]

0

>

1

>

0

0]
1]
0]

>
B
B

0
0
1

>
>
>

0
0
0

>
>
>

1
0
0

Para k = 4, AK = I.

>> A=[0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0];

=sym(A)

>> A
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[ 0, 0, 0, 0]
[ 0, O, 0, O]
>> A°3

[ 0, O, 0, 1]
[ 0, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, O]
>> A4

[ 0, 0, 0, O]
[ 0, O, 0, O]
[ 0, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0]
Para k = 4, Ak = 0.

Concluimos que é muito raro encontrar matrizes cujo produto comute.

Concluimos que matrizes diagonais em geral comutam. Pode-se mostrar que elas sempre comutam
( 27 26).

Se a matriz A for diagonal, entdo o produto comuta, se os elementos da diagonal de A sdo iguais. (ver

16 22). A probabilidade de um tal par de matrizes comute é aproximadamente igual
a probabilidade de que a primeira matriz tenha os elementos da sua diagonal iguais, ou seja, 11/11% =
1/112 = 1%.

54

As matrizes que estdo na forma reduzida escalonada sdo A e C.

x 8+ 7u

x=| Y |=]2%| wer
z —5—u
w o
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X1 —2—30(+6ﬁ
X2 ‘B
X=1|x3 | = 7 —4n ,Va, e R
X4 8 —b5u
L X5 0
[ x 6
x=|Y|= 3 ,Va € R.
z 2—
| w o
[ x; —3+8x—7B
X2 ‘B
X=|x3 | = 5—6u ,Va, B €R.
X4 9 — 3«
L X5 o

>> A=[1,1,2,8;-1,-2,3,1;3,-7,4,10];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

1*%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 2, 8]

[ o, -1, 5, 9]

[ 0, -10, -2, -14]

eliminagéo 2:

—1xlinha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 2, 8]

[ 0, 1, -5, -9]

[ 0, -10, -2, -14]

—1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
10*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 7, 17]
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[ O: 1, _5) _9]
[ 0, 0, -52, -104]
eliminagdo 3:

-1/52%1linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 7, 17]

[ o, 1, -5, -9]

[ 0o, o0, 1, 2]

-7*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
bx1linha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, 0, 3]
[0, 1, 0, 1]
[0, 0,1, 2]
X1 3
X = X2 = 1
X3 2

>> A=[2,2,2,0;-2,5,2,1;8,1,4,-1];
>> escalona(A)

eliminagéo 1:

1/2%1linha 1 ==> linha 1

[ 1, 1, 1, 0]

[ -2, 5, 2, 1]

[ 8, 1, 4, -1]

2xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2
-8*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, o]

[ o, 7, 4, 1]

[ o, -7, -4, -1]

eliminagdo 2:

1/7*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 1, 0]
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[ o, 1, 4/7, 1/7]

[ o, -7, -4, -1]

-1*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
7*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 3/7, -1/7]

[ 0, 1, 4/7, 1/7]

[ 0, 0, 0, 0]

1_3
X1 —7—70(
X=|x|=| -2« |, VacR
X3 (44

>> A=[0,-2,3,1;3,6,-3,-2;6,6,3,5]
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[ 3, 6, -3, -2]

[ o0, -2, 3, 1]

[ 6, 6, 3, 5]

1/3*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 2, -1, -2/3]

[ 0, -2, 3, 1]

[ 6, 6, 3, 5]
—-6*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, -1, -2/3]

[ 0, -2, 3, 1]

[ 0, -6, 9, 9]
eliminagdo 2:

-1/2%linha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, -2/3]

[ 0, 1, -3/2, -1/2]

[ 0, -6, 9, 9]
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-2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
6x1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 2, 1/3]

[ 0, 1, -3/2, -1/2]

[ 0, 0, 0, 6]

O sistema ndo tem solugéo!

>> A=[1,-2,1;2,-5,1;3,-7,2];

>> Bi1=[1;-2;-1];B2=[2;-1;2];

>> escalona([A,B1,B2])
eliminagdo 1:

-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2, 1, 1, 2]

[ o, -1, -1, -4, -5]

[ o, -1, -1, -4, -4]

eliminagdo 2:

—1*%linha 2 ==> linha 2

[ 1, -2, 1, 1, 2]

[ o, 1, 1, 4, 5]

[ 0, -1, -1, -4, -4]

2xlinha 2 + linha 1 ==> linha 1
1%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, 3, 9, 12]

[ o, 1, 1, 4, 5]

[ o, 0, 0, o0, 1]

X1 9 — 3«
X=|x|=| 4—a |,VaeR.
X3 o

O sistema niao tem solugdo!
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>> A=[1,0,5;1,1,1;0,1,-4];

>> B=A+4*eye(3);

>> escalona([B,zeros(3,1)])
eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[1, 5, 1, 0]

[ 5, 0, 5, 0]

[0, 1, 0, O]

(-5)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 5, 1, 0]

[ o0, -25, 0, 0]

[ 0, 1, 0, 0]

eliminagdo 2:

linha 3 <==> linha 2

[ 1, 5, 1, 0]

( o, 1, o0, O]

[ o0, -25, 0, 0]

(-5)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(25)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[1, 0, 1, O]
Lo, 1, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0]
X —K
X=|y|= 0 |,VaeR.
z 14

>> B=A-2*eye(3);

>> escalona([B,zeros(3,1)])
eliminagdo 1:

(-1)*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 0, -5, 0]
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[ 1, -1, 1, 0]
[ o, 1, -6, 0]
(-1)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o0, -5, 0]
[ o, -1, 6, O]
[ o, 1, -6, 0]
eliminagdo 2:
(-1)*1inha 2 ==> linha 2
[ 1, o0, -5, 0]
[ o, 1, -6, O]
[ o, 1, -6, 0]
(-1)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, -5, 0]
[ o, 1, -6, 0]
[ o, 0, 0, 0]
X S5
X=|y | =] 6a |, VaecR
z o®

>> syms a

>> A=[1,2,-3,4;3,-1,5,2;4,1,a"2-14,a+2];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

-3%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-4%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 2, -3, 4]
[ 0, -7, 14, -10]
[ 0, -7, a"2-2, a-14]

eliminagdo 2:
-1/7*linha 2 ==> linha 2
[ 1, 2, -3, 4]
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[ 0, 1, -2, 10/7]
[ 0, -7, a"2-2, a-14]
-2*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
7*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
1 0 1 8/7
01 -2 10/7
0 0 a>~16 a—4

i. Sea?—16=0ea—4= 0, entdo o sistema tem infinitas solugdes. Neste caso, a = 4;
ii. Sea? —16=0ea—4 = 0, entdo o sistema nao tem solucgdo. Neste caso, a = —4;

ili. Se a? — 16 # 0, entdo o sistema tem solugdo tinica. Neste caso, a # +4;

>> A=[1,1,1,2;2,3,2,5;2,3,a"2-1,a+1];

>> escalona(A)

eliminagdo 1:
-2xlinha 1 + linha 2 ==> linha 2

-2%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, 2]
[ 0, 1, 0, 1]
[ 0, 1, a~2-3, a-3]
eliminagdo 2:
—-1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
—-1%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
1 0 1 1
01 0 1
0 0 a>-3 a—4

i. Sea? —3=0ea—4 =0, entdo o sistema tem infinitas solucdes. Este caso ndo pode ocorrer;
ii. Sea’? —3 =0ea —4 # 0, entdo o sistema nao tem solucdo. Neste caso, a = ++/3;

ili. Se a? —3 # 0, entdo o sistema tem solucéo tinica. Neste caso, a # +/3;
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XY ZzZ
gramas de A/kg 213
gramas de B/kg 1 35
preco/kg 3 2 4
x kg de X 1900 gramas de A
y kgdeY 2400 gramas de B
z kgde Z 2900 arrecadagdo
213 x 1900
135 y | = | 2400
3 2 4 z 2900

>> A=[2,1,3,1900;1,3,5,2400;3,2,4,2900] ;
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[ 1, 3, 5, 2400]
L2, 1, 3, 1900]
[ 3, 2, 4, 2900]

(-2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 0, -5, -7, -2900]
[ 0, -7, -11, -4300]

eliminagdo 2:
(-1/5)*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 0, 1, 7/5, 580]
[ 0, -7, -11, -4300]

(-3)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
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(7)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 4/5, 660]
[ 0, 1, 7/5, 580]
L 0, 0, -6/5, -240]

eliminagdo 3:

(-5/6)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 4/5, 660]

[ o, 1, 7/5, 580]

[ o, 0, 1, 200]

(-4/5)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-7/5)*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 500]
[ o, 1, 0, 300]
[ o, 0, 1, 200]

Foram vendidos 500 kg do produto X, 300 kg do produto Y e 200 kg do produto Z.

Substituindo os pontos na fungdo obtemos:

d = 10

a + b + ¢ + d = 7
27a + 9 + 3¢ 4+ d = -—-11°

64a + 16b + 4c + d = -—14

Substituindo d = 10 nas outras equagdes e escalonando a matriz aumentada do sistema correspondente:

>> escalona([1,1,1,-3;27,9,3,-21;64,16,4,-24])
eliminagdo 1:

-27*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2

-64*%x1inha 1 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 1, 1, -3]

[ o0, -18, -24, 60]

[ o0, -48, -60, 168]
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eliminagdo 2:
-1/18*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 1, -3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
L 0, -48, -60, 168]

—1*%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
48x1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 4, 8]
eliminagéo 3:

1/4%linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 1, 2]

1/3*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
-4/3%linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o0, o0, 1]

[ o, 1, o0, -6]

[ o, o0, 1, 2]

Assim, os coeficientes sdoa = 1,b = —6,c = 2 e d = 10 e o polindmio p(x) = x> — 6x? + 2x + 10.
Substituindo os pontos na equacéo do circulo obtemos:
~2a + 7b 4+ ¢ = —[(-2)*+7% = -53
—4a 4+ 5b + ¢ = —[(—4)2+5 = —41.
4a — 3b + ¢ = —[42+3%] = -25

>> A=[-2,7,1,-53;-4,5,1,-41;4,-3,1,-25];
>> escalona(A)
eliminagdo 1:
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-1/2%linha 1 ==> linha 1

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

L -4, 5, 1, -41]

L 4, -3, 1, -25]
4%]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-4%]linha 1 + linha 3 ==> linha 3
L 1, -7/2, -1/2, 53/2]

L 0, -9, -1, 65]

[ 0, 11, 3, -131]
eliminagdo 2:

-1/9%1linha 2 ==> linha 2

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
L 0, 11, 3, -131]
7/2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-11*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, ~-1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 0, 0, 16/9, -464/9]

eliminagdo 3:
9/16*1linha 3 ==> linha 3

[ 1’ O: _1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
L 0, 0, 1, -29]

1/9*%1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
-1/9*%1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, -2]

[ 0, 1, 0, -4]

[ 0, 0, 1, -29]

Os coeficientes sdoa = —2,b = —4dec =

—29 e a equagdo do circulo é x? + y? — 2x — 4y — 29 = 0.
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>> syms bl b2 b3

>> A=[1,-2,5,b1;4,-5,8,b2;-3,3,-3,b3];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

-4%1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
3*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[1, -2, b5, bi]

[ 0, 3, -12, b2-4x*bi]

[ 0, -3, 12, b3+3x*bi]
eliminagdo 2:

1/3*1inha 2 ==> linha 2

[ 1’ _2, 55 bl]
[ 0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]
[ 0, -3, 12, b3+3%b1]

2*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
3xlinha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -3, -5/3%b1+2/3%b2]
[ 0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]
[ 0, 0, O, b3-b1+b2]

O sistema é consistente se, e somente se, b3 — by + b, = 0.

>> syms bl b2 b3

>> A=[1,-2,-1,b1;-4,5,2,b2;-4,7,4,b3];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

4%]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
4x1inha 1 + linha 3 ==> linha 3

[1, -2, -1, b1l

[ 0, -3, -2, b2+4xb1]

[ 0, -1, 0, b3+4%bi]

eliminagdo 2:
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linha 3 <==> linha 2

[1, -2, -1, b1]

[ 0, -1, 0, b3+4%bi]

[ 0, -3, -2, b2+4*bi1]

-1*linha 2 ==> linha 2

[1, -2, -1, b1]

[ 0, 1, 0, -b3-4xbi]

[ 0, -3, -2, Db2+4xbil]

2%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1

3*linha 2 + linha ==> linha 3
[1, 0, -1, -7%b1-2%b3]
[0, 1, O, -b3-4xb1]

[ 0, 0, -2, b2-8*b1-3%b3]
O sistema é consistente para todos os valores reais de by, by e bs.

>> A=[0,1,7,8;1,3,3,8;-2,-5,1,-8];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[ 1, 3, 3, 8]

[ o, 1, 7, 8]

[ -2, -5, 1, -8]

2x1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
(1, 3, 3, 8]

[0, 1, 7, 8]

[0, 1, 7, 8]

eliminagdo 2:

-3%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
—1%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, -18, -16]

[ 0, 1, 7, 8]

~N w
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L

0, 0, 0, 0]

>> I=eye(3);E=0e(-1,2,3,1),...
F=0e(-3,2,1,1),G=0e(2,1,3,I),H=0e(I1,1,2)
E=[ 1, 0, O]F =[ 1, -3, 0]

G =

[ o, 1, 0] [ o, 1, O]
[ o, -1, 1] [ o, o, 1]
[ 1, 0, OJH =[ 0, 1, O]
[0, 1, 0] [ 1, 0, O]
[ 2, 0, 1] [ 0, 0, 1]

B

>> ExF*xG*xH*A

L
L
[

1, 0, -18, -16]
o, 1, 7, &l]
0, 0, o0, 0]

>> A=[1,2,0,-3,
1,2,0,-3,2,1,4;
>> escalona(A)

w =
o O

[ 1, 2, o0, -3, 0, -1, 0]

[ o, o, 1, o0, 0O, 2, 1]

[ o, o, 0, o, 1, 1, 2]

[ o,b 0, 0, 0, O, 0, O]
X1+ 2x7 — 3x4 — x6=0
X3 + 2.’)(6:1

X5 + x6=2
X=[a+38-2y v 1-2a B 2—ua af),
Va,B,v €R

>> A=[1,3,-2,0,2,0,0;2,6,-5,-2,4,-3,-1;...

0,0,5,10,0,15,5;2,6,0,8,4,18,6]

>> escalona(A)

[ 1, 3, 0, 4, 2, 0, 0]
[ 0, 0, 1, 2, 0, 0, 0]
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[ O’ O’
L o, o,
x1 + 3xp

X=[-20—48—-3y v

Va,B,v € R

>> syms a, B=[4,3,1,6]";
>> A=[1,1,1,1;1,3,-2,a;
2,2%a-2,-a-2,3%a-1;3,a+2,-3,2*%a+1]

>> escalona([A,B])

(1, o, O, O,
o, 1, 0, O,
Lo, o, 1, O,
Lo, o, o, 1,

>> solve(-3/2*a+5/4+1/4*a"2,a)

[ 11 8]

ans =

Sea#1lea#5,entdo X = |

>> C=subs(A,a,1)

>> escalona([C,B])

, 0, 0,1, 2]
, 0, 0, 1]

[ e W e W |
O O O
O O -

0, 0, 0, 1, 1/3]
0, 0, 0, 0, 0]
+4x; +  2x5 =0
X3 +2x4 =0
x6:%
~26 B a 1/3]),
(4xa-11)/(a-5)]
-4/(a-5)]
-4/(a-5)]
-1/(a-5)]
411—11;4;4;1]1‘
-5 a-5 a-5 a-51"

Sea=1,entdo X = [2—a,1,1,a]' Va € R.

>> D=subs(4,a,b)

>> escalona([D,B])
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[ T e B s B |

1, 0, 5/2, -1, 0]
0, 1, -3/2, 2, 0]
0, 0, 0, 0, 1]
0, 0, 0, 0, 0]

Se a = 5, entdo o sistema nédo tem solugéo.

>> A=[1,2,3,1,8;1,3,0,1,7;1,0,2,1,3];
>> escalona(A)

[1, 0, 0, 1, 1]

[0, 1, 0, 0, 2]

(o, 0, 1, 0, 1]

{1-a,2,1,a) |« e R}

>> A=[1,1,3,-3,0;0,2,1,-3,3;1,0,2,-1,-11;
>> escalona(A)

i, 0, O, 1, 1]

o, 1, o0, -1, 2]

o, o0, 1, -1, -1]

—m /e

{1—a24a -1+a,a)|acR}

>> A=[1,2,3,0;1,1,1,0;1,1,2,0;1,3,3,0];
>> escalona(A)

[ 1, 0, 0, O]
[0, 1, 0, O]
[0, 0,1, 0]
[ 0, 0, 0, 0]

{(0,0,0)}
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>> P=randi(4,2)

P= 5 4
-3 3
1 0
0 -5
>> A=matvand(P(:,1),3),B=P(:,2)
A =125 25 5 1
=27 9 -3 1
1 1 1 1
0 0 0 1
B= 4
3
0
-5

>> R=escalona([A,B])

R =[1, 0, 0, 0, -163/480]

, 1, 0, 0,  99/80]

, 0, 1, 0, 1969/480]
0 0 1

L
[
L , -5]

O O O

> > B

>> p=poly2sym(R(:,5),x)

p = -163/480%x"3+99/80%x"2+1969/480%x-5
>> clf,po(P),syms x,plotfi(p,[-5,5])

>> eixos

Pode ndo ser possivel encontrar o polinémio, se mais de um ponto tiver a mesma abscissa x;.
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50

40

30

20

10

<

-10 I I I I I I I I
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Observacio. A sua resposta pode ser diferente da que estd aqui.

1.2.16. >> P=randi(5,2)

P= 3 2
-1 -3
1 -1

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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3 4
4 4
>> A=matvand(P,2)
A= 09 6 4 3 2 1
1 3 9 -1 -3 1
1 -1 1 1 -1 1
9 12 16 3 4 1
16 16 16 4 4 1
>> R=escalona([A,zeros(5,1)])
R = [1, 0, 0, 0, 0, -35/8,
[o, 1, 0, 0, 0, 45/8,
[o, 0, 1, 0, 0, -2,
[o, 0, 0, 1, 0, 65/8,
[o, 0, 0, 0, 1, -39/8,

>> p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y)

p =35/8%x"2-45/8%x*y-65/8*%x+1+2%y~2+39/8%y
>> clf,po(P),syms x y,

>> plotci(p, [-5,5], [-5,5])

>> eixos
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ol |

-3 I I I I
-2 -1

o
=
N
w
S
(&)]

Observacao. A sua resposta pode ser diferente da que estd aqui.

1.2.17. (a) A inversa da operacdo elementar de trocar duas linhas é ela mesma.

(b) A inversa da operacdo elementar de multiplicar uma linha por um escalar, & # 0, é a operagéo de
multiplicar a mesma linha pelo escalar 1/a.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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A inversa de somar a linha k, « vezes a linha I, é somar a linha k, —« vezes a linha [.

Basta multiplicar qualquer linha da matriz pelo escalar 1.

Pelo exercicio anterior cada operagdo elementar, ¢, tem uma operacgdo elementar inversa, e 1 do
mesmo tipo que desfaz o que a operagdo e fez. Se aplicando as operagdes elementares e, ..., e na
matriz A chegamos na matriz B, entdo aplicando-se as operagdes elementares ek_l, - ! na matriz

B chegamos na matriz A.

Se aplicando as operagdes elementares ey, ..., e, na matriz A chegamos na matriz B e aplicando
as operacdes elementares ey, 1,...,e; na matriz B chegamos na matriz C, entdo aplicando-se as
operagdes elementares ¢y, . . ., ¢; na matriz A chegamos na matriz C.
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91

A matriz é singular, pois o sistema homogéneo tem solugdo néo trivial (

>> A=[1,2,3;1,1,2;0,1,2];
>> B=[A,eye(3)];

>> escalona(B)

(1, 0, 0, 0, 1,-1]

o, 1, 0, 2,-2,-1]

[0, o, 1,-1, 1, 1]

[1: O’ 0, 3: 2’_4]

o, 1, 0,-1, 0, 1]

[0, 0o, 1, 0,-1, 1]

[1, 0, O

[O, 1: O: O: 4/9:_1/9:_4/9: 1/9]
[o, o, 1

[o, o0, O

(t, 0, o, 1, -1, O]
(o, 1, 0,3/2,1/2,-3/2]
(o, o, 1, -1, o0, 1]
[1 0 1 1 0 -21
[0 1 1 0 O 1]
[0 O O -1 1 1]

Continua ? (s/n) n

, 0, 7/3,-1/3,-1/3,-2/3]

, 0,-1/9,-2/9, 1/9, 2/9]
, 1,-5/3, 2/3, 2/3, 1/3]

[1, 0, 0,1/4, 5/4,-3/4, 1/2, 0]

[03 1: 0,1/2,_1/2, 1/2’

0, 0]

o, o, 1,1/4, 1/4, 1/4,-1/2, 0]

[O, O’ O’ 0, _2, _1,

-2, 1]

2.8

82).
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Continua ? (s/n) n

2.1.3. >> syms a
>> A=[1,1,0;1,0,0;1,2,a];
>> escalona(A)

O O =
o~ O
QOO

Continua 7 (s/n) n
Para valores de a diferentes de zero a matriz A tem inversa.

2.1.4. >> invA=[3,2;1,3]; invB=[2,5;3,-2];
>> invAB=invB*invA
invAB = 11 19
7 0

2.1.5. >> invA=[2,3;4,1]; B=[5;3];
>> X=invAx*B

X = 19
23

2.2. Determinantes (pagina 122)
2.2.1. det(A?) = 9; det(A3) = —27; det(A™1) = —1/3; det(A) = —3.
2.2.2. det(A'B~1) = det(A)/ det(B) = —2/3.

a1 412 413 +an2

2.23. (a) det| ay axp ax+apy | =
azy Az a3z +4azx

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012



541

a1 412 413
det | a1 axp ax | +
L 431 432 433 |
a1 a2 412
det | a1 ax» axn = det(A) +0=3
| 431 432 4d32 |
[ a1 4an an—an a3
det | ao) +ax ay —axn a3 | =
| 431+ a3 a3 — a3 433
a1 411 M3
det | a1 ap axs | +
L 431 431 433
a1 —d12 413
det | ap1 —ax a3 +
L 431 —A32 433
a2 411 M3
det | ax ar» ax3 | +
L 432 431 433
a2 —di2 413
det | ay» —axy ax =-2 det(A) = -6
| 432 —4aszx 4a33
M ert rt
det | ret (1 rt)e” ] -
1 t
2"t det |: ) (1 N rt) :| — p2rt
det [ cos Bt sen Bt
| acospt — Bsenpt asenpt+ pcosft
ﬁdet{ cos Bt senft } —p
—sen Bt cos Bt
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>> A=[1,-2,3,1;5,-9,6,3;-1,2,-6,-2;2,8,6,1];
>> detopelp(A)

[ 1, -2, 3, 1]

[ 5, -9, 6, 3]

[ -1, 2, -6, -2]

[ 2, 8, 6, 1]

eliminagdo 1:

-5x1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1*%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
-2%linha 1 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]

[ o, 1, -9, -2]

[ o, o0, -3, -1]

[ o0, 12, o0, -1]

eliminagdo 2:

-12%1linha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]

[ 0, 1, -9, -2]

[ 0, 0, -3, -1l

[ 0, 0, 108, 23]

eliminagdo 3:

-1/3%linha 3 ==> linha 3

[ 1, -2, 3, 1]

[ 0, 1, -9, -2]

[ 0, 0, 1, 1/3]

[ o, 0, 108, 23]

det(A) = -3xdet(A)

-108%*1linha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]

[ 0, 1, -9, -2]




543

o, 0, 1, 1/3]
[ o, o0, o0, -13]

>> A=[2,1,3,1;1,0,1,1;0,2,1,0;0,1,2,3];
>> detopelp(A)

[ 2,1, 3, 1]
[1, 0, 1, 1]
[o, 2,1, 0]
[0, 1, 2, 3]

eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
[ 1, O’ 1, 1]

[ 2, 1, 3, 1]
[0, 2, 1, 0]
[0, 1, 2, 3]
det(A) = (-1)x*det(A)

(
-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o, 1, 1]
[ o, 1, 1, -1]
[ o, 2, 1, 0]
[ o, 1, 2, 3]
eliminagdo 2:
-2%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
-1%linha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]
[ o, 1, 1, -1]
[ o, o0, -1, 2]
[ o, 0o, 1, 4]
eliminagéo 3:
-1%linha 3 ==> linha 3
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[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ 0o, o0, 1, -2]

[ o, o0, 1, 4]

det(A) = (-1)*(-1)*det(A)
-1%linha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ o, o0, 1, -2]

[ o, 0, 0, 6]

ans = 6

>> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];

>> p=det (A-x*eye(3))

p =—x"3

>> solve(p)

(o1 o] [o]

p =(1-x)*(3-x)*(-2-x) [ 11[ 31[-2]
p =(2-x)*(4-5xx+x~2) [2][4][1]

p =-8-2*x+b*xx"2-x"3 [ 2][ 4][-1]

>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];

>> B=A-x*eye(3);

>> p=det (B)

p =(2-x)*(-1-x)*(3-%)

>> solve(p)

[ 21011 3]

p =(2-x)"2*%(1-x) [2] [2] [1]

p =(1-x)*(2-x)*(-1-x)*(3-x) [ 11[ 21[-11[ 3]
p =(2-x)"2%(1-x)"2 [2][2][1][1]




545

>> Bml=subs(B,x,-1);
>> escalona(Bml)

[1, 0, 0]

[0, 1, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2);
>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]

[0, 1, 1/4]

[0, o, 0]

>> B3=subs(B,x,3);
>> escalona(B3)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

[1: 3’ 0]
(o, o, 1]
[O, O: 0]

W= {[

Ws = {[

W3 = {[

—K

—
4n

R O O

la € R}.

|a € R}.

la € R}.
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0
[0, 1, 0]
[0, 0, 0]
[0, 0, 0]
14
Wo={| 0| |aBeR]}
B

[1, 1, 0, 0]
[0, o, 1, 0]
[0, O’ 0’ 1]
[O) O’ 0, O]

W={[ -« a« 0 0] |acR}.
[0, 1, 0, 0]
[0, O! 1’ O]
[0, 0, 0, 1]
[0, o, 0, 0]

Wy={[a 0 0 0] |aeR}.
[1, 0, 0, 29/3]
[0, 1, 0, 7/3]
[O) O’ 1, 3]
[O, O’ O’ O]

Wy ={[ —2924 —7a —9x 3a]'|xeR}.
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(d)

(1,
(o,
(o,
(o,

W3

(1,
(o,
(o,
(o,

fo,
(o,
(o,
(o,

={[9« 3a 4a 0] |acR}.

0, -9/4, 0]
1, -3/4, 0]
0, 0, 1]
0, 0, 0]
0, -3, 0]
1, 3, 0]
0, 0, 1]
0, 0, 0]
1, 0, 0]
0, 1, 0]
0, 0, 1]
0, 0, 0]

Wy={[3a -3¢ a« 0] |aecR}.

Wo={[a 0 0 0] |acR}.

2.2.9. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes invertiveis.

Margo 2012

Reginaldo J. Santos
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155
>> 0A=[0,-2];0B=[1,0];
>> AB=0B-0A
AB =1 2
>> AC=2*AB
AC = 2 4
>> 0C=0A+AC
0c = 2 2
C=(2,2).

—_—
Os pontos P; = (0,1) e P, = (1,3) sdo pontos da reta. Assim, o vetor V =P, P,= (1,2) é paralelo a reta.

(1,
A inclinagdo dareta é a = § . Assim, uma equacao da reta tem aformay = %x + b. Substituindo-se

02

U1
x=1ey=2obtemosb = % Uma equagdo paraaretaéy = 3x + 1.
A equagdo 3X — 2V = 15(X — U) é equivalente a 3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se —15X + 2V
obtemos —15X +3X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por —% obtemos X = %U —
1
5V.
Multiplicando-se a segunda equagdo por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U + 2V ou X =
%U + %V. Substituindo-se X na primeira equagdo obtemos, %U +V-2Y =Uou2Y = %U +Vou
Y=1u+1lv.

>> 0p=[ 2, 3, -5]; v=[ 3, 0, -3];

>> 0Q=0P+V
0Q = 5 3 -8
Q = (5,3,-8).

>> 0pP=[1,0,3]; 0OM=[1,2,-1];
>> MP=0P-0M; OPlinha=0M-MP
OPlinha = 1 4 -5
P'=(1,4,-5).




549

>> 0A=[5,1,-3];0B=[0,3,4];0C=[0,3,-5];

>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,

AB = -5 2 7

AC= -5 2 -2 — —
Os pontos néo sdo colineares, pois AC# A AB.
>> 0A=[-1,1,3];0B=[4,2,-3];0C=[14,4,-15];
>> AB=0B-0A, AC=0C-0A,

AB = 5 1 -6

AC = 15 3 -18 — —

Os pontos sdo colineares, pois AC= 3 AB.

>> 0A=[1,-2,-3];0B=[-5,2,-1];0C=[4,0,-1];
>> DC=0B-0A, 0D=0C-DC

DC = -6 4 2
0D = 10 -4 -3
O ponto é D = (10, —4, —3).
9% - y = -4
A equacgdo xV +yW = U é equivalente ao sistema ¢ —12x + 7y = —6 ,cujamatrizaumen-
—-6x + y = 2

tada é a matriz que tem colunas V, W e U.

>> V=[9,-12,-6];W=[-1,7,1]1;U=[-4,-6,2];
>> escalona([V;W;U]’%)

[ 1, 0, -2/3]
[ 0, 1, -2]
[ 0, 0, 0]

Assim, U = —2/3V —2W.

>> V=[5,4,-3];W=[2,1,1]1;0U=[-3,-4,1];
>> escalona([V;W;U]?)

[ 1, 0, -5/3]

[ 0, 1, 8/3]
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0 0, -20/3] .
l&ssim, U nao é combinacao linear de Ve W.

— —  —
Para ser um paralelogramo um dos vetores AB, AC e AD tem que ser igual a soma dos outros dois.

>> 0A=[4,-1,1];0B=[9,-4,2];
>> 00=[4,3,4];0D=[4,-21,-14];

>> AC=0C-0A
AC =0 4 3
>> AB=0B-0A
AB =5 -3 1
>> AD=0D-0A

AD =0 -20 -15

Nao é um paralelogramo.
Somente o vértice D é diferente.
>> 0D=[9,0,5];

>> AD=0D-0A
AD = 5 1 4

E um paralelogramo de vértices consecutivos A, B, D e C.

Resolvendo a equacdo vetorial U = xV obtemos que

2 2
U=(6,-4,-2)=-—-(-96,3) = —=-V.
( )= —5(-9,63) = 3
Fazendo o mesmo para U = xW obtemos que ndo existe solu¢do, logo somente os vetores U e V sdo

paralelos.
194

Um ponto P = (x,y) pertence a reta se, e somente se,

N
P,P -N = 0.
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ou seja, se, e somente se,
(x+1Ly—1)-(2,3) =0

ou
2x+3y—1=0

Uma esfera de raio igual a 2. Se for no espaco é um cilindro de raio igual a 2, se for no plano é uma
circunferéncia de raio igual a 2.

>> v=[1,2,-3]; W=[2,1,-2];
>> Va=(V+W) /no (V+W), Vb=(V-W)/no(V-W), ...
>> Ve=(2*V-3*W) /no (2*V-3*W)

ve=| - 75 0]
>> syms x

>> V=[x,3,4];W=[3,1,2];

>> solve(pe(V,W))

-11/3

Para x = —11/3, V e W sdo perpendiculares.

>> V=[x,2,4];W=[x,-2,3];

>> pe(V,W)

x"2+8

A equagio x> + 8 ndo tem solugao real.

>> Va=[2,1,0];Wa=[0,1,-1];Vb=[1,1,1];

>> Wb=[0,-2,-2];Vc=[3,3,0];Wc=[2,1,-2];
>> cosVaWa=pe(Va,Wa)/(no(Va)*no(Wa)), ...
>> cosVbWb=pe (Vb,Wb) / (no (Vb) *no(Wb)), ...
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>> cosVcWe=pe (Vc,Wc)/(no(Vc)*no (Wc))
cosVaWa=11—0 V52, costWb=—% V3v2, cochWc=% V2.0 angulo entre Va e Wa é arccos(v/10/10) entre

Vb e Wb é arccos(—+/6/3) e entre Vc e Wc é arccos(v/2/2) = /4.

>> W=[-1,-3,2]; v=[0,1,3];

>> Wi=(pe(W,V)/pe(V,V))*V, W2=W-W1

w1l = 0 3/10 9/10
W2 = -1 -33/10 11/10

>> v=[2,2,1]; w=[6,2,-3];
>> X=V/no(V)+W/no (W), U=X/no(X)
X=[32/21, 20/21, -2/21]

— 16 10 1
U=[ 32 V17v21 2 V17V21 —21V/17V21 |

>> A=[2,2,1];B=[3,1,2];C=[2,3,0];D=[2,3,2];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)

M= 1 -1 1
0 1 -1
0 1 1 detM=2

>> A=[2,0,2];B=[3,2,0];C=[0,2,1];D=[10,-2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)

M= 1 2 -2
-2 2 -1
8 -2 -1 detM=0

No item (a) os pontos ndo sdo coplanares e no item (b) eles sdo coplanares.

>> A=[2,1,6];B=[4,1,3];C=[1,3,2];D=[1,2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det(M)

M= 2 0 -3
-1 2 -4
-1 1 -5 detM=-15

O volume do paralelepipedo é 15 unidades de vol.
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>> A=[1,0,1];B=[2,1,3];C=[3,2,4];

>> V=pv(A-B,C-B), norma=no (V)

AD = 1 -1 0
norma=xﬁi

A érea do paralelogramo é v/2 unidades de 4rea.

>> A=[1,2,1];B=[3,0,4];C=[5,1,3];
>> V=pv(B-A,C-A), norma=no(V)

AD = -1 8 6
norma=+v/101

A érea do tridangulo é v/101/2 unidades de 4rea.

>> syms X y z

>> X=[x,y,z]; V=[1,0,1]; w=[2,2,-2];

>> expri=pv(X,V)-W, expr2=pe(X,X)-6

exprl = [ y-2, z-x-2, -y+2]

expr2 = x"2+y"2+z"2-6

>> S=solve(exprl(1l),exprl(2),expr1(3),expr2)
S =x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]
>> S.x, S.y, S.z

ans =[ -1]1[ -1] ans =[ 2][ 2] ans =[ 1][ 1]

Logo, X = (—1,2,1).

>> X=[x,y,z]; v=[1,1,0]; w=[-1,0,1]; U=[0,1,0];
>> exprl=pe(X,V), expr2=pe(X,W),...

>> expr3=pe(X,X)-3, exprd=pe(X,U)
exprl=x+y,expr2=z-x,expr3=x"2+y~2+z"2-3,expri=y
>> solve(exprl,expr2,expr3)

S = x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]
>> S.x, S.y, S.z

ans =[ -1]1[ 1] ans =[ 1][ -1] ans =[ -1]1[ 1]
Como y tem que ser maior que zero, X = (—1,1,—1).
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>> A=[3,0,2];B=[4,3,0];C=[8,1,-1];

>> pe(B-A,C-A), pe(A-B,C-B), pe(A-C,B-C)
14,0,21

Portanto, o dngulo reto estd no vértice B.

—  —
Seja AB a base do tridngulo isosceles e M o seu ponto médio. Vamos mostrar que CM - AB= 0.

—  — 1 — —  —
CM-AB = S(CA+CB) AB
— — — —
= 5(CA+CB)-(CB~CA)

1 — — —
= E(CA~CB—||CA||2+
— — —
+||CB|[*~CB-CA) =0

— —
Seja AB o lado situado no didmetro da circunferéncia e O seu centro. Vamos mostrar que CA - CB= 0.

— —
CA-CB

— — — —
(CO 4 OA) - (CO + OB)
— —  —

= ||CO|*+CO-OB +
—  — —
+ OA-CO —||OB|*=0
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Se as diagonais sdo perpendiculares, entdo (U+ V) - (U — V) = 0. Mas,
U+V)-(U-V)=[[ul~|[V]]>

Entdo, os lados adjacentes tém o mesmo comprimento e como ele é um paralelogramos todos os lados
tém o mesmo comprimento.

Vamos mostrar que U - V = 0.
U+ VI = |ulf? +2u -V +[|V][?

U —VI[?=[ulf —2u-v+||v|?
Assim, ||U + V|| = ||U — V|| implica que U - V = 0.
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y

Como o novo plano é paralelo ao plano 2x —y + 5z — 3 = 0, entdo o vetor N = (2,—1,5) é também
vetor normal do plano procurado. Assim, a equagdo dele é 2x — y + 5z +d = 0. Para determinar d
substituimos o ponto P = (1, —2,1) na equacdo do plano:

>> syms x y z d

>> expr=2*x-y+5*z+d

expr = 2xx-y+b*xz+d

>> subst (expr, [x,y,2],[1,-2,1])
ans = 9+d

Assim, a equagdo do plano é2x —y 45z —9 = 0.

Os vetores normais dos outros planos, Ny = (1,2, —3) e N, = (2, —1,4), sdo paralelos a ao plano procu-
rado 7r. Assim, o produto vetorial Ny X N, é um vetor normal a 7.

>> N1=[1,2,-3];N2=[2,-1,4];
>> N=pv(N1,N2)
N=5 -10 -5

Assim, a equacdo de 71 é 5x — 10y — 5z + d = 0. Para determinar d substituimos o ponto P = (2,1,0) na
equagéo do plano:
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>> expr=b*xx-10*y-5*z+d

expr = b5*x-10*y-5*xz+d

>> subst (expr, [x,y,2],[2,1,0])
ans = d

Assim, a equacédo do plano 77 é 5x — 10y — 5z = 0.

Como o plano procurado passa pelos pontos P = (1,0,0) e Q = (1,0,1) e é perpendicular ao plano
y—z = 0, entdo os vetores Pb: (0,0,1) e o vetor normal do planoy —z = 0, N; = (0,1,—1) sdo
paralelos ao plano procurado 7r. Assim, o produto vetorial P?Q x N é um vetor normal a 7t.

>> PQ=[0,0,1];N1=[0,1,-1];

>> N=pv(PQ,N1)
N=-1 0 0

Assim, a equagdo de 7t é —x + d = 0. Para determinar d substituimos o ponto P = (1,0,0) na equagéo
do plano, obtendo que a equagdode 7 é —x +1 = 0.

A equacdo dareta é (x,y,z) = (t,2t,t). Substituindo-se o ponto da reta na equagdo do plano obtemos o
valor de ¢

>> V=[1,2,1];

>> syms t

>> t=solve (2*t+2*xt+t-5)
t=1

Substituindo-se este valor de t nas equacdes paramétricas da reta obtemos o ponto P = (1,2,1).

Um ponto da reta r é da forma P, = (9,1 + 6t, —2 4+ 3t) e um ponto da reta s é da forma P; = (1+2s,3 +
s,1). As retas se cortam se existem f e s tais que Pr = P;, ou seja, se o sistema seguinte tem solugdo

ot = 1+42s

1+6t = 3+s
—2+43t = 1
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>> escalona([9,-2,1;6,-1,2;3,0,3])

[ 9, -2, 1]
[ 6, -1, 2]
[ 3, 0, 3]

eliminagdo 1:

(1/9)*1inha 1 ==> linha 1

L 1, -2/9, 1/9]

L 6, -1, 2]

[ 3, 0, 3]

(-6)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*1inha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2/9, 1/9]

[ 0, 1/3, 4/3]

L 0, 2/3, 8/3]

eliminagdo 2:

(3)*1inha 2 ==> linha 2

L 1, -2/9, 1/9]

[ 0, 1, 4]

[ 0, 2/3, 8/3]

(2/9)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-2/3)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 1]

[ 0, 1, 4]

[ 0, 0, O]

A solugdo do sistema é t = 1 e s = 4. Substituindo-se ou t = 1 na equagédo da reta r ou s = 4 na equagdo
da reta s obtemos o ponto da intersecdo P = (9,7,1).

Os vetores diretores das retas, V; = (2,2,1) e V, = (1,1, 1), sdo paralelos ao plano procurado 7. Assim,
o produto vetorial V; x V, é um vetor normal a 7.

>> Vi=[2,2,1]; v2=[1,1,1]; P1=[2,0,0];
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>> N=pv(V1,V2)
N= 1 -1 0

Assim, a equagdo de 71 é x — y +d = 0. Para determinar d substituimos o ponto P; = (2,2,1) da reta r na
equagéo do plano:

>> expr=x-y+d

expr =x-y+d

>> subst(expr, [x,y,2z],P1)
ans =2+d

Assim, a equacdo doplano méx —y —2 = 0.

Substituindo-se o ponto P = (4,1,—1) nas equagdes da reta r obtemos valores diferentes de t:

>> solve(’4=2+t’), solve(’1=4-t’),...
>> solve(’-1=1+2*t’)
ans = 2 ans = 3 ans = -1

Logo ndo existe um valor de t tal que P = (2 +t,4 —t, 1+ 2t).

o
O ponto Q = (2,4,1) é um ponto do plano 7 procurado. Assim, 7t é paralelo aos vetores PQ=

—
(—2,3,2) e o vetor diretor da reta r, V = (1, —1,2). Logo, o produto vetorial PQ xV é um vetor
normal ao plano 7

>> P=[4,1,-1]; Q=[2,4,1]; V=[1,-1,2];
>> PQ=Q-P

PQ = [-2, 3, 2]

>> N=pv(PQ,V)

N= 8 6 -1

expr = 8%x-39+6*xy-z

Substituindo-se o ponto P ou o ponto Q na equacdo de 7t obtemos que a equagdo do plano 7 é
8x +6y —z—39=0.
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Ovetor N = (—1,1,—1) é normal ao plano. A equagdo do plano é entdo —x +y —z+d = 0. Fazendo
z = 0 nas equacdes dos planos 711 e 7> e resolvendo o sistema resultante, obtemos x = 0 ey = 1.
Portanto, o ponto P = (0,1,0) pertence a 711 e a 71p. Substituindo-se o ponto P = (0,1,0) na equagdo do
plano —x +y — z + d = 0 obtemos que a equagdo procuradaéx —y+z+1=0.

>> N1=[1,2,-3]; N2=[1,-4,2]; V=pv(N1,N2)

v= -8 -5 -6

Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor é V = (-8, —5, —6).
>> Ni1=[2,-1,4]; N2=[4,-2,8]; V=pv(N1,N2)

V= 0 0 0

Os planos sdo paralelos.

>> Ni=[1,-1,0]; N2=[1,0,1]; V=pv(N1,N2)

V= -1 -1 1

Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor é V = (-1, —1,1).

O vetor normal ao plano é um vetor diretor da reta procurada. Assim, as equagdes paramétricas de r sao
(x,y,z) = (1+¢t2—1t1+2t).

O vetor diretor da reta procurada é ortogonal ao mesmo tempo aos vetores normais dos dois planos,
portanto o produto vetorial deles é um vetor diretor da reta procurada.

>> pv([2,3,1],[1,-1,11)
4 -1 -5

(x,y,z) = (1+4t,—t,1—5t).

>> escalona([1,1,-1,0;2,-1,3,1])

1 0 2/3 1/3

0 1 -5/3 -1/3
A reta interse¢do dos planos é (x,y,z) = (1/3—2/3t,—1/3+5/3t,t). O vetor diretor V = (—-2/3,5/3,1)
desta reta é paralelo ao plano procurado. O ponto P = (1/3,—1/3,0) é um ponto da reta e é também
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5
portanto um ponto do plano procurado 7r. O vetor AP é também um vetor paralelo a 7r. Assim, o produto
N

vetorial AP xV é um vetor normal a 7.

>> A=[1,0,-1]; P=[1/3,-1/3,0];
>> v=[-2/3,5/3,1]1;

>> AP=P-A

AP = [-2/3, -1/3, 1]

>> N=pv(AP,V)

N=T[ -2 0, -4/3]

Substituindo-se o ponto A ou o ponto P na equagdo —2x — 4/3z +d = 0 obtemos a equagdo do plano
6x+4z—-2=0.

>> syms t s

>> A=[0,1,0];B=[1,1,0];C=[-3,1,-4];D=[-1,2,-7];
>> BA=B-A, CD=D-C,

BA = 1 0 0

Ch = 2 1 -3

P, = (t,1,0) é um ponto qualquer daretar e P; = (=3 +2s,1 + 5, —4 — 3s) é um ponto qualquer da reta

—
s. Precisamos encontrar pontos P, e Ps tais que PsP,= «aV, ou seja, precisamos encontrar f e s tais que
(t—25+3,—s,35s+4) = (a, 50, —a).

>> escalona([1,-2,-1,-3;0,-1,5,0;0,3,1,-4])
[ 1, -2, -1, -3]

[ o, -1, 5, 0]

[ o, 3, 1, -4]

eliminagdo 2:

(-1)*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, -2, -1, -3]

[ o, 1, -5, 0]




567

[ o, 3, 1, -4]

(2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-3)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -11, -=3]

[ o, 1, -5, 0]

[ o, 0, 16, -4]

eliminagdo 3:

(1/16)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0o, -11, -3]

[ o, 1, -5, 0]

[ 0, 0, 1, -1/4]
(11)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
(5)*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2

L 1, 0, 0, -23/4]
L 0, 1, 0, -5/4]
[ 0, 0, 1, -1/4]
Pr0 = [-23/4, 1, 0]

PsO = [-11/2, -1/4, -1/4]

Vv = [1/4, -5/4, -1/4]

Encontramos que t = —23/4,s = —5/4 e « = —1/4. Substituindo-se ou t = —23/4 em P, = (t,1,0)

obtemos que a equagdo da reta é (x,y, z)

>> Ni=[2,-1,1]; N2=[1,2,-1]; V=pv(N1,N2)

V=-1 3 5

Os planos se interceptam segundo uma reta que tem vetor diretor V = (—1,3,5).
>> escalona([2,-1,1,0;1,2,-1,1]1)

[ 2, -1, 1, 0]

[ 1, 2, -1, 1]
eliminagéo 1:

linha 2 <==> linha 1

(=23/4+1t,1—5t —t).
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[ 1, 2, -1, 1]

[ 2, -1, 1, 0]

(-2)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 2, -1, 1]

[ o, -5, 3, -2]

eliminagdo 2:

(-1/5)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, 1]

[ 0, 1, -3/5, 2/5]
(-2)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
L 1, 0, 1/5, 1/5]

[ 0, 1, -3/5, 2/5]

Um ponto qualquer da reta r é P, = (1/5 —,2/5 + 3t,5t). Vamos determinar o valor de f tal que
—

AP, seja perpendicular ao vetor diretor da reta r.

>> syms t

>> Pr=[1/5-t,2/5+3%t,5%t] ;A=[1,0,1];
>> APr=Pr-A

APr = [ -4/5-t, 2/5+3x%t, 5xt-1]
>> expr=pe(APr, [-1,3,5])

expr = -3+3b*t

>> t=solve(expr)

t = 3/35

N
Substituindo-se t = 3/35 em AP,= (—4/5—1t,2/5+ 3t,5t — 1), obtemos o vetor diretor da reta
procurada e assim a equacdo da reta é (x,y,z) = (1 — (31/35)t,(23/35)t,1 — (4/7)t).

>> Vi1=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)

ans = 0 0 0
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>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det(M)
M=[ x, y, z]
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7*x-2xy+z
Como o produto vetorial de V; e V; (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo, entdo as
retas sdo paralelas. Neste caso, os vetores V; e P?Pz sdo ndo colineares e paralelos ao plano procurado.

Assim, 7x — 2y +z = 0 é a equacdo do plano.

41.18. (a)
r: (x,y,z)=1(0,1,2)
st (x,y,z) =1(1,0,2)

t: (x,y,z)=1(0,1,2)+5s(1,-1,0)
z
y

(b) A=(0,0,2),B=(0,1,2)eC = (1,0,2).

0 0 2

vol—6|OA (OBXOC|—|det 01 2]|[=2=1

1 0 2

(c) area—2||OB><OC||—f )N =3

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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h=dist(r, A) =

2
>
270

>> v=[1,3,2];w=[2,-1,1];U0=[1,-2,0];
>> N=pv(W,U), projecao=(pe(V,N)/pe(N,N))*N
N =2 1 -3 projecao = -1/7 -1/14 3/14

>> Ni1=[2,-1,1]; N2=[1,-2,1];

>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))
costh = 5/6

>> acos(5/6)*180/pi

ans = 33.5573

O angulo é arccos(5/6) ~ 33, 5°.

>> A=[1,1,1];B=[1,0,1];C=[1,1,0];

>> P=[0,0,1];Q=[0,0,0];V=[1,1,0];

>> N1=pv(B-A,C-A), N2=pv(Q-P,V),...

>> costh=pe (N1,N2)/(no(N1)*no(N2))

N1 =1 0 0, N2=1 -1 0,
costh = 1/2%2°(1/2)

O angulo é arccos(v/2/2) = 45°.

O vetor diretor da reta procurada V = (a,b,c) faz angulo de 45° com o vetor i e 60° com o vetor |.
Podemos fixar arbitrariamente a norma do vetor V. Por exemplo, podemos tomar o vetor V com norma
igual a 2.

V =1(ab,c)
VI?P=a?+b*+c* =4
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Vi 2
||V||l = cos45° = g, = Ja|=1
V.7 1
||‘/|| :COS6OO = E, = ‘b| =1

|
Substituindo-se estes valores em a2 + b2 + ¢2 = 4:

24142 =4, = =1

Assim, existem aparentemente, oito retas que passam pelo ponto P = (1,—2,3) e fazem angulo de 45°
com o eixo x e 60° com o eixo y. Elas sdo (x,y,z) = (1,—-2,3) + t(:i:ﬁ, +1,£1). Na verdade existem
quatro retas (distintas), pois um vetor diretor e o seu simétrico determinam a mesma reta. Elas sdo
(x,y,2) = (1,-2,3) + t(v/2, £1, £1).

Existem, aparentemente, oito retas que passam pelo ponto P = (1, —2,3) e fazem angulo de 45° com o
eixo x e 60° com o eixo y. Elas sdo (x,v,z) = (1, —2,3) + t(£+/2/2,+1/2,+1/2). Na verdade existem
quatro retas (distintas), pois um vetor diretor e o seu simétrico determinam a mesma reta. Elas sdao
(x,y,2) = (1,-2,3) + t(v/2/2,£1/2,+£1/2).

>> syms t, A=[1,1,0]; v=[0,1,-1]; Pr=[0,t,-t];
>> PrA=A-Pr, exprl=pe(PrA,V)

PrA = [1, 1-t, t] exprl = 1-2%t

expr2 = 2x(1-t+t°2)"(1/2)

>> expr2=no (PrA)*no (V)

>> solve((exprl/expr2)~2-1/4)

(0] [1]

>> B=subs(Pr,t,0), C=subs(Pr,t,1)

B=1[0, 0,0 c¢=7[0,1, -1]

>> A=[1,0,0]; B=[0,1,0]; C=[1,0,1]; 0=[0,0,0];
>> N=B-A
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-1 2 0
>> dist=abs(pe(N,C-0))/no(N)
dist =1/2"(1/2)

A distancia é igual a 1/+/2.

>> syms t s

>> A=[1,0,0]; B=[0,2,0]; Vv2=[1,2,3]; P2=[2,3,4];

>> Pri=A+t*x(B-A), Pr2=P2+s*V2

Pri = [1-t, 2*t, 0] Pr2 = [2+s, 3+2%s, 4+3%s]

Py, = (1—1,2t,0) é um ponto qualquer daretar e P, = (2+5,3+ 25,4 + 3s) é um ponto qualquer
—

da reta rp. Devemos determinar ¢ e s tais que o vetor Py, P, seja perpendicular aos vetores diretores
dery ede .

>> Pri1Pr2=Pr2-Pri
PriPr2 = [1l+s+t, 3+2*s-2%t, 4+3x%s]
>> exprl=pe(Pr1Pr2,B-A), expr2=pe(PriPr2,V2)
exprl = 5+3*s-b5*t expr2 = 19+14*s-3*t
>> S=solve(’5+3*%s-5%t’,’19+14*xs-3%t’)
>> S.t, S.s
t = 13/61, s = -80/61
>> Pr10=subs(Pri1,t,13/61),
Pr10 = [48/61, 26/61, 0]
>> Pr20=subs(Pr2,s,-80/61)
Pr20 = [42/61, 23/61, 4/61]
>> V=Pr20-Pr10, expr=Pri0+tx*V
= [-6/61, -3/61, 4/61]

expr = [48/61-6/61%t, 26/6 3/61*t
A Ic3qua(;ao areta é %x v,z % 6

—
A distancia entre r1 e r é igual a norma do vetor Py, Pr,= (—6/61, —3/61,4/61) que éiguala1/+/61.

(6769158 /61 — (3/61)t, (4/61)1).

>> A=[0,2,1]; Pr=[t,2-t,-2+2*t];
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>> APr=Pr-A, dist=no(APr)

APr = [t, -t, -3+2%t]

dist = 37(1/2)*(2xt~2+3-4*t) " (1/2)
>> solve(dist~2-3)

[1][1]

>> P=subs(Pr,t,1)

P=1I1, 1, 0]

A distancia de A até a reta r é igual a /3.

>> syms t

>> A=[1,1,1]; B=[0,0,1]; Pr=[1+t,t,t];

>> APr=Pr-A, BPr=Pr-B

APr = [t, -1+t, -1+t] BPr = [1+t, t, -1+t]
>> distlq=pe(APr,APr), dist2q=pe(BPr,BPr)
distlq = 3*%t"2+2-4xt dist2q = 2+3%t"2

>> solve(distlq-dist2q)

t=0
>> subs(Pr,t,0)
[1, 0, 0]

O ponto P = (1,0,0) é equidistante de A e B.

>> A=[1,-1,2]; B=[4,3,1]; X=[x,y,z];
>> AX=X-A, BX=X-B,

= [x-1, y+1, z-2] BX = [x-4, y-3, z-1]
>> distlg=pe(AX,AX), dist2q=pe(BX,BX)
distlqg = X"2-2%x+6+y " 2+2%y+z"2-4*z
dist2q = x"2-8*x+26+y"2-6*xy+z"2-2%z
>> expr=distlq-dist2q
expr = 6xx-20+8*y-2%z

A equacdo do lugar geometrlco € 6x + 8y 2z — 20 = 0. Este plano passa pelo ponto médio de AB, pois

o ponto médio de AB é M —OM= 1/2(OA + OB) (Exercicio 1.18 na

159) satisfaz a equagdo do
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-
plano. O plano é perpendicular ao segmento AB, pois N = (6,8, —2) é paralelo a AB= (3,4, —1).

>> syms x y z d

>> expril=2*x+2*y+2xz+d;

>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 =1/6 |6 +d| /3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2x + 2y + 2z = 0 e 2x + 2y + 2z — 12 = 0 satisfazem as condig¢bes do exercicio.

>> N2=[1,-2,2];N3=[3,-5,7];
>> V=pv(N2,N3)
V = -4 -1 1

N = (a,b,c), Ny = (1,0,1)

NN et _ 1
N = os(T/3) wrE 3
N> = 2 = 24+ +cF = 2
N-V = 0 —4a—-b+c = 0

Da 1la. equagdo (usando a 2a. equagdo) segue que
la+c/=1= c=+1—a.

Da 3a. equagédo
b=c—4a=41->5a,

Substituindo-se os valores de b e c encontrados na 2a. equagéo:

a® + (£1—5a)%* + (£1 —a)* =2,




575

270> = £12a, = a =0 ou a = £4/9.
N=(0,1,1) ou N = (4/9,-11/9,5/9)
Os planos iy +z = 0 e 4x — 11y 4 5z = 0 satisfazem as condi¢des do exercicio
N-V,=(1,1,1)-(1,-1,0) =0
Tomando P, = (0,0,0) e P, = (1,0,1):
P—P) N 1,0,1)-(1,1,1 2
a(r, ) — PPN 0,01 (1,10)
[IN| V3

Nao. Pois se s é uma reta reversa a r contida em 7, entdo

S

d(r,s) =d(r, ) = < 2.

Sl

—

AB=(-7/3,7/2,0)

—

AC= (-7/3,-2,11/6)

— —

AB x AC= (77/12,77/18,77/6)
— —

N; = (36/77) AB x AC= (3,2,6)

A equacdo do plano é3x +2y 4+ 6z —6 =0

N

DE= (5/2,—-5,11)

—

DE x k= (-5,-5/2,0)

—
N, = —(2/5) DE x k= (2,1,0)
Aequacdodoplanoé2x+y—2=0
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© 3266 |1 2/322} (1 2/3 2 2, ~|12/3 22

Y1210 2 2 10 2 0 -1/3 —4 -2 0 112 6

10 -6 -2
01 12 6

As equagdes paramétricas da reta sdo (x,y,z) = (—2+ 6t,6 — 12t,t).

z

X

_ NNyl 8
(e) cos(mm1, 72) = 1iNGT = 7v3

— ) — N (;1
(f) OP= projy, OA= L5 Ny = 5(3,2,6)

AB « AC 77 539
(g) area = || AB x AC||/2=||(77/12,77/18,77/6)||/2 = %]((3,2,6)|| = 3>
4.3. Posi¢des Relativas de Retas e Planos (pagina 284)

4.3.1. (a) > A=[1,-2,2,0;3,-5,7,0];
>> o0e(-3,1,2,4)
-3%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1 -2 2 0
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0 1 1 0
Aretaé (x,y,z) = (—4t, —t,1).
>> V=[-4,-1,1]; N=[0,1,1];
>> pe(V,N)
ans = 0
Como o vetor diretor da reta é ortogonal ao vetor normal ao plano e o ponto O = (0,0,0) pertence
aos dois, entdo a reta estd contida no plano

>> P1=[1,1,1];V1=[2,2,1];
>> P2=[0,0,0];V2=[1,1,0];
>> det ([P1-P2;V1;V2])

ans = 0

As retas sdo concorrentes.
>> syms m,P1=[1,0,2];V1=[2,1,3];

>> P2=[0,1,-1];V2=[1,m,2*m] ;
>> expr=det ([V1;V2;P2-P1])

expr = -9*m+6
>> solve(expr)
ans = 2/3

Para m = 2/3 as retas sdo coplanares.

Para m = 2/3, os vetores diretores V; = (2,1,3) e V, = (1,2/3,4/3) néo sado paralelos, pois um nado
é multiplo escalar do outro. Portanto, as retas sdo concorrentes.

>> syms x y z; P=[x,y,z];

>> V2=subs(V2,m,2/3)

V2 = [ 1, 2/3, 4/3]

>> N=pv(V1,V2)

N= [ -2/3, 1/3, 1/3]

Tomando como vetor normal —3N = (2,—1,—1) a equagdo do plano é 2x —y —z +d = 0. Para
determinar d substituimos o ponto P; = (1,0, 2) na equagéo do plano:
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>> subst (2*x-y-z+d, [x,y,2],[1,0,2])
>> ans= d

Assim, a equacdo do plano é 2x —y —z = 0.
Precisamos determinar m para que os vetores W = (2,m,1), V; = (1,2,0) e V, = (1,0,1) sejam L.D.

>> syms m

>> W=[2,m,1];N=[2,-1,-2];
>> expr=pe(W,N)

expr = 2-m

Para m = 2 a reta é paralela ao plano. A reta ndo estd contida no plano, pois o ponto da reta Py = (1,1,1)
néo satisfaz a equagdo do plano.

>> N1=[2,1,1];N2=[1,3,1];N3=[1,1,4];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 17

Os trés planos se interceptam num tinico ponto.

>> N1=[1,-2,1];N2=[2,-4,2];N3=[1,1,0];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Como N, = 2Nj, N3 ndo é paralelo a eles e as equagdes dos dois primeiros planos ndo sdo propor-
cionais, o primeiro e o segundo plano sdo paralelos distintos e o terceiro corta os dois primeiros.
>> N1=[2,-1,1];N2=[3,-2,-1];N3=[2,-1,3];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = -2

Os trés planos se interceptam num tinico ponto.

>> N1=[3,2,-1];N2=[2,-5,2] ;N3=[1,-1,1];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = -12

Os trés planos se interceptam num tinico ponto.
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>> N1=[2,-1,3];N2=[3,1,2];N3=[4,-2,6];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Como N3 = 2Nj, N, néo é paralelo a eles e as equagdes do primeiro e do terceiro planos nado sdo
proporcionais, o primeiro e o terceiro plano sdo paralelos distintos e o segundo corta os outros.

>> N1=[-4,2,-4];N2=(3,1,2];N3=[2,-1,2];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Como Ni = —2Nj3, N, ndo é paralelo a eles e as equag¢des do primeiro e do terceiro planos sdo
proporcionais, o primeiro e o terceiro plano sdo coincidentes e o segundo corta os outros.

>> N1=[6,-3,9];N2=[4,-2,6];N3=[2,-1,3];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Como N; = 3N3, N = 2Nj3 e quaisquer duas equagdes ndo sdo proporcionais, os trés planos sdo
paralelos distintos.

>> N1=[1,-2,3];N2=[3,1,-2] ;N3=[5,-3,4];

>> det ([N1;N2;N3])

ans = 0

Os vetores normais sdo coplanares, mas quaisquer dois vetores ndo sdo paralelos.

>> escalona([1,-2,3,2;3,1,-2,1;5,-3,4,4])

ans =

[ 1, o, -1/7, 0]
[ 0, 1, -11/7, 0]
[ 0, 0, 0, 1]

Como o sistema ndo tem solugdo os planos se interceptam dois a dois segundo retas distintas.
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5.1. Conicas nao Degeneradas (pagina 314)

2
5.1.1. (a) 4x% 4+ 2y? = 1 pode ser reescrita como % + 1% = 1, que é a equagdo de uma elipse com focos em

(0,£c),emquec=+1/4+1/2= V3/2.
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0.8
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0.4
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Marco 2012 Reginaldo J. Santos



582

x?> +y = 0 pode ser reescrita como y = —x2, que é a equagio de uma parabola com foco em
(0, —1/4) e reta diretrizy = 1/4.

2
Dividindo x? — 9y?> = 9 por 9 obtemos %2 — % =1, que ¢ a equagdo de uma hipérbole com focos

em (+¢,0), em quec =9+ 1= V10.
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y A
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\|/
]

_6 1 Il Il Il J
-6 -4 -2 0 2 4 6
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VE+1)2+ -2+ (x-3)2+ (-2 =6
V124 (-2 =6 \/(x =32+ (y - 22

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

2411 =3y (x + 12+ (y - 22
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos
5x% +9y* — 10x — 36y — 4 = 0.
VEFID2+ @ +1)2+/(x-1)2+(y—1)2 =4
V12 + @ +12 =4— /(= 12+ -1

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

4 (rty) =2/ (x =12+ (y— 12

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos

3x% +3y* — 2xy — 16 = 0.
V(=324 (y+1)2—/(x=3)* + (y —4)?==3
JE=32 4 +12 =33+ /x -3+ (y— 42

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

5y —12=£3\/(x —3)2 + (y — 4)2.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos

16y — 9x% 4 54x — 48y — 81 = 0.
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VD2 G+ 12/ (x =12 + (y - 1P ==2

\/(x+1)2+(y+1)2:j:2+\/(x—l)z—i-(y—l)z.

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

()~ 1=/ (xr =12+ (y— 1)
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos

2xy—1=0.

Vx%2+ (y — 2)? = |y + 2|. Elevando ao quadrado e simplificando obtemos

x2—8y:O

2 lx+y—2|

V=024 (y-0) -

. Elevando ao quadrado e simplificando obtemos

X2 —2xy+y? +dx+dy —4=0.

dist(P, F) = 2dist(P, r)

\(x—6)2+1y2=2

(x6)2+y2:4<x;)2

2

]

Elevando-se ao quadrado

Simplificando-se
3x% —y? =27
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ou
x2

5~

2
=1

I\)‘W
N

que é uma hipérbole.

5.1.6.
dist(P,r) = 2dist(P, F)

2] =2y/(x — 32+ (y - 2)2

Elevando-se ao quadrado e simplificando-se

3x% —24x +36+4(y —2)> =0

Completando-se o quadrado
3[(x —4)% —4] +4(y—2)2 =0

que é uma elipse.

5.2. Coordenadas Polares e Equac¢des Paramétricas (pagina 348)

52.1. (a) r=2
(b) 2 cos20 =4
(c) r =2senf
(d) r*cos?f —4rsenf —4 =0

5.2.2. (a) 16(x +3/4)? — 2y? = 1 que é uma hipérbole com excentricidade e = 3 e focos em (—6/4,0) e (0,0)
)

(b) 22+ (y — 2)? = 4 que é uma circunferéncia com raio a = 2 e centro em (0,2)

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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(x —9/2)% + y? = 81/4 que é uma circunferéncia com raio a = 9/2 e centro em (9/2,0)
x?/4+ (y —1)?/3 = 1 que é uma elipse com excentricidade e = 1/2 e focos em (0,0) e (0,2)
P +y?) =y

ax+by+c=0

Pardbolacome =1, d=5/2, V =(5/4,m)

Elipsecome=1/3, d=6, V;=(3/2,1/2) Vo= (3,—m/2)

Hipérbolecome =2, d=3/4, V3 =(1/2,0) V,=(-3/2,m)

Hipérbole come =3/2, d=4/3, V3 =(-4,0) Vo= (4/5m)

a=2, C=(2,0)

a=3/2, C=(3/2,—m/2)
a=3/4, C=(3/4,0)
a=2/3, C=(2/3,-m/2)

0 < 6 < arctan(4/3), 0<r<5
arctan(4/3) <0< /2, 0<r< 2

sen 0

0<0<m/4, 0<r<3y2
n/4<0<m, 0<r<

3
2 sen 0—cosf

arctan(1/2) <0 < /4, 4<r< -2,

cos 6

arctan(1/2) <6 < m/2, 0<r <4cosb
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6.1. Quadricas (pagina 399)

6.1.1. (a) 4x2 —2y? + 22 = 1 pode ser reescrita como

2 2
XY 2
1/4 1/2+z 1,

que é um hiperboléide de uma folha.

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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(b) x2 + y+ 22=0 pode ser reescrita como
y=—(x*+22),

que é a equagdo de um paraboloide eliptico.

Marco 2012 Reginaldo J. Santos
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(c) Dividindo x? — 9y? = 9 por 9, obtemos

2 2
2 v
9 1

que é a equagdo de um cilindro quadrico.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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(d) Dividindo 4x? — 9y? — 36z = 0 por 36 obtemos

x2

2
_x
T Ty

que é a equagdo de paraboloide hiperbélico.

Margo 2012 Reginaldo J. Santos
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dist(X, 77) = dist(X, P)

Ix—2| = \/(x+2)2—|—y2—|—22
(x=2?=(x+2)* +y* +2°
—8x = y2 + 22
Paraboloide eliptico

dist(X,r) = dist(X, s)

Paraboloide hiperbdlico.

dist(P, (2,0,0)) + dist(P, (—2,0,0)) = 6

V=22t 124 /(a2 42 122 =6

VE 2242 422 =6—\/(x +2)2 +y2 + 22

9+42x = —3\/(x+2)2+y2+22
81 + 36x + 4x* = 9[(x +2)% + y* + 27

45 = 532 4 9y* + 92

Elipso6ide
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6.1.5. | dist(P, (2,0,0)) — dist(P, (—2,0,0))| = 3

\/(x—2)2+y2+22—\/(x+2)2+y2+22::l:3

\/(x—2)2—|—y2+22::|:3+\/(x+2)2—|—y2+22

(96—2)2+y2+22=9ﬂE6\/(x+2)2+y2+z2+(x+2)2+y2+z2

9~ 8x = %6/ (x +2)2 42 + 22
—63 = —28x” + 36y> + 362°
Hiperboléide de duas folhas

6.2. Superficies Cilindricas, Conicas e de Revolugao

6.3. Coordenadas Cilindricas, Esféricas e Equa¢des Paramétricas (pagina 450)

6.31. (a) r»+422 =16
(b) r?cos20 =9
(c) 1% cos20 = 322
(d) r? =22
6.3.2. (a) r2=9r cos ¢
(b) p =m/4ep=3m/4
(c) r?sen¢p =9
(d) rsen? ¢ = 2cos ¢
6.3.3. (a) X2 4+y> =16
(b) x?+y? =9x
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2 3

-y =z
Zzy — (x2 +]/2)4

2Z2=x>+y%z>0

z=9

X2 (x% 4+ y? + 22) = 4y?

24 y? 22 =6y+3z

x =atanscost, y= bsecs, z = ctanssent
x =astant, y =Dbssect, z= s2

x =ascost, y=bssent, z=s

x=x(t), y=y(t), z=s,ondex=x(t), y=y(t)éumaparametrizagdo da curva f(x,y) =0
x =sx(t), y=sy(t), z=s,ondex=x(t), y=y(t)éumaparametrizagdo da curva f(x,y) =

x = x(t)coss, y = x(t)sens, z = z(t), onde x = x(t), z = z(t) é uma parametrizacdo da
curva f(x,z) =0

x=x(t)+as, y=y(t)+bs, z=s,ondex =x(t), y=y(t) éuma parametrizagdo da curva
flxy) =0
y =1 =2
x? +y? = t?cos’t + t?sen’ t = 12 = z?
Uma parametrizac¢do para o cilindro é
X =cost, y=sent e z=s.

Vamos usar a equagdo do plano para eliminar s na parametrizacdo do cilindro. Substituindo-se a
parametrizacdo do cilindro na equagdo do plano obtemos

sent+s=2.
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Assim,
s =2 —sent.

Portanto,
x =cost, y=sent, z=2-—sent

para t € [0,27] é uma parametrizagdo para a curva.

Matrizes Vetores e Geometria Analitica Margo 2012
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461

>> vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2)1);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> p=[1,3];

>> A=[v1;v2;p].’

>> escalona(A)

[1, 0, -2(1/2)]
[o, 1, 2%2°(1/2)]
Assim, as coordenadas de P em relacdo ao sistema S séo:
o
22
>> vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2),0]);
>> v2=sym([0,0,11);
>> v3=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2),0]);
>> p=[2,-1,2]; A=[v1;v2;v3;p].’;
>> escalona(A)
[ 1, 0, 0, 3/2%2°(1/2)]
[ o, 1, 0, 2]
[ o, 0, 1, 1/2%2°(1/2)]
Assim, as coordenadas de P em relacgdo ao sistema S séo:
3v2/2
V2/2

>> vi=sym([-1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> v=2x%v1+v2

[ —v2/2 3v2/2 ]
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>> vi=sym([0,1/sqrt(2),-1/sqrt(2)]1);
>> v2=sym([1,0,0]);

>> v3=sym([0,1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> v=-v1+v2+2*v3

v = 3 1 3
[1 Vv2/2 3v2/2]
As coordenadas de Uj, U, e Uz em relacio ao sistema & = {O,Uy, Uy Uz} sdo dadas por
[ 1 0 0 1 0 0 1 1
0 ] , [ 1 ] e { 0 ],respectivamente. Assim,U; = | O 1/2 —+/3/2 [ 0 ] = { 0|,U =
|0 0 1 0 3/2 1/2 0 0
(1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1/2 —+/3/2 ] { 1 ] = [ 1/2 elz=1|0 1/2 —/3/2 ] [ 0 ] = { —/3/2
| 0 V3/2 1/2 0 V3/2 0 3/2 1/2 1 1/2

>> p=sym([sqrt(3),1]1).’; pr=sym([sqrt(3),-11).7;
>> A=[cos(th),-sin(th) ;sin(th),cos(th)];

>> expr=A*pr-p

expr = [ cos(th)*3~(1/2)+sin(th)-3"(1/2)]

[ sin(th)*3~(1/2)-cos(th)-1]
>> solve(expr(1,1),expr(2,1),th)
ans = 1/3xpi

A rotagdo é de 7t/3.
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479

>> a=sym(9) ;b=sym(-4) ; c=sym(6) ;
>> A=[a,b/2;b/2,cl;

>> syms x

>> p=det (A-x*eye(2))

p = 50-15*x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 5][ 10]

>> al=5;c1=10;

>> escalona(A-5*eye(2))

[ 4, -2]

[ -2, 1]

ans =

[ 1, -1/2]
[ 0, 0]

A solugdo geral de (A —50)X =0¢

Como ||(a,2a)|| = 1 se, e somente se, «
(1/+/5,2/+/5) e Uy = (—2/+/5,1/+/5) para caracterizar os novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(5),-2/sqrt(5);...

2/sqrt(5),1/sqrt(5)])

_ [ V5/5 —2v5/5
L 2v5/5 V5/5

>> syms x1 yi
>> expr=al*x17~2+cl*y172-30

P

5x12 +10y;%2 — 30

Wy, ={(a,2a) | « € R}

+1/+/5, entdo podemos tomar os vetores U
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>> expr=expr/30

0%/6+y1%/3 -1
>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P)
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>> a=sym(3) ;b=sym(-8) ; c=sym(-12);
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = —52+9*x+x"2

>> solve(p)

ans = [ -13][ 4]

>> al=-13;c1=4;

>> escalona(A+13x*eye(2))

[ 16, -4]

[ -4, 1]

ans =

[ 1, -1/4]
[ 0, 0]

A solugdo geral de (A +13L)X =0¢

Wy = {(a,4a) | x € R}
Como ||(a,4a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/+/17, entdo podemos tomar os vetores U; =
(1/v17,4/v17) e Up = (—4/+/17,1/+/17) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(17),-4/sqrt(17);...
4/sqrt(17) ,1/sqrt (17)1)

p_ V17/17  —4\/17/17
L aV17/17 0 V17717

>> expr=al*x1”2+cl*xyl1~2+81
—13x1%2 + 41,2+ 81

>> expr=expr/81

—é—?xﬁ—l— %ylz—Fl

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P)
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>> a=sym(2) ;b=sym(-4) ; c=sym(-1);
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = —6-x+x"2

>> solve(p)

ans = [ -2][ 3]

>> al=-2;c1=3;

>> escalona(A+2*eye(2))

[ 4, -2]

[ -2, 1]
ans =

[ 1, -1/2]
[ 0, 0]

A solugdo geral de (A +2[)X =0¢

Wi = {(a,20) | « € R}
Como ||(a,2a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/+/5, entdo podemos tomar os vetores U; =
(1/ 5,2/ \/5) el =(-2/ V5,1/ \@) para caracterizar os novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(5),-2/sqrt(5);...
2/sqrt(5),1/sqrt(5)]1)

V5/5 —25/5
2v5/5 1/5/5

>> expr=al*x1”2+clxyl~2+24
—2x12 43,2 +24

P:

>> expr=expr/24
—x12/12+y12/8+1
>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P)
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>> a=sym(21) ;b=sym(6) ; c=sym(13);
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = 264-34*x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 12][ 22]

>> al=12;c1=22;

>> escalona(A-12xeye(2))

[ 9, 3]
L3, 1]

ans =

[ 1, 1/3]
[ o, o]

A solugdo geral de (A —121,)X =0¢
Wy = {(a, =3a) |2 € R}
Como ||(x, —3a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/+/10, entdo podemos tomar os vetores U; =

(1/ V10, -3/ m) el = (3/ V10, 1/\/E) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(10),3/sqrt(10);...
-3/sqrt(10),1/sqrt(10)]1)

Vv10/10  3v/10/10
—3v/10/10 +/10/10

>> expr=al*x1~2+cl*y172-132
12x12 + 22,2 - 132

P:

>> expr=expr/132
x2/11+y2/6 -1
>> elipse(sqrt(11),sqrt(6),P)
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>> a=sym(4) ;b=sym(-20) ; c=sym(25) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = —29%x+x72

>> solve(p)

ans = [ 0][ 29]

>> al=0;c1=29;

>> escalona(A)

[ 4, -10]
[ -10, 25]
ans =

L 1, -5/2]
[ o, 0]

A solugdo geralde AX =0 ¢
Wi = {(5«,20) | « € R}

Como ||(5¢,2a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/1/29, entdo podemos tomar os vetores U; =
(5/v29,2/v29) e Up = (—2/+/29,5/+/29) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([2/sqrt(29),2/sqrt(29);...
-2/sqrt(29),5/sqrt(29)1)

5 2
55 V29 —355v29

P=| 3% 5

35 29 35 29
>> e=-15;f=-6;
>> [e,f]*P

ans = [ -3%297(1/2), 0]

>> el=ans(1,1);fl=ans(1,2);

>> expr=al*x1~2+cl*yl~2+elxx1+f1x*yl
29y12 — 3/29x;

>> expr=expr/29
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y1® = 55 V29
>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)
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>> a=sym(9) ;b=sym(6) ; c=sym(1) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = —10*x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 0][ 10]

>> al=0;c1=10;

>> escalona(A)

[ 9, 3]

[ 3, 1]
ans =

[ 1, 1/3]
[ o, 0]

A solugdo geral de AX =0 ¢
Wy = {(a, =3a) | x € R}

Como ||(«, —3a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/+/10, entdo podemos tomar os vetores U; =
(1/+/10,-3/+10) e U, = (3/+/10,1/+/10) para caracterizar os novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(10),3/sqrt(10);...
-3/sqrt(10),1/sqrt (10)]1)

p_ [ VI0/10  3v10/10
| =3v10/10 +/10/10

>> e=-10%sqrt (10) ;£=10*sqrt (10) ;

>> [e,f]*P

ans = [ -40, -20]

>> el=ans(1,1);fl=ans(1,2);

>> expr=al*x1”2+clxyl1~2+el*x1+f1*xy1+90

10y1%2 —20y; — 40x; + 90
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>> syms x2 y2
>> expr=subst (expr,yl,y2+1)

102 + 80 — 40 x;

>> expr=subst (expr,x1,x2+2)
10y, — 40 x,

>> expr=expr/10

y22 —4x,

>> paraby(1,P, [2;1])
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>> a=sym(5) ;b=sym(-6) ; c=sym(5) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = 16-10%x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 2][ 8]

>> al=2;c1=8;

>> escalona(A-2*eye(2))
[ 3, -3]

[ -3, 3]

ans =

[ 1, -1]

[ o, 0]

A solugdo geral de (A —2I)X =0¢
Wi = {(a,a) | 2« € R}

Como ||(a,a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/ V2, entdo podemos tomar os vetores U; =
(1/ V2,1/ ﬁ) el =(-1/ V2,1/ ﬁ) para caracterizar os novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2);...
1/sqrt(2),1/sqrt(2)1)

p_ | V2/2 —Vv2/2

v2/2 V272
>> e=-30*sqrt(2) ;£=18*sqrt (2);
>> [e,f]*P

ans = [-12, 48]
>> el=-12;f1=48;
>> expr=al*x1”2+cl*xyl1”2+el*x1+f1*xyl1+82

2x12 +8y12 —12x; + 48y, +82
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>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2x72 — 8+ 81,2

>> expr=expr/8

% /4 — 1+ y)?

>> elipse(2,1,P,X0)
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>> a=sym(5) ;b=sym(12) ; c=sym(0) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = —5*x+x72-36

>> solve(p)

ans = [ -4][ 9]

>> al=-4;c1=9;

>> escalona(A+4*xeye(2))

[ 9, 6]

[ 6, 4]
ans =

[ 1, 2/3]
[ o, 0]

A solugdo geral de (A +4L)X =0¢
Wi = {(2a, —3a) | « € R}

Como ||(2a, —3a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/+/13, entdao podemos tomar os vetores U; =
(2/ V13,-3/ \/ﬁ) el = (3/ V13,2/ \/E) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([2/sqrt(13),3/sqrt(13);...
-3/sqrt(13),2/sqrt(10)]1)

p_| 2/v13 3/V13
| -3/V13 2/V13

>> e=-12*sqrt(13) ;£=0;

>> [e,f]*P

ans = [ -24, -36]

>> el=-24;f1=-36;

>> expr=al*x1”2+clxyl1”2+el*xx1+f1*y1-36

—4x12+9y12 —24x; — 36y, — 36
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>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—4x72 — 36+ 9,2

>> expr=expr/36
—x2/9 — 1+ % /4

>> hiperby(2,3,P,X0)
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>> a=sym(6) ;b=sym(-4) ; c=sym(9) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = 50-15*x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 5][ 10]

>> al=5;c1=10;

>> escalona(A-5*eye(2))

[ 1, -2]
[ -2, 4]
ans =

[ 1, -2]
[ o, 0]

A solugdo geral de (A —5L)X =0¢
W; ={(2a,a) | « € R}

Como ||(24,a)|| = 1 se, e somente se, « = +1/+/5, entdo podemos tomar os vetores U; =
(2/+/5,1/+/5) e Uy = (—1/+/5,2/+/5) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([2/sqrt(5),-1/sqrt(5);...
1/sqrt(5),2/sqrt(5)1)

p_|2/v5 —1/V5
CL/VE 2/VE

>> e=-4*sqrt (5) ;£=-18*sqrt(5);

>> [e,f]*P

ans = [ -26, -32]
>> el=-26;f1=-32;
>> expr=al*x1~2+clxyl~2+el*x1+f1xyl1-5

5x12 +10y;2 —26x; —32y; — 5
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>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

5x22 — 32 +10y,?
>> expr=expr*5/322
25 2 25 2
w1ty

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)
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>> a=sym(1) ;b=sym(2*sqrt (3));c=sym(-1);
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = —4+x72

>> solve(p)

ans = [ 2][ -2]

>> al=2;cl1=-2;

>> escalona(A-2*eye(2))

( -1, 37(1/2)1]

[ 37(1/2), -3]
ans =

[ 1, -37(1/2)]
[ 0, 0]

A solugdo geral de (A —2I)X =0¢é

W; = {(v3a,a) | « € R}

Como ||(v/3a,a)|| = 1 se, e somente se, «

>> P=sym([sqrt(3)/2,-1/2;...
1/2,sqrt(3)/2])

p_ { V3/2 —1/2 ]
Tl 1/2 VB/2

>> costh=sqrt((cos2th+1)/2)
costh = 1/2*%37(1/2)

>> senth=sqrt(l-costh~2)
senth = 1/2

>> e=6;£=0;

>> [e,f]*P

+1/2, entdo podemos tomar os vetores U
(\@/2, 1/2) el = (—1/2, \/5/2) para caracterizar os novos eixos.
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ans = [ 3%37(1/2), -3]
>> el=3xsqrt(3);f1=-3;
>> expr=al*x1”2+cl*xyl~2+el*xl1+flxyl

2x12 —2y12 +3v3x; — 3y

>> X0=[-3%3"(1/2)/4;-3/4];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)
2x0% —9/4 — 2,2

>> expr=expr*4/9

§x2? —1—§ys’

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
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>> a=sym(8) ;b=sym(-16) ; c=sym(8) ;
>> A=[a,b/2;b/2,c];

>> p=det (A-x*eye(2))

p = —16*x+x"2

>> solve(p)

ans = [ 0][ 16]

>> al=0;c1=16;

>> escalona(A)

[ 8, -8]
[ -8, 8]
ans =

L 1, -1]
[ o, 0]

A solugdo geral de AX =0¢

Wy = {(a,«a) |« € R}
Como ||(x,a)|| = 1 se, e somente se, x = +1/+/2, entdo podemos tomar os vetores U; =
(1/ V2, 1/\5) el =(-1/ V2,1/ \ﬁ) para caracterizar 0s novos eixos.

>> P=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2);...
1/sqrt(2),1/sqrt(2)1)

p_ | vV2/2 —Vv2/2

V2/2 V2/2
>> e=33*sqrt(2) ;f=-31*sqrt(2);
>> [e,f]*P

ans = [ 2, -64]
>> el=2;f1=-64;
>> expr=al*x1”2+clxyl1~2+el*x1+f1*xy1+70

16y12 +2x1 — 64y, + 70
>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
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1612% +6 +2x

>> expr=subst (expr,x1,x2-3)
162> +2x;

>> expr=expr/16

]/22 +x3/8

>> parabx(-1/32,P, [-3;2])
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497

>> a=2;b=30;c=23;d=0;e=72;£=0;

>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,£/2;e/2,£/2,c])

>> syms X

>> solve(det (A-x*eye(3)))
ans = [ -25][ 30][
>> al1=-25;b1=30;c1=50;
>> escalona(A-al*eye(3))
[ 27, 0, 36]

[ 0, 55,

[ 36, 0, 48]

ans =
L 1,
L o, 1,
L o, O,

0, 4/31]
0]
0]

A solugdo geral de (A —a1I3)X =0¢

Como ||(—4a,0,3a)|| =1 se, e somente se, « = +1/5, entdo podemos tomar U; = (—4/5,0,3/5).

>> escalona(A-blxeye(3))

[ -28, 0,
L o, o,
[ 36, 0,
ans =

(@]

>

Lo B e B e |
O O =
o O O
O =

| N [y Sy — )

361
0]
-71

Wy = {(—4«,0,30) | « € R}
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A solugdo geralde (A —b1I3)X =0¢

W, ={(0,4,0) | « € R}
Como [[(0,«,0)|| =1 se, e somente se, « = 1, entdo podemos tomar U, = (0,1,0).
>> U1=[-4/5,0,3/5]1;

>> U2=[0,1,0];
>> P=sym([U1°,U2’,pv(U1’,U02°)])

—4/5 0 =3/5
P = 0 1 0
3/5 0 —4/5

>> syms x1 yl1 z1
>> expr=al*x1~2+blxyl~2+cl*z172+150

—25x1% +30y12 + 5022 + 150
>> expr=-expr/150
1/6x1> —1/5y,2 —1/322 -1

>> hiperbo2x(sqrt(6),sqrt(5),sqrt(3),P)
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>> a=144;b=100;c=81;d=0;e=-216;f=0;

>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,£/2;e/2,£/2,c])
>> solve(det (A-x*eye(3)))

ans = [ 0][ 100][ 225]

>> al=0;b1=100;c1=225;

>> escalona(A-al*eye(3))

[ 144, 0, -108]
[ 0, 100, 0]
[ -108, 0, 81]
ans =

[ 1, 0, -3/4]
[ 0, 1, 0]
[ 0, 0, 0]

A solugdo geralde (A —a1I3)X =06
Wy ={(3«,0,4a) | « € R}
Como |[(3a,0,4«)|| = 1 se, e somente se, « = +1/5, entdo podemos tomar U; = (3/5,0,4/5).

>> escalona(A-blxeye(3))

[ 44, 0, -108]
[ 0, 0, 0]
[ -108, 0, -19]
ans =

[ 1, 0, O]

[ 0, 0, 1]

[ 0, 0, O]

A solugdo geralde (A —b1I3)X =0¢
Wy = {(0,4,0) | « € R}

Como |[(0,a,0)|| =1 se, e somente se, « = %1, entdo podemos tomar U, = (0,1,0).
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>> U1=[3/5,0,4/51;;
>> U2=[0,1,0];
>> P=sym([U1’,U2’,pv(U1’,U2°)])

3/5 0 —4/5
P = 0 1 0
4/5 0 3/5
EDU> K=[-540,0,-720];
EDUs K+P
ans = [ -900, 0, 0]

>> expr=al*x1”2+blxyl1~2+cl1*xz172-900%*x1
100 y12 + 225212 — 900 x;

>> expr=expr/900

1/9y1%2 +1/4z1% — x;

>> parabolx(1,3,2,P)
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>> a=0;b=0;c=0;d=2;e=0;£=0;
>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,£/2;e/2,£/2,c])
>> solve(det (A-x*eye(3)))
ans = [ 0J[ 11[ -1]

>> al=0;bl=1;cl=-1;

>> escalona(A-al*eye(3))

[ 0, 1, O]

[ 1, 0, 0]

[ 0, 0, O]

ans =

[ 1, 0, O]

[0, 1, O]

[ 0, 0, 0]

A solugdo geral de (A —a113)X =0¢
Wy ={(0,0,a) | « € R}
Como [[(0,0,«)|| =1 se, e somente se, « = 1, entdo podemos tomar U; = (0,0,1).

>> escalona(A-blxeye(3))

[ -1, 1, 0]
[ 1, -1, 0]
[ o, 0, -1]
ans =

[ 1, -1, 0]
[ o, 0, 1]
[ o, 0, 0]

A solugédo geralde (A —b1I3)X =0¢
Wy = {(a,,0) |« € R}
Como ||(a,«,0)|| = 1se, e somente se, x = +1/+/2, entdo podemos tomar U, = (1/+/2,1/+/2,0).
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>> U1=[0,0,11;
>> U2=[1/sqrt(2),1/sqrt(2),0];
>> P=sym([U1’,U2’,pv(U1’,U2°)]1)

0 V2/2 —V2/2
P=1|0 v2/2 V2/2
1 0 0
>> K=[0,0,1];
>> KxP

ans = [ 1, 0, 0]
>> expr=al*x17~2+blxyl~2+cl*z172+x1

2 2
y1©—z1"+x1

>> hiperbo2x(sqrt(6),sqrt(5),sqrt(3),P)
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>> a=0;b=0;c=0;d=2;e=2;f=2;
>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,£/2;e/2,£/2,c])
>> solve(det (A-x*eye(3)))
ans = [ 2][ -11[ -1]

>> al=-1;bl=-1;c1=2;

>> escalona(A-al*eye(3))

[ 1, 1, 1]

[ 1, 1, 1]

[1, 1, 1]

ans =

[1, 1, 1]

[ 0, 0, 0]

[ 0, 0, 0]

A solugdo geral de (A —a1I3)X =06
Wi ={(—a—Bap)|apecR}

(—a—pB,a,B) =a(-1,1,0) + B(—1,0,1)

Assim, toda solugdo de (A — a113) X = 0 é combinagéo linear de V; = (—1,1,0) e V, = (—1,0,1). Sejam
Wi = Vi e Wy =V, — projy, V2. Podemos tomar Uy = Wi /||[Wa|| e Uy = Wa/||[Wa]].

>> Vi=[-1,1,0];Vv2=[-1,0,1];
>> W1=V1,W2=V2-proj(W1,V2)
wi=[ -1, 1, 0]

w2 =[ -1/2, -1/2, 1]

>> U1=W1/no(W1),U2=W2/no (W2)

Up=1[ —-v2/2 v2/2 0]
=] -1/vV6 -1/vV6 6/3 ]
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>> P=sym([U1’,U02’,pv(U1’,02°)])

—V2/2 —1/V6 1/V/3
P=| V2/2 —1/v6 1/V/3
0 V6/3  1//3

>> K=[-6,-6,-4];
>> K1=KxP

Ky = [0,2v2/V/3,-16V/3]

>> g1=K1(1) ;h1=K1(2);11=K1(3);
>> expr=al*x1~2+blxyl”2+cl*z1 " 2+gl*x1+hl*xyl+il*z1-9

—x12 —y1?+2z12+2/3V6y; —16/3/321 — 9
>> syms x2 y2 z2

>> X1=[x1;y1;2z1]; X2=[x2;y2;22];
>> X0=[g1/(2*al) ;h1/(2%b1);i1/(2%c1)]

0
-V6/3
—4/V/3
>> expr=subst (expr,X1,X2-X0)

—x22 — 2?2 +222 +1

>> hiperbolz(1,1,1/sqrt(2),P,X0)
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>> a=7;b=7;c=10;d=-2;e=-4;f=4;

>> A=sym([a,d/2,e/2;d/2,b,£/2;e/2,£/2,c])
>> solve(det (A-x*eye(3)))

ans = [ 12][ 6][ 6]

>> al=6;bl=6;c1=12;

>> escalona(A-al*eye(3))

[ 1, -1, -2]
(-1, 1, 2]
[ -2, 2, 4]
ans =

[ 1, -1, -2]
[ 0, 0, 0]
[ o, 0, 0]

A solugdo geral de (A —a1I3)X =06
Wi = {(2a+B,Ba) | a,p € R}

(2a+B,B,a) = a(2,0,1) +B(1,1,0)

Assim, toda solugdo de (A —a1l3)X = 0 é combinacdo linear de V; = (2,0,1) e Vo = (1,1,0). Sejam
Wi = Vi e Wy = V; — projy, V2. Podemos tomar Uy = Wi /||[Wi|| e Uy = Wo/||[Wh]].

>> Vi1=[2,0,1];v2=[1,1,0];

>> W1=V1,W2=V2-proj(Wi,V2)
Wi =[2,0,1]

w2 =[ 1/5, 1, -2/5]

>> U1=W1/no (W1),U2=W2/no (W2)

U =[2/V5 0 1/v5 |
U= [ 1/v30 V5/vE —v6/(3v5) ]




646

>> P=sym([U1’,U02’,pv(U1’,02°)])

2/v/5  1/4/30  —1/V6
P = 0 V5//6 1/v6
1/v5 —V6/(3V5) 1/v6

>> K=[-12,12,60];
>> K1=Kx*P

Ky = [36/v/5, —121/6/+/5,24+/6]

>> g1=K1(1) ;h1=K1(2);11=K1(3);
>> expr=al*x17~2+blxyl~2+cl*z1 " 2+glxxl+hl*xyl+il*z1-24

6x12 + 6112 + 12212 + 32 /Bxy — 2 V/6/5y1 +24 V621 — 24
>> X0=[gl1/(2*al) ;h1/(2%b1);i1/(2*c1)]

3/5/5
[ —1/5v6V/5 ]
V6

>> expr=subst (expr,X1,X2-X0)
6% + 6% + 1222 — 114

>> expr=expr/114

1/19x% +1/19y2% +2/1925% — 1

>> elipso(sqrt(19),sqrt(19),sqrt(19/2),P,X0)
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l}djunta de uma matriz, 115 Circulo, 292
Angulo Circunferéncia em coordenadas polares, 332
entre planos, 252 clf, 61
entre reta e plano, 274
entre retas, 248
entre vetores, 164
Assintota, 299

Cofator de um elemento, 96, 97
Combinacéao linear, 153, 192
Cone circular, 387

axiss, 156, 196 Cone eliptico, 387
Cobnicas, 286
box, 156, 196 (ndo) degeneradas, 286

Conicas em coordenadas polares, 325

Cadeia de Markov, 13 Coordenadas cilindricas, 427

Caracterizacdo das conicas, 310

Cilindro Coordenadas esféricas, 434
eliptico, 390 Coordenadas polares, 319
hiperbolico, 390 Cosseno hiperbélico, 341
parabélico, 390 Curva diretriz, 400
quadrico, 390 Curva geratriz, 412
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desvet, 156, 196

det, 124

Determinante, 95
de Vandermonde, 125
desenvolvimento em cofatores do, 98, 102
propriedades do, 100

detopelp, 124

diag, 19

Diretriz, 398

diretriz, 400

Distancia
de um ponto a um plano, 255
de um ponto a uma reta, 259
de uma reta a um plano, 274
entre dois planos, 262
entre dois pontos, 163
entre duas retas, 264

Eixo(s)
da elipse, 292
de revolugdo, 412
polar, 319
eixos, 62, 156, 196
Elipse, 287
excentricidade da, 292
elipse, 479
elipso, 497
Elipsoide, 362
Equacao (equagoes)
da reta, 222
geral do plano, 204

linear, 29
na forma simétrica da reta, 234
paramétricas, 337
paramétricas da curva, 337
paramétricas da reta, 222
paramétricas da superficie, 439
paramétricas de curvas no espaco, 446
paramétricas de superficies, 439
paramétricas do plano, 219
quadraticas, 359
vetorial da reta, 222

Escalar, 4

escalona, 61

Esfera, 362

Excentricidade
da elipse, 292
da hipérbole, 300

eye, 19

Foco(s)
da conica, 310
da elipse, 289
da Hipérbole, 297
da parébola, 305
Fungdes hiperbélicas, 341

Geratriz, 400, 412
Grandezas vetoriais, 132

Hélice, 447
hiperboix, 497
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hiperboly, 498

hiperboiz, 498

hiperbo2x, 498

hiperbo2y, 498

hiperbo2z, 499

Hipérbole, 295

Hiperboloide de duas folhas, 368
Hiperboloide de uma folha, 365
hiperbx, 480

hiperby, 480

Identidade de Lagrange, 199
Interpolagdo polinomial, 86

1lin, 245
lineplan, 246
lineseg, 156, 196

Matriz (matrizes), 1
escalonada, 37
escalonada reduzida, 36
adjunta (classica), 115
anti-simétrica, 25
aumentada, 31
coluna, 2, 150
coluna de, 1
de rotacdo, 459
de transigdo, 13
de Vandermonde, 88
determinante de, 95
diagonal, 21, 93

diagonal (principal) de, 2
diferenca entre, 12

do sistema linear, 30
elementar, 49

elemento de, 2

entrada de, 2
equivalente por linhas, 43
identidade, 9

iguais, 2

inversa de, 69

invertivel, 69

linha, 2, 150

linha de, 1

mdltiplo escalar de, 4
multiplicagdo por escalar, 4
nio invertivel, 69

nula, 8

ortogonal, 455

poténcia, 12

produto de, 4
propriedades de, 8
quadrada, 2

simétrica, 25

singular, 69

soma de, 3

traco de, 25

transposta de, 7
triangular inferior, 99
triangular superior, 125

matvand, 61
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Menor de um elemento, 95
Método de Gauss, 41

Método de Gauss-Jordan, 38
Mudanca de coordenadas, 452
Multiplo escalar, 4, 138

no, 195

Norma de um vetor, 161
Notacdo de somatério, 5, 8, 27
numeric, 19

oe, 61
opel, 61
Operacao elementar, 31

parabolx, 499
paraboly, 499
parabolz, 499
parabo2x, 500
parabo2y, 500
parabo2z, 500

Paréabola, 303
Paraboloide eliptico, 376
Paraboloide hiperbdlico, 383
parabx, 480

paraby, 480

Paralelo, 412

pe, 195

Pivo, 33

plan, 246

Plano (planos), 204

vetor normal do, 204
concorrentes, 277
equagdo geral do, 204
equagdes paramétricas do, 219
mediador, 272
paralelos, 277
plotci, 62
plotfl, 62
po, 156, 196
poline, 246
Polo, 319
poly2sym, 61
poly2sym2, 62
Pontos
colineares, 155
coplanares, 191
poplan, 246
Posigdes relativas
de dois planos, 275
de duas retas, 275
de plano e reta, 279
de trés planos, 279
Produto
escalar ou interno, 166
propriedades do, 172
misto, 186
vetorial, 175
propriedades do, 179
vetorial duplo, 199
Produto vetorial duplo, 199
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Projecéo ortogonal, 172 em relacdo aos eixos coordenados, 362

pv, 196 em relagdo aos planos coordenados, 362
Sistema de coordenadas, 453

randi, 19 cartesianas, 140, 319, 427

Regra da mdo direita, 177 cilindricas, 427

Regra de Cramer, 112, 120 esféricas, 434

Representagdo paramétrica polares, 319

da curva, 337

retangulares, 140
retangulares no espago, 144
Sistema de equagdes lineares, 29
Sistema homogéneo, 45
solucédo trivial de, 45
Sistema(s) linear(es), 29
conjunto solugéo de, 30
consistente, 60
equivalentes, 33
homogéneo, 45

da superficie, 439
Reta (retas), 222
concorrentes, 248, 275
diretriz da conica, 310
diretriz da pardbola, 305
equagcdo vetorial da, 222
equagdes na forma simétrica da, 234
equagdes paramétricas da, 222
geratriz do cone, 294

ralelas, 248, 27

I;:V:ria;:’248%,2755 solugdo (geral) de, 30

vetor diretor da, 222 Solugao ) .
Reta geratriz, 400 geral de sistema linear, 30
rota, 156, 196 trivial de sistema homogéneo, 45
Rotacgdo, 458 solve, 19

subs, 61

Se¢do meridiana, 412 subst, 245, 479, 497
Secdo conica, 286 Superficies
Segmento (de reta) orientado, 132 de revolucdo, 412
Sela, 383 cilindricas, 400
Seno hiperbélico, 341 cOnicas, 406
Simetria quadricas, 359

em relacdo a origem, 362 sym, 19
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syms, 19 unitdario, 163

tex, 156, 196 zeros, 19
Translagéo, 459 zoom3, 156, 196

Variéaveis livres, 41
Vértice(s)
da elipse, 292
da hipérbole, 300
da pardbola, 308
Vetor (vetores), 2, 132
angulo entre, 164
candnicos, 180
colineares, 138
componentes de, 140, 144, 146, 150
comprimento de, 161
coplanares, 191
de estado, 13
diferenca de, 136
multiplicagdo por escalar, 138, 142, 148
multiplo escalar, 138
norma de, 161
normal ao plano, 204
nulo, 136
ortogonais, 164
paralelos, 138
produto escalar ou interno de, 166
produto misto de, 186
produto vetorial de, 175
simétrico, 136
soma de, 134, 142, 148
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