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Apresentacao
Caro Leitor,
Seja bem-vindo ao estudo de Andlise Matematica.

Provavelmente esta é uma das ultimas disciplinas que faltam
para vocé se graduar em Matemadtica. Os contetidos apresentados
neste livro aprofundam o seu conhecimento anterior e tém como
principal finalidade ampliar sua intuicdo matemaética e seu racio-
cinio l6gico.

Para isso, vocé serd introduzido na linguagem formal da Matema-
tica, onde os conceitos, proposi¢oes etc. sdo tratados com forma-
lismo e rigor. No entanto, a linguagem matematica clara e precisa
que vamos usar nao serd carregada em demasia, de forma a nao
prejudicar o desenvolvimento das ideias e o proprio aprendizado.

Sem descuidar do rigor matemético, procuramos apresentar os
contetidos de uma maneira envolvente, de forma a lhe propiciar
uma aprendizagem autonoma e agradavel. Caberd a vocé a busca
do entendimento dos conceitos, das demonstracdes, bem como a
resolucao dos exercicios propostos.

Os conceitos explorados sdo: conjuntos enumeréaveis e revisao de
supremo e infimo; nog¢des bdasicas de topologia em espagos mé-
tricos, com énfase para os espagos Euclidianos; convergéncia de
sequéncias em espagos métricos, explorando alguns resultados
relevantes em R ; continuidade, destacando-se os teoremas mais
importantes utilizados no estudo de Calculo.

A fim de tornar a notagao utilizada mais leve e simples, inicial-
mente apresentamos os conceitos no contexto de um espago mé-
trico geral. No entanto, no decorrer de todo o texto, a maior parte
dos exemplos e aplicagdes é desenvolvida nos espagos Euclidia-
nos R", n=1,2,3.

Mesmo que os contetidos possam lhe parecer dificeis em alguns
momentos, enfrente o desafio. Estude com afinco e dedicacao.
Acreditamos que esta disciplina vai lhe proporcionar uma visao



mais abrangente da Matematica, lhe abrindo horizontes como
professor desta bela e desafiadora drea do conhecimento humano.

Se voceé gostar do estudo de Andlise, vocé é um forte candidato
a seguir uma carreira académica em Matematica, cursando um
mestrado e, quicd, um doutorado.

Quando finalizar a disciplina, guarde seu livro, pois ele ainda
podera lhe ser 1til em seu caminho profissional.

Mirian Buss Gongalves
Daniel Gongalves



Capitulo 1

Cardinalidade e o corpo
dos numeros reais







1 cardinalidade e o corpo dos
numeros reais

Nesta unidade vocé ird se familiarizar com o conceito de
enumerabilidade de um conjunto, e terd a oportunidade
de rever algumas propriedades importantes dos niimeros
reais, as quais serdo fundamentais nos capitulos que se-
guem. Em particular, vocé poderd revisar a nogdo de su-
premo e infimo de um conjunto limitado.

1.1 Introducao

David Hilbert nasceu Antes de iniciar o seu estudo, leia a situagdao a seguir, conhecida

em Konigsberg em 1862 como o “Hotel de Hilbert”:
e recebeu seu Ph.D. da
universidade dessa cidade
em 1885, onde lecionou ate “Era uma vez um hotel com um niimero infinito de quartos. To-
1894. No periodo de 1895

. d tavam ocupados. Chegou um novo hdspede que n ita-
até 1930 foi professor da 0s es ocupados. Chego ovo héspede que necess

Universidade de Gottingen, va muito de hospedagem. Como o gerente poderia resolver seu
cidade onde faleceu em problema?”
1943.

A primeira idéia que vem em nossa mente é colocar o novo héspede
num dos quartos ji4 ocupados. Pode ndo ser uma idéia brilhante,
mas resolveria a situacdo, se o antigo hospede estivesse disposto a
compartilhar o seu quarto.

Veja s6 que “linda solu¢ao” podemos ter pelo fato de termos um
nimero infinito de quartos.

Numeramos os quartos do hotel
1,23,..n,.
Pegamos, entdo, o hospede do primeiro quarto e o passamos para o

segundo. O do segundo quarto, passamos para o terceiro. Procede-
mos assim sucessivamente.



Como resultado, todos os héspedes ficam acomodados nos quartos
subsequentes e o primeiro quarto ficard livre para acomodar o hés-
pede recém chegado.

O que vocé achou da solugao?
A situacdo analisada ilustra a idéia de conjunto infinito enumeravel,
isto é, de um conjunto infinito, cujos elementos podem ser colocados
na forma de uma lista.

Vocé pode perguntar:

Posso colocar em forma de uma lista todos os elementos de
um conjunto infinito?

Vamos ver que nem sempre isso é possivel. Os conjuntos cujos ele-

mentos nao podem ser dispostos em sucessao (ndo podem ser lista-
dos) sao chamados de conjuntos ndo enumeraveis.

1.2 Conjuntos finitos e infinitos enumeraveis
Vamos considerar os conjuntos:
N={1, 2, 3,...} = conjunto dos naturais

I, ={1,2,...,n} = conjunto dos naturais de 1 an

Com base nestes dois conjuntos temos a no¢ao de conjunto finito e
infinito enumeravel.

A idéia intuitiva que temos de um conjunto finito é de que podemos
contar seus elementos. Isso é o mesmo que colocar seus elementos
em correspondéncia um a um com os elementos de I, para algum n.

E quando um conjunto néo é finito?
Na histéria da humanidade, houve muita dificuldade para compre-

ender e aceitar grandezas infinitas. As primeiras referéncias vieram
com a religido, em expressoes do tipo “Deus é infinitamente bom”.



Georg Ferdinand Ludwig
Philip Cantor, filho de pais
dinamarqueses, nasceu em
S. Petersburgo, Russia, em

1845. Estudou na Suica e

na Alemanha e desenvolveu
sua carreira na Universidade
de Halle. Faleceu no
hospital de doencas mentais
de Halle, em 1918.

No campo da Matematica, um grande pesquisador, chamado Cantor,
desenvolveu um belo trabalho sobre conjuntos infinitos, introduzin-
do o conceito de cardinalidade. Ele mostrou que ha diferentes tipos
de conjuntos infinitos, ndo sendo possivel, em alguns deles, colocar
seus elementos em sucessao (na forma de lista). Surgiram assim, os
conceitos de conjunto enumerével e de conjunto ndo enumeravel.

Intuitivamente, um conjunto é enumeravel se seus elementos po-
dem ser colocados numa lista de modo que qualquer elemento do
conjunto pode ser alcangado se avangarmos o suficiente na lista.
Temos as seguintes defini¢oes.

Definigoes.

1.1 Um conjunto X é dito finito se é vazio ou se, para algum 7, existe
uma bijecao f:I, > X.

No dltimo caso, dizemos que X tem cardinalidade #, isto é, X tem
n elementos.

1.2 Se X ndo for finito, dizemos que X € infinito.

1.3 Um conjunto infinito X é dito enumeravel se existe uma bijecao
f:N->X.

Exemplos.
1.1 Seja X ={x <R tais que |5x — 3| =7} . Qual a cardinalidade de X?

Temos que os elementos de X sdo as solugdes da equagao
5x=3|=7, ou seja, X :{—%,2}. Logo, X tem 2 elementos. A

fungao

€ uma bijecao.



1.2 O conjunto I dos nimeros inteiros positivos impares é enume-
ravel.

De fato, /:N —1; f(n)=2n-1 é uma bijecao, como vocé pode
visualizar no quadro que segue:

1 23 456
A R R
1 357 911

Nota: Subconjuntos infinitos de conjuntos enumeréveis sao
enumeraveis.

1.3 O conjunto dos ntimeros inteiros Z é enumeravel.

Vamos resgatar a idéia intuitiva. Podemos dispor todos os nu-
meros inteiros na forma de uma lista, como segue:

0,1-1,2-23-34,-45,-5,...

Qualquer ntimero inteiro, positivo ou negativo, serd alcangado
se avancarmos o suficiente nessa lista.

Existem outros conjuntos enumeraveis?

A resposta é sim, sendo o conjunto dos racionais o exemplo mais
importante (e surpreendente). As proposi¢oes que seguem indi-
cam um caminho para provar esse e outros resultados interes-
santes.

Proposicao 1.1. Se f: X — Y é injetiva e ¥ é enumerdvel, entdao X é
finito ou enumeravel.

Prova: Como Y é enumerével, existe uma bijecao g:Y¥ — N. Consi-
deremos a fungao composta h=go f: X > N.



Como f'e g sao injetivas, 0 mesmo ocorre com A. Portanto,

h:X - h(X)cN

€ uma bijecao.

Como A(X) <N, ele é finito ou enumeravel. Logo, X é finito ou enu-

meravel.
n

Proposicao 1.2. Seja X enumerével. Se f': X — Y é sobrejetiva, entdo
Y é finito ou enumerével.

Prova: De maneira similar a proposicao anterior note que como
X é enumerével existe uma bijecdo g:N — X e portanto a fun-
cdo composta fog:N—>Y é sobrejetiva. Agora, para todo
yeY defina h(y) como o menor elemento em (fog)™'(y).
Note que #:Y — N esta bem definida, pois todo subconjunto
dos naturais possui um menor elemento. Ainda, % € injetiva.

Logo, pela proposicao anterior, temos que Y é enumeravel.
[

Vamos relembrar a seguir um Teorema da Algebra que é utilizado
para provar que o produto cartesiano de N por N é enumeravel.
Como ele é um resultado preliminar necessario para essa prova o
introduzimos como um lema.

Lema (Teorema da Algebra). Todo nimero natural se decompde de
maneira inica como produto de fatores primos.

Proposicao 1.3. NxN é enumeravel.

Prova: Definimos
f:NxN—>N

(n, m)—2"3"
Temos que f é injetiva, pois
2M3™ =2"3" = (nym,) = (n,m,)

pelo lema anterior.

Pela proposicao 3 segue que NxN é enumeravel.



Proposicao 1.4. Se X e Y sao enumerdveis, entao X xY é enumerdvel.

Prova: Como X e Y sao enumerdveis, existem f:N—> X e
g:N Y bijecoes.

Definimos

h:NxN—->XxY
h(x, y)=(f(x), g(»)

Entdo h é sobrejetiva. Como NxN é enumeréavel, pela proposi-
¢ao 1.2, temos que X xY é enumerdvel.

Exercicio Proposto 1. Prove a proposicao 1.4 acima utilizando a pro-
posicao 1.1.

Corolario. O conjunto Q dos niimeros racionais é enumeravel.
Prova: Seja Z* o conjunto dos nimeros inteiros nao nulos,

isto 6, Z*=2Z—{0}. Entdo Z* é enumerével. Pela proposicio 6,
ZxZ* é enumeravel.

Definimos
fiZxZ¥—>Q
(m, n) 2
n

Temos que f é sobrejetiva (pela propria definicao de Q). Como
ZxZ7Z* é enumeravel, pela proposi¢ao 4, concluimos que Q é
enumeréavel.

Resgatando a idéia intuitiva de conjunto enumeréavel,
vocé pode se perguntar: Como listar os elementos de O?



Vamos exemplificar com os racionais positivos, O*. No quadro que
segue, ilustramos o procedimento. A lista é formada como indicado
pelas setas.

S 4 , 5
,21\ 2
RRNEE
3 3
4 5
4 4
4 5

Observe que agrupamos os elementos cuja soma do numerador com
o denominador é a mesma, eliminando os elementos repetidos. Isso
resultara na lista
1 1 1 2
2 3

L Ly 22,
2 3 4 3 2

que contém todos os racionais positivos.

Proposicao 1.5. Sejam X, X,,...,.X conjuntos enumeraveis. A

moeee

unido X =uX, é enumeravel.

Prova: Como X, é enumeravel, podemos considerar os ele-

mentos de X, como termos de uma sucesséo x,, ,x,, ,x

my > M3""'

Formamos o quadro

Este quadro contém todos os elementos de X. Como as setas
indicam, seus elementos podem ser dispostos em sucessao:

X115X215 X125 X315 %905 X135 X415 X355 X535 X450



Mais formalmente, note que a funcao f:NxN—>uUX, ,h dada
por f((n,m))=x,,,éumabijecdo,eportanto UX, éenumeravel.

Notas:

1) A uniao finita de conjuntos enumeréveis é enumeravel.

2) O produto cartesiano finito de conjuntos enumeraveis é enu-
meravel.

3) O resultado anterior ndo é valido para produtos infinitos.

1.3 Conjuntos nao enumeraveis

Segundo Cantor, dois conjuntos, 4 e B tem a mesma cardinalidade
quando é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre
os elementos de 4 e os elementos de B. Isso equivale a dizer que
existe uma bijecao entre 4 e B.

Vimos que o conjunto dos niimeros racionais é enumeravel.

Nao seriam, entdo, todos os conjuntos infinitos enumeraveis?

Em 1874 Cantor surpreendeu os matematicos de sua época com uma
descoberta muito importante. Ele mostrou que o conjunto dos nu-
meros reais tem cardinalidade diferente da do conjunto dos ntime-
ros naturais.

Definicao 1.4. Todo conjunto infinito que ndo é enumeravel, é dito
nao enumeravel.

Proposicao 1.6. O conjunto dos niimeros reais € ndo enumerdvel.

Prova: Vamos mostrar que o conjunto dos niimeros reais entre
0 e 1 é ndo enumeravel.

Para isso usaremos a representacao decimal infinita, que é
Unica para todo nimero real. Se vocé ndo lembrar leia a se-
¢ao.... do livro Anélise Matemaética para Licenciatura, de Ge-
raldo Avila.



Por exemplo,
0,397=0,396999...
0,5=0,4999...

Vamos supor que é possivel estabelecer uma correspondéncia biuni-
voca dos nimeros reais do intervalo (0, 1) com os nimeros naturais.

Podemos, entao, escrever esses nimeros em sucessao, X,,X,, Xs,...,
conforme o quadro a seguir:

X = 0,2, X, X5 X4
Xy = 0,0, X5 X3 Xy

Xy = 0,05 X35 X332

xn = 0’ xnl xn2 xn3 xn4"'

onde x;; sdo algarismos de 0 a 9.

Vamos, agora, estabelecer uma contradi¢ao. Vamos fazer isso usan-
do o “processo diagonal de Cantor”. Construimos um ndmero dife-
rente de todos os listados. Como?

Trocando os algarismos da diagonal. Assim, esse novo niimero sera
diferente de x,, na primeira casa decimal, diferente de x, na segun-
da casa decimal, diferente de x; na terceira casa decimal e assim
sucessivamente.

Dessa forma chegamos a um absurdo. Concluimos, entdo, que o

conjunto dos nimeros reais entre 0 e 1 € ndo enumeravel.
[

Nota: O conjunto dos niimeros reais tem a mesma cardinalida-
de do intervalo (0, 1). De fato, a funcao y =tg(mx — %) é uma
bijecdo do intervalo (0, 1) na reta toda (—o, ). Vocé pode usar
um software grafico para visualizar esta bijecao.

Veja que o resultado acima nos remete a uma reflexdo sobre os nu-
meros irracionais, que voltarao a ser discutidos na préxima unidade.



Exercicios Propostos

2) Os nimeros naturais podem ser escritos como a uniao dos natu-
rais impares e dos naturais pares:

N={,3,57.1U{24,6,8,..}

Esses dois conjuntos sao disjuntos e infinitos.
Dado um ntimero natural p >2, atribua alguns valores para p, e

mostre que existem conjuntos 4,, 4,,...,4,, infinitos e disjuntos,
tais que

3) Seja f:X =Y uma bijecdo. Mostre que um desses conjuntos é
finito se e somente se o outro também é finito.

4) Usando a definicao, prove que sdo enumeraveis:

a) P= Conjunto dos inteiros pares

b) I= Conjunto dos inteiros negativos impares

¢) Op= Conjunto dos racionais com denominador p.
5) Sejam X finito e Y enumeravel.

a) Existe uma funcdo injetiva f: X > Y?

b) Existe uma funcao sobrejetiva g: X - Y?

Justifique.

6) Mostre que o conjunto de todas as sucessdes cujos termos sao os
algarismos 0 e 1 é ndo enumerével.



1.4 Algumas Propriedades dos Numeros Reais

Nesta se¢ao vocé terd a oportunidade de revisar algumas proprie-
dades dos niimeros reais, que denotamos por R, as quais serdo uti-
lizadas no decorrer do seu aprendizado.

Definicao 1.5. Seja x e R. O médulo, ou valor absoluto, de x é defi-
nido por:
x,sex>0
|x| =< 0,sex=0

—x, sex<0

Nota: O médulo de x também pode ser definido por uma das se-
guintes expressoes:

|x| = max{x,—x} ou |x= Jx?

E importante vocé ja se familiarizar com as inequagdes a seguir,
envolvendo moédulo, pois inequagdes desse tipo serdo de vital im-
portancia nas secoes seguintes.

Exemplo. Determinar os valores de x tais que |x - a| <eg.
Temos:
x—d<e-e<x-a<e

Sa—-€eE<x<a+é
S xe(a—¢g, a+e).

Podemos representar graficamente:

-
A

A solucdo é constituida pelos elementos x pertencentes a um inter-
valo aberto de centro em a e raio ¢.

Também podemos dizer que a solugao é constituida pelos elementos
x tais que a distancia de x até a é menor que €. Neste caso, estamos
interpretando |x —a| como a distancia de x até a.



Propriedades: Sejam um corpo ordenado e x, y, z € R. Entéo:
Mod.1: |x+ | < |x| +|| (Desigualdade triangular).
Mod.2: |xy] =|u|y]-
Mod.3: [x|=[y| <[ ~|y] <|r - 5.
Mod.4: |x— 2| < |x— y+|y— 2.
Prova:
Mod.1: Temos as seguintes desigualdades:
— x| < x <Jx]
“=y<p.
Adicionando as desigualdades, vem:
—(x| + [y <x+y < (] +]3)-
Portanto,
e+ y[ <[+ |y
Mod.2: Temos,
ol = () =27y
Portanto,
o] =7 =V 37 =l

Mod.3: A primeira desigualdade dessa propriedade é trivial,

pois a <la|, Va.

Vejamos, entdo, a segunda desigualdade:

Pela propriedade Mod.1, temos que:



==y + i <lx -y +]y

|y|=|y—x+x|£|y—x|+|x|.

Trabalhando com essas inequagdes, obtemos:
%ﬂ%ﬂﬁh—ﬂ
=l <y =]
Multiplicando a segunda inequacao por -1, vem:
yﬂ—b43h—y
el =y 2 Ay =] = ~x =1

Portanto,

—|x—y| S|x|—|y| S|x—y| e, assim,

K= <l

Nota: A prova da propriedade Mod 4 € direta, sendo deixada como
exercicio.

1.5 Supremo e infimo

Nesta se¢ao nosso objetivo principal € introduzir os conceitos de
supremo e infimo em R . Como ambos sado similares, vamos centrar
mais nossa aten¢ao na nogao de supremo.

Vamos iniciar falando de conjuntos limitados. Temos a seguinte de-
finicao:

Definicao 1.6. Seja X um subconjunto de R.

a) Dizemos que X é limitado superiormente se 3b€R tal que
x <b para todo x € X. Neste caso X c (—,b] e b é chamado
uma cota superior de X.

b) Dizemos que X é limitado inferiormente se 3aeR tal que
x 2 a para todo x € X . Nesse caso X c[a,+») e a é chamado
uma cota inferior de X.

¢) Se X é limitado superior e inferiormente, dizemos que X é li-
mitado.

Nota: X é limitado < existem a, bR tais que X c|a, b].



Exercicios Resolvidos

Verificar quais dos seguintes conjuntos sao limitados inferiormente
e/ou superiormente.

2 X=1,3,57

b) X:{l,neN}

n

) X={-3n,neN}

Solucao:

a) Temos que 1 é uma cota inferior de X. Logo, X ¢ limitado in-
feriormente. Temos, também, que 7 ¢ uma cota superior de X.
Logo X ¢ limitado superiormente. Concluimos, assim, que X ¢
um conjunto limitado.

b) Podemos escrever

X:{l,l,l, l}
23 n

Temos que 0 < ls 1, Vn e N. Logo, X € um conjunto limitado
n

(0 ¢ uma cota inferior e 1 é uma cota superior).

N

¢) Temos,

X ={-3,-6,-9,-12,...,-3n,...}.

Podemos ver que -3 € uma cota superior de X. Portanto, X ¢
limitado superiormente.

O conjunto X ndo tem cota inferior. Ele ndo € limitado inferior-
mente. Concluimos que o conjunto X ndo € limitado.

Proposicao 1.7. Em R sao equivalentes:
i) Oconjunto dos niimeros naturais nao é limitado superiormente.

ii) Dados a, beR, a>0, 3neN tal que an>b.



1
i1l) Dado qualquer a >0, 3neN talque 0<—<a.
n

Prova:

i) = ii)Sejam a, beN, a>0.Como N ndo é limitado supe-

. b
riormente, 3n €N tal que n>—. Segue que an>b.
a

i) = iii) Em ii) tomamos a >0e b=1. Temos que 3neN tal

que an >b . Logo, l<a.
n

1
i) = i) Seja beR, b>0.Entdo Z>O.Poriii) dneN tal que
1

—< % Logo, n > b e, dessa forma, nenhum elemento de R
n

é cota superior de N.

Nota: Retome claramente em sua mente a no¢ao de cota superior
de um conjunto. Procure visualizar geometricamente. Isso é funda-
mental para vocé compreender o conceito de supremo de um con-
junto, que vamos definir agora.

Definicao 1.7. Seja X R um conjunto limitado superiormente.
Um elemento b e R € dito supremo de X, se valem:

S.1 - Para qualquer x € X, tem-se x <b.
S2-SeceR e x<c, VxeX,entao b<c.

Em outras palavras, podemos dizer que o supremo de X é a menor
das cotas superiores de X.

Denotamos: b =sup X .

Nota: Uma outra caracterizagdo muito ttil do supremo é dada a se-
guir.

Considere qualquer niimero positivo € muito pequeno. Temos,

S1I'-Vxe X, x<b

b=supX <
S.2'-Ve>0,dxe Xtalqueb—e < x<h.



Geometricamente podemos visualizar esta caracterizacao do
supremo:

SN
Ve
X

Em linguagem coloquial as condi¢des S.1" e S.2" sdo dadas por:

S.1" - b é cota superior de X.

5.2” — Qualquer niimero menor que b ndo é cota superior de X.
Exercicio Proposto 7. Mostre que as duas caracterizagdes de supre-

mo dadas acima sao equivalentes.

Como vocé definiria o infimo de um conjunto limitado infe-
riormente?
A defini¢ao de infimo é analoga a de supremo. Vejamos:

Definicao 1.8. Seja Y ¢ R um conjunto limitado inferiormente. Um
elemento a € R é dito infimo de Y, se:

L1 - Para qualquer yeY, tem-se a<y.

[2-SeceRec<Ly VyeY,entdo c<a.
Dessa forma, o infimo de Y é a maior das cotas inferiores de Y.
Denotamos: a =inf Y

Também podemos escrever:

LI'-VyeY,a<y

a=infY <
{I.Z'-V8>O,ElertalqueaSy<a+g.



Geometricamente,

SN
T T T Ve
X

O supremo e o infimo de um conjunto X sao sempre elementos
de X?

A resposta é negativa. O supremo e o infimo de X podem ou nao
pertencer a X.

Exemplos.

1) Seja X =12,5,7,9}.

Temos,
supX =9einf X =2.

Nota: Observe que neste caso o supremo de X é o elemento
maximo de X e o infimo de X é seu elemento minimo. Sempre
que um conjunto X tem elemento maximo esse elemento é o
supremo. De forma analoga, sempre que X tem elemento mi-
nimo, esse elemento é o infimo.

2) Seja X = l,l,l,l,...,l,...
234 n
Facilmente podemos visualizar que sup X =1
Qual o infimo de X ?
Se vocé pensou no zero vocé acertou, pois:

1
I1-VneN,—2>0 (0 é cota inferior de X).
n

[2-Ve>0, 3 n,eN tal que 0< RS <& (Prop. 1.7, 1ii))

ny

oV



Logo, 0 é a maior das cotas inferiores, isto é, inf X =0.

Nota: Observe que neste caso o infimo nao pertence ao con-
junto X.

3) Seja X:{n—_l,neN}.
n

Podemos escrever, X = 0,1,2,2, .,n_l,
234 n
Temos,
inf X ={0};
sup X ={1}.

4) Seja X:{—l,neN}.
n
Temos que inf X =—1 e sup X =0.
. 1
5) Seja X:{z—n,neN}.
Temos que inf X =0 e supX:%.
0) Seja X =1{2,4,6,8, ...}.

Temos:

inf X =2.
Como X nao é limitado superiormente, X nao possui supremo.

Acima vimos exemplos de alguns conjuntos cujo supremo e/ou in-
fimo nao pertenciam ao conjunto. Porém em todos os exemplos, o
supremo e o infimo eram niimeros racionais.

Vocé pode se perguntar se este comportamento se repete para
todo subconjunto limitado de nimeros racionais, ou seja, se
todo subconjunto limitado de niimeros racionais possui supre-
mo (ou infimo) em Q.



A resposta a pergunta acima € negativa. Existem subconjuntos limi-
tados de niimeros racionais cujo supremo nao é um numero racio-
nal. Para provar esta afirmacao, precisamos primeiro da proposigao
abaixo.

Proposicao 1.8. Nao existe um ndmero racional p tal que p’=2.

. 2 ~
Prova: Suponhamos que existe p € Q tal que p~ = 2. Entdo po-
m o -
demos escrever p = —, sendo que os inteiros m e n ndo sdo am-
n

bos pares (se forem, podemos simplificar, até deixarem de ser).

Temos,

ou,

. 2 2
ou, ainda, m~ =2n".

Concluimos que m’ é par e, consequentemente, m é par. Pode-
mos escrever, entdo, m = 2r , onde r é um inteiro.

Elevando ao quadrado, temos,

2
m’ = 4r
ou,
2

2n’ =4r2,jé que m* =2n".

Simplificando, vem

s 2 z z
de onde concluimos que n~ é par e, consequentemente, n € par.

Chegamos, dessa forma, a uma contradicdo, pois m e n nao sao
ambos pares.



Proposicao 1.9. Sejam

X={xeQtaisquex>0ex’ <2};

Y={yeQtaisquey>0ey’ >2}.

Nio existe sup X em Q e ndo existe infY em Q.
Prova: Vamos fazer esta demonstracao em etapas.

1) O conjunto X nao possui elemento maximo.

Seja x um elemento qualquer de X. Vamos mostrar que exis-
te em X um outro elemento maior que x. Consideremos o

nimero racional:
2—x?

2x+1

Como xe X, 2—x>>0 e x>0.Portanto 2x+1> 0 e, dessa
forma,
2—x?

2x+1

>0.

2

2x+1
A existéncia desse niumero racional  é garantida pela pro-

Tomamos um niimero reQ tal que r<le 0<r<

posicao 1.7.
Provemos que x+re X .

Temos, (x+r)>0. Além disso,

O<r<l=r’<r; @
2_x2 2

O<r< =>r2x+1)<2-x". 2
2x+1

Usando (1) e (2), vem

(x+7) =x" +2rc+7r° <x* +2rx+r

=x" +rQx+1)<x’ +2-x"=2

Portanto, (x + )’ <2 e, dessa forma, x+r e X .

Concluimos que X ndo possui elemento maximo.



2) O conjunto Y nado possui elemento minimo .

Seja y €Y. Vamos mostrar que existe em Y outro elemento
menor que y.

Consideremos o nimero racional

y: -2
2y

Como yeY, y>>2 e y>0. Portanto, y°-2>0 e 2y >0
e, assim,
y -2
2y

>0.

Tomamos um niimero » € Q tal que

2

0<r<y

2y
Temos que 2ry <y* =2 ou —2ry>2-y".

Usando esse resultado, vem:

(y-r)=y"=2ry+r’

>y* =2y
>y' +2-y°
=2.

Logo, (y—7r)’ >2.

Para concluirmos que (y —r) €Y, falta verificarmos, ainda,
se (y—r)>0.

2

Como O<r<y

, temos que
r<2 L.
2y

Como y >0, segue que r<§< y e, portanto, (y—r)>0.

Concluimos que (y—r)eY e, dessa forma, ¥ ndo possui
elemento minimo.



3)SexeX eyeY,entdo x<y.

Sejam xe X e yeY. Temos,

x>0e0<x?<?2
y>0ey®>2

Portanto, 0 < x* <2<y’ ou0<x*<y*.Comox>0e y>0,
segue que x < y.

4) supX ¢Q
Vamos usar os resultados obtidos nas 3 etapas anteriores.
Suponhamos que existe b =sup X em Q. Entao:
) b>0.
ii) b ndo satisfaz b*> < 2.

De fato, como X ndo tem elemento maximo (provamos na
etapal), be X.

i) b nao satisfaz b* > 2.

De fato, vamos supor que 5> > 2.

Temos entdo que b € Y . Usando a etapa 2, segue que Ja €Y
tal que a <b (Y ndo tem elemento minimo).

Utilizando o resultado obtido na etapa 3, concluimos que
Vxe X, x<a<b.

Portanto, b nao é a menor cota superior de X, ou seja, b nao
€ o supremo de X, o que é uma contradicao.

Por ii) e iii) temos que:
Se existir b =sup X, entdo b =2.

Pela proposicao 3, sabemos que nado existe b e Qtal que
b* =2,

Logo, nao existe sup X em Q.



Comprovamos, assim, que existem conjuntos de niimeros racionais
que nao possuem supremo em Q. Existem lacunas em Q. Vocé
pode ser perguntar, intuitivamente falando, se as lacunas de Q po-
dem ser completadas. A resposta é afirmativa, e o conjunto que con-
tém Q, e completa suas lacunas, € o conjunto dos nimeros reais.
Temos o seguinte axioma:

Axioma. Em R todo subconjunto ndo vazio, limitado superiormen-
te, possui supremo.

Nota: O Axioma axima implica que em R todo subconjunto limita-
do inferiormente possui infimo.

Nota: Existe em R um ntimero p tal que p’ = 2. Este ntimero é re-
presentado por V2 e é um nimero irracional.

O conjunto dos niimeros irracionais € definido como o complemen-
tar de Q em R, e é denotado por R-Q.

Vimos anteriormente que Q é um conjunto enumeréavel e que R é
nado enumeravel. Como a uniao de dois conjuntos enumeraveis € um
conjunto enumeréavel, concluimos que R —Q é ndo enumerével.

Entre os nimeros irracionais mais conhecidos estio 2 , \/g,n eo
numero neperiano e.

Vocé saberia listar 10 nimeros irracionais que sdo maiores que
500?

E facil, pois se x é um nimero racional e y um ndmero irracional
entdo o produto de x por y € irracional.

Assim, podemos listar facilmente os 10 nimeros pedidos. Por exem-
plo, poderiamos tomar: 500~/2,5014/2,...,509+/2 .

Vamos finalizar a unidade enunciando um teorema muito impor-
tante, onde usamos fortemente os conceitos de supremo e infimo
vistos acima.



Proposicao 1.10. (Principio dos Intervalos Encaixados)

Seja I, o1, o...o1, ©... uma sequéncia decrescente de interva-

los fechados e limitados, /, =[a,,b,]. Entao, ﬂ] L { }, isto é, existe
n=1

pelo menos um nimero real x tal que xe/,,Vn.

Mais precisamente, temos:

AL, =la. 81,
n=1

a=supia,,a,,...,a,,...}
onde )
b=inf{b,b,,....b,,...} .

Prova: Como /, o1, o..., temos que
a<a,<a,<...<a

<...
n+l

b>b>..>b >b >..

Além disso, a,, <b,, Vm,n.

Logo, cada b, é uma cota superior do conjunto 4=1{a,,q,,...,a,,...}
e cada a, é uma cota inferior do conjunto B={b,,b,,...,b,,...}.

Existem, entao, a=sup4 e b=inf B em R.
Como a =sup 4, segue que a, <a, Vm .
Como todo b, é uma cota superior de 4,

a<b 6 Vn.

Temos, entao,

ou seja, a eﬂ[an,bn].

n=1



Exemplo. Verifique o principio dos intervalos encaixados para a fa-
milia de intervalos

L[]
n n

Temos,

-11
I =|—,—
1272
“11
Iﬂ:_’_
n nj|

Os intervalos da familia dada sao fechados e limitados e satisfazem:
I, ol,>...01,>...

Logo, todas as hipéteses da proposi¢ao 1.11 sao verificadas.

Além disso, temos que a, <0,Vn e b, >0,Vn.

Logo, 0 e /,,Vn e, assim, Oeﬂln .

n=1

Finalmente, é interessante constatar que

1 1 1
sup{a,,a,,...,a,,...;. =supy—l——,——,...,—,...; =0
pia,,a, } p{ 273 " }

inf{bl,bz,...,bn,...}:inf{l,%,

W | =

3 |

—
Il
[e]

Portanto, ()1, =[0, 0]={0}.

n=1
Nota: Para aprofundar seus conhecimentos, sugerimos a leitura e
estudo de todo o capitulo III do livro “Curso de Analise” de Elon
Lages Lima e da sessao “Os niimeros reais - de Eudoxo a Dedekind”
do 1° capitulo do livro “Introducdo a Andlise Matematica” de Geral-
do Avila.



Exercicios Complementares:

1) Mostre que X é um conjunto infinito se, e somente se, X pode
ser colocado em correspondéncia biunivuca com um subcon-
junto proprio dele mesmo, isto €, se, e somente se, existe uma
bijecao entre X e um subconjunto préprio dele mesmo.

2) Seja S o conjunto das circunferéncias de raio 1 e de centro (p, g),
onde p e g sao numeros inteiros positivos. S € enumeravel?
Justifique.

3) Mostre que a unido de 2 conjuntos disjuntos enumeréveis é
enumeravel.

4) Considere o conjunto S das sequéncias (sucessoes) cujos termos
sao os algarismos 0 e 1 e que eventualmente se anulam, isto é,
uma sucessao x =(x,,x,,x,,...) esta no conjunto S se x, €{0,1}
para todo i, e, a partir de certo ponto, todos os seus termos
sdo iguais a zero, isto é, existe um K tal que x, =0 para todo
i> K. Decida se S é enumeravel e justifique sua resposta.

5) Dado o conjunto
X= {z,n eN } :
n

a) Dé exemplos de 3 cotas superiores e 3 cotas inferiores de X,
se existirem.

b) Determine, se existirem, o supremo e o infimo de X.

6) Repita o exercicio 5 para os conjuntos:

a) X:{zn_l,neN}
n

b) Y={(-1)"n, neN}
) Z={5-3n, ne N}

7) Escreva em linguagem coloquial a caracterizacdo de infimo
dada pelas condig¢oes 1.1 e 1.2" do texto.

8) Dé 2 exemplos de conjuntos de ntimeros racionais que:
a) Nao possuem supremo em Q.
b) Nao possuem infimo em Q.

¢) Nao possuem infimo nem supremo em Q.



9) Identifique se sdao verdadeiras ou falsas as afirmacdes que se-
guem, justificando as suas respostas.

a) Se X é um conjunto finito, o infimo de X e o supremo de X
pertencem a X.

b) Se um conjunto X tem supremo entao ele admite infinitas
cotas superiores.

¢) O infimo de um conjunto limitado de niimeros irracionais
€ um irracional.

d) Qualquer subconjunto ilimitado de nimeros racionais é
densoem R.

10)Em R, dé um exemplo de um conjunto de niimeros racionais
que tem supremo irracional e de um conjunto de nimeros ir-
racionais que tem supremo racional.

11) Mostre que no principio dos intervalos encaixados nao pode-
mos retirar as hipoteses:

a) os intervalos sao limitados;

b) os intervalos sao fechados.






Capitulo 2

Nocoes Topologicas em R”







2 Nocoes Topoldgicas em R”

Neste capitulo vocé vai adquirir conhecimentos bd-
sicos de Topologia no R", com énfase para n=1,2,3.
Isso oportunizard a vocé uma visdo mais ampla e mais
fundamentada das disciplinas do ensino médio, quando
leciond-las.

Em particular, vamos explorar o conceito de métrica,
que nos permite medir distdncias, tais como distincia
entre dois pontos e distincia entre conjuntos. Veremos
também as nocgoes de conjunto aberto, conjunto fechado,
interior, fecho e fronteira de um conjunto.

2.1 Introducao

Antes de iniciar o capitulo, vejamos o que Cantor e Hilbert afir-
maram sobre o estudo de conjuntos:

“Por ‘conjunto” entendemos a entidade formada quando colo-
camos certos objetos, definidos e distintos m, da nossa intuicao
ou pensamento. Estes objetos sdao chamados os ‘elementos de
M". (G. Cantor, 1895, Werke, p. 282, apud [6, Hairer-Wanner])

“Ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para
noés”. (Hilbert, Math. Ann, vol 95, p. 170, apud [6, Hairer-Wan-

ner])

Embarcaremos agora no paraiso criado por Cantor, munidos
principalmente de nossa intuicao geométrica, a qual serd nossa
guia durante toda esta unidade. Nao esqueca que durante o seu
estudo é de extrema importancia que vocé resolva os exercicios
propostos neste livro, utilizando uma linguagem matematica cla-
ra e precisa.



2.2 0 espaco Euclidiano R"

“[..] E muito util considerar nimeros “complexos”, ou nimeros
formados por vérias unidades [..]” (Peano, 1888a, Math. Ann,,
vol. 32, p.450, apud [6, Hairer-Wanner])

Os ntimeros “complexos” aos quais Peano se refere sdao o que hoje
conhecemos por vetores (nomenclatura sugerida por Hamilton
(1853)). Sua importancia matemética é enorme e seu estudo deslan-
chou em meados do século 19, quando mateméticos tiveram a ideia
de denotar pares de nimeros (ou n-uplas) por apenas uma letra,
por exemplo x =(x,,x,,...,x,), e considerar os mesmos como novos
objetos matematicos.

Comegaremos agora nosso estudo, com toda a precisao necessaria
para um bom entendimento das ideias.

O espago Euclidiano R" consiste de todas as n-uplas ordenadas de
numeros reais.

Simbolicamente, temos:
R” ={(x,,Xy,...,%,)/ X, X,,...,Xx, € R}.

Um elemento do espago R" é denotado por x=(x,,x,,...,x,) e nos
referimos a ele como um ponto de R".

Em R" podemos definir as opera¢des adi¢do e multiplicagdo por
escalar, como segue:

Adicao.Dadosdoispontosde R"  x = (x;,X,,...,X,) € ¥ = (¥, V5., ¥,) ,
define-se:

X+Y=(0X,%, .0, X))+ (Vs Varees ) = (X, + V), X + V50X, + 1)

Multiplicacao por escalar. Dado aeR e x=(x,,x,,...,x,) € R", de-
fine-se:

ax = a(x,,x,,...,x,) = (ax,,ax,,...,ax,) .
Observacao. Com as operagoes de adi¢ao e multiplicagao por esca-
lar o espaco R" é um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros
reais R.



E interessante vocé relembrar as propriedades de um espaco veto-
rial. Retome o texto da disciplina Algebra Linear.

Como R" é um espago vetorial, podemos introduzir o conceito de
norma.

Uma norma em R"é uma fungao || ||| R" - R tal que
para quaisquer x,y € R" e AeR, valem as seguintes propriedades:
N1:||x|>0 e |[x]=0<x=0;
N2 Ax = A1l

N3 x+yl=llx I+ .

Anormade R" que mais vamos utilizar é a norma Euclidiana, dada

por
|l R" - R

xX=(x,%,,...,x,) = x|= \/xl2 +X0 X

Observacao. Veremos que outras normas podem ser definidas em
R". Sempre que nado fizermos uma referéncia explicita a norma, es-
taremos subentendendo que a norma usada é a norma Euclidiana.

No nosso estudo, de forma geral, vamos trabalhar nos espagos R",
n=1,2,3. Isso nos permite visualizar geometricamente os conceitos
que vamos explorar.

Exemplo 2.1. Identifique, no espago R', o conjunto
X={xeR'/|x|<1}.
Observe que o espaco R' nada mais é que o conjunto dos nume-
ros reais, que identificamos geometricamente com a reta real.
Temos || x| x <1< -1<x<1.

Portanto, X ¢ o intervalo aberto (—1,1), representado na figura
2.1.

-1 0 1

Figura 2.1



Exemplo 2.2. Identifique no espago R? o conjunto
§= {0 =0x,x)/ || x[<1}.

Geometricamente o espaco R’ ¢é o plano cartesiano RxR. Se ne-
cessario, reveja a secao 3.7 do livro texto de Introducdo ao Calculo.

Temos || x ||=/x] +x5 <1< x7 +x3 <.
Portanto, S € o conjunto dos pontos interiores a circunferéncia de

centro em (0,0) e raio 1, ilustrada na figura 2.2.

X, 4

Figura 2.2

Exemplo 2.3. Identifique no espaco R* o conjunto
§= 1= (x0,2,5)/ || x[[= 15

R’ € 0 espago cartesiano RxR xR, que vocé utilizou no estudo
da Geometria Analitica e no Calculo para representar figuras geo-
métricas espaciais como cubos, esferas e outras superficies.

Temos || x|=x] +x; +x] =1 x7 +x; +x] =1.

Assim, neste caso, S € o conjunto dos pontos de uma esfera de
centro na origem (0,0,0) e raio 1, como mostra a figura 2.3.

X

Figura 2.3



A nogdo de espaco métrico
foi introduzida em 1906
por Maurice Fréchet e
desenvolvida e batizada por
Felix Hausdorff em 1914.

2.3 Espacos Métricos

Intuitivamente, um espago métrico é um conjunto no qual temos
uma maneira de medir a distancia entre seus pontos.

Qual a sua nogao de distancia entre dois pontos no plano cartesiano
R*?

Provavelmente, vocé vai visualizar a figura 2.4 e concluir que a dis-
tancia entre 2 pontos é o comprimento do segmento de reta que os
une, ou seja:

d(x,y)= \/(yl _x1)2 +(, —x2)2 .

X Y X

Figura 2.4

Isso esta correto. No entanto, podemos ter mais que uma maneira
de medir a distancia. Algumas propriedades devem ser satisfeitas:

M1: A distancia entre dois pontos nunca é negativa e s6 € zero
a distancia de um ponto a ele mesmo.

M?2: A distancia é simétrica, isto é, a distdncia de x até y é
igual a distancia de y até x.

M?3: A distancia entre 2 pontos x e z é sempre menor ou igual
a soma das distancias de x até y ede y até z,onde y é um

ponto qualquer.

Nota: Qualquer funcdo que satisfaz estas propriedades pode ser
usada para medir distancias.

Temos a seguinte definicao:



Seja M um conjunto. Uma métrica em M ¢é uma fun-
o d:MxM — R, onde M xM é o produto cartesiano de M por
M: MxM ={(x,x,)/x,x,e M}, tal que para quaisquer x,y,zeM,
temos:

d(x,y)20 e d(x,y)=0&x=y;

d(x,y)=d(y,x);
d(x,z2)<d(x,y)+d(y,z).

Opar (M,d),onde M é um conjunto e d uma métrica, é chamado
um espacgo métrico.

Exemplo 2.4. M =R, Essa é a métrica que vocé
utilizou nas disciplinas de

. . , . . Calculo, quando estudou,
A partir das propriedades dos numeros reais podemos verificar fa- por exemplo, limite de

cilmente que d € uma métrica em R. sequéncias. Se necessario,
reveja a secdo 1.3.4 do
texto de Calculo | [5,

Temos: Gimenez-Starke].

d(x,y)=|y—x|20
d(x,y):O<:>|y—x|:O<:>y—x:0<:>x:y;

d(x,y)=d(y,x), pois |y —x[= x=y|;

d(x,z)=[z—x|
=lz-y+y—x|
z-yl+|y—x]|
=l y—x|+|z-y]
=d(x,y)+d(y,z2).
0,sex=y

Exemplo 2.5. Seja M # qualquer. A fungao d(x,y) z{
I, sex#y

satisfaz as propriedades de métrica, sendo denominada métrica tri-
vial ou métrica 0-1.

Qual a deficiéncia que vocé identifica nesta métrica?

Ela nao diferencia a distancia entre pontos distintos. Por exemplo, se
M=R, d49)=1,d(5,7)=1, etc.



Exercicio Resolvido

A fungdo d(x,y)=x"+2xy é métrica em R ? Justifique.
Resolucdo:

Note que d ndo ¢ uma métrica em R, pois ndo satisfaz a proprie-
dade M1. Por exemplo, d(1,-3)=-5<0.

Exercicio Proposto

A funcao d(x,y) = 2|x - y| é métrica em R ? Justifique.

Sejam x =(x,,X,,...,x,) € ¥y=(¥,,V5,...,»,) pontos de R".
As métricas usualmente utilizadas no espaco R" sao:

Meétrica Euclidiana
d:R"xR" >R

d(x, 1) = (=5 + (7 =X, et (7, — %) -

Nota: Observe que para esta métrica, a distancia de x até y é dada
pela norma euclidiana de x—y,isto é, d(x,y)=|x—y||.
Métrica Retangular ou de Angulo Reto
d:R"xR" >R
d1(xsy) =] Y1 =X |+ Ya=X |+ Yu ™%, |-
Meétrica do Maximo
d,:R"xR" >R
d,(x,y)=max{| y, —x [,| v, =X, |,...,| ¥, = x, [}
Observagoes.
Em nosso estudo a Métrica Euclidiana sera considerada a métrica

usual de R”".

Pode-se provar que

d,)(x,y)<d(x,y)<d\(x,y) <kd,(x,y),



onde k ¢ uma constante. Por exemplo, em R?, para mos-

trar  que suficiente

d(x,y)<d(x,y) ¢
Ja* +b* S|a|+|b

a* +b* < (|a|+[p)* =d" +2a|jp| +|p] <= 0<2d|p

mostrar  que

, Va,beR. Mas esta desigualdade é equivalente a

, 0 que é verdade

Ya,beR.

Devido a estas desigualdades, dizemos que as trés métricas sao
equivalentes. A equivaléncia é no sentido de que elas vao produzir
0s mesmos abertos e fechados em R".

E importante vocé visualizar geometricamente essas medidas de
distancia. Para isso vamos utilizar o espago R*. Retomando a figu-
ra 2.4, vemos que a distancia Euclidiana entre dois pontos € a dis-
tancia medida em linha reta. As figuras 2.5 e 2.6, respectivamente,
ilustram a métrica retangular e a métrica do maximo.

xzk
S y
x2 .............. :X.’:os
X M X
d(x,y)=| =X |+ Vo =X, |
Figura 2.5
X,
2 y
X2 ............ :
X
X Y X

d(x,y)=max{|y, —x|,|y,—x, [}

Figura 2.6

Métrica Retangular
Também ¢é conhecida como
Métrica Metropolitana ou
de Manhattan, devido as re-
des de transporte na forma
de grades retangulares que
ocorrem em muitas cidades
americanas e mesmo brasi-
leiras. Em muitos casos ela
€ a métrica mais adequada
para medir as distancias dos
deslocamentos nos centros
urbanos.




Exercicio Resolvido

2) Usando as trés métricas anteriores, identifique os pontos de
R’ tais que sua distancia até a origem seja igual a 1.

Resolucgao:

Sejam 0=(0,0) e x=(x,x,).

i) Para a métrica Euclidiana, temos

d(x,0)=1 /(x,—0)* +(x, —0)* =1 <> x> +x7 =1.

i) Para a métrica retangular, vem

d,(x,0) =1 )% =0[+]x, -0 =] x [ +]x, [= 1.

iii) Para a métrica do maximo, temos

d,(x,0)=1< max{|x,—0[,|x, -0} =1 < max{| x, |,| x, |} = 1.

A figura 2.7 ilustra as 3 situacdes.

x2 A x2 A x2 A
K / | — | I
(1) (i1) (ii1)
Figura 2.7

Exercicio Proposto

2) Refaga a figura 2.7, usando as equagoes obtidas em (i), (ii) e (iii) e
sobrepondo as 3 figuras no mesmo sistema de coordenadas.

Exercicio Resolvido

3) Em R?, mostre que a métrica Euclidiana satisfaz a desigual-
dade triangular, isto €, mostre que d(x,y)<d(x,z)+d(z,y),

Vx,y,z € R?.



Resolucao:

Dados x =(x,,x,), y=(»,,»,) € z=(z,,z,), temos que provar que:

\/('xl _Z1)2 +(x, _Zz)2 < \/('xl _)ﬁ)z +(x, _y2)2 +\/(}’1 _Z1)2 +(», _22)2

Sejam a, =(x,-y,), b=(y,—z), i=12.

Entdo x, -z, =(x,—y,)+(y,—z)=a,+b, e a inequagdo acima ¢
equivalente a

(@ +5) +(a, +b,)* <\Ja +a> +[b} + b

< (a,+b) +(a,+b) <al +a; +2\/a12 +a; \/bf +b; +b} +b;

& apb, +ab, < J(at + a2 )b} +b2) .

Para, mostrarmos esta ultima inequacdo, € suficiente mostrar que

by + a,b,| < \J(a? + a2 )BE +b2), Va,b eR, i=12.

Mas a inequacdo acima ¢ a famosa equacao de Cauchy-Schwartz
em R* (|a-b|<|d|-|p]. para a=(a,,a,), b=(b,,b,)). e podemos
prova-la elevando ao quadrado em ambos os lados, agrupando
termos, e notando que (a,b, —a,b)* >0, Va,,b e R, i=1,2.

Concluimos que a desigualdade riangular é valida em R*.

Nota: Um argumento semelhante pode ser usado para provar a de-
sigualdade triangular em R*.

Seja X um conjunto nao vazio. Seja M o conjunto das fungdes
f:X — R limitadas, isto é, tais que existe uma constante positiva
keR,detal forma que | f(x)[<k, VxeX.



A funcao

d:MxM —>R
E importante vocé revisar d(f,g)=sup{|g(x)-f(x)]}
bem a se¢édo 2.6, que xeX

explora os conceitos de
supremo e infimo, no texto
de Introducdo ao Calculo [4,

Gimenez-Starke]. A figura 2.8 ilustra a métrica dada para X =[a,b]cR.

é uma métricaem M .

\

Figura 2.8

Observe que para todo x € X, temos um ndmero real | g(x)— f(x)|.

O supremo do conjunto desses nimeros é a distdncia de f a g

(note que este supremo existe, pois f e g sado limitadas).

Vamos verificar as propriedades de métrica.

Sejam f,g,heM.

M1: d(f,g)=0 pela propria definicdo da métrica.
d(/,8)=0=supflgN) -/} =0=] ()= ()I=0

<lgx)-f(x)|=0, Vxe X

& f(x)=g(x), Vxe X.

M2 d(f,g)=d(g,f).

E imediata pelas propriedades de médulo de niimeros reais.



Seja x € X . Temos

| g(x) = f (%) =] g(x) = h(x) + h(x) = f (%)
< g(x) =h(x) [+ h(x) = f (%) |
= h(x) = f(x) | +] g(x) = ~(x) |
<sup| h(x) = f(x)[+sup| g(x) = h(x)|

xeX X

=d(f,h)+d(h,g).

Concluimos, assim, que d(f,h)+d(h,g) € uma cota superior do con-
junto

{leg(x)=f(x)],xe X},

Segue que

d(f,g)=sup|g(x)~f(x)[<d(f,m)+d(h,g) .

xeX
Cabe a vocé agora resolver o exercicio que segue.

Exercicio Proposto

Seja X =[0,1]]c R . Determinar d(f,g), sendo:
f)=xegk)=1;

f(x)=x"e g(x)=x.

Sejam (M,d) um espago métrico e L um subconjunto de M . A res-
tricao da métrica d a Lx L é uma métrica sobre L.

Esta métrica em L é a métrica induzida por d sobre L.

Exemplo 2.6. Seja L=[0,1]xR, onde [0,1] é o intervalo fechado
[0,]]cR.

A figura 29 ilustra o espago L.



Figura 2.9

Podemos medir distancias nesta faixa de R* (isto é, em L) usando
qualquer das métricas definidas sobre R?, por exemplo, a métrica
Euclidiana.

2.7 Diametro de um Conjunto;
Distancias entre Conjuntos

Consideremos os subconjuntos de R*:
A={(x,x,)eR*/x] +x; <1};
B={(x,x,)eR?/(x,=3)" +x; <1};
C =[0,1]x[0,1].

Observe que C é o produto cartesiano do intervalo fechado [0,1]
por ele mesmo:
a) Qual a maior distancia possivel entre 2 pontos do conjunto 4 ?

b) Qual a menor distdncia possivel entre um ponto de 4 e um
ponto de B?

¢) Qual a maior distancia possivel entre dois pontos de C?

d) Qual a menor distancia possivel entre a origem e um ponto de
B?

e) Se substituirmos

A por A'={(x,x,)eR*/x’+x; <1} e



B por B'={(x,x,)eR*/(x,—3)" +x] <1},

as respostas serdo as mesmas?

E provavel que para responder estas questoes vocé tenha represen-
tado geometricamente os conjuntos dados, conforme a figura 2.10.

4N £
k/l X, 1 2&3/4)61 1

‘N

Figura 2.10

Analisando a figura, podemos obter facilmente as respostas: (a) 2;

(b) 1, (© v2; ) 2

As respostas para o item (e) ndo sao tao imediatas. Vejamos as defi-
nicoes que seguem.

Definicao 2.3 (Diametro de um conjunto). Sejam (M,d) um espago
métricoe Ac M, A# & . Dizemos que o conjunto 4 ¢é limitado se
existir um nimero real k£ >0, tal que

d(x,y)<k, Vx,ye A.

Se A é limitado, chamamos de didmetro de A4, e denotamos por
diam(A4), o nimero real

diam(A4) =sup{d(x,y)/x,y € A4} .

Exemplo 2.7. Em R, o didmetro do intervalo fechado [a,b] é igual
ao didmetro do intervalo aberto (a,b), sendo iguala b—a, isto é,

diam([a,b]) = diam((a,b))=b—a.



Exemplo 2.8. Os diametros dos conjuntos 4, B e C, representados
na figura 2.10 sdo:

diam(4) =2 ; diam(B) =2 ; diam(C) =2
Na figura 2.11, representamos os conjuntos 4' e B'.

x2 4 .Xf2

A’ B
Figura 2.11
Temos diam(A4') =diam(B')=2.

Nota: Antes de ler o préximo exercicio revise a nogao de supremo.

Exercicio Resolvido
Demonstre a afirmacdo do Exemplo 2.7.
Resolucdo:
Faremos para o intervalo [a,b]. O caso do intervalo (a,b) fica
como exercicio.
Primeiro note que »—a € cota supeior para d(x,y) com x,y €[a,b],
pois se x,y €[a,b] entdo y<b e x>a.logo, b—a=>x—-y.

Agora, dado ¢>0, tome neN tal que l<e. Entao a,b—l per-
n n

tencem a [a,b] € d(a,b—lj:(b—a)—l>(b—a)—e.
n n

Logo, (b—a)=sup{d(x,y), x,y €[a,b]}.



Sejam
(M,d) um espago métrico, Ac M, A#J e p um ponto de M.
A distancia de p até A4 é o nimero real que denotamos por d(p, 4),
dado por

d(p,A)=mf{d(p,x)/xe A}.

Nota:
O infimo existe, pois d(p,x) >0, Vxe 4.

Se pe 4, entao d(p,A)=0.

Exemplo 2.9. Considere o conjunto C, representado na figura 2.10.

Dados B(0,1), Q(%,%) e P(2,2), determinar a distancia d(P,C),

i=12,3.
T Comprove este
resultado, raciocinando
Temos que geometricamente.

Sejam (M,d) um espa-
¢co métrico, 4,Bc M, A+ e B+ . Definimos a distancia de 4
até B como sendo o nimero real

d(A,B)zinf{d(x,y)/xeA eyeB}.

Nota:
Se AnB#J ,entao d(A4,B)=0.

AN B = nao implica que d(4,B)>0.
De fato, tome, por exemplo, os intervalos 4=[0,1)e B=[1,2]em R.
Temos ANB#=J e d(4,B)=0.
Exemplo 2.10. Sejam:
A={(x,»)eR*/y=0} e B={(x,y)eR*/x>0exy=1}.

Mostrar que a distancia entre 4 e B é zero.



A figura 2.12 ilustra os conjuntos 4 e Bem R*. 4 é o eixo dos x e

. ~ 1
B é o grafico da funcdo y=—, x>0.
X

/

( X
A
Figura 2.12

Queremos mostrar que d(A4,B)=0. Para isso, de acordo com a
¢ -caracterizacao de infimo, devemos mostrar que:

Para todo € >0, existem pe 4 e g€ B tais que d(p,q)<e.

Dé &> 0. Entdo, pela propriedade Arquimediana de R, existe um

1
x, € R tal que x, >—. Tomamos
€

p=(x,0) e g= [xo,i)

X0

Temos
peAdeqgeB
e
2
» [ 1 1
d(p,q)=,[(x,—x,) +| ——0| =—<e.
X, X,

Logo, d(4,B)=inf{d(x,y)/xe AeyeB}=0.



Exercicio Proposto
4) Dé exemplos de conjuntos 4 e B, tais que:
a) d(4,B)=3em R;
b) d(o,4)=2 em R’; onde o é a origem.

o) d(4,B)=1em R* eem R’.

2.8 Bolas Abertas

Vamos agora introduzir a nogao de bola aberta, que é muito impor-
tante para introduzir o conceito de conjunto aberto e outras nogdes
topoldgicas.

Definicao 2.6. Sejam (M ,d) um espago métricoe x € M . Seja r um

ntmero real positivo. A bola aberta de centro x e raio r é definida
por

B(x,r)={yeM/d(y,x)<r}.
Em R", podemos escrever
B(x,r)={y e R/ [y —x|l<r}.

Exemplo 2.11. Identifique, geometricamente, as bolas abertas:
1) B(a,e) em R.

2) B(a,e) em R?, para as 3 métricas introduzidas.
Temos:

1) Em R, com a métrica usual, a bola aberta de centro em a e
raio ¢ € o intervalo aberto (a —¢,a +¢) , ilustrado na figura 2.13.

| ( | \ >
' \ : /
0 a—¢ a ate

Figura 2.13

2) A figura 2.14 (a), (b) e () mostra as bolas abertas em R?
para as métricas Euclidiana, retangular e do méaximo, respec-
tivamente.



2 2 2
aZ .......... L 00000000 |_] a2 .................... —
al x] al xl al xl
(@) (b) (©)
Figura 2.14

Propriedades das bolas abertas. Seja (M ,d) um espago métrico.
Propriedade B1. O didmetro de B(x,r) satisfaz
diam(B(x,r)) < 2r.
De fato, sejam y,z € B(x,r). Entao,
dy,x)<r ed(z,x)<r.
Usando a propriedade M3, segue que
dy,z)<d(y,x)+d(x,z)<r+r=2r.

Assim, 2r é uma cota superior do conjunto das distancias entre 2
pontos quaisquer da bola e, entdo, o seu didmetro satisfaz:

diam(B(x,r)) =sup{d(y,z)/ y,z € B(x,r)} <2r.

Exemplo 2.12. Em R", diam(B(x,r)) =2r, valendo, assim, a igualda-
de na propriedade B1.

Exemplo 2.13. Seja M =R, com a métrica zero-um. Se r<lI,
B(x,r)={x} (conjunto unitario). Logo, diam(B(x,7)) =0 e vale, neste
caso, a desigualdade estrita na propriedade Bl.

Propriedade B2. Dadas as bolas B(x,r) e B(x,r,),

rn<r = B(x,n)c B(x,n,).



Observacao. A prova é trivial. Faca uma representacao geométrica
em R?, com a métrica usual.

Dado um ponto qualquer y € B(x,r), existe um nu-
mero real 7, tal que

B(y,n) < B(x,r).
Prova:

Seja y € B(x,r). Tome 1 =r—d(x,y), como representado na fi-
gura 2.15, para R* com a métrica usual.

- ~o

Figura 2.15
Seja z € B(y,r,). Temos que
d(z,x)<d(z,y)+d(y,x)<r,+d(y,x)=r—-d(x,y)+d(y,x)=r.
Logo, z € B(x,r) e, portanto,

B(y,n) < B(x,r).

Sejam B(x,r) e B(y,r,), tais que
B(x,;) N B(y,1) % D .

Se z € B(x,r,) N B(y,r,), entao existe uma bola aberta com centro em
z contida na intersecao B(x,7r)NB(y,r,).



A figura 2.16 ilustra esta propriedade para R? com a métrica usual.
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Figura 2.16

Prova:
Seja z € B(x,1) N B(y,r,) . Pela propriedade B3:
30, >0 tal que B(z,9,) < B(x,r); D)
30, >0 tal que B(z,0,) < B(y,1,)- 2
Tome 0 =min{o,,9,}.
Por B2, B(z,0) = B(z,0,) e B(z,0) < B(z,9,).
Por (1) e (2), concluimos que

B(z,0) c B(x,r,)NB(y,1,).

Sejam B(x,r) e B(y,r,).Se r,+r, <d(x,y), entao
B(x,n)"B(y,r,)=9.

A figura 2.17 ilustra esta propriedade para R* com a métrica usual.
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Figura 2.17
Prova (Por contradigao):
Vamos supor que existe um ponto
ze B(x,n,)NB(y,n,).
Entdo d(x,z)<r e d(y,z)<r,, e, portanto,
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)<r +r,,

0 que contraria a hipétese.

2.9 Conjuntos Abertos

Estudaremos nesta se¢do os conjuntos que sao chamados de aber-
tos. A nomenclatura provém do estudo dos intervalos abertos de
R.Em R, é possivel caracterizar os conjuntos abertos como aque-
les que podem ser escritos como uma unido disjunta, enumeréavel
de intervalos abertos. Infelizmente ndao temos uma caracterizagao
como esta para conjuntos abertos de um espago métrico qualquer
e, portanto, precisamos de uma definicdo que “funcione” em todos
0s casos. Para isto, utilizaremos o conceito de bola aberta. Vamos
trabalhar, em geral, num espago métrico (M,d), o que serd omitido
sempre que estiver claro no contexto. Vejamos:



Definicao 2.7 (Interior de um Conjunto). Seja Ac M , A+ . Dize-
mos que um ponto x € 4 é um ponto interior de A4, se existir uma
bola aberta centrada em x e contidaem 4.

O conjunto de todos os pontos interiores de 4 é denominado Inte-
rior de 4 e é denotado por

Int(A4).
Simbolicamente, escrevemos
xeInt(4) < AB(x,r)c 4.
Exemplo 2.14. Considere, em R?, o conjunto
A={(x,x,)eR*/(x, = 1)* +(x, 1)’ <1}.

Quais os pontos de 4 que sao pontos interiores? Existem pontos de
A que nao sao interiores? Quais?

A figura 2.18 ilustra este exemplo.

3
x2

Figura 2.18

Todos os pontos internos a circunferéncia de centro em (1,1) e raio
1 sdo pontos interiores. Os pontos sobre a circunferéncia pertencem
ao conjunto 4, mas nao sdao pontos interiores.

Exemplo 2.15. Em R, considere os intervalos:

a) Intervalo aberto (a,b);



Intervalo fechado [a,b];
Intervalo aberto ilimitado (a,+»);

Intervalo fechado ilimitado [a,+®).
Em (a), todos os pontos sdo pontos interiores.

Em (b), temos que Int([a,b]) = (a,b). Os pontos a e b ndo sdo pon-
tos interiores.

Em (c), todos os pontos sdo pontos interiores.

Em (d), temos que Int([a,+x]) = (a,+x). O ponto a nio é ponto
interior.

Exercicio Proposto
Identifique, representando geometricamente, Int(4), sendo:
A={(x,x,)eR*/x,>x};
A={(x,x,)eR*/x} —x, <0};
A={(x,x,)eR*/x,>e"};
A={(x,x,)eR*/x,>0ex,<Inx};
A =7 (conjunto dos inteiros em R );
A :0(1,11) em R.
=1\ 1
Exercicio Resolvido
Mostre que Int(4) NInt(B) =Int(4NB).
Resolucao:

Seja x € Int(A4) N Int(B) . Entdo, pela definicdo de interior, existem
1 e r, tais que B(x,r)c 4 e B(x,r,) < B. Pela propriedade de bolas
abertas B4, 3r, tal que B(x,r,) < B(x,r,)NB(x,r,) c AN B.

Logo, x € Int(4 N B) e provamos que Int(4) "Int(B) c Int(4AN B).A
outra inclusido fica como exercicio.



Exercicio Proposto

Decida se Int(4 U B) o Int(4) U Int(B) . Se for verdadeiro prove,
caso contrario apresente um contra-exemplo.

Seja Ac M . Dizemos que 4 ¢é
aberto se todo ponto de 4 é um ponto interior de 4.

Nota: Ointeriorde 4 sempreesta contidoem 4 .Logo,se 4  Int(4),
entdao A4 é aberto.

Exemplo 2.16. Toda bola aberta é um conjunto aberto.

De fato, esse resultado é uma consequéncia imediata da proprieda-
de B3.

Exemplo 2.17. O conjunto 4={xeR/0<x <1} éabertoem R, maso
conjunto B ={(x,,x,) e R*/0<x, <1,x, =0} nao é aberto em R”.

A figura 2.19 ilustra esta situagao

0 4 1 X B 1 X%

Figura 2.19

Observe que, com a métrica Euclidiana, uma bola aberta em R
P . 2 5 o . ,
é um intervalo aberto e em R™ é o interior de um circulo.

Exemplo 2.18. Em R, todo o conjunto aberto se escreve como uma
unido enumerdvel de intervalos abertos disjuntos.

O resultado acima € muito interessante. Para ter uma ideia da pro-
va, suponha que 4 c R seja aberto. Para todo xe 4, seja I o
maior intervalo aberto tal que x € /_ < A. Note que se x = y, entdo



I.nI,=Z ou I =1, Entdo, 4=UI e esta unido é enumeravel,
poisdentrodecada 7 podemosescolherumnumeroracional distinto.

Em geral, provar que um conjunto, mesmo de R?, é aberto nao é
tarefa tao facil. As vezes precisamos ter alguma boa ideia para fazer

isto. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 2.19. Mostrar que o conjunto 4={(x,y) e R*/x >y’ +1} é
aberto (ver figura 2.20) usando a defini¢ao de conjunto aberto.

y

x=y*+1

Figura 2.20

Para ver isto, seja (a,b) € A.Sem perder a generalidade, supor > 0.
Tomar 6 >0 tal que

a>(b+06)+0+1.
A existéncia de 0 pode ser provada usando a formula de Bhaskara.
Vamos mostrar que B((a,b),0) c A. Fazendo isso, seque que A4 ¢

aberto.

Seja entédo (x,y) € B((a,b),0). Temos

JG=a) +(y=b)" =l (x, )~ (@,b)|}< &
e isto implica que |x—al<d e |y—b|<d. Assim,

-0<x—-a<?o,
—-0<y-b<0.



Ou,

a—-o0<x<a+o,
b—0<y<b+9d.

Logo, x>a—0>(h+0)° +0+1-0=(b+3)* +1> " +1.

Istoé, x> y”> +1. Issodizque (x,y) € 4 e, portanto, B((a,b),d) < A.

O conjunto vazio e o espago todo M sdo abertos.

Prova:
E imediata.

A intersecdo de dois abertos quaisquer é um
aberto.
Prova:

Sejam 4, e A4, conjuntos abertos e
A, =4 NA4,.

Se 4, =, nada temos a provar.

Seja ze 4.

Devemos mostrar que existe uma bola aberta B(z,r) tal que
B(z,r)c 4,.

Como z € 4, e 4, ¢ aberto, existe , >0 tal que
B(z,r)cC 4.

Da mesma forma, 3r, >0 tal que
B(z,r,)c A4,.

Seja r =min{n,r,}.

Entdo, B(z,r)c B(z,r,)c 4, € B(z,r) < B(z,1r,) C 4,.

Logo, B(z,r)c A N A, e, assim, 4 N A, € aberto.



Propriedade Ab3. A unido arbitrdria de conjuntos abertos é um
aberto.

Prova:

Sejam {4,},.. uma colecao de abertose 4= U A4,.

Qaetr

aetr

Seja ze€ A. Entdo, ze€ 4,, para algum «.
Como 4, é aberto, existe uma bola aberta B(z,r) c 4, c A.

Logo, A é aberto.

Exercicio Proposto

7) Usando inducao matemdtica, mostre que a intersecao finita de
abertos € um aberto, isto é, se 4,,4,,...,4, sao conjuntos aber-

tos, entdao 4= nAl. é aberto, VneN.
i=1
Nota: A intersecao de uma colec¢do infinita de abertos pode nao ser
um aberto.

Exemplo 2.20. Em R, tome An:{xeR/—l<x<l}, neN.
n n

Entao, ﬂAn ={0}, que nao é aberto.

n=l1

2.10 Conjuntos Fechados

Conjuntos fechados sdo definidos simplesmente como conjuntos
cujo complementar € aberto. No decorrer deste capitulo veremos al-
gumas outras caracterizagdes de conjuntos fechados. Porém, vale a
pena ressaltar que, mesmo em R, descrever completamente quais
sdo os conjuntos fechados de um espago métrico é um problema
complicado. Abaixo vocé pode ver o desenho do triangulo de Sier-
pinski em R® e R’ (figura 2.21). Ambos sdo conjuntos fechados
(pois os complementares sao abertos) e ddo uma ideia de quao com-
plicados os conjuntos fechados podem ser.

Se necessario revise o
capitulo 5, “Principio

de Inducdo” do texto

de Fundamentos de
Matematica | [2, Carvalho-
Gimenez].

Triangulo de Sierpinski

E uma generalizacio do
conjunto de Cantor (o qual
estudaremos mais tarde).
Se vocé quiser saber mais,
sugerimos uma busca na in-
ternet com as palavras "Tri-
angulo de Sierpinski” ou, em
inglés, “Sierpinski triangle”..
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Figura 2.21

Seja F'< M . Dizemos que F ¢ fechado se o seu com-
plementar, C(F'), for aberto.

Exemplo 2.21. O conjunto F ={(x,,x,)e R*/x’ +x2 <1} é fechado
em R*.

Exemplo 2.22. Os intervalos [a,b], (—,b] e [a,+®) sdo conjuntos
fechados.

Exemplo 2.23. O conjunto F ={(x,,x,,x,) € R*/x] +x; +x; <1} é fe-
chado em R’.

Exemplo 2.24. Seja (M ,d) espago métrico onde d é a métrica descri-
ta. Entao todo subconjunto de M é fechado.

Nota: Assim como definimos bola aberta, podemos definir bola fe-
chada.

Blx,rl={yeM/d(y,x)<r}
é uma bola fechada em M .
Em R", podemos escrever:
Blx,r]={yeR"/||y—-x|£r}.

Exercicio Proposto

Mostre que toda bola fechada é um conjunto fechado.



Na linguagem cotidiana, quando nos referimos a portas, janelas, li-
vros etc.,, as palavras “aberto” e “fechado” sao antonimos. Porém,
quando aplicadas a subconjuntos de R" elas nao o sao.

o R" e & sao abertos e fechados simultaneamente.

*  Em um espago métrico discreto (na métrica 0-1) todo conjunto
é aberto e fechado ao mesmo tempo. Isto segue do fato que

B(x, ¥))=1x}.
¢ Existem muitos conjuntos que ndo sao abertos nem fechados.

Um exemplo simples é o conjunto dos nimeros racionais em
R.

Propriedades dos Conjuntos Fechados:
Propriedade Fel. O conjunto & e o espago todo M sao fechados.

Prova:

E imediata, pois @ e M sdo abertos.

Propriedade Fe2. A unido de dois conjuntos fechados é um conjun-
to fechado.

Prova:
Sejam F; e F, conjuntos fechadose F =F UF,.
Temos que

C(F)=C(F UF)=C(F)NC(F,).
Como F| e F, sao fechados C(F}) e C(F,) sao abertos,
pela propriedade Ab2, segue que C(F) € aberto.

Logo, F ¢ fechado.

Propriedade Fe3. A intersecao de qualquer colegao de conjuntos fe-
chados é fechada.



Prova:

Sejam {F,} ,_, uma colecao de conjuntos fechados e F' = ﬂFa.

QeT

Temos

cr=c(Fr)=ULlcEN.
Como F, é fechado, C(F)) é aberto.
Pela propriedade Ab3, segue que C(F) é aberto.

Logo, F ¢é fechado.

Exercicios Propostos
9) Mostre que a unido finita de fechados é um fechado (use indu-
¢do matematica).

10) Em R" todo conjunto unitario é fechado? E todo conjunto fini-
to? Esses resultados sdo validos para qualquer espago métrico?

11) Através de um exemplo, mostre que a unido de uma familia
arbitraria de fechados pode nao ser fechada.

2.11 Pontos de Acumulacao

Intuitivamente, um ponto x é um ponto de acumulagao de um con-
junto 4 se existirem outros pontos de 4 arbitrariamente préximos
de x.

Temos a seguinte definigao:

Definicao2.10.Seja A < M .Umponto x e M éumpontodeacumula-
caode A4 setodabolaabertacentradaem x contiveralgumpontode 4,
que seja distinto de x.

Denotamos o conjunto dos pontos de acumulagao de 4 por A4'.

Simbolicamente, escrevemos:

xeA'©Vr>0, Blx,r)n{d—{x}}=J.



Observe que x nao precisa pertencer a 4 para ser ponto de acumu-
lacao.

Mesmo sem ter sido usada esta nomenclatura, vocé ja entrou em
contato com o conceito de ponto de acumulagao, quando vocé estu-
dou limite de fungdes.
A nota da pégina 79 do texto de Célculo I [5, Gimenez-Starke],
“[..] calcular o limite de uma fun¢do num ponto b é examinar o
comportamento da fun¢do em pontos extremamente préximo de

b[.]"

traz implicita a exigéncia de que o ponto b deve ser um ponto de
acumulacdao do dominio da funcao.

Exemplo 2.25. Em R um conjunto unitdrio nao tem pontos de acu-
mulagao. Um conjunto finito também nao tem pontos de acumulagao.

Exemplo 2.26.Em R, Z'=O .

Exemplo 2.27. Seja 4 o intervalo (0,1) em R . Entdo, 4' é o interva-
lo fechado [0,1].

Exemplo 2.28. Seja 4 :{1,%,%,---,1,---} em R. Entao, 4'={0}.
n
Exemplo 2.29. Considere, em R, o conjunto dos racionais Q.

Qual é o conjunto Q'?

A resposta é¢ R, isto €, todo niimero real a ¢ um ponto de acumu-
lacdo de Q.

De fato, seja xeR e r>0.
Devemos mostrar que a bola aberta
B(x,r)=(x-r,x+7r)

contém pelo menos um racional distinto de x.



Como o conjunto dos numeros naturais N ¢ ilimitado em R,

1 1
dn e N tal que n >— ou, reescrevendo, —<r.
r n

Os racionais £, p €7 dividem a reta real em intervalos de com-
n

primento — <, como ilustrado na figura 2.22.

2 -l 12 3,
n n n

Figura 2.22
Logo, pelo menos um desses numeros racionais estara entre x—r

e x+r e serd distinto de x, pois o comprimento do intervalo

(x—l’,x+r) é 21">£.
n

Para ter uma ideia de M, Exemplo 2.30. Em R’, seja 4 = {(x,senlj c0<x< 1} .

tente plotar o grafico x

de y= sen— no Entdo A'= AU{(0,y):-1< y <1} uU{(l,sen 1)}.
computador.

F <M éfechado se, e somente se, F'c F .

Prova:

=) F fechado = F'c F.

Vamos usar a seguinte propriedade de conjuntos

Ac B < C(B)c C(A),
onde C(4) denota o complementar de 4 em M .
Seja xe C(F). Como C(F) é aberto, existe B(x,r)c C(F).
Portanto, B(x,r)NF =, o que implica que x e C(F') (x ndo
é ponto de acumulagao de F').
Logo, F'c F.

<) F'c F = F éfechado.

Vamos mostrar que C(F) é aberto.



Seja xe C(F).Como F'c F,entao x¢ F'.

Portanto, existe »>0 tal que B(x,”r)NF =&, o que implica
que B(x,r)c C(F).

Logo, x € Int(C(F)) e, dessa forma, C(F) é aberto.

Segue que F ¢ fechado.

Exercicios Propostos

Encontrar S',sendo S ={(x,y)eR*/y<x*—1}.

Decida quais dos seguintes conjuntos sao fechados em R:

A= lal la :_ ;
23
B:{o,l,ll }
23
clia3456 1
2345

1

Dominio de f,sendo f(x)= o ;
X—

Imagem de g, sendo g(x)=x"+2x+2.

O conjunto de Cantor em R.

Em linguagem cotidiana (ou coloquial), podemos pensar no interior
de um conjunto 4 como o “maior” aberto contido em 4. De forma
analoga, podemos pensar no “menor” fechado que contém 4.

Temos a definicao:

Seja Ac M . O fecho de 4, denotado por A, é0 con-
junto obtido pela unido de 4 com seus pontos de acumulacao.



Simbolicamente, escrevemos:
A=AV A",

acAsVr>0, Bla,r)ymA+D.

O fecho de qualquer conjunto é sempre um conjun-
to fechado.

Prova:

Seja X < M . Vamos mostrar que C(}) é aberto.
Seja a € C(Y). Entdo a¢ X e a¢ X' e, portanto, existe r >0 tal
que

B(a,r)yn X =9, isto é, B(a,r)c C(X).
Vamos mostrar, agora, que B(a,r) C C(}).

De fato, seja y € B(a,r) . Pela propriedade de bolas abertas B3,
existe 7, >0 tal que

B(y,n)c B(a,r) c C(X).

Assim, B(y,n)NX =J, o que implica que y nao é ponto de
acumulagao de X . Segue que y e C(X).

Concluim(f, assim, que a € Int(C(})). Logo, C(}) é aberto e,
portanto, X é fechado.

Formalmente, a nogao de que o fecho de 4 é o menor fechado que
contém A é descrita pelo teorema abaixo, cuja prova pode ser en-
contrada em [16, Rudin].

Seja A< M . Entdo, 4 é o menor fechado que contém
A, isto é,
A= NF .

AcF
F fechado

Prova:

Note que o resultado segue do fato quese 4 c B entdo 4'c B'.



Exercicio Resolvido

Determine os pontos de acumulagao e o fecho de cada um dos
seguintes subconjuntos de R .

Z
Resolucao:
Note que Z nao possui ponto de acumulacao, pois para todo n € Z,
B(n,%)mZ =@ . Disto seque que Z =7 (veja definicio 2.1) e,

portanto, Z ¢ fechado.

Q

Resolucao:

Note que Q=R, pois dado um numero real x qualquer, toda bola
aberta B(x,¢) contém racionais diferentes de x. Pela definicdo
2.11, seque que Q=R.

(0,2)
Resolucao:

Primeiro observe que se x ¢[0,2] entdo existe um ¢>0 tal que
B(x,6)n(0,2) #J e, portanto, x ndo ¢ ponto de acumula-
cdo de (0,2). Por outro lado, é facil ver que se x<[0,2], entdo
B(x,e)M(0,2) #J para todo ¢ >0. Logo, (0,2)=[0,2]. Segue da
definicdo 2.11 que (0,2)=[0,2].

Exercicios Propostos

Determine o fecho dos seguintes conjuntos em R:

Jo i1l
234

Mostre que AN B < AN B. Dé um exemplo para mostrar que
a inclusao no outro sentido ndo é vélida.

Seja (M,d) um espaco métrico. E verdade que todos os pon-
tos de B[x,r] sdo pontos de acumulagao de B(x,r)?



Exercicio Resolvido
Seja A< M . Mostrar que

xedoinfl{d(x,y)/ye A =0.

Prova:

=) Sejam xe 4 e a=inf{d(x,y)/ ye A}.

Se xe 4, entdo a =0 (trivial).

Se x¢ A mas xe A', entdo Vr>0, B(x,r)NA+D.
Assim, Vr >0, existe y e 4 tal que d(x,y)<r.

Como » >0 ¢é qualquer, seque de =0,

<) Seja xe M tal que a=inf{d(x,y)/ ye A}=0.
Se x € A, nada a provar.

Se x¢ A, pela definicdo de infimo, para qualquer » >0, existe
ye A tal que d(x,y)<r.

Seqgue que y € AN B(x,¢) e, entdo, xe 4'c A.
Usando o conceito de fecho de um conjunto, podemos facilmente
introduzir a definicdo de conjunto denso. Vejamos:

Seja A< M. Dizemos que 4 é denso em M se, e so-
mente se, A =M.

Intuitivamente, um conjunto 4 é denso em M quando seus pontos
estiverem espalhados por toda parte de M .

Em R, um conjunto 4 é denso quando todo intervalo aberto, por
menor que seja 0 seu comprimento, contiver pontos de 4.

Exemplo 2.31. Q é densoem R.
Exemplo 2.32. R-Q é densoem R.

Exemplo 2.33. Z e N nao sao densosem R.



Vamos finalizar esta unidade com o conceito de fronteira de um
conjunto. Este conceito pode ser visualizado intuitivamente no R?,
onde para muitos conjuntos a fronteira desempenha o papel de limi-
tante, como pode ser observado no mapa da figura 2.23.

AMAPA

AMAZONAS

mqud

Fronteira entre
Brasil e Bolivia

rrrrr
FFFFFFF

uuuuu
ROSSO
UL

GUAL
PARANA B
SANTA
CATARINA,

Figura 2.23

Temos a seguinte definicao.
Definicao 2.13. Seja Ac M, A# <. Dizemos que um ponto x e M
é um ponto de fronteira de A4 se toda bola aberta centrada em x

contém pontos de 4 e do complementar C(4).

O conjunto de todos os pontos de fronteira de 4 é denominado
Fronteira de 4 e é denotado por Fr(4).

Simbolicamente, escrevemos

B(x,r)mA+J
xeFr(A)< Vr>0, <e .
B(x,r)nC(A)# D

A figura 2.24 ilustra esta definicao.
Exemplo 2.34. Encontrar Fr(4), sendo 4 c R?, o conjunto:

A={(x,y)eR*/x*—y* <1}.



O conjunto A esta representado na figura 2.25. Observe que
2 2
x =y =1

¢ a equacao de uma hipérbole. A fronteira de 4 ¢ o grafico desta
hipérbole, isto ¢,

Fr(d)={(x,y)eR*/x* = y* =1}.

A

y y

A Fr(A4)

Figura 2.25

Exemplo 2.35. Seja AcR um conjunto unitario. Veja que neste
caso, Fr(4)=4.

Exercicios Propostos
Verifique se sdo verdadeiras ou falsas as sentencas:

Ac B= Fr(A)c Fr(B);

xeFr(4d)=xe A',isto é, x é um ponto de acumulacgao de
A;

Fr(Au B) c Fr(4) U Fr(B).

Identifique e represente geometricamente a fronteira dos se-
guintes conjuntos:

A={(x,y)eR*/x*+y* <1};

Int(A4) (sendo 4 o conjunto do item a);

A=[01]1nQ ¢ R

C:{(x,y)eRZ/y>x2—4x+3}'



Fr(4)= AN C(A).

Prova:
B(x,r)ymA+J xed
xeFr(4A) < Vr>0,qe & qe @ermC(A)
Bx,r)nC(A)#D  |xeC(4)
[
A=Int(4) UFr(4).
Prova:

<) Seja x € Int(A4) UFr(4).

Se x € Int(4), nada a provar, pois Int(4) c 4 A.

Se x ¢ Int(A4) e x € Fr(4), temos que Ve >0, B(x,e)nA#J.
Logo, xe 4.

Concluimos, entao, que Int(4) U Fr(4) A.

=) Seja x € 4. Temos duas possibilidades exclusivas

xeAd,ou

xgAexed'.
x € A. Novamente temos duas possibilidades exclusivas
x €Int(4) ou x ¢ Int(A4).
Se x € Int(A4), nada a provar.

Suponha que x ¢ Int(4). Entdo, toda bola aberta centrada em
x contém pontos do complementar de 4.



Como x € 4, temos
B(x,r)mA#3 e B(x,r)nC(A)#J, Vr>0.

Logo, x e Fr(4).

xgAdexeA.

Como x é ponto de acumulagao de 4, qualquer bola aberta
centrada em x contém pontos de 4. Como x ¢ 4, 0 mesmo
ocorre com C(4).

Logo, x e Fr(4).

Concluimos, entao, que Ac Int(A) U Fr(A4).

Para todo conjunto 4 M, Fr(4) é um conjunto
fechado.

Prova:

Segue diretamente de Frl, pois a intersec¢ao de fechados é fe-
chada.

Para finalizar, observe a figura 2.26, onde esté representado o sub-
conjunto de R?,
A={(x,y)eR*/x>1}.

Y A

\ 4
=

Figura 2.26



Temos
Fr(4)={(x,y)eR*/x=1}

Int(C(A)) = {(x,y) e R*/x <1} .
Dado um ponto qualquer p € R?, exatamente uma das trés possibi-
lidades a seguir ocorre:

pelnt(4) ou peFr(4) ou pent(C(4)).
Esse resultado pode ser generalizado.

Proposicao 2.3. Seja Ac M . Dado pe M, tem-se 3 possibilidades
exclusivas:
pelnt(4) ou peFr(4) ou pent(C(4)).

Assim, a ideia intuitiva de que a fronteira desempenha um papel de
limitante entre um conjunto e seu exterior, como ilustrado na figura
2.23, vale para qualquer conjunto de um espago métrico.
Exercicios Propostos

19) Dé exemplos de conjuntos 4 em R, R* e R’, identificando:

Int(4), 4', 4, Fr(4), C(4), In(C(4)).
20) Dé exemplos para ilustrar que:
a) Fr(4) c Fr(B) mas Az B;

b) Um ponto de fronteira nao é ponto interior.

Exercicios Complementares
1) Verifique quais das seguintes funcdes sio métricas em R:
2 d(ey)=lx+yl;
b d(xy)=lx|=|y];

o d(x,y)=(x-y).

2) Verifique quais das seguintes funcdes sdo métricas em R*:

a) d(x,y)=3y—x|+3y,—x,|;



d(xay):|x1+yl |+|x2+y2 |;

sendo x =(x,,x,) e y=(,,1,)-

Seja f:R—>R uma funcdo estritamente crescente. Seja
d:RxR — R definida por d(x,y)= f(x)—f(»)|. Mostre que
d é uma métrica sobre R.

Seja X um conjunto nao vazio e

M={f:X >R/ f ¢élimitada}.

Em M considere a métrica

d(f,g)=sup{| f(x)-g(X) [}

xeX

Tomando X =[1,3], f(x)=x" e g(x)=x+1,determine d(f,g).
Em R, considere a métrica usual. Verifique que valem as
igualdades:

d(p,Q)=0, VpeR;

dQR-Q)=0;

Se a métrica considerada sobre R fosse a zero-um, estas igual-
dades continuariam vélidas?

Seja A um conjunto ndo vazio de um espago métrico. Mostre
que diam(4) =0 < A4 é unitario.

Considere R com a métrica usual. Verifique que
1
OSd(a,Z)SE, VaelR,
onde Z é o conjunto dos inteiros.

Sejam p um ponto de um espago métricoe neN. Pliove que a
intersegao das bolas abertas de centro em p e raio — é o con-

junto unitario {p}, isto €, "

ﬁB[p,1j={p}-

n



Seja 4={(x,y)eR?/y>0}. Tomando R* com a métrica usual
e A com a métrica induzida, desenhe as bolas abertas e fecha-
das que seguem:

B(o,1);
B,(0,1);
Blo,1];
B,[o,1];

onde B, denota uma bolaem 4 e o denota a origem.

Determine o interior dos seguintes conjuntos em R:

N={1,2,3,...};
_J,._P .
Q—{x——/p,qu eq;tO},
q

R-Q;
Intervalo aberto (1,2);
(1,2)nQ;
Intervalo [1,2);
Intervalo fechado [1,2];
[1,2]U {3},
Identifique quais dos seguintes subconjuntos de R?, com a

métrica usual, sdo abertos e/ou fechados ou nem abertos nem
fechados:

A={(x,y)eR*/x*—4x+y* <0};
B={(x,y)eR*/y>0};
C={(x,y)eR*/|x|<2e|y[<2};
D={(x,y)eR*/x=0ey=0};
E={(x,y)eR*/x=1};
F={(x,y)eR’/y*=x*>1};

G =B(0,2)UB(1,2).



Determine os pontos de acumulagao e o fecho de cada um dos
seguintes subconjuntos de R :

Z,Q, R-Q, (0,2),[0,2), [0,2], QN (O.1), {1,1,1,---,1,---}.
2°3 n

Num espago métrico qualquer (M,d), mostre quese Ac M é
aberto e ae M , entao A\{a} é aberto.

Seja (M,d) um espaco métrico onde M ¢ finito. Prove que
todo subconjunto de M é aberto.

o)
Sejam x, ndo vazios em R . Dé exemplos mostrando que ﬂFn
n=1

pode ser vazio se os F, forem apenas fechados ou apenas limi-
tados.

Seja X' o conjunto dos pontos de acumulacdo de X . Dé exem-
plos de conjuntos X tais que:

X e X' sejam distintos;

X seja subconjunto préprio de X';

X' seja subconjunto préprio de X ;

X'=X.

Com suas palavras, dé o significado das expressoes:
a € X nao é ponto interior de X ;
X nao é um conjunto aberto;
F ndo é um conjunto fechado;
a € X nao é um ponto de fronteira;

a € X nao é um ponto de acumulagao de X .

Dé exemplos, em R?, de:
conjuntos abertos;
conjuntos fechados;

conjuntos nem abertos nem fechados.



Determine a fronteira dos conjuntos:

Em R:4 =[a;+x); 4, =[0,)U{3}; 4, =7Z;

Em R*:B ={(x,y)/xy=1}; B,={(x,y)/x>0ey>0}.
Encontre os pontos de acumulagdo dos seguintes conjuntos
em R’:

A={(m,n)/ m,neZ},

B={(p,q)/ p,q sdo racionais};

C:{[l,lj/neN};
nn
D:{(i,lj/m,neN};
m n
D:{(ﬂ,lJ/m,neZ,n;tO}.
nn

Prove que, em R", vale:

Int(4) = A\ Fr(4);

A=R"\Int(R"\ 4).
Quais afirmagoes sdao verdadeiras em um espago métrico M ?
Justifique suas respostas.

Int(A4) = Int(4);

AnA=A4;

Int(A) = 4;

Fr(A) = Fr(A);

Fr(A)c M \ A se A é aberto.

Prove que em um espaco métrico, tem-se:
Fr(A)=Fr(M \ 4);
ANBc ANB;
AUBC AUB;
Int(A U B) o Int(4) v Int(B);

Int(4 U B) > Int(4) UInt(B).



Resumo

Neste capitulo vocé se familiarizou com as nogdes topoldgicas béasicas
em um espago métrico, tais como: bolas abertas, conjuntos abertos,
conjuntos fechados, pontos de acumulacao, etc. Muitos exemplos fo-
ram desenvolvidos no espago R", em especialem R e R?, de modo
a desenvolver a sua intuicdo geométrica. Foram apresentados exer-
cicios resolvidos e propostos, fundamentais para o seu aprendizado.






Capitulo 3
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3 Convergéncia

Neste capitulo iremos estudar sequéncias. Iniciaremos re-
vendo brevemente o conceito de sequéncia de niimeros
reais. A seguir, introduziremos a definicdo de sequéncia
em um espago métrico.

Nosso interesse é estudar o comportamento de uma se-
quéncia. Em particular, queremos entender o comporta-
mentodo n -ésimo termo da sequéncia, quando n tende a
infinito. Para isso, precisamos definir a nogdo de conver-
géncia.

3.1 Sequéncias de Numeros Reais

Para motivar os estudos desta unidade, propomos o seguinte pro-
blema:

Que distancia podemos atingir com uma pilha de livros (que
pode ser infinita) equilibrada sobre o beirado de uma mesa
antes desta pilha cair?

Assumiremos que todos os livros tém largura 2 e peso 1 e que pode-
mos usar apenas um livro por “andar”. Este problema é conhecido
como o problema da “Torre Inclinada de Lire” e possui mais de uma
solucdo possivel.

A primeira ideia que nos vem é simplesmente empilhar os

livros verticalmente e equilibrar no beirado da mesa, de for-

ma que parte deles fique para fora da mesa (Figura 3.1).

MESA

Figura 3.1

Apesar de este método funcionar, iremos atingir uma distan-
cia de, no méximo, aproximadamente 1. Poderiamos, entao,
pensar em usar contrapesos para atingir distancias maiores.




Porém, o problema propde que usemos apenas um livro por andar
e, portanto, ndo podemos seguir esta ideia. Vamos, entdo, atacar o
problema usando a matematica que ja aprendemos nos calculos.

Primeiro, lembramos que o centro de gravidade combinado c de
dois objetos com massa M, e M,, localizados em x, e x,, respecti-
vamente (Figura 3.2), € dado por

¢ = M+ 5M,
M +M,

Figura 3.2

Para modelar nosso problema, vamos imaginar uma reta real se ex-
tendendo para a direita com origem exatamente no beirado da mesa
(Figura 3.3).

Mesa 0 1 2 3

Figura 3.3

Podemos assumir que nossa pilha de livros nao caird desde que o
centro de gravidade da pilha com #-livros, c,, seja menor ou igual
a zero. Em particular, o mais a direita possivel que o centro pode
estar é na origem. Vamos, entao, empilhar nossos livros da seguinte
maneira:

Comecamos com a mesa vazia e colocamos um livro sobre a mesa,
de forma que sua extremidade direita esteja no zero. Como o livro
tem largura 2 e massa 1, o centro de gravidade é -1. Podemos, entao,
deslocar o livro para a direita até que o centro de gravidade dele
esteja sobre o zero e ele ndo caird da mesa (Figura 3.4).



Figura 3.4

Portanto, a extremidade deste livro ja alcangou a distancia D, =1 e
o livro tem centro de gravidade no 0. Para colocarmos o préximo
livro, levantamos o livro existente verticalmente e colocamos o se-
gundo livro como feito anteriormente, ou seja, com a sua extremi-
dade direita na origem. A pilha continuaré equilibrada (Figura 3.5):

1
2 e
Mesa 0 1 2 3
Figura 3.5

e o centro de gravidade desta pilha de dois livros é:

Lo MytaM, (D140 1
M, +M, 1+1 2

Agora, deslocamos esta pilha para a direita até que o seu centro de
. . . : 1
gravidade estejano 0, ou seja, podemos deslocar a pilha por 5 e tere-

mos alcangado a distancia D, =1 +% do beirado da mesa (Figura 3.6):

Mesa 0 1 2 3

Figura 3.6

Procedendo desta maneira sucessivamente, teremos que uma pilha

. . 1 )
de n livros alcanca a distdncia de D, =1+—+:--+—. Este é o termo
n

geral da sequéncia das somas parciais da série harmonica divergen-
0

1 .. .. : .
te Z— (mas nao iremos estudar esta série neste curso). A divergén-
n=l

cia da mesma significa que, somando termos suficientes da mesma,
podemos ultrapassar qualquer niimero real positivo. Ou seja, pode-
mos atingir qualquer distdncia com nossa pilha de livros, desde que



tenhamos paciéncia para empilhar o nimero suficiente de livros. A
tabela abaixo mostra a quantidade de livros necesséria para atingir
determinada distancia:

N =4
N = 31

10 N = 12.367

22 N = 2.012.783.315

40 N = 132.159.290.357.566.703

Na figura 3.7 temos uma foto de um experimento feito com blocos
de madeira. Vocé pode tentar o mesmo em casa!

Figura 3.7

Este exemplo ilustrou como o trabalho com sequéncias infi-
nitas é interessante. Esperamos que vocé fique entusiasmado
e estude com afinco os contetidos que serdo explorados nesta
unidade.

Uma sequéncia de niimeros reais nada mais é do que uma lista infinita
de niimeros reais, arranjados em uma certa ordem. Mais precisamente,
temos uma sequéncia (infinita) se para cada niimero natural » associa-
mos um numero real x,, conforme definicdo que segue.

Definicao 3.1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcao

N>R

n—>x,.



Denotamos: (x,,x,,...,x,,...) ou simplesmente (x,).
Exemplo 3.1. (2,4,6,8,...) =(2n).

Exemplo 3.2. (cosm,cos2m,cos3m,...) =(cosnm).

Exemplo 3.3. [1 11 j:(lj
273 n

Na disciplina de Calculo I, vocé estudou as sequéncias de nimeros
reais. Antes de continuar seu estudo, é interessante vocé revisar a
se¢do 1.3 do livro-texto da referida disciplina.

Generalizando, podemos pensar em sequéncias no R?, R?, ..,
R", ou em um espago métrico qualquer.

Exemplo 3.4. /:N— R’

Os termos desta sequéncia sao formados por pares ordenados de
numeros reais, como segue:

(1 lj (1 1] (1 lj
’2 b 274 b 3’6 2 M
Exemplo 3.5. f:N >R’
(1 1 1)
n—|—,—,— |
nnn

Neste caso, os termos da sequéncia sdo formados por ternas orde-
nadas de numeros reais. Temos

3.2 Sequéncias em um Espaco Métrico

Definicao 3.2. Seja (M,d) um espago métrico. Uma sequéncia em

M é uma funcao
f:No>M

n—>x,.



Notacao. Usamos a mesma notagao utilizada para sequéncias de
numeros reais, ou seja: (x;,x,,...,X,,...) ou (x,).

O conjunto dos termos da sequéncia sera denotado por f(N), ou

{x,%,...} .

Nota: Veja que o conjunto dos termos da sequéncia difere da se-
quéncia, como ilustrado no seguinte exemplo:

Sequéncia: (1+(-1)")=(0,2,0,2,...).

Conjunto dos termos: {0,2}.

A figura 3.8, ao lado, mostra Weierstrass (a direita) ex-
plicando o conceito de convergéncia uniforme para
Cauchy, que estd meditando sobre o contraexemplo
de Abel. A seguir, introduziremos o conceito de con-
vergéncia, porém o conceito de convergéncia unifor-
me (0 qual é muito 1til para o estudo de convergéncia
de sequéncias e séries de fungdes) s6 é visto em cur-
sos mais avancados.

Para a sequéncia de niimeros reais
1
(‘xn) = (_ 4
n

limx, = liml =0.

n—0 n—x0 n

Figura 3.8 - O conceito de
convergéncia uniforme.

temos

Intuitivamente, observando a figura 3.9, vemos que os termos da
sequéncia tornam-se arbitrariamente préximos de zero quando n
tende a infinito.

Figura 3.9



1

Formalmente, verifica-se a defini¢do: Ve>0, se n,eN e n,>—,
< €
entao

|x,—0|<e para todo n>n,.
Esta definicao pode ser visualizada na figura 3.10. A partir de n,,

todos os termos da sequéncia situam-se num intervalo aberto de
centro em 0 e raio &.

X ,n>n
/\_/\_A
( 1 )
C I ) >
—& 0 & X
Figura 3.10

Também podemos dizer que, para n > n,, a distancia entre x, e 0 é
menor que &.

Nota: Lembre que |x, —a| nos da a distancia de x, até a.

Como podemos generalizar a defini¢do de limite de uma sequéncia
para um espago métrico qualquer?

Definicao 3.3. Sejam (M,d) um espago métrico e (x,) uma se-
wquéncia em M . Dizemos que (x,) converge para a €M se para
todo & >0 existir n, e N tal que

d(x,,a) <& paratodo n>n,.

Escrevemos: limx, =a ou x, > a,ouainda, limx, =a.

n—0
Se (x,) nao converge, ela é dita divergente.

Nota: Utilizando bolas abertas, podemos escrever:
limx, =a < Vr>0, existir n,eN tal que x,€B(a,r) para todo

n—0

n>n.

A visualizagao geométrica é ilustrada na figura 3.11.
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Exemplo 3.6. Seja (M,d) um espago métrico. A sequéncia
(x,,%y,...,%,, p, p, p,...) € dita sequéncia estaciondria.

Temos que x, —» p.
De fato, dado qualquer & >0, basta tomar n, =k € N. Para todo

n>n,, temos d(x,,p)=d(p,p)=0<e.

Exemplo 3.7. Seja M =R, com a métrica usual. A sequéncia (3 J
n+

converge para o nimero real 1. Vejamos por qué: dé ¢>0.
-lj<e.

Devemos encontrar n, € N tal que n>n, = o
n+

Agora, note que as sequintes desigualdades sdo equivalentes:

3n
3n+1

—1l<e,

3n-3n-1
3n+1

1
3n+1

<,

<e,

3n+1>l,
€

n>l(l—1j.
3\¢e



Assim, se tomarmos n, como o primeiro natural maior que

-1

l(l_lj' temos que n>n, = <&, como desejado.

3\e

3n+1

Exemplo 3.8. Seja M =R*, com a métrica usual (isto é, a métri-
ca Euclidiana). A sequéncia cujo termo geral é o par ordenado

<>cn,y,,)=(1+1,ﬂ

) converge para o par ordenado (1,0).
non

Para simplificar a notacdo, denotamos: z, =(x,,»,); a =(1,0).

Temos: d(z,,a)= \/(xn ~1)*+(y, - 0)’
(T
n n

_ /(lj +(lj _hlL

n n n

Nota: Observe que (d(z,,a)) é uma sequéncia de nimeros reais que

. N
converge para zero, pois € o produto da sequéncia — (que converge
n
para zero) pela constante 2 (ver teorema 7, da se¢ao 1.3.4 do livro-
texto de Calculo I).

ey
I’Z’ n

Logo, (1 + ] - (L,0).

Exemplo 3.9. Seja (M,d) um espago métrico. A sequéncia
(x,)=(a,b,a,b,a,b,...), onde a b é divergente.

Exemplo 3.10. Em R?, a sequéncia (z,) = (l,lj —(0,0).
nn
Exercicio Proposto
1) Usando a defini¢ao, comprove o resultado do exemplo 3.10.
Nota: Segue da defini¢dao de limite de sequéncia que, em um espago

métrico qualquer, uma sequéncia x, — a se, e somente se, a sequén-
cia de niimeros reais d(x,,a) —> 0.



Nos exemplos 3.8 e 3.10, temos sequéncias convergentes em R*. Ob-
serve os resultados e se questione:

Em R?, uma sequéncia (x,,y,) — (a,b) se, e somente se, x, >a e
y,—>b?

A resposta é positiva. Temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1. A sequéncia ((x,,),),(x,,¥,),...,(x,,¥,),...) converge
para (a,b) em R® se, e somente se, a sequéncia (x,) converge para
a e a sequéncia (y,) converge para b em R.

Prova:

=) Hipotese: (x,,y,) = (a,b).

Tese: x, >a e y, >b.

Seja €>0. Como (x,,y,)—>(a,b), existe n,eN tal que
d((x,,»,),(a,b)) <& paratodo n>n,.

Entao, para todo n > n,, temos:

|x, —al=(x, —a)* <y/(x,—a) + (v, —b)* =d((x,,,).(a.b) <&

e

v, —bl=y (0, —b) <\(x, —a) +(y, -b)* =d((x,,¥,),(a,b)) <¢

Logo, x, >a e y, >b.

<) Hipotese: x, >a e y, >b.
Tese: (x,,y,) = (a,b).

Seja €>0.

€
Como x, »>a, 3n, eN talque |x,—a|<—, Vn>n,.
2

Como y, - b, In, eN tal que |yn—b|<§, Vn>n,.

Seja n, = max{n,,n,} .

Para todo n > n,, temos



Observe que se a e b sdo
numeros positivos, entdo

,\/”3_,_1,3 S\/a3+b3+2ab

=\/(a+b)’=a+D.

d((x,,3,):(a,0)) = J(x, —a)’ + (v, —b)’

<Jlx,—al +|y,-bF +2|x,—ally,-b|

=J(x,—al+|y, b))’

e &
=x —al+|y —bl<—+—=¢.
|x,—al+|y,=b| >3

Logo, (x,,y,) — (a,b).

Nota: A proposicao 3.1 pode ser generalizada para R".

Exemplo 3.11. Em R*, a sequéncia (z,) :(l,n_—l’(—l) ,%J con-
non n

verge para (0,1,0,0) .

Observacao Importante. A convergéncia depende da métrica.

Exemplo 3.12. De fato, em R, com a métrica usual, (lj —0.
n

. . (1Y) .
Se tomarmos a métrica 0—1, a sequéncia (— ndo converge para
n

zero, pois d[l,oj =1, para todo n.
n

Com esta métrica, a sequéncia (l) diverge, pois, Va e R, d (l,aJ =1,
n n

exceto, possivelmente, para um determinado valor de 7.

Um Exemplo de Sequéncia de Funcoes. Seja C[0,1] o es-
paco das fungdes continuas, f:[0,1] >R com a métrica

d(f,g)=maxi] £()-g®) ;.

Neste espago, considere a sequéncia (f,), onde fn(t)zn—t para
n+t
todo ¢ €[0,1].

Cada termo da sequéncia é uma fungao de ¢. Assim, o limite, se
existir, sera uma funcao de ¢.

O que ocorre se considerarmos ¢ fixoe n—o0?



Podemos verificar facilmente que

. nt
lim——=¢.
=en+t

Denote f(¢)=t.

Afirmagdo: li_r)g f.@)=f(t) em C[0,1].

De fato, d(f,,f)=max{| f,() = f ()]}

{ nt
= max —t

0<r<1

_l‘z
= max
0<t<1 n+t

{ tz }
=max
<<l | p+t

2
t 1
< max{—} =——0.
0<t<1 n n

Nota: Observe que na se¢ao 2.4 definimos uma métrica num espago

de fungdes usando o supremo. Neste exemplo usamos o maximo
porque estamos trabalhando num espaco de fung¢des continuas defi-
nidas num intervalo fechado e limitado. Em um intervalo desse tipo
toda funcao continua assume valor maximo.

Exercicio Proposto
2) Use um software grafico e construa o gréfico das fungdes: f(¢),

f;z(t)/ n :1,2,...,5 .

Proposicao 3.2.Seja (x,) uma sequéncia num espago métrico (M,d) .
Se existir limx, ele é unico.

n—x0
Prova:
Vamos supor que limx, =a e limx, =b.Seja € >0.

n— n—o0

Como x, > a, 3n, €N tal que d(xn,a)<§ para todo n>n,.

Como x, > b, 3n, €N tal que d(xn,b)<§ para todo n > n,.
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Seja n, =max{n,n,}.
Tome um n > n,. Entao, d(x,,a) <§ e d(x,,b) <§ e, dessa forma,
e ¢
d(a,b)<d(a,xn)+d(xn,b)<5+5=s.

Assim, 0<d(a,b)<e,Ve>0.

Logo, d(a,b)=0 e, portanto, a=5.

Exercicio Proposto

3) Verifique quais das sequéncias abaixo convergem. Para as se-
quéncias convergentes dé o limite:

2 ((—1)"” ;—1)"] om R;

n n
b) (a,b,a,b,a,b,...), azb em R;

o (1,2,3,...,p,p,p,...) em R com a métrica 0—1;

d) A sequéncia (f,), onde f, () =%, no espago C[0,1] com a

métrica d(f,g) =max{| f(t)~g(®) [}

3.4 Subsequéncias

Introduziremos agora a nogao de subsequéncias. Se vocé acha-la
dificil, ndo desanime! Veja o que escreveu Mittag-Leffler, ainda em
1875:

“Eu acho realmente surpreendente que Mr. Weierstrass e Mr.
Kronecker consigam atrair tantos estudantes — entre 15 e 20 —
para aulas que sdo tao dificeis e em um nivel tdo avangado.”
(Carta de Mittag-Leffler, 1875, veja Dugac 1978, p. 69, apud [6,
Hairer-Wanner])

Em R, considere a sequéncia (G = —l,l,—l,l,--- .
n 2 34

Podemos, de uma maneira muito natural, destacar duas subsequén-
cias:



A primeira é a restricao da sequéncia dada ao conjunto dos naturais
impares e a segunda aos naturais pares.

Outras subsequéncias podem ser obtidas? Por exemplo,

(—1,%,—7,- . J € uma subsequéncia?

A resposta é positiva. Vejamos:

Definicao 3.4. Seja (x,) uma sequéncia em um espago métrico
(M,d).

Uma subsequéncia de (x,) é uma restri¢ao da aplicagao

f:No>M
f(n)=x,

a um subconjunto infinito &k ={n,,n,,...,n,,.../n <n,<...<n, <..}
de N.

Denotamos: (x,,x, ,...,X, ,...) ou (x, ).

Observacgao. Uma subsequéncia pode ser vista como uma sequéncia,
através da aplicacao
l—>x,

2—>x

n

k—x

s

Proposicao 3.3. Seja (M,d) um espago métrico. Se uma sequéncia
(x,) de pontos de M converge para a, entao toda subsequéncia de
(x,) também converge para a.



Prova:

Seja (x, ) umasubsequénciade (x,) .Seja ¢ >0.Como limx, =a,
existe n, € N tal que d(x,,a) <& paratodo n>n,.

Como o conjunto de indices da subsequéncia {n,,n,,...,n,,...} €
infinito, existe k, tal que n, >n,.

Para k >k, temos n, >n, >n, e, assim, d(x, ,a)<¢€.

Logo, x, —>a.

Nota: Esta proposi¢ao é muito util para mostrar que determinadas
sequéncias divergem. De fato, basta exibir duas subsequéncias con-
vergindo para valores distintos.

Exemplo 3.13. Em R, a sequéncia ((-1)"")=(1,-1,1,-1,...) diverge.
De fato, basta destacar as subsequéncias:

(1,L1,..)—>1
(-1,-1,-1,...) > —1.

As bolas abertas, estudadas detalhadamente no primeiro capitulo,
constituem uma ferramenta muito importante quando estudamos
convergéncia em espacos métricos. A proposicao que segue ilustra
bem isso.

Proposicao 3.4. Sejam (x,) uma sequéncia num espago métrico
(M,d) e aeM . O ponto a é o limite de uma subsequéncia de
(x,) se, e somente se, para todo » >0, a bola aberta B(a,r) contiver
uma infinidade de termos de (x,) .

Prova:

=) Vamos supor que existe (x, ) subsequéncia de (x,) tal que
X, —>a.

Entdo para todo r>0, 3k, €N tal que d(x, ,a)<r para todo
k > k,. Logo, para k>k,, x, € B(a,r), ou seja, B(a,r) contém
uma infinidade de termos de (x,) .

<) Suponha que Vr, B(a,r) contém uma infinidade de ter-
mos de (x,) . Vamos construir uma subsequéncia (x, ) de (x,),
convergindo para @, como segue:
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Escolhemos x, entre a infinidade de termos de (x,) perten-
centes a B(a,l).

Como B(a,lJ também contém uma infinidade de termos (x,),
escolhemos n, >n, tal que x, € B(a,zj.
Suponhamos ter escolhido, desta forma, x,,x, ,...,x, .
Como B(a,lj contém uma infinidade de termos de (x,), po-
demos escolher n, >n,_, tal que x, € B(a,;).

A subsequéncia (x, ) de (x,), assim construida, satisfaz
k

1
d(x ,a)<—.
(x, .a) k

1
Como n — 0 quando k — o0, segue que x, —a.

3.5 Sequéncias Limitadas

Vocé estudou sequéncias limitadas em R na disciplina de Célculo
I. Tenha sempre este contetido disponivel e caso necessario revise.
As ideias intuitivas e geométricas 14 apreendidas sdo generalizadas
aqui para espagos meétricos.

. , . 1 11
Observe as sequéncias de nimeros reais (—j:(l,?g,---j e
(2n)=(2,4,6,8,...). "

A 1% sequéncia é limitada e a 2° ndo é limitada. Como formalizar
estes conceitos? Vejamos:

Definicao 3.5. Seja (M,d) um espago métrico. Dizemos que uma
sequéncia (x,) de pontos de M ¢é limitada quando o conjunto dos
seus termos {x,,x,,x,,...} € limitado, ou seja, estd contido em uma
bola, o que em termos formais significa que existem L>0 e x, e M
tal que x, € B(x,,L), VneN.

Exemplo 3.14. A sequéncia (1+(-1)") é limitada em R, pois o con-
junto de seus termos {0,2} é limitado.

Exemplo 3.15. As sequéncias estaciondrias sao limitadas em qual-
quer espaco métrico.
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Exemplo 3.16. Em C[0,1] a sequéncia (f,), onde f, :[0,]] >R éa
funcao dada por f,(#)=¢", é limitada, pois d(f,,0)=1, Vn. (Note

que 0 denota a fun¢do nula.)

Exemplo 3.17. (n+(-1)"n)=(0,4,0,8,0,12,...) ndo é limitada, pois o
conjunto de seus termos {0,4,8,12,...} ndo é limitado.
Exercicio Proposto
4) Dé exemplos:
a) Uma sequéncia ndo limitada em R?;
b) Uma sequéncia limitada em R’;
¢) Uma sequéncia limitada num espago métrico M com a mé-

trica 0—1. Existe uma sequéncia nao limitada neste espaco?

Proposicao 3.5. Num espago métrico (M,d), toda sequéncia con-
vergente € limitada.

Prova:

Seja x, &> a . Entao, para ¢ =1, In, e N tal que

n>n, = x, € B(a,l).
O conjunto {x,x,,...,x, } € um conjunto finito. Podemos to-
mar, entao,
r=max{d(a,x,)}

1<n<n,
O conjunto {x,x,,...,x, } estd contido na bola aberta B(a,1).
Seja r =max{L,n}.
Entao todos os termos da sequéncia pertencem a bola B(a,r).

Concluimos que (x,) é limitado.

Exercicio Proposto

5) Dé um exemplo para mostrar que nao vale a reciproca da pro-
posicao 3.5.



Observagao. A proposicao 3.5 é util para mostrar que de-
terminadas sequéncias divergem. Por exemplo, a sequéncia
(n+(-1)"n)=(0,4,0,8,0,12,...) diverge, pois nao é limitada.

A seguir, vamos demonstrar um teorema muito famoso, valido para
as sequéncias em R, cujo enunciado vocé ja utilizou na disciplina
de Célculo L.

Teorema 3.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia li-
mitada de niimeros reais possui uma subsequéncia convergente.
Prova:

Seja (x,) uma sequéncia limitada de nimeros reais. Entdo
Jda,beR tais que x, €[a,b], Vn.

Seja 4 ={teR/t<x, para uma infinidade de indices n} .

A figura 3.12 ilustra a defini¢do do conjunto 4.

infinidade de termos de X,

e

Y

[ ]
q
q
q
q
q
q

Q

m

AN
SN

Figura 3.12

Temos:

i)aed,pois a<x,, Vn;
1)Vte A, t<b.

Logo, 4+ < e é limitado superiormente.
Seja C=sup4.

Vamos mostrar, agora, que existe uma subsequéncia de x, que
converge para C . Pela proposicao 3.4 isso € equivalente a mos-
trar que: Ve >0, B(C,¢) contém uma infinidade de termos de

(x,) -

Seja €>0.Como C=sup4, 3te 4 tal que C—e <t (ver figura
3.13)



q
Y

Figura 3.13

Como ¢ € 4, podemos dizer que C—¢<x, para uma infinida-
de de termos x,. Por outro lado, C +¢ ¢ 4. Portanto, existe no
maximo um numero finito de termos x,, tais que x, >C +¢.

Concluimos, entdo, que para uma infinidade de termos x,,

C-e<x,<C+e.

Pela proposicao 3.4 segue que C € o limite de uma subsequén-

ciade (x,). .

Observagio. O Teorema 3.1 pode ser generalizado para R*. Por
exemplo, se (x,,y,) é uma sequéncia limitada em R?, entdo (x,) é
uma sequéncia limitada em R e, portanto, possui uma subsequén-
cia (x, ) convergente. Considerando agora a sequéncia ( ¥, ), notamos
que esta sequéncia € limitada em R e portanto possui subsequéncia
(ynkj) convergente. Logo, (xnkj , ynkj_) é subsequéncia de (x,,y,) con-
vergente.

Nota: Repare que a demonstra¢do acima pode ser facilmente adap-
tada para R" e, portanto, o Teorema 3.1 também vale para R".

3.6 Caracterizacao dos Conceitos do Capitulo 2,
atraves de Sequéncias

Proposicao 3.6 (Ponto de Acumulacao). Sejam (M,d) um espago
métrico e X c M. Um ponto ae M ¢é um ponto de acumulagao
de X se, e somente se, a é limite de uma sequéncia de pontos de
X —{a}.

Prova:
<) Vamos supor que existe uma sequéncia (x,) em X —{a}

tal que x, > a. Entdo para todo » >0, existe n,eN tal que
x, € B(a,r), para todo n>n,.



Como x, € X —{a}, Vn, temos que B(a,r)N(X —{a})#D.
Logo, a é ponto de acumulacdo de X .

=) Vamos supor que ae€ X'. Devemos mostrar que existe
(x,) em X —{a} talque x, > a.

1
Comoae X', Vr>0,B(a,r)N(X —{a})# D .Assim,parar =—,
n
podemos escolher um ponto
X, € B(a,lJm(X— {a}).
n
A sequéncia (x,) estd em X —{a} e satisfaz

d(a,xn)<l.
n

1
Como —— 0 segue que x, > a.
n

Exercicio Resolvido

Em R, verifique que 0 é ponto de acumulacdo do conjunto

o [111]
2 48

Basta observar que a sequéncia (Lj esta em X —{0} e que
2}1
limi:O.

n—o 2"

Resolucao:

Exercicio Proposto

Decida se os pontos dados sdao pontos de acumulagdo dos se-
guintes conjuntos:

a=1, X=00,1)nQ em R.

a=(0,1),

x=fonao(L1)(12)(42)(14)femm

a:\/E,X:Q em R.

% e a—ﬁ X ={0,a/a,a,.../a,=5,6 ou 7} em R.

a= =—,
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Proposicao 3.7 (Ponto Aderente). Sejam (M,d) um espago métrico
e XcM.Um ponto aeM pertence ao fechode X, ae X, se, e
somente se, a é limite de uma sequéncia de pontos de X .

Prova:

=) Supor acX . Entio ae X ouaecX'.

Se ae X, podemos formar a sequéncia (x,)=(a,a,a,...). Te-
mos que (x,) estiem X e x, >a.

Se ae X', pela proposi¢ao 3.6, existe uma sequéncia (x,) em
X —{a} talque x, >a.

<) Supor que existe uma sequéncia (x,) em X tal que x, — a.

Se x, #a para todo n, entdao (x,) € uma sequéncia de pontos
em X —{a} com x, - a.Logo, a é ponto de acumulagao de X
e assim, ae X ,pois X'c X.

Se existir algum m e N tal que x, =a, entdo ae X c X .

Logo, em qualquer caso, a € X .

Definicao 3.6. Num espago métrico (M,d), um conjunto X c M é
dito densoem M se X =M .

Intuitivamente, dizemos que X é denso em M quando os elemen-
tos de X estdo espalhados por toda parte de M .
Exercicio Resolvido
2) Verificar se Q é densoem R.
Resolucao:

Devemos responder a pergunta: todo numero real a ¢ o limite de
uma sequéncia de racionais?

A resposta ¢ positiva. De fato:
Se a € Q, basta tomar a sequéncia (a,a,a,...) > a.

Se a¢ Q, a pode ser expresso como uma decimal infinita ndo pe-
riodica:

a=>b,,bbb,....
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Tomamos a sequéncia:

x, =b,

x, =b,,b,

x, = by, bb,
x,=b,,bb,...b, ;.

A sequéncia x, = a, pois

-0

1%, =@ [H bbby by = Byubiby b, by [H 0,005 b,y |< < 1

n—1

Proposicao 3.8 (Conjunto Fechado). Sejam (M,d) um espago mé-
tricoe X cM . X é fechado se, e somente se, X contém todos os
limites de sequéncias de pontos de X .

Prova:

=) Suponha que X é fechado. Seja (x,) uma sequéncia em
X, x, >a. Pela proposicao 3.7, ae X . Como X ¢é fechado,
X=X e assim, ae X.

<) Vamos mostrar que XcX. Seja a e X . Pela proposigao
3.7, existe uma sequéncia (x,) em X, x, — a. Aplicando a hi-
potese segue que a € X .

Logo, X c X eentio X é fechado.

Nota: A proposicao 3.8 é muito ttil para verificar que alguns con-
juntos nao sao fechados.

Exemplo 3.18. O conjunto X =[0,1]n(R-Q) nao é fechado em R.

De fato, a sequéncia (ﬁ] esti em X e seu limite, zero, nao
n

pertencea X .

Exercicio Proposto

7) Verifique que nao sao fechados os conjuntos:

a) X:{2

w | &

) 5§7§5“' emR/
3 79
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d) X ={(x,y)/x*—y* <1} em R>.

Proposicao 3.9 (Ponto de Fronteira). Sejam (M,d) um espago mé-
tricoe X ¢ M . Umponto a € M é um ponto de fronteirade X se, e
somente se, existem sequéncias (x,) em X e (y,) em C(X) tais que

limx =limy =a

n—>0 n.~>oo

Prova:
—)Seja a € Fr(x, ). Entio a € X e a € C(X), pois
Fr(X) =X nC(X).

Pela proposigao 3.7, a é o limite de uma sequéncia de pontos
de X e, também, é o limite de uma sequéncia de pontos de
C(X).

<) Vamos supor que a =limx, =limy,,com (x,) em X e (y,)
em C(X).Seja ¢=1.Como a=limx,, existe n, e N tal que
B(a,e)c A, Vn>n,.
Como os termos de (x,) pertencem a X , segue que
B(a,e)n X =,
Analogamente, como a=1limy,, 3n, €N, tal que
B(a,e)c A4, Vn>n,.
Como os termos de (y,) pertencem a C(X), segue que
B(a,e)nC(X)=D.

Logo, a e Fr(x).

Vamos ilustrar o uso desta proposi¢ao no exercicio que segue.



Exercicio Resolvido

3) Verifique que o ponto (0,0) é um ponto de fronteira do conjun-
to X ={(x,y)eR*/x<y} em R>.

Resolucao:

A figura 3.14 ilustra o conjunto X .

yl

Figura 3.14

A sequéncia {_—I,OJ: (—1,0),(_—1,0}(_—1,0)--- esta em X
n 2 3

e converge para (0,0).

A sequéncia (l,Oj:[(1,0),[%,0),(§,0J,--~J estd em C(X) e
n

também converge para (0,0).

Logo, (0,0) € Fr(X).

Exercicio Proposto

8) Determine a fronteira do conjunto X do exercicio resolvido
anterior. Escolha dois pontos distintos de (0,0) e mostre que
eles pertencem a fronteira de X usando a proposigao 3.9.

Proposicao 3.10 (Conjunto Aberto). Sejam (M,d) um espago mé-
tricoe Ac M . A é aberto se, e somente se, cumpre a seguinte con-
dicao:

(x, >a€ A)= x, € A para todo n suficientemente grande.



Prova:

=) Seja x, = a € A. Como 4 € aberto, 3¢, > 0 tal que B(a,e,)c 4.
Como x, = a, paraeste ¢ >0, In, eN tal que

x, € B(a,e)) © A para todo n>n,.

<) E bom destacar bem nossa hipétese e nossa tese, neste
caso. Temos:

Hipotese: (x, — a € A) = x, € Apara todo n suficientemente gran-
de.

Tese: A é aberto.
Vamos mostrar que C(A4) é fechado. Para isso, vamos usar a
proposigao 3.8.

Seja (x,) uma sequénciaem C(4), x, = a . Usando a hipétese,
concluimos que a € C(4). De fato, ndo podemos ter a € 4, pois
entdo x, pertenceriaa A4 para n suficientemente grande.

Pela proposicao 3.8, segue que C(A4) é fechado.

Logo, A4 ¢ aberto.

3.7 Alguns Resultados Interessantes em R

Vejamos agora alguns resultados interessantes no conjunto de nu-
meros reais. E uma oportunidade importante para aplicar os novos
conceitos e desenvolver algumas demonstragdes que os utilizam.

3.7.1 O Conjunto de Cantor

Nesta secao estudaremos o conjunto de Cantor, conjunto este introdu-
zido pelo matemaético alemao Georg Cantor em 1883. Além de ter pro-
priedades muito interessantes, e que de certa forma desafiam a nossa
intui¢ao, o conjunto de Cantor é um dos conjuntos mais importantes
da matematica moderna, aparecendo em diversas areas da matemati-
ca, como sistemas dindmicos, andlise e topologia.

O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo
[0,1], construido da seguinte forma:



1 Etapa: Retira-se do intervalo [0,1] o seu ter¢o médio aberto (l : gj .
33

2% Etapa: Retira-se o terco médio aberto de cada um dos intervalos

restantes [0,1} e [g,l]
3 3

Sobra, nesta etapa: 0,l U g,l U E,Z U §,1 .

9 93 39 9
k-ésima etapa: Retira-se o ter¢o médio aberto de cada um dos inter-
valos restantes na etapa anterior.

Repete-se o processo indefinidamente. O conjunto K dos pontos
nao retirados é o conjunto de Cantor.

A figura 3.15 ilustra o processo de construcao do conjunto de Cantor.

L ] L ]
L 1 L 1
0 1 2 1
3 3
L ] L il L ] L |
L | L 1 L 1 L 1
0 1 2 1 2 7 8 1
9 9 3 3 9 9

HH—HHt—H

Figura 3.15

Observacao. Note que todo xe€[0,1] se escreve como

a a, a, a,
—+—=+—=+—+...,0onde a €{0,1,2}.
3 3 3 3 A }

Logo, o conjunto de Cantor consiste de todos os pontos onde
a, €{0,2}.

3.7.1.1 Propriedades do Conjunto de Cantor (K)
1) K é fechado

Se indicarmos por 1,,1,,1,,...,1,,... 0s intervalos abertos omi-
tidos, temos que



K:[O,l]—OIn =[O,l]m(01nj :[0,1]m(ﬁ(1n)cj.

Como I, é aberto, (I,)¢ é fechado para todo n. Pelas proprie-
dades de conjuntos fechados segue que K ¢é fechado.
2) In(K)=0

Seja xeK. Entao xeInt(K) se existir um &>0, tal que
(x—e,x+e)cK.

Para ver que x nao é ponto interior, devemos observar que de-
pois da n-ésima etapa de construgao de K restam apenas in-

) 1 1
tervalos de comprimento 7 Como 7 — 0, vemos que Ve >0,

(x—e,x+e)z K.

3) K nao é enumeravel.

A prova pode ser encontrada em [12, Lima].

4) K nao contém pontos isolados (todos os pontos de K sdo pon-
tos de acumulagao).

Vamos mostrar isso em duas etapas.

Etapa 1: Vamos observar primeiro os pontos extremos dos interva-
los retirados na construcao de K, isto é, os pontos

121278

37379797979’

Seja ¢ € K um desses pontos, digamos, seja ¢ a extremidade esquer-
da do intervalo (c,b) retirado para formar K (Figura 3.16). Quando
(c,b) foi retirado, restou um certo intervalo [a,c].

Figura 3.16
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Nas etapas seguintes, restardo sempre tercos finais de intervalos do
tipo [a,,c], a, €K .

O comprimento c—a, =0 e, assim, Ve >0, Ja, e (c—¢,c+¢).

Logo, ¢ nado é ponto isolado (é ponto de acumulagdo).

Etapa 2:Seja c € K, agora, que nao seja extremo de intervalo retirado.
Existem tais pontos? A resposta é positiva, pois K é nao enumeravel.
Vamos provar que ¢ nao é ponto isolado de X .

Dado qualquer ¢ >0, mostraremos que (c,c+&)NK #J.

De fato, dado qualquer ¢ >0, existe algum ponto de K no intervalo

(c,c+¢), caso contrario, este intervalo estaria todo contido num dos
intervalos removidos e (como ce€ K) ¢ s6 poderia ser extremo de
um dos intervalos retirados.

5) A soma dos comprimentos dos intervalos removidos € 1.
De fato, a soma dos comprimentos dos intervalos removidos
4

o n-1
¢ dada pela série geométrica l+%+—+§+---=Z‘41(2j ,
3.9 27 81 3\ 3

que converge para 1.

3.7.2 Outra Versao do Teorema de Bolzano-Weierstrass
Todo subconjunto infinito e limitado de R possui um ponto de
acumulagao.

Prova:

Seja 4 um subconjunto infinito e limitado de R . Como 4 ¢ limita-
do, existe um intervalo [a,b] tal que 4 c|a,b].

Consideremos, agora, os intervalos

{ a+b} {a+b }
a, e ,b .
2 2




Pelo menos um desses dois intervalos contém uma infinidade de
ponto de A4, pois A4 ¢ infinito.

Denotamos este intervalo por I, =[a,,b,]. Dividimos, agora, o in-
tervalo [a,,b,] em dois

{a1’a1+bl} . [al +b, ’bl}.
2 2

Novamente, um desses intervalos contém uma infinidade de pon-
tos de 4. Denotamos este intervalo por 7, =[a,,b,].

Continuando esta construcdo, obtemos uma sequéncia de interva-
los encaixados e fechados

I o, o >...,
onde / =[a,,b,], cujos comprimentos sdo:

]lzb—a

S
| N
N}

I

S~
[N
N

I:

o0

Q:b_a.
2)’1

Pelo principio dos intervalos encaixados, existe pelo menos um
ponto p comum a todos os intervalos.

Afirmacédo: p € ponto de acumulacdo de A.
De fato, vejamos:

Dado ¢ >0, devemos mostrar que a bola aberta (p—¢, p+¢) con-
tém algum ponto ae 4, a#p.

Seja n, eN tal que bz_—noa<e. Observe que este numero existe,

pois a sequéncia (2—”61) —0.

Seja 1, o intervalo correspondente, conforme a construcéo reali-
zada. Entao,

[ano,bnojc(p—e,ere) e pe[ano,bno].



Como [ano,b%] contém uma infinidade de pontos de 4, 0 mesmo
ocorre com (p—¢,p+¢). Logo, p € ponto de acumulagdo de A.
]

Observacao. Uma outra maneira de provar esta versao do teore-
ma de Bolzano-Weierstrass é considerar uma sequéncia (x;), tal que
x, #2x,;, Vi,j,de elementos de 4 (pode ser feito, pois 4 € ilimita-
do). Entdo, pela primeira versao do teorema de Bolzano-Weierstrass,
(x,) possui subsequéncia convergente, digamos x, — a. Mas entao
a é ponto de acumulacdo de 4.

3.8 Sequéncias de Cauchy

Definicao 3.7. Seja (M,d) um espago métrico. Uma sequéncia (x,)
de pontos de M é dita uma sequéncia de Cauchy se, e somente se,

Ve>0, 3n, eN tal que d(x,,x,)<e, Vm,n>n,.

Exemplo 3.19. A sequéncia (lJ é de Cauchy em R.
n

De fato, como l—>0, Ve>0, dn, e N tal que
n

Lo

€
<—, Vn>n,.
n 2

Assim, Vn,m >0

1

1
———< < —¢.
m n

1
n

1 e ¢
m 2 2

Exercicio Proposto

9) Considere um espago métrico (M,d) com a métrica 0—-1. Ca-
racterize as sequéncias de Cauchy em M .

No exemplo anterior vimos que a sequéncia (lj é de Cauchy em R.
n

Esta sequéncia é convergente. Vocé pode se perguntar: toda sequén-
cia convergente é de Cauchy?

A resposta é positiva, conforme proposicao que segue.



Proposicao 3.11. Toda sequéncia convergente num espago métrico
(M,d) é uma sequéncia de Cauchy.
Prova:
Seja (x,) > a.Dé g =1.Entdo existe n, €N tal que
Vn>n,=d(x,a) <§ .
Para m,n > n,, temos
d(x,,x )<d(x,a)+d(a+x,) <§+3 —e.

2

Nota: Nao é valida a reciproca, isto é, nem toda sequéncia de Cau-
chy em um espago métrico é convergente.

Exemplo 3.20. Seja M o intervalo aberto (0,2) em R, com a métrica
usual de R induzida em M .

N ~
Neste espaco a sequéncia (—j € de Cauchy, mas nado converge.
n

Exemplo 3.21. Seja M =Q com a métrica usual.

A sequeéncia (1,1.4,1.41,1.414,...) é de Cauchy em Q, mas ndo con-
verge em Q. Observe que a sequéncia converge para V2 em R e

ﬁgQ.

Embora existam sequéncias de Cauchy que ndo convergem, a pro-
priedade de Cauchy estd intimamente ligada a convergéncia. A pro-
posicao que segue mostra uma dessas relagdes.

Proposicao 3.12. Seja (M,d) um espago métrico e (x,) um sequén-
cia de Cauchy em M . Se (x,) possui uma subsequéncia (x, ) que
converge para a € M ,entdo x, > a.

Prova:

Seja e >0.Como x, —a, 3k, e Ntal que d(x, ,a)< %, Vk>k,.

Como (x,) é de Cauchy, In, €N tal que

d(xn,xm)<§, Vm,n>n,.
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Seja n, =max{n,,k,} eseja n, >n, (n, fixo).
Temos
d(x,,a)<d(x,,x,)+d(x, ,a) <§+§= e, Vn>n.

Logo, (x,) > a.

Proposicao 3.13. Num espago métrico (M,d) toda sequéncia de
Cauchy é limitada.

Prova:

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M . Tome &=1. Para
este ¢ existe n, €N tal que d(x,,x,) <1, Va,m > n,.

Assim, o conjunto 4 ={x, ,x ..} é limitado.

ny+12°

Seja B={x,x,,...,x, ,}.Como B é finito, B € limitado.

Logo, {x,,x,,...,x,,...} = AU B ¢é limitado.

Exercicio Proposto

10) Verifique se a sequéncia (x,) é sequéncia de Cauchy:
LD
" n
Dica: Reveja o exemplo 3.20.

em R.

3.9 Espacos Métricos Completos

“3 é, portanto, apenas um simbolo para um niimero que ainda tem que
ser descoberto, mas ndo é sua definicdo. A definicio, porém, é satisfato-
riamente dada por meu método, digamos (1.71.73,1.732,..)” G. Cantor
1889 apud [6, Hairer &Wanner].

Ja& comentamos que a propriedade de Cauchy estd intimamente
ligada a convergéncia. Mas vimos exemplos de sequéncias de Cau-
chy que nao convergem em determinados espagos. Podemos dizer
que, num espaco (M,d), se (x,) é de Cauchy e ndo convergir, isto
se deve ao espaco M e ndo a sequéncia (x,).

Vejamos a seguinte definigdo.
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Definicao 3.8. Seja (M,d) um espago métrico. Dizemos que M é
completo se toda sequéncia de Cauchy em M for convergenteem M .

Nota: Observe que Q nao é completo.

Teorema 3.2. O conjunto dos nimeros reais R , com a métrica usual,
€ um espago métrico completo.

Prova:

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pela proposigao
313, (x,) é limitada. Usando o Teorema de Bolzano-Weiers-
trass, podemos concluir que (x,) possui uma subsequéncia
convergente. Pela proposi¢ao 3.12, temos que (x,) converge.

Nota Importante. A complitude de R também pode ser demons-
trada sem o uso do Teorema de Bolzano-Weierstrass (e consequen-
temente sem o uso da propriedade do supremo), construindo-se R
via cortes de Dedekind. Mais detalhes podem ser encontrados em
[14, Marsden & Hoffman] ou [16, Rudin].

Exercicios Resolvidos

4) Seja M o intervalo aberto (0,2) com a métrica usual induzida
de R. Verifique que M ndo é completo.

Resolucgao:

Para mostrar que M nao ¢ completo, vocé deve exibir uma sequén-
cia de Cauchy em M que nao converge em M. Tome, por exemplo,

a sequéncia (lj Ja mostramos que esta sequéncia ¢ de Cauchy,

n
mas nao converge em M .

Observacao. E interessante vocé dar exemplos de outras sequéncias
de Cauchy em M que nao convergem em M .

5) Seja (M,d) um espago métrico, em que d € a métrica 0—1.
Verifique que (M,d) é completo.




Resolucéo:

No exercicio proposto 9), vocé caracterizou as sequén-
cias de Cauchy em M . As sequéncias de Cauchy em M sdo as
sequéncias estacionarias, isto €,

(x,)=(x,%y,..., X, P, P> D)
que convergem para pe M .
Logo, M ¢ completo.
6) Seja M o intervalo fechado [0,2] com a métrica usual induzi-
da de R. Verifique que M é completo.

Resolucao:

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M . Entdo (x,) € de Cau-
chy em R.

Como R ¢ completo, 3a e R tal que x, - a. Mas [0,2] ¢ fecha-
do. Pela caracterizacdo de conjunto fechado via sequéncias (pro-
posicdo 3.8), ae M .

Logo, (x,) converge em M e, consequentemente, M ¢ completo.

Exercicio Proposto
11) Dé outros exemplos de subespacos de R que sejam:
i) completos;
ii) nao completos.

Nota: Os exercicios anteriores devem ter levado vocé a cogitar se os
resultados obtidos podem ser generalizados.

Temos a seguinte proposigao.
Proposicao 3.14 Todo subespago fechado de um espago métrico
completo é completo. Reciprocamente, todo subespaco completo de

qualquer espago métrico é fechado.

Prova:

=) Hipoétese: (M,d) completo, F c M , F fechado.



Tese: F' é completo.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em F. Entdo (x,) é de
Cauchy em M .Como M é completo, (x,) >aeM .Como F é
fechado, pela proposigao 3.8, ae F .

Logo, (x,) converge em F e, dessa forma, F' é completo.
<) Hipétese: (M,d) um espago métrico, F < M , F completo;
Tese: F é fechado.

Seja (x,) uma sequéncia de pontos de ', com limx, = a € M. Pela
proposicao 3.11, (x,) é de Cauchy. Como F é completo, (x,)
converge em F',isto é, Ja'e F tal que limx, =a'.

Pela unicidade do limite (proposigao 3.2), temos a=a'. Pela
caracterizacgao de conjunto fechado via sequéncia (proposicao
3.8), concluimos que F é fechado.

Nota: Todo espago métrico (M,d) admite um “completamento”
ou “completado”, ou seja, existe um espago métrico (M .d ) tal que
M < M densamente e d =d sobre M . Basta adicionara M os limi-
tes das sequéncias de Cauchy em M .

Por exemplo, [0,2] é o “completado” de (0,2) como subespago mé-
tricode R.

{O,l,

bespago de R.

.1
37 n

b

N | —
N | —

9%9“'515"'} éo ”COInpletadO" de {1,
n

,} como su-

Um dos processos de construcdo dos ntimeros reais € através do
“completamento” de QQ: acrescenta-se a Q os limites das sequéncias
de Cauchy em Q. Nao apresentamos a construgao de R neste texto.
Admitimos a existéncia dos ntimeros reais como um axioma.

Voceé viu que R é um espago métrico completo. Vocé pode pergun-
tar: e os espagos Euclidianos R?, R*, .., R", sdao completos?

A resposta é positiva, conforme vocé pode constatar para R’ no
exercicio que segue.
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Exercicio Resolvido

7) Verifique que R* com a métrica usual é um espago métrico

completo.

Resolucao:
Seja (z,)=((x,,y,)) uma sequéncia de Cauchy em R”>.

Entdo (x,) e (»,) sdo sequéncias de Cauchy em R (verifique esse
resultado de forma analoga a prova da proposicédo 3.1).

Como R ¢ completo, x, >a<R e y, >beR. Usando a propo-
sicdo 3.1, vocé conclui que z, — (a,b).

Outra maneira de verificar que R*> é completo, é notar que se
(x,,y,) € sequéncia de Cauchy em R’ entdo ela ¢ limitada e en-
tdo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass para R*, existe subse-
quéncia convergente e portanto, pela Proposicdo 3.12, (x,,y,) €
convergente.

Para concluir este capitulo, observamos que em muitos momentos
um matematico ouve falar em espagos de Banach e em espacos de
Hilbert.

O que sao estes espagos afinal?

Espacos de Banach: E um espaco vetorial normado que é completo
com a métrica induzida pela norma, isto é,

d(x,y) =[xy

Espacos de Hilbert: E um espaco vetorial com produto inter-
no, que é completo em relacio a métrica oriunda deste produto

interno. Por exemplo, em R" com o produto interno <x, y> = le. Vi,
i=1

onde x =(x,x,,...,x,) € y=(¥,,,,...,»,) , temos

1 xJl= yJ{x,x)

d(x,y)=lx=yl.
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Se vocé tiver interesse pode aprofundar-se estudando em livros
mais avancados de Analise Matematica, tais como: [14, Marsden &
Hoffman] ou [16, Rudin].

Exercicios Complementares

Nos exercicios de 1 a 10, considere R com a métrica usual. Se a afir-
macao dada é verdadeira, prove-a; se for falsa, dé um contraexemplo:

1) Toda sequéncia limitada é convergente;

2) Toda sequéncia convergente é limitada.

3) Se x, >0 e (y,) élimitada, entdo z, =x,-y, > 0.

4) Se (x,) converge e (y,) diverge, entdo (z, =x, +y,) diverge.
5) Se (x,) e (y,) divergem, entdo (z, =x, +y,) diverge.

6) Se (x,)—>a e a>0, entdo x, >0 para uma infinidade de in-
dices.

7) Se x,<y,, Vn entao limx, <limy,. Supor as duas sequéncias
convergentes.

8) Se (x,) é uma sequéncia tal que o conjunto de seus termos est4
contido no conjunto de Cantor, entdao (x,) possui uma subse-
queéncia de Cauchy.

9) Toda sequéncia de Cauchy em Q converge para um elemento
de Q.

10) Se uma sequéncia mondtona possui uma subsequéncia con-
vergente, entao ela é convergente (se necessario revise a nogao
de sequéncia monétona na segao 1.3 do texto de Calculo I).

11) Estude a convergéncia das seguintes sequéncias em R”:

2" 2p?

2
a) (z,) tal que z, =(1—L L +1j;



b) (z,) tal que z, :(n—_lﬂp—w].
n n

12) Seja (M,d) um espago métrico e (x,) um sequéncia em M
que tem uma subsequéncia convergindo para a e outra para b:

a) se a#b, 0 que se pode dizer sobre (x,);
b) se (x,) converge, o que se pode dizer sobre a e b?;
) dé exemplos das duas situagoes.
13) Num espago métrico de sua escolha, dé um exemplo de uma

sequéncia, sem pontos repetidos, que possua duas subsequén-
cias convergindo para pontos distintos.

14) Verifique que ndo sao completos os seguintes subespacos mé-
tricos de R:

a) o intervalo [2,5);

n

b) Nu{l,n S N};
0 0,111 Q.
15) Verifique que ndo sdao completos os seguintes subespagos mé-
tricos de R*:
a) X =[0,1]x[0,1);
b) Y={(x,y)eR*/x>0ey>0};
O Z={(x,y)eR*/0<x’+y*<1};
d) W={(x,y)eR*/1<(x=1) > +(y-2)*<2}.

16) O conjunto dos nimeros inteiros Z, como subespaco de R é
completo? Justifique.

17)Se (M ,d) é um espago métrico tal que M é finito, mostre que
M é completo.

18)Se (x,) e (¥,) sdo sequéncias de Cauchy em R?, o que se pode

afirmar a respeito da sequéncia d(x,,y,)?



Resumo

Neste capitulo vocé estudou a nogao de convergéncia. Para facilitar
seu aprendizado foi revista a definicdo de convergéncia para sequ-
éncias de nimeros reais. A seguir, a nogao de convergéncia foi es-
tendida para sequéncias em um espago métrico qualquer.

Os principais conceitos do capitulo 2 foram retomados e caracteriza-
dos através de sequéncias. Também foram abordados alguns resul-
tados interessantes de R, como o principio dos intervalos encaixa-
dos e o teorema de Bolzano-Weierstrass.

Vocé se familiarizou com o conjunto de Cantor, que é um dos con-
juntos mais interessantes da andlise matematica.

Finalmente, vocé concluiu o estudo deste capitulo vendo a nogao de
espago métrico completo, que é caracterizado por meio das sequén-
cias de Cauchy. O resultado mais importante é: os espacos Euclidia-
nos R",n=1,2,3,... sdo espagos métricos completos.
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Capitulo 4

Continuidade







4 Continuidade

Nosso objetivo nesta unidade é estudarmos funcoes con-
tinuas e suas propriedades. Iniciaremos com uma breve
motivagdo do assunto e a seguir introduziremos a defini-
¢do de funcdo continua em um espago métrico. Nosso in-
teresse é estudar diversas caracterizagoes de funcoes con-
tinuas e suas relagoes com conjuntos abertos, fechados,
compactos ef/ou conexos.

4.1 Introducao

Por que fungOes continuas merecem nossa atengao?

Porque elas possuem algumas caracteristicas especiais e a0 mesmo
tempo estao presentes em intimeros eventos do nosso dia-a-dia. Por
exemplo, quando vamos almogar em um restaurante que oferece
bufé por quilo, o prego que pagamos pelo nosso prato de comida de-
pende continuamente do peso dos alimentos escolhidos. Se, por um
acaso, o restaurante estiver com uma promogéo onde os clientes que
pesam exatamente 473g de comida ganham sua refei¢do de graga,
temos que nossa fungao preco tem uma descontinuidade no 473g.
A figura abaixo ilustra estes dois casos quando o preco da comida é
R$10,00 o quilo.

R$ RS$t
1O [ooeeeeeeemmeemeememmeerseiienieerieennes : TO e S
... ...
160 473 1000 g 100 473 1000 g
Figura 4.1

Outro exemplo de uma fung¢ao continua que aparece frequentemen-
te no nosso dia-a-dia é a fungdo temperatura. Se cada ponto da Terra



é identificado por sua latitude e longitude, entdo a temperatura em
cada ponto da Terra é uma funcdo continua de duas variaveis. Ou-
tros exemplos incluem velocidade do vento, pressao atmosférica, etc.

4.2 Funcoes Continuas

Temos agora uma nogao intuitiva de continuidade que precisamos
formalizar. O primeiro matematico que tentou fazer isto foi Cauchy,
em 1821 (Cour’s d’Analyse, p. 43 apud [6, Hairer & Wanner]). Vejamos
o que Cauchy escreveu:

“(...) f(x) sera chamada uma fungdo continua, se (...) os valores

numéricos da diferenca

fx+a)=f(x)

diminuem indefinidamente junto com os valores de « (...)".

Ou seja, Cauchy estava pedindo que varia¢oes infinitamente pe-
quenas de x acarretassem variacOes infinitamente pequenas de f .
Porém esta defini¢do ndo esta completamente correta e a escola de
Bolzano-Weierstrass se encarregou de corrigi-la. Vejamos o que
Weierstrass escreveu em 1874:

“Aqui, chamaremos a quantidade y de uma funcdo continua de
x, se depois de escolhermos uma quantidade ¢, a existéncia de
0 pode ser provada, de maneira que para qualquer valor entre
z 7”7
X,~0...x,+0 o valor correspondente de y estd entre y —¢€..y +&”.

Ou seja, Bolzano e Weierstrass pedem que a diferenga f(x)— f(x,)
seja arbitrariamente pequena, se a diferenca x—x, for suficiente-
mente pequena.

Podemos agora recapitular a definicdo de continuidade, via ¢’s e
0’s, de uma funcao real f.

Definicao 4.1. Seja X um subconjunto de R e aeX. A fun-
cao f:X — R é dita continua em a se para todo € >0, existe um
0>0, tal que, para todo xe 4 satisfazendo |x—al<d temos que

| f()—-fla)<e.

Se f é continua em todos os pontos do seu dominio, entdo f € dita
continua.



A defini¢ao de continuidade para espagos métricos é analoga a defi-
nicdo acima. Apenas trocamos a nogao de distancia em R, ou seja,
o modulo, pelas métricas apropriadas. Vejamos:

Sejam M e N espacos métricos. A fungao f: M — N
é dita continuaem ae M se para todo £ >0, existeum 0 >0, tal que
se d(x,a)< 0 entdo d(f(x), f(a))<e.
Se f é continua em todos os pontos a € M , entdo f é dita continua.

Observacao. Note que M e N podem ter métricas diferentes, po-
rém decidimos denotar ambas por d na defini¢do acima, ficando
claro pelo contexto quando d se refere a métrica em M e quando

d se refere a métricaem N .

Observacao. Em termos de bolas abertas temos que f:M — N é
continua em a < Ve >0, 360 >0 tal que f(B(a,0)) < B(f(a),€).

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.1. /:R — R dada por f(x)=2x,onde R tem a métrica
usual, é continua. Veja o grafico na figura 4.2.

71 f(0)=2x

Figura 4.2

Note que dado ¢ >0, podemos tomar o zg para satisfazer a de-
finicao de continuidade.

1sex>0

Exemplo 4.2.Seja f:R >R, f(x):{_1 ex<0’



Entdo f ¢ continua em todo ponto de R—{0} e f ¢ descontinua
no 0. Veja o grafico na figura 4.3.

Figura 4.3

Exemplo 4.3. Seja f:R —> R’

x> (x,x)

Uma representacio grafica de f/ pode ser visualizada na figura 4.4.

(x,x)

Figura 4.4
Vamos mostrar que f € continua em a € R usando a definico:

Dado ¢ >0, observe que

d(f(x). f (@) =d((x.%).(a.a)) =[(x—a)* + (x—a)’ =<2 | x—a].

&

Logo, tomando 6 = NG temos que se |x—a|=d(x,a) <0 entdo

d(f(x),f(a))zﬁlx—al<ﬁ6=\5%=8-

Logo, f € continua em a €R. Como a era qualquer, temos que f

€ continua.



Exemplo 4.4. Vocé viu um exemplo de uma métrica em um espago
de funcgdes. Veremos agora um exemplo de funcdo continua envol-
vendo um espago de fungdes.

Seja [”(N)={a:N - R:sup{|a(n)|<o}},ouseja, [”(N) é o conjunto

neN
de todas as fungoes limitadas de N em R, ou equivalentemente, € o

conjunto de todas as sequéncias limitadas.

Muniremos /* com a métrica do sup, ou seja,

d(a,b)=sup{|a(n)~b(n)|}.

neN
Definiremos agora,

fIP(N)->R
a—>a(l).

Observe que f associa a cada sequéncia o seu primeiro termo.
Vamos mostrar que f € continua em todo a € /”(N).
Dado ¢>0,tome d=¢.

Note que se d(a,x) <0 entdo sup{|a(n)—x(n)|} <0 e, portanto,
neN

| f(@)= /() H a(D)=x(D) [< sup{| a(m) = x(m) [} < d=¢.

Logo, f é continua.
Vejamos agora as fungdes de Lipschitz:

Uma funcao f:M — N é uma funcao de Lipschitz
(ou lipschitziana) se existe k£ >0 tal que

d(f(x), f(») <kd(x,y), Vx,ye M .

Tente mostrar, sem ler a resolucdo abaixo antes, que toda funcao de
Lipschitz é continua.



Exercicio Resolvido
Toda funcao de Lipschitz é continua.
Resolucao:
Dado ¢ >0, seja 6=2.
Logo, se d(x,y)<0d entdo

d(f(x), /() <kd(x,y)<ko=e.

Exercicios Propostos

Mostre que f:[2,4] > R, dada por f(x)=
portanto, continua.

1 . .
—, éde Lipschitz e,
X

Mostre que f:R —>R, dada por f(x)= x|, é Lipschitz com
constante k£ =1 e, portanto, continua.

0sso proximo exemplo nos diz que a fungao “distancia” em um
N p pl diz q funcao “dist "
espago métrico € continua. Vejamos:

Exemplo 4.5. Seja (M,d) um espago métricoe pe M .
Defina f:M — R por f(x) =d (x,p).
Entao f écontinuae f(x)=0&x=p.

Inicialmente, observe que

d(x,p)<d(x,y)+d(y,p)

d(y,p)<d(y,x)+d(x,p).

Dessas desigualdades, seque que

—d(y,x)<d(y,p)—d(x,p)<d(y,x)

ou, de forma equivalente,

|d(y,p)=d(x,p)|<d(y,x).

Agora, dé ¢ >0.Tomed=¢.



Se d(x,y)<0 entdo|d(y,p)—d(x,p)|<d(y,x)<d=¢.
Logo, f € continua em qualquer ponto x e M .

Observacao. Note que do exemplo acima podemos concluir que em
todo espago métrico com mais de um ponto, existem fungdes conti-
nuas nao constantes.

Vocé deve estar achando que nem sempre é facil mostrar que uma
funcao é continua. Realmente, usando apenas a defini¢ao, em mui-
tos casos, é dificil, sendo impossivel, decidir pela continuidade ou
nao de uma funcao. Portanto, precisamos de outras caracteriza¢oes
de continuidade de uma funcao, e este sera o foco dos teoremas que
seguem.

Seja f:M - N e aeM .Entao f € continua em g, se,
e somente se, para toda sequéncia (x,) em M que converge para a,
a sequéncia (f(x,)) converge para f(a) (em simbolos, f* é continua
ema < V(x,):x, >a,temos f(x,)— f(a)).

Prova:
=) Primeiro, vamos supor que f € continua em a.

Seja (x,) uma sequéncia em M tal que x, — a.Vamos mostrar

que f(x,) = f(a).

Dé £>0. Como f continua em a, existe 0>0 tal que se
d(x,a) <0 entdo d(f(x),f(a))<e.

Uma vez que x, »>a, temos que existe n,eN tal que se
n>n, entdo d(x,,a)<o. Logo, se n>n, entdo d(x,a)<o0 e

d(f(x), f(a))<e e, portanto, f(x,)—> f(a).

<) Agora, vamos assumir a reciproca, isto €, vamos assumir que
V(x,) tal que x, > a, temos f(x,)— f(a).

Para provar que f € continua em a, vamos supor que ela ndo €
continua em a e chegar a uma contradigdo.

Supor que f ndo € continua em a, ou seja, Je >0 tal que Vo > 0,
dx, eM tal que d(x,,a)<d e d(f(x),f(a))=¢.



1

Tomando d=1, ,-++ € assim sucessivamente, temos que

al que d(xnaa)<— e d(f(x,).f(a)2¢.

o w|,_.
o &

2’
VneN, 3x, e M

Mas entdo x, > a e lim f(x,)# f(a) o que contradiz nossa hi-
potese.

Logo, f € continua em a.

Como uma consequéncia direta do teorema 4.1 acima, podemos
agora mostrar facilmente que fungOes reais continuas sao “bem
comportadas” com respeito as operagoes de soma, multiplicacdo e
multiplicacdo por escalar.

Sejam f e g fungdes reais continuas em um espago
métrico M . Entao:
| f| é continuaem M .
ftg écontinuaem M .
cfé continuaem M, VceR.

f-g écontinuaem M .

f

=— é continuaem M se g(x)#0, VxeM .
g

Faremos a prova do item (iv). Os outros ficam como exercicio.

Prova:

Seja ae M , e (x,) uma sequénciaem M tal que x, - a.

Como f e g sdo continuas em a, as sequéncias (f(x,)) e (g(x,))
convergem para f(a) e g(a), respectivamente. Agora, pelas pro-
priedades de limites de sequéncias reais, temos que a sequéncia

((f-)(x,) = (f(x,)-g(x,) > f(a)-g(a)=(f-g)(a).

(Se necessario revise a primeira unidade do texto de Calculo I) e
portanto, f-g € continua.



Nota: A proposigao 4.1 também pode ser provada pela defini¢ao de
continuidade via ¢ e 0.

Exercicio Proposto
Mostre os itens (i) e (ii) da proposicao anterior usando a defini-

cao.

Observacao. O teorema 4.1 também pode ser muito util quando
queremos mostrar que uma fungdo nao é continua. Vejamos:

IsexeQ

Exemplo 4.6. Seja f:R — R dada por f(x)= .
—1sexeQ
Temos que f nao é continua em nenhum ponto.
De fato, se a € Q entdo podemos tomar asequéncia (x,) =| a +£j
n
que converge para a, mas € tal que f(x,)—>—-1# f(a)=1, pois
x, e R\Q.

Se a¢Q, basta tomar uma sequéncia (x,) contida nos Q e tal
que x, — a.Temos entdo que f(x,)—>1# f(a)=-1, pois x, €Q.

Logo, mostramos que f nido € continua em nenhum ponto de R.

Exercicio Resolvido
Verifique se a seguinte funcao é continua ou nao:

x+1, parax >0
g:R—-{0} > R dada por g(x) = .
x, parax <0

Resolucao:

Mostraremos que g € continua em todo « € R—{0} usando o teo-
rema 4.1. Supor a > 0. Seja (x,) uma sequéncia que converge para
a . Entéo existe N >0 tal que para todo n> N, x, >0 e, portanto,

g(x,)=x,+1
para todo n > N e isto implica que (g(x,)) converge para

a+l=g(a)+1.



Segue do teorema 4.1 que g ¢ continua em a. Analogamente,
mostra-se que g ¢ continuaem a<0.

Exercicio Proposto

1
— #0
Decidase f:R—R,dada por f(x)= co8 x e , é conti-

1, sex=0
nua. Justifique sua resposta.

Uma das operagdes entre fungdes que nao foi contemplada na
proposicao anterior foi a composicao de fungdes continuas (o
que vocé arriscaria afirmar a respeito desta operagao?

Tente demonstrar o seu palpite!

Apesar de podermos atacar este problema usando apenas a
defini¢do de continuidade, 0 mesmo ficard mais facil depois de
vermos mais uma caracterizacao de fungao continua. Mostra-
remos abaixo que f é continua se, e somente se, a imagem in-
versa de abertos por f € aberta, o que é verdade se, e somente
se, a imagem inversa de fechados por f é fechada. Vejamos:

Seja f:M — N .Sao equivalentes:
f é continua.
se F c N éfechado, entio f'(F) é fechado.
se Ac N é aberto, entdo f'(4) é aberto.
Mostraremos o teorema via a seguinte sequéncia de implicagoes: i)
= 1i) =iii) =1i)
= 1i) Suponha que f é continua e seja F' fechadoem N .

Queremos mostrar que f (F) é fechado e, para isto, é suficiente
mostrar que

S S fU(F).

Seja ae f7'(F). Entdo, pela Proposicao 4.7, existe uma sequéncia
(x,) em f(F) talque x, >a.



Como f écontinuaem a, f(x,)—> f(a) ecomo x, € f'(F), VneN,
temos que f(x,)eF, VneN e, portanto, f(a) pertence ao fecho de
F,F.Como F é fechado, F=F e isto implica que f(a)e F.Logo
ae f7'(F) como desejado.

=1iii) Seja A< N aberto.
Entdo A é fechado e por hipotese f~'(A°) é fechado.

Como f'(A9)=[f"(A)]° (por qué?), segue que [f'(4)]° é fechado
e, portanto, f~'(A) é aberto como desejado.

= 1) Vamos agora assumir que (iii) é valido e provaremos que f
é continua pela definicao.

SejaaeM e e>0.

Lembre que B(f(a),e) (bola aberta de centro f(a) e raio ¢) é aber-
tode N e, portanto, (por hipotese) /' (B(f(a),¢)) é aberto em M .

Como a e f(B(f(a),¢)), existe 6 >0 tal que
B(a,8) c f7'(B(f(a),e)) (tente desenhar o que esta acontecendo,
isto deve ajuda-lo). Veja a figura 4.5:

Figura 4.5

Agora, se d(x,a) <0 entdo x € B(a,0) e, portanto,

xe [7(B(f(a).€)).



Logo, f(x)e(B(f(a),e)) e temos que d(f(x),f(a))<e como dese-
jado.

f:M — N é continua se, e somente se, Vbe N e
Ve>0, f'(B(b,e)) é aberto.

Prova:

E uma consequéncia imediata do teorema anterior e do fato que

todo aberto de um espaco métrico se escreve com reunido de bolas
abertas.

Considere agora as fung¢des

fR>R g:R>R
I-xsex>0 e lsexeQ ,
X X
0sex<0 —lsexeQ

cujos graficos sao dados na figura 4.6:

Figura 4.6

O que podemos dizer sobre a continuidade (de uma maneira global)
de feg?

Intuitivamente, f e g ndo parecem ser continuas e o teore-
ma anterior torna facil provar esta afirmacdo. Basta notar que

fl(%%]:fl(lg(l,%jj:{o,%] que nao é aberto em R e

g '({1}) =Q que nao é fechadoem R.



E a composicao de fungdes continuas? Vocé decidiu que esta opera-
¢ao (quando possivel de se realizar) nos da outra funcao continua,
certo? Vocé tentou mostrar este resultado usando apenas a definigao
de continuidade? Conseguiu? No que segue usaremos a caracteriza-
¢ao de fungao continua dada no teorema anterior para demonstrar
que a composi¢ao de duas fungdes continuas é uma fungao continua.

Sejam M , N e P espagos métricos, f:M — N e
g:N — P continuas. Entdo a funcdo go f: M — P é continua.

Prova:

Seja 4 um abertode P. E suficiente mostrar que (gof)'(4) é
aberto em M . Note que g™'(4) é aberto em N (pelo teorema
42)e f(g7'(A)) éabertoem M (pelo teorema 4.2 novamente).

Mas (gof)'(4)=f"(g'(4)) e, portanto, é aberto em M
como desejado.

A proposigao acima fala do comportamento global da continuidade
com respeito a composicao. E o comportamento local? Temos a se-
guinte proposicao:

Se f:M —> N e g:N — P sao continuas em a e M
eem b= f(a)e N, respectivamente, entdao go f : M — P € continua
em a.

Prova:

Dé £>0.Como g ¢é continua em b, 39, >0 tal que se
d(y,b)<9,, entdo d(g(y),g(b))<e.

Como f € continua em a, para este 6, >0, 30 >0 tal que se
d(x,a)<0, entdo d(y,b)<9,.

Logo, se d(x,a) <0 entdo d(g(f(x)),g(f(a))) <& como desejado.
A figura seguinte ilustra esta demonstracao:



&

gta))=g(h)

Figura 4.7

Exercicio Resolvido

3) Prove, via sequéncias, a proposigao 4.3.

Resolucao:

Seja (x,) sequénciaem M talque x, — a.Como f €continuaem a,
pelo teorema 4.1, f(x,) = f(a).Como g ¢é continuaem f(a) se-

gue que g(f(x,)) — g(f(a)) e portanto go f° € continua em a.

Exercicios Propostos

5) Seja f:4—>R" continua em x,€ A,4c(M,D), A aberto. Su-
por f(x,)#0eR". Provar que f(x)#0 em alguma vizinhan-
ca do ponto x,.

6) Analisar a continuidade de

senx

f(x)= ,x#0 e f(0)=1, xeR.

X

7) Sejam f:R" — R" continua e B c R"limitado. E f(B) obriga-
toriamente limitado?

4.3 Conjuntos Compactos

“Nos ja comentamos e iremos reconhecer, por todo este livro, a
importancia de conjuntos compactos. Todos aqueles que estu-
dam analise geral ja viram que é impossivel viver sem os com-
pactos.” (Frechet, 1928, Espaces abstraits, p. 66 apud [6, Hairer &
Wanner]).



Como Frechet j4 observou em 1928, conjuntos compactos estdo entre
os conjuntos mais importantes da matematica.

De maneira coloquial, podemos dizer que conjuntos compactos sao
conjuntos que tentam se comportar como conjuntos finitos. (Por
exemplo, vocé ja viu no curso de Calculo que toda fungdo continua
em um compacto atinge o seu maximo e seu minimo).

Nesta se¢do iremos caracterizar os subconjuntos compactos de R”
como os subconjuntos fechados e limitados. Comegaremos com a
defini¢do mais geral de compacidade. Para isto, precisamos introdu-
zir a nogao de cobertura.

Seja X < (M,d) .Dizemos que umafamilia C ={C,},_,
de conjuntos C, c M, onde L é um conjunto qualquer de indices,
€ uma cobertura de X se X ¢ U C,.Se cada C, é aberto, dizemos

ael

que C é uma cobertura aberta de X.

Uma subcobertura de C é uma subfamilia C'={C,},, onde L'c L
e Xc U C,.

ael'

O exemplo a seguir deve tornar a defini¢do mais clara para vocé.

Exemplo 4.7. Em R, considere os conjuntos:

X =[0,1],
44)
22
()
4’2

A figura 4.8 ilustra este exemplo.
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Figura 4.8
Note que:

C ={C,,C,,C,} é uma cobertura aberta de X .
C'={C,,C,} é uma subcobertura aberta de X .
C"={C,,C,} é uma subcobertura aberta de X .
C"={C,,C,} nao é subcobertura de X .

Podemos, agora, ver a defini¢ao de conjuntos compactos.

Definicao 4.5.Seja K < (M,d). Dizemos que K é compacto se toda
cobertura aberta de K contém uma subcobertura finita.

Vocé pode encontrar na literatura varias outras defini¢des para con-
juntos compactos. No decorrer da se¢ao, veremos as vérias carac-
terizagOes de conjuntos compactos que dao origem a estas outras
defini¢oes. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.8. Seja K ={1,2,...,n}. K é compacto, pois se C ={C,}
€ uma cobertura aberta de K, entao 1eC, para algum «, €L,
2eC, para algum a,€l,...,neC,, para algum «,eL. Logo,

{C,,C,,,----C, } € uma subcobertura aberta finita de K.

a? T ay”

ael

Exemplo 4.9. Qualquer conjunto finito é compacto. A demonstragao
é andloga a feita no exemplo anterior.

Exemplo 4.10. Em R, todo intervalo da forma [a,b] é compacto
(provaremos este fato mais para frente).

Exemplo 4.11. Seja X:{l,l,l,---,l,---}cﬂ{,
23 n



Note que X ¢€ infinito e para qualquer x € X existe um intervalo
aberto /, de centro x tal que I N (X \{x})=O. A figura 4.9 ilustra
a situacao.

I I, I I /

€1 hs L
n 4 2 1
0

L
3

1 1
3 2
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Figura 4.9

A familia C={/ } _, é uma cobertura aberta de X que ndo possui
subcobertura finita. Portanto, X nao é compacto.

Exemplo 4.12. De maneira semelhante a desenvolvida no exemplo
anterior, mostra-se que N e Z ndo sao compactos em R.

Exemplo4.13. R naoécompacto. Considereacobertura {(n,n+2)}

neZ *

Tal cobertura nao possui subcobertura finita.

Exemplo 4.14. R" também nao é compacto. Por exemplo, a cobertu-
ra aberta {B(o,n)},, ndo possui subcobertura finita. Vocé consegue
encontrar outras coberturas abertas de R" que ndo possuem subco-
berturas finitas?

Vocé deve estar achando que ndo é muito facil decidir quando um
conjunto é compacto ou nao. Para isto, veremos duas novas caracte-
rizagdes de conjuntos compactos.

Teorema 4.3 (Bolzano-Weierstrass). Seja (M,d) um espaco métri-
co. Entdo 4e M é compacto se, e somente se, toda sequéncia em
A possui uma subsequéncia convergente (que converge para um
ponto de 4).

Prova:

A prova deste teorema pode ser encontrada em [14, Marsden &
Hoffman] ou [15, Munkres].



Como consequéncia deste teorema, podemos ver que X =[0,1)
A . - 1
nao € compacto em R, pois a sequéncia {x, }, onde x, =1——
n

converge para 1. Logo, todas as suas subsequéncias convergem

para 1, mas 1 ndo pertence a X .
Mas e o conjunto [0,1]? Como provar que ¢ compacto?
Para isso, usaremos o teorema a sequir.

K cR" é compacto se, e
somente se, é fechado e limitado.
Prova:
=) Suponha que K ¢ compacto.

Entao, pelo teorema 4.3, toda sequéncia em K possui uma subse-
quéncia convergente (em K).

Mas isto implica que K ¢ limitado, pois sendo, Vn e N, 3x, € K, tal
que || x, |>n e a sequéncia {x,} ndo possui subsequéncia limita-
da. Logo, ndo possui subsequéncia convergente, o que contradiz a
afirmacao do paragrafo anterior.

Ainda K ¢ fechado, pois sendo, 3a ¢ K tal que a=limx,, x, € K,
e isto implica que todas as subsequéncias de {x,} convergem para
a, que ndo pertence a K, uma contradicdo. Logo, K ¢ fechado.
<) Suponha que K ¢ fechado e limitado.

Seja {x,} uma sequéncia em K.

Como K ¢ limitado, {x,} € limitada. Pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass, generalizado para R", existe uma subsequéncia con-
vergente, cujo limite é um ponto de K (pois K ¢ fechado). Seque,
entdo, que K ¢ compacto pelo teorema 4.3.



Nota: O teorema de Heine-Borel também pode ser provado dire-
tamente, sem o uso do teorema 4.3 (Bolzano-Weierstrass) (ver [14,
Marsden & Hoffman]).

Observacao. Note que a caracterizacao de compactos dada no te-
orema de Heine-Borel s6 é vdlida em R".

Por exemplo, se M é um conjunto infinito e d é a métrica discreta
(isto €, d(x,y)=0,se x=y e d(x,y)=1,se x#y) entao (M,d) é li-
mitado (por qué?) e fechado (por qué?), mas nao é compacto (pois a

1 . ..
cobertura {B(x,aj,x eM } nao possui subcobertura finita).

Exemplo 4.15. Usando o teorema de Heine-Borel, podemos concluir
que qualquer bola fechada em R" é compacta.

Observacao. E interessante notar que a ida do teorema de Heine-
Borel é valida em qualquer espaco métrico M ,isto é,se KM é
compacto entdo K é fechado e limitado. Vejamos:

Seja x e K . Entao a colegdo de bolas abertas {B(x,n)},_, cobre K,
e como K é compacto, existe uma subcobertura finita e portanto
K é limitado.

Para notar que K ¢é fechado, provamos que K¢ é aber-
to. Para isto, tome xeA° e considere a colecio de abertos

U, :{yeM:d(x,y)>l} .
n

Como, VyeM, y#x, d(x,y)#0, temos que {U,}, cobre K.Da
compacidade de 4, obtemos uma subcobertura finita, digamos
U,,.U,, comn <n,<..<n,.

m

Mas entédo B(x,LJ c K¢ e portanto K¢ é aberto e K é fechado

n.
J

como desejado.

Nota: Nao se assuste se a demonstra¢ao acima lhe pareceu dificil.
Ela esta ai para que vocé tenha um gostinho do tipo de andlise
mais avangada que é vista usualmente nos cursos de Bacharelado.



Como comentamos no inicio desta secao, fungdes continuas em
conjuntos compactos possuem muitas caracteristicas interessantes.
Iremos agora explorar algumas destas caracteristicas.

Seja f:M — N uma funcdo continua e M um espago
métrico compacto. Entdo f (M) € compactoem N .
Prova:
Para provar que f(M) € compacto, vamos mostrar que toda se-

quéncia em f(M) possui uma subsequéncia convergente.

Seja (y,) uma sequéncia em f(M). Entdo, Vy , 3x, € M tal que
yn = f(xn) -

Logo (x,) € uma sequéncia em M , e como M ¢ compacto, (x,)
tem uma subsequéncia (x, ), convergente para um a em M.
Como f € continua, (f(x,)) € subsequéncia de (f(x,)) que con-
verge para f(a).Llogo, f(M) € compacto.

Exercicio Resolvido
Seja K — R? compacto. Prove que
A={xeR:3yeR tal que (x,y) € k} é compacto.
Resolucao:

Note que f:R”* — R dada por f(x,y)=x ¢é continuae 4= f(K).
Logo, pelo teorema 4.5, 4 € compacto.

Exercicios Propostos
Encontre uma funcdo f:R —> R continua e um compacto
K cR tal que f'(K) ndo é compacto.
Se f:M —> N é continua e M ¢é compacto, entao

f(M) é fechado e limitado.

Dica para fazer a prova: Leia com atengdo a prova do teorema de
Heine-Borel.



Corolario 4.3. Seja f: M — R uma funcao continua real em um es-
pago métrico compacto M . Entdao f atinge seu maximo e seu mi-
nimo em M .

Prova:

Como f(M) ¢ limitado, existem y, ZiEAf;{f(x)} e v, =sup{f(x)}.

xeM

Como f(M) ¢ fechado, y, e y, pertencem a f(M), isto ¢,
»n=r,(x) ey, =f(x,) com x,,x,e M. Logo f(x1)=r£gl{f(x)}

e f(x,) =max{f(x).

4.4 Continuidade Uniforme

“Aparentemente ainda nao foi observado que (...) continuidade
em um ponto (...) ndo é a continuidade (...) a qual pode ser chama-
da de continuidade uniforme, porque se estende uniformemente
para todos os pontos e em todas as dire¢oes” (Heine 1870 apud
[6, Hairer & Wanner].

A nogao de continuidade uniforme comecou a aparecer vagarosa-
mente nas aulas de Dirichlet, em 1854, e Weierstrass, em 1861. A
primeira publicagao é devida a Heine [6, Hairer & Wanner].

Esta nogao apareceu quando os matematicos do século XIX procu-
ravam por condic¢Oes suficientes para garantir a integrabilidade de
fungbes continuas. Vejamos a definigao:

Definicao 4.6. Dizemos que f:M — N é uniformemente continua
em M se dado €>0, existe um 0>0 tal que se d(x,y)<0 entdo

d(f(x),f(y)<e.

Observacao. Note que na definicdo de continuidade uniforme, uma
vez dado 6 >0, é necessario achar um 0 >0 que funcione para “to-
dos” os pontos do dominio da fungao f'!

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 4.16. f(x)=x é uniformemente continua em R. Dado

0> 0,bastatomar d=¢ (se |x—y|<d,entdo | f(x)— f(y)|<d=¢). Ver
tigura 4.10.
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Figura 4.10

Exemplo 4.17. A funcao f:[0,00) —>[0,0) dada por f(x) 1 nao é
X

uniformemente continua em [0,00). De fato, o 0 da continuidade,
em x, >0, depende de ¢ e também diretamente de x,, de modo que

0(x,) >0 se x, >0".

A figura 4.11 ilustra este exemplo.

Figura 4.11

Exemplo 4.18. Se f é de Lipschitz, entdao f* é uniformemente con-

tinua. Vejamos:

Dado &>0, como f ¢ de Lipschitzz 3k=0 tal que

d(f(x), f(y) <kd(x,y) Vx,yeM.



Tomando 6 :%, temos que: se d(x,y)<0 entdo

d(f(x),f(y))Skd(x,y)<k-%=€-

Portanto /€ uniformemente continua.

Exemplo 4.19. A fungdo f:R — R dada por f(x)=x é Lipschitz e
portanto é uniformemente continua.

Observacao. Note que a restricdo de f* aointervalo [1,0) , por exem-
plo, é uniformemente continua. Vocé consegue encontrar outros in-
tervalos onde f é uniformemente continua?

Exercicios Propostos

Decida se a funcdo f:[0,+0) — [0,+00) definida por f(x) = x> é
uniformemente continua.

Mostre que f:[a,b]— R dada por f(x)=x" é Lipschitz e por-

tanto é uniformemente continua.

Veremos agora um teorema (cuja primeira versao, para R", é devida
a Heine, 1872, [6, Hairer & Wanner]) que nos garante que toda fun-
¢ao continua em um compacto é uniformemente continua.

Seja f:M — N continua e M compacto. Entao f €
uniformemente continua em M .

Prova:
Dé £€>0.Como f € continua, para todo a € M existe 6, >0 tal

que se d(x,a)<0, (isto & x e B(a,d,)), entdo d(f(x), f(a)) < %

« .0
Agora, note que a colecao de bolas abertas de centro a e raio 7“;

{B(a,é—“j} , cobre M .
2 aeM

Como M ¢ compacto, existe uma subcobertura finita, digamos,

B(al,ﬁJ,B(apij,...,B[an,ﬂj.
2 2 2



Seja 0 = min{%,%,---,%}. Mostraremos agora que se x,y e M

sdo tais que d(x,y)<0 entdo d(f(x), f(y)) <e.

Como xeM , xeB ai,z , isto ¢, d(x,ai)<i, para algum i en-
2 2
tre 1,2,...,n.

Mas entio, d(y,ai)Sd(y,x)+d(x,a,.)<6+%£%+%=6i e,

usando a desigualdade triangular mais uma vez, temos, da conti-
nuidade em q,, que

d(f (.S N <A (.S @D +d(f(a). [N ST +3 =e.

Exemplo 4.20. A funcdo f:[0,0) ->[0,0) da por f(x)= Jx é uni-
formemente continua em [0,) . Vejamos:

Note que f restrita ao intevalo [0,1] € uniformemente continua pelo
teorema 4.6, pois [0,1] é compacto. Também a restricao de f* ao in-
tervalo [1,0) é uniformemente continua, pois se x>1, y =1, entdo

W =y < Vo =[N ] = | W = S 0] = =y < e 5]

e portanto, dado € >0, basta tomar J =¢ na defini¢do de continui-
dade uniforme.

Concluimos que f:[0,0) —[0,00) é uniformemente continua.

Figura 4.12



Exercicios Propostos

11) Dé um exemplo de espagos métricos M e N e uma funcao
continua f': M — N talque N é compacto, mas M nao é com-
pacto.

12) Prove que f(x)=x" ndo é uniformemente continua em R.

13)Sejam f e g fungOes reais uniformemente continuas em um
espago métrico M . Mostre que ¢f e f + g sdo uniformemente
continuas em M .

14) Mostre que a composicao de fun¢des uniformemente continu-
as é uma fungao uniformemente continua.

4.5 Conjuntos Conexos

Nesta secao estudaremos os conjuntos conexos e, mais adiante, algu-
mas de suas aplicagdes, como o teorema do valor intermediario.

Intuitivamente, podemos pensar que conjuntos conexos sao aqueles
conjuntos que consistem de apenas um pedaco.

Segundo esta ideia, podemos afirmar que R (a reta real) é conexo,
mas o subconjunto [-1,0]U[1,2) ndo é conexo.

Mas como definir formalmente conjuntos conexos? Quais proprie-
dades da reta real, que a tornam conexa, gostariamos de capturar?
A proposicao abaixo nos da esta resposta:

Proposicao 4.4. Seja C um subconjunto aberto e fechado de R . En-
tato C=R ou C=0.

Prova:

Suponha que C =R e C# . Entdo existem x e C ez pertencen-
te ao complementar de C. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que x<z.

Seja S =CnNJx,z].
Note que S ¢ fechado (pois ¢ a interseccdo de dois fechados) e

limitado superiormente. Logo, S tem um supremo, digamos P2,
e pes.



Como peS, p<z.Mas p#z, pois z¢ S (uma vez que z¢C).
Logo, p<z.

Por outro lado, C ¢ aberto e p € C. Logo existe um ¢ >0 tal que
B(p,e)cC.

Seja reR tal que p<t<min{p+e,z}.

Entdo te Cn[x,z]=S. Mas isto € uma contradicdo, pois > p e
p € osupremo de S (a contradicdo veio do fato que supomos que
C ¢é aberto e fechado e ndo é R ou ).

Logo, nossa suposicdo € falsa e, portanto, C=R ou C=¢.

A figura 4.13 ilustra uma das possiveis posicoes de ¢:
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Figura 4.13

Podemos agora definir um conjunto conexo:

Seja (M,d) um espago métrico. Se os tinicos subcon-
juntos de M que sao simultaneamente abertos e fechado sao M e
&, entdo M é dito conexo.

Exemplo 4.20. R é conexo.

Exemplo 4.21. Qualquer intervalo da reta é conexo (veremos a prova
a seguir).

Exemplo 4.22. Se M ¢é a métrica 0—1, entdao (M,d) nao é conexo
para qualquer M , pois os conjuntos unitarios {x}, onde x e M , sao
abertos e fechados.

Exemplo 4.23. Seja M =[0,1]U(2,3] e d a métrica usual de R. Entao
(M ,d) nao é conexo e vocé pode verificar que [0,1]c M é aberto e
fechado.



O exemplo 4.23 acima nos mostra um conjunto desconexo. Ele é for-
mado por dois “pedagos”. Isto nos leva a seguinte defini¢ao:

Uma separacao de um espago métrico M é um par
de conjuntos abertos, nao vazios, disjuntos, cuja uniao é M .

Em simbolos, uma separagao é um par de abertos U, V' tal que
Uz, V08, UuV=MeUNnV=0.

Um espago métrico M € conexo se, e somente se,
nao existe uma separacao de M .

Prova:

=) Primeiro vamos assumir que M ¢ conexo.

Supor que U, V € uma separaciode M .Entdo U= e U =V
¢ aberto. Logo U ¢ fechado e a hipotese implica que U =M e,
portanto, V' =, o que € uma contradicdo. Logo, ndo existe sepa-
racio de M .

<) Hipotese: Nao existe uma separacdo de M .
Tese: M € conexo.

Vamos supor que M nao € conexo. Seja C fechado e aberto de M
e suponhaque C=M e C#@.Entdo C, C° formam uma sepa-
racdo de M , o que contradiz a hipotese. Logo, C=M ou C=9.

Com o resultado acima, podemos mostrar que o conjunto dos racio-
nais, visto como subconjunto de R, ndo é conexo. Precisamos entao
definir conexidade para subconjuntos de um espago métrico. Temos
a seguinte definicdo:

Um subconjunto de um espago métrico é conexo se
ele for conexo com a métrica induzida (lembre-se que os abertos sao

definidos em termos da métrica).

Vocé consegue achar uma separagao para Q?



Exemplo 4.24. Q nao é conexo. Uma separacao de Q é

U:{xe(@/x<\/§}
V={xe@/x>\/§}'

Gostariamos agora de construir novos conjuntos conexos, a partir
dos conjuntos que conhecemos. Para isto, precisamos de alguns re-
sultados. Vejamos:

Se f é uma func¢ao continua de um espago métrico
conexo M em um espago métrico N, entdo f (M) € conexo.
Prova:

Suponha que (M) nao € conexo. Entdo existe uma separacgao U ,
V de f(M) tal que

f(MH=Uuvr,
unvV=9g,
UrDB eV 0,

U, V sao abertos.

Mas entdo, como f ¢ continua f~'(U), f~'(V) é uma separacio
de M (verifique!), o que contradiz a conexidade de A .

Logo, f (M) € conexo.

O teorema acima € muito importante e nos permite encontrar um
grande nimero de conjuntos conexos. Usaremos este teorema para
mostrar que todos os intervalos da reta real sao conexos. Assumin-

. 1
do este resultado, temos que o subconjunto S = {(x, sen —J 0<x< 1}
x

de R? é conexo.



Figura 4.14
Por que § ¢é conexo?
Simplesmente porque S € a imagem do conexo (0,1) pela fun¢ao

continua f:(0,1) = R* dada por f'(x) = (x,sen lj .
X

Ainda mais interessante e muito surpreendente é o fato que o fecho
de S=SuU{(0,¢):t €[-11]} é conexo (veja a figura 4.15).

S
— — -~ t
; - bt )R
N _ pte
C
Figura 4.15

Este resultado segue da proposigao abaixo.

Proposicao 4.6. Seja C um subconjunto conexo de um espago mé-
trico M .Se Y <M étalque CcY cC,entao Y é conexo. Em par-
ticular C é conexo.

Prova:

A prova desta proposicdo pode ser encontrada em [10, Kuhlkamp].



A proposigao acima nos permite mostrar alguns resultados surpre-
endentes, que desafiam a nossa intuicao. Com ela vocé pode fazer o
seguinte exercicio:

Exercicio Proposto

Mostre que S U {(0,9):q € Q;-1<¢g <1}, onde

S = {(x,sen l} 0<x< l} é conexo.
x

Vamos agora, finalmente, mostrar que osintervalosde R sao conexos.

Todo intervalo aberto da reta real é conexo.

Prova Parcial:

Lembre que ja mostramos que R € conexo. Para mostrar, por

exemplo, que o intervalo (-1,1) é conexo, basta verificar (faca!)
x

I+ x|

sobrejetora. Dai, o resultado segue do Teorema 4.7.

que a funcdo f:R — (-L1) dada por f(x) = é continua e

Uma vez provado que (-1,1) é conexo, segue que (0,1) é cone-
X0, pois é a imagem pela fun¢dao continua

J:(=1,1) > (0,1) definida por / (x) = XTH

do intervalo conexo (—1,1)

Finalmente, qualquer intervalo da forma (a,b) é conexo, pois é
a imagem da funcao continua

¥ :(0,1) > (a,b) dada por Y(¢t) =(1—-t)a+1tb

Exercicio Proposto

Mostre que os intervalos abertos (a,+x) e (—©,b) sao conexos.



Proposicao 4.8. Qualquer intervalo da reta é conexo.

Prova:

Seja I um intervalo da reta. Pela proposicdo anterior o interior
do intervalo / € conexo e entdo seque da proposicao 4.6 que [ ¢

conexo.
|

Exercicio Proposto

17) Mostre que a reciproca da proposigao anterior é vdlida, isto €,
mostre que se C é um conjunto conexo de R, entdo C é um
intervalo.

Dica. Suponha que C nao € um intervalo e encontre uma se-
paragao para C.

Terminaremos nosso estudo com uma aplicagdo muito importante
da conexidade: o teorema do valor intermediario.

4.6 Teorema do Valor Intermediario

O teorema do valor intermediario é um dos teoremas principais no
estudo do Calculo e dele dependem intimeros resultados que vocé
deve ter visto durante seu curso. Na sua versao mais simples, o teo-
rema toma a seguinte forma:

Seja f:[a,b)] >R uma fungdo continua. Se f(a)<y< f(b) ou
f(b)<y< f(a) entdo existe C €(a,b) tal que f(C)=y.

Provaremos uma versao um pouco mais geral.

Teorema 4.8 (Teorema do Valor Intermediario). Seja M um es-
pago métrico conexo e f:M — R continua. Sejam y,,y, € f(M) e
», <y<y,. Entdo existe xe M tal que f(x)=y.

Prova:

Como M ¢€ conexo e f ¢ continua, f(M) ¢ conexo. Como
f(M)cR, f(M) é um intervalo (ver o ultimo exercicio da se-
cdo anterior). Entdo dados y,y, € f(M) e y tal que y, <y<y,,
ve f(M).Logo, 3xe M tal que y= f(x).



Como uma aplicacao do teorema do valor intermedidrio, provare-
mos que na linha do equador existem dois pontos opostos com a
mesma temperatura (ver figura 4.16). Isto mesmo. Usaremos a teoria
desenvolvida nesta segao para resolver um problema real. Para isto,
vamos supor que a linha do equador é o circulo S' em R?, isto ¢,

S'={(cost,sent):t €[0,27]}
eque f:S' >R éa fungdo temperatura, a qual é continua.

Note que S' é conexo, pois é a imagem da fungdo continua
h:[0,27] = S' dada por h(t) = (cost,sent).

Agora,defina g(x) = f(x)— f(-x), Vx e S'.Observeque g écontinua.
Seja peS'. Considere g(p) e g(—p). Note que

g=p)=f(=p)-f(p)=—g(p).

Logo, ou g(p)=0, o que implica que f(p)=f(-p), ou g(p) e
g(—p) tem sinais opostos. Neste caso, pelo teorema do valor inter-
medidrio, existe um ponto u € S' tal que g(u)=0 e isto implica que
f(u) = f(-u), ou seja, a temperatura no ponto « € igual no ponto —u .

Figura 4.16

E possivel também provar que existem dois pontos opostos na terra
com a mesma temperatura e pressdao atmosférica. Mas para isto é
necessario o teorema de Borsur-Ulam (ver [15, Munkres]).

Aos interessados, sugerimos uma pesquisa sobre o assunto na Inter-
net. Para terminar, seguem mais alguns exercicios.



Exercicios Complementares

1) Analise a continuidade das fungdes:

a) fR->R
_J0,x<0,
S = L, x>0

b) g:R-1{0} >R

) 0, x<0
x)= ;
& I, x>0

o h:X—>R

h(x) i X =411 1 1 !
X)= — — —_—— e
I, x=1 B R R

2) Mostre quese f: X - R é continuaem a € X ,entao | /| tam-

bém o é.

3) Seja X R finito. Seja f: X — R. Analise a continuidade de

f.

4) Sejam f,g:R — R continuas. Defina #:R >R,

h(x)= f(x)[g(x*)]*. h é continua? Justifique.

5) Mostre que a fungdo f(x)=x" definida para | x|<17 é lipschit-

ziana, mas f(x)=x" definida em — < x < 400 ndo é. Dé outros

exemplos de fungoes lipschitzianas.

6) Uma funcdo f: M — N satisfaz a “condigao de Holder” de or-
dem £ se existe um ¢ > 0 tal que d(f(x), f()) < c[d(x,)]". Mos-

tre que nestas condicoes f é continua.

7) Sejam M , N espagos métricos, f,g:M — N continuas e X

densoem M .Se f(x)=g(x), Vxe X, mostreque f=g.

8) Dé um exemplo de uma funcdo continua f:M — N e um

aberto X c M tal que f(X) ndo é aberto.

9) Repita o exercicio 8 para X fechado.



Seja M um espago métrico e seja X ,: M — R a fungao carac-
teristica de um subconjunto 4 c M ,isto é, X ,(x)=1sexecd e
X,(x)=0 se x¢ A. Mostre que X, é continuaem peM se, e
somente se p nao é um ponto da fronteira de 4.

Defina uma bijecao f:R - R que seja descontinua em todos
os pontos de R.

Identifique se é verdadeiro ou falso, justificando sua resposta:
Se f,g:R — R sdoduas fun¢des continuas tais que f(r)=g(r)
paratodo r€Q,entdo f=g.

Sejam M um espago métrico compactoe f:M — M uma iso-
metria, isto €, d(f(x), f(y))=d(x,y),Vx,y € M . Provar que f
é bijecao.

Seja A=(0,1]. Encontre uma cobertura aberta de 4 que nao
possui subcobertura finita.

Encontre uma fungao continua f:R — R e um conjunto com-
pacto K c R tal que f'(K) nao é compacto. Repita o processo
para K conexo.
Verifique se sdo compactos (métrica usual):

QemR;

Z em R;

B={2}U[3,4]em R;

l,l,%,i,"' em R,
234

[,2]NnQ em R;

A={xeR/0<x<lexgQ};
D={(x,y)eR*/0<x<1};
S={(x,y)eR*/xy=1'"{(x,y)eR*/x* + )y <5}.

Seja M um espago métrico com a métrica discreta. Mostre que
M ¢é compacto se, e somente se, M ¢é finito.



Sejam A e B subconjuntos de um espago métrico tais que 4 €
compacto e B é fechado. Mostre que 4N B é compacto (quan-
do ANB#D).

As seguintes afirmacoes a respeito de R" sao verdadeiras. Jus-
tifique-as:
B={(x,,%,,...,x,)eR"/x\ +x} +...+x. <1} é compacto;
S ={(x,,%,,...,x,) €R" / x] +x] +...+x. =1} é compacto;
Uma bola aberta B(p,r), VpeR" e Vr>0 nao é um con-

junto compacto.

Se A e Bsao subconjuntos compactos de um espago métrico
M , mostre que ANB e AU B sao compactos.

Uma func¢do f:R — R continua e limitada é obrigatoriamente
uniformemente continua?

Sejam f:B — R" continua e injetiva e B — R" compacto. Pro-
var que f': f(B) — Bé continua.

Seja f:(0,1) > Runiformemente continua. E f obrigatoria-
mente limitada?

Seja M um espago métrico. Mostre que sdo equivalentes:
M nao é conexo;
Existem subconjuntos nao vazios U e V de M tal que

M=ULV,UnV=0=UnV.

Se A e Bsao subconjuntos conexos de R", dé exemplos para
mostrar que ANB, AUB e A—-B podem ser conexos ou des-
CONexos.

Seja A um subconjunto compacto de R” e (x,) uma sequéncia de
Cauchy em 4. Mostre que (x,) converge para um ponto de 4.

Dé exemplo de uma fungdo continua f:R — R e um conjunto
fechado Bc R tal que f(B) nao é fechado. Isso é possivel se
B for também limitado?



28) Seja f uma fungao continua de um espago métrico compacto
e conexo, M em R .Mostre que f(M) é um intervalo fechado.

29) Seré a unido de conjuntos conexos um conjunto conexo?

Resumo

Neste capitulo vocé aprofundou seu conhecimento sobre uma classe
muito importante de fungdes: as fungdes continuas.

Vocé também se deparou com algumas nog¢des novas, tais como, con-
juntos compactos, conjuntos conexos e continuidade uniforme.

Foram apresentados alguns teoremas importantes, que embasam o
estudo de Calculo, como o teorema do valor intermediario e o teore-
ma que garante que toda fun¢ao continua em um espago compacto
atinge seus extremos.

Vocé concluiu seu estudo vendo uma aplicagao pratica do teorema
do valor intermediéario.



Respostas dos Exercicios
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Capitulo 1

Exercicios Propostos

1) Como X e Y sao enumerdaveis, existem f: X >N e g:¥ > N bi-
jecoes.

Definimos h:XxY —>NxN

h(x, y)=(f(x), g())

Entdo h é injetiva. Como Nx N é enumeréavel, pela proposigao 1.1,
temos que X xY é enumeravel.

2) Vamos exemplificar com p=4. Vocé precisa encontrar 4 conjuntos
A, 4,, 4, e 4,, infinitos e disjuntos, tais que

N=4 U4, uA4,UA,

Obtenha os conjuntos agrupando os naturais de 4 em 4, em or-
dem crescente. Coloque o primeiro elemento de cada grupo no
conjunto 4,, o segundo no conjunto 4,, o terceiro no 4, e, final-
mente, o quarto elemento no conjunto 4,. Veja:

N:{l, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,..}

4 =1{.,5,9,..}
4,={2,6,10, ...}
A4,=3,7,11, ..}
4,=4,8,12, ..}
Podemos escrever:
A ={4n-3, neN}
A, ={4n-2, ne N}
A, ={4n—-1, neN}

A, ={4n, ne N}
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3) Supor X finito. O niimero de elementos de f(X) é menor ou igual
ao numero de elementos de X, j& que f é uma fungao. Como f é
uma sobrejetiva, ¥ = f(X).

Supor Y finito. Como f é injetiva, 0 niimero de elementos de X é
menor ou igual ao nimero de elementos de Y.

E interessante vocé fazer um diagrama para visualizar estes re-
sultados.

4) Basta vocé definir
a)f:N>P

2n—2, sen ¢ par

f(n)={

—2n, se n € impar

b) f:N-1

f(n)=1-2n
Af:N->Q,

n .
—, sen épar

f(n)= 1”
-n

BV se n € impar

“Brinque” com estas fung¢des convencendo-se que elas sdo bije¢des.

5)
a) Sim. Sejam

X ={X,%,,X;,...,%, }

Y ={01,05: V50000, 0o}

Basta vocé definir

f:X->Y
f(xi):yi'
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b) Nao, pois um elemento de X nao pode ter mais de uma ima-
gem pela fungdo g.

6) Use o processo diagonal de Cantor e proceda de forma andloga
a apresentada no texto, para provar que o conjunto dos niimeros
reais entre 0 e 1 é ndo enumeréavel.

7) Temos que mostrar que as condigdes S.1 e 5.2 sdo equivalentes as
condicoes S.1" e S.2".

Suponha primeiro que S.1 e S.2 sao vélidas. Entdo é claro que
S.1" é verdadeira. Agora, dado ¢ >0, se ndo existe x em X tal que
b—e<x<b, entdo, como S.1" é valida, x<b—¢ para todo x em
X. Portanto b—&é uma cota superior e S.2 implica que b<b-¢,

uma contradicao.

Por outro lado, suponha que b seja tal que S.1" e 5.2" sdo vali-
das e seja c tal que x <c¢ para todo x em X. Se b>c entdo, para
& :%, por 5.2, temos que existe x em X tal que b—e<x<b.
Mas isto implica que x > % > ¢, uma contradicdo. Logo b<c

como desejado e S.2 é valida.

Exercicios complementares

1) Primeiro suponha que X é infinito. Entdo podemos listar
infinitos  elementos  distintos  x,x,,x,,... em e
X ={x,0,,0,. 0 U{x, X, 00 Seja Z ={x,,x,,...} U{x,x,,...}° . En-
tao Z € um subconjunto proprio de X e a fungéo f: X — Z,dada
por f(x;)=x,, para x, e {x,,x,,..} € f(x)=x para x €{x,x,,...}"
€ uma bijecao.

Por outro lado, se X é finito entdo X tem n elementos e qualquer
subconjunto préprio de X tem menos do que n elementos e por-
tanto nao existe bijecao entre X e este subconjunto.

2) Sim. Vocé pode definir uma bijegao.

f:NxN->S

f(p, q) = circunferéncia de centro (p, q) e raio 1.
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3) Considere 2 conjuntos X e Y enumeraveis. Podemos, entao, listar
seus elementos:
X =1{x,x,, x;,...}

Y:{yl’ Y2 y3a"'}

Vocé pode criar uma lista com os elementos do conjunto
W =XuY, tomando, alternativamente, um elemento de X e um
elemento de Y, na ordem crescente dos indices.

Ou seja,

Wy =X, Wy =V, Wy = X5, Wy = Yo, Ws = X3, W = V3.

4) S é enumerdvel, pois é a unido enumeravel dos conjuntos enume-
raveis S i, onde S i consiste do conjunto de todas as sucessoes

de zeros e uns cujos termos a partir do i-ésimo termo sao iguais
a zero.

5) Vocé pode escrever

a) 2 é uma cota superior de X. Outros 2 exemplos de cota superior
sao: 3 e 5.

0, -1, -15 sao exemplos de cotas inferiores.

b)supX =2, inf X =0

6)

a) Sao exemplos de cotas superiores: 2, 50, 1500.

Sao exemplos de cotas inferiores: 1, 0, -1500.

supX =2einf X =1.
b) O conjunto Y nao admite cotas superiores nem inferiores.
) Sao exemplos de cotas superiores: 2; 2,01; 2,001.

O conjunto Z ndo admite cota inferior.

supZ =2; nao existe inf Z.
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7) 11" — a é cota inferior de X.
1.2" — Qualquer niimero maior que a ndo é cota inferior de X.
8)
) X={xeQ/x>0ex* <5}
b) X={xeQ/x>0ex’>5}
) X={xeQ/x>0e3<x*<5}
Observe que nestes conjuntos, quando existem, o supremo e o

infimo sdo irracionais. Vocé pode listar muitos outros exemplos.

9)
a) Verdadeira. O supremo de X é o elemento méximo de X e o
infimo é o elemento minimo de X.

b) Verdadeira. Se um conjunto tem supremo ele é a menor das
cotas superiores e qualquer niimero maior que ele também é
uma cota superior.

2 .
¢) Falsa. Por exemplo, o conjunto X = {—,n eN } tem infimo
igual a zero. "

d) Falsa. Por exemplo, o conjunto dos naturais é ilimitado, esta
contido em Q, e ndo é densoem R.

10) 1% parte: Basta vocé tomar o exemplo do item (a) do exercicio 8.

2 . . . o
X = {——,n € N réumconjuntodentimerosirracionaise sup X =0.
n

11) Basta vocé mostrar exemplos de intervalos encaixados que ndo
satisfazem apenas a hipétese listada e verificar que a conclusao
nao é valida.

a) Considere
I, =[n,©).
Os intervalos [, sdo fechados e encaixados.

No entanto,

N7, =9
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b) Considere

1-(o)
n

Os intervalos [, sdo limitados e encaixados. No entanto,

NE=¢

Capitulo 2

Exercicios Propostos

2)
2 d(f,g)= sup [ /(x)=g(x)|= sup [x—T[=1.

x€/0, xe[O, 1]

by d(f.g)= Sl;plllf(X)—g(X)lz sup %% x|

x€| xel0,

Note que o sup acima é atingido quando (x*-x)'=0, isto §,

3

quando 2x—1=0<:>x:%.

I 1 1
R

Logo, d(f.g)= )=
ogo, d(/.g) Sup]l(x )| 272

xe[O, 1

3) Possiveis exemplos sao:

a) 4={0}, B=1{3};
b) 4={(0, 2)};
o) A=1(0, 0, 0)}, B=1{(0, 0, 1)} ou A={(x,y):x<1} e

B={(x,y):x>y"+2}.



4)
a) Int(A)={(x,x,)eR*/x, > x,}.

A
.xz
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b) Int(A)=A.

o) Int(A)=A4.
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d) Int(4)=4A.

e) Int(A)=9.
f) Note que 4=(0, +x). Logo, Int(A)=A4.

6) Em R, tome A=, B=[].Entao Int(4)=Y, nt(B)=J e

Int(4U B)=R.
7)
a) A N4, é aberto (Propriedade Ab2).
b) Supor que 4 N4, N...n4,_, éaberto.
¢) Provar que 4 N4, N..N 4, éaberto.
Como 4 N4, N..nA4, =(4NnA4,nN..NA _)"A, segue o resulta-

do, novamente pela propriedade Ab2.

8) Seja B[x,r] uma bola fechada. Vamos mostrar que seu comple-
mentar é aberto. Para isto, tome y e C(B[x,r]). Como a bola é

fechada, temos que

e=d(y,B[x,r]).

Mas, entao,
B( y%) < C(B[x,r]).

E, portanto, C(B[x,r]) é aberto, como desejado.



9)

Por indugao, j4 sabemos que para n=2 a propriedade vale
(veja Fe 2).

Hipoétese de indugao: supor que a propriedade é valida para n,
ou seja, se F,...,F, sdo conjuntos fechados, entao UE é fechado.
i=1

Para n+1:sejam F,...,F,,F

n+l

fechados. Entao,

n+l n

UE = UE UF, ,ecomo UE é fechado pela hipétese de indu-
i=1 i=1 i=1

n+1
cao, segue que UF; é fechado por Fe 2.

i=1

10)Em R”, todo conjunto finito é fechado, pois pode ser escrito como

uma unido finita de conjuntos unitérios (que sao fechados). O resul-
tado segue vélido para qualquer espaco métrico.

11)Em R, sejam F, = {l,l}n =1,2,3,.... Entao, UFn =(0,1], que nao
n

n=l1

é fechadoem Q.

12) §'={(x,y)eR*/y<x*-1}.

13)

14)

a) Nao é fechado, pois 0e 4'e 0¢ 4.

b) E fechado.

o) E fechado.

d) Nao é fechado, pois 0eD'e 0¢ D.

e) Dominio de f'={xeR:x=#1}.Logo, ndo é fechado.
f) E fechado;

o) E fechado.

2) A={0}UA.

b) B=[0,00).
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Afirmacdo: AnNBc ANB.

Prova: Seja xe ANB.
Se xe AN B, entdo é claro que xeANB.

Se x € (AN B)' entdo toda bola aberta que contém x contém pon-
tosde 4N B distintos de x . Logo, toda bola aberta que contém x
contém pontosde 4 epontosde B e, portanto, x€e A'NB'c ANB,
como desejado.

Agora, seja 4=(0,1) e B=(1,2) em R.
Entio, ANB=D e ANB={1}.

Sim para R". Falso em geral. Por exemplo, considere M como
métrica discreta.

Falso. Por exemplo, se 4=(0,1) e B=(-1,1) em R, entdo
Fr(4)=1{0, I} e Fr(B)={-1, 1}.

Falso. Por exemplo, se B=(0, 1)U{2}, entao 2 e Fr(B), mas
2¢B'.

Seja xeFr(AuB). Entao Vr>0, B(x,r)Nn(AuUB)#J
e Bx;)N(AUB) #d. logo Bxyr)nd“#QD e
B(x,r)mBC £, Vr>0.

Suponha agora que existe 7 >0 tal que B(x,r,)N A= . Entdo,
Vr<rn, B(x,r)m A= e portanto B(x,r)NnB =<, Vr >0 (pois,
B(x,r)ym(AVB)# ). Logo, x e Fr(B).

Se nao existe r como suposto, entao xeFr(4). Logo,
Fr(Au B) c Fr(A) UFr(B).

Circunferéncia

Fr(d)={(x,y)eR*/x*+y* =1}. de raio = 1
Fr(Int(A))={(x,y)eR* /x> +y* =1}.

Fr(4)=[0, 1]. 1=
Fr(B)={0, 1}.

Fr(C)={(x,y)eR*/ y=x"—4x+3}.




19)
2) A=(0,0) e B =(-x,0).

b) A=(~1, 1) em R. Fr(4)={-11}.

Exercicios Complementares

1) Neste exercicio temos que verificar se as condi¢oes M1 a M3 da
definicao de métrica sao satisfeitas.

a) Nao é métrica, pois d(2,-2)=0; logo, ndo satisfaz M1.
b) Nao é métrica, pois d(2,-2)=0; logo, ndo satisfaz M1.

¢) Nao é métrica. Note que

d(0, 1)=1>d(o,lj+d(l,1j:l+
2 )TN 2 )7,

logo, M3 nao € satisfeita.

- 4

1
2

NG

2)
a) E métrica. b) Ndo é métrica.

3) Para verificar M1, note que
d(x,y)=0=] f ()= f (W F0= f(x) =1 (),

e como f € injetora (estritamente crescente), temos que x=y.
Para verificar M3, basta notar que
dx, )=l f () - fWE D) =-F@)+f(D-F) <

S f) =S+ f@-F)]
=d(x,z)+d(z,y).

4 d(f.g)=sup [x"—x—1].

xe[l, 3]

Como (x> —x—1)" ndo se anulam em [, 3], o sup ¢é atingido em
um dos extremos. Portanto, d(f,g)=5.
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5)
a) Seja peR.Se peQ, ok.

Se peQ, use a representacio decimal infinita de p:
p=a, a, a,..a,.. e considere a sequéncia de niimeros racionais

a
a,a,

a,a, a,
a,a, a,..a,
Como esta sequéncia converge para p, dado qualquer £>0, a

partir de um #,, a distancia entre os termos desta sequéncia e p
Sa0 menores que &.

Logo, inf{d(p,x)/xeQ}=0.
b) O raciocinio é anélogo ao item a.

6) Se A nao é unitario, sejam x,y € 4. Entao, diam(A4)>d(x,y)>0.
Logo, d(x,y)=0= A é unitario. A reciproca é clara.

7) Seja a € R . Entao, existeumnimerointeiro m talquem <a <m+1.
1 1
Logo, d(a,{m,m+1}) < 5 e, portanto, d(a,Z) < 3

8) Como p e B(p,len eN,pe ﬂB(p,lj .
n n

n=l1

= 1 1
Se xeﬂB(p,—j,entéo d(x,p)<—VneN,
n n

n=1

Logo, d(x,p)=0 e, portanto, x=p.



9)
a) Y b)

N
N

10)
a)int(Q)=4J.

b) int(Q) =2 .

0 Q.

d)int((1, 2))= (1, 2).

0 Q.

(1, 2).

2)(l, 2).

hint([1, 21U} =(1, 2).
11)

a) Fechado.

b) Aberto.

¢) Nem aberto nem fechado.

d) Fechado.

e) Aberto.

f) Aberto.

o) Aberto.

y
X
Ly
X
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7 =37 =7

R-Q'=R; R-Q=R
((0, 2))'=[0,2]; (0, 2)=[0,2]

(10,2))'=[0,2]; [0,2) =[O, 2]

(10,2])'=[0,2]; [0,2]=[0,2]

(Qn(0, 1)'=[0, 1]; QN (0, 1) =[0, 1]

TR U SN PO L S ) L S
23 23 234

Se a¢ A, entdo é claro que 4—{a} = A4 é aberto.

W | —

Se ae A.Seja xe A—{a}.Como A é aberto, existe r, € R tal que
B(x,n)c A. Seja r=min{d(x,a),r}. Entao, B(x,r)c A-{a} e,
portanto, A4—{a} é aberto.

Seja A={a,,..a,} =M . Tome r=min{d(q,q;); i,j=12,...,n}. En
tdo, se a€ 4, B(a,r)={a} < A e portanto 4 é aberto.

Sejam F, =[n,»), n=1, 2, 3,.... Entdo, (|4, =9.

n=l1

Sejam 4, =(o,lj, n=1,2,3,...Entdo, (4, =9
n

n=l

X=(0,1) emR.

X=0Q emR.

N | —

X:{O,l, ,%,..} emR.

X =R.

Fr(4)=A{a}, Fr(4,)=1{0, 1, 3}, Fr(4,)=7Z.

Fr(B)) =B, Fr(B,) =
={(x,y:x=0,y>0)}U{(x,y): y=0,x>0}U{0,0}.
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20)
a)A'=9.
b)B' =R’
o) C'={(0, 0)}.

d)D'= {(O,lj,n e N}u{(i,oj,m e N}u{(0,0)} .
n m

o) E'={(x,y)eR*/xeRey=0}.

21)
a) Note que se x eint(4), entdo existe uma bola aberta B(x,r)

completamente contida em 4, e que, portanto, ndo contém
pontos do complementar de 4. Logo, x ¢ Fr(A).

Por outro lado, se a € 4\ Fr(A), entao existe uma bola aberta
B(a,r) completamente contida em A4 e, portanto, a €int(A4).

b)Seja x e A. Entio, por definicdo, B(x,e)NA#BVe>0. Logo,
x ¢ int(R"\ 4) e, portanto, x e R" \int(R" \ 4) .
Por outro lado, seja x e R" \int(R" \ 4) .

Entao, xe¢int(R"\A4) e, portanto, toda bola aberta B(x,r)
contém pontos do complementar de R"\ 4, ou seja, de 4.

Logo, xe 4.

22)
a) Falso. Por exemplo, seja 4=Q em R com métrica usual. En-

tdo, A=R e int(R)=R, mas int(Q)=J .
b) Verdadeiro. Segue diretamente da defini¢ao de fecho.

¢) Falso. Em R, tome 4=[0, 1). Entao, int(4) =[0, 1]= 4.

d)Falso. Em R, tome A=Q. Entio, Fr(Q) =Fr(R)=0 e
Fr(Q =R.

e) Verdadeiro. Note que, se x € 4, como A € aberto, entdo existe
uma bola aberta B(x,r) completamente contida em 4 e, por-
tanto, x ¢ Fr(4).



23)
a) Segue diretamente da definicao de fronteira de um conjunto.

b) Seja xe AnB. Entdo, para toda bola aberta B(x,r), te-
mos que B(x,r)N(ANB)#D e, portanto, B(x,r)NB#J e
B(x,r)NnB#.Logo, xe ANB.

c) Seja xe AUB. Entdo, existe uma sequéncia (x,),. tal
que x, >x e x, € AUB Vn. Sejam C={neN/x 4} e
D={neN/x, eB}.Eclaro que C ou D éum conjunto infini-
to. Sem perda de generalidade, suponha que C é infinito. En-
tao, a subsequéncia (x,),.. converge para x e x,€ 4 VneC.
Logo, xeAc AUB.

d) Segue diretamente da definicdo de interior de um conjunto
que int(4 N B) cint(A4) Nint(B) .
Seja, agora, xeint(4)Nint(B). Como xeint(4), exis-
te B(x,5)c A e como xeint(B), existe B(x,r,)c B. Tome
r =min(r,1,) . Entao, B(x,r) c AN B e, portanto, x e int(4 N B),
como desejado.

¢) Seja xeint(4)Uint(B). Entao, xeint(4) ou xeint(B). Su-
por, sem perda de generalidade, que x €int(4). Entao, existe
uma bola B(x,r)c 4. Logo, B(x,r)c Ac AUB e, portanto,
xeint(4UB).

Capitulo 3

Exercicios Propostos

1) Dado £>0, 3N, >0 tal que L<i.

N, 2

Entao, se n> N,, temos que:

d(z,,(0, 0))= (%j +(lj =£<e

n n
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3)
a) A sequéncia converge para (0, 0).
b) Diverge.
¢) Converge para p .

d) (f,) converge para a funcao nula O(t)=0V ¢ €[0, 1].

4)
2 (x)=((0, m).
b) Se x,=(L,1,1) VrneN, entao (x,) é limitada.

¢) Toda sequéncia em M ¢é limitada.

5) Em R com a métrica usual (x,)=((-1)") é limitada mas nao é
convergente.

6)

a) a=1 é ponto de acumulagao de X. Note que a = lim Ll .
n—+wo p 4+

b) a=(0, 1) é ponto de acumulacao de X . Note que

. (1 nj
a=lm|—,——|.
e\ nn+l

0 a=+2 é ponto de acumulacdo de Q. Tome a sequéncia de
racionais 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142;...

d) Para a =Z.
9
Note que a =0,777...
Seja x, =0,7666...
x, =0,7766...

x, =0,7776...

x,=0,777...7666...

Entdo x, e X —{a}, VneN e x, > a.Logo, a é ponto de acu-
mulacao de X .
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Para a =§.
99
Note que a=0,56565656...

Tome
x,=0,5677717...

x, =0,565677T717...
x, =0,565656777...

Entdo x, > a, x, e X —{a} e, portanto, a é ponto de acumula-
cdode X.
7)
a) Nao é fechado, pois 1¢ X e le X .
b) Nao é fechado, pois 0 ¢ X .
¢) Nao é fechado.
d) Nao é fechado.

8)
Fr(X)={(x,y)eR2/x=y}.

(1, 1) e Fr(X), pois (I, I) = 1im(il,1j = lim (1ij .

n+

9) As sequéncias de Chauchy sdo as sequéncias estaciondrias, ou
seja, sequéncias da forma (x,,x,,x;,,...,X,,¢,C,C,C,C,C,...) .



10)
a) [0, 11,[2, 3] .
b) (0, 1), (2, 3).

Exercicios Complementares

1) Falso. Por exemplo, ((-1)").

2) Verdadeiro. A prova esta feita na proposicao 2.5.

3) Verdadeiro. Como ) g limitada, 3M >0 tal que

<MVneN. Dado €>0, como (%)) converge para 0, IN; tal

Yn

. €
que se n2 N, , entdo | x, |< v Logo,

&€
Ny, x5, M =

4) Verdadeiro. Supor que (Z,) converge. Entao (y,=Z,-X,) con-
verge, o que contradiz a hipétese.

5) Falso. Por exemplo, tome
x,=(,2,1,21,2.0ey =(-1, -2, -1, =2, =1, =2,..).

Entao x,+y,=(0, 0, 0, 0, 0,...).
6) Verdadeiro. Para ¢ = %, existe N, >0, tal que
a
Vn>N, |xn—a|<£=5
a a
>-——<x,-—a<—=
2 2

:>O<£<xn Vnz N,.
2

7) Falso. Por exemplo, seja (x,)= (—lJ e (v,)= (+1j Entao
limx, =0=1limy, . " "



8) Verdadeiro. Como (x,) estd contida no conjunto de Cantor, (x,) é
limitada. Logo, por Bolzano-Weierstrass, (x,) possui uma subsequ-
éncia convergente (a qual também é de Cauchy).

9) Falso. Basta pegar uma sequéncia em Q convergente para V2

(por exemplo).

10) Verdadeiro. Vamos supor que (x,) seja uma sequéncia ndo de-
crescente e (x,) € uma subsequéncia que converge para a.
Mostraremos que (x,) converge para a.

Dado ¢>0, 3N, >0 tal que Vn, >N,, |x, —al<e. Seja n, tal
que n, > N,.Entao se m>n, , temos que existe n, tal que

X, <x,< X,

= -e<Xx, —asx,—asx, —a<e
1

m

=>|x,—alke

para todo m>n, .

11)

a) Z, - (l,lJ .
2

b Z, =, 1).

12)
a) (x,) é divergente.

b)a=b.
¢) Analise (x,)=((-1)").
n .
——, sen ¢ par

13) Em R, seja x, = n+l

—, se n ¢ impar
n

(x,) satisfaz as condigdes pedidas.



14) Ver a proposicao 2.14.
a) [2,5) nao é fechadoemR.
b) O conjunto ndo é fechado emR..

¢) O conjunto nao é fechadoemR.

15) Nenhum  dos  conjuntos é  fechado em R>.
(Ver proposicao 2.14)

16) Sim, pois é fechado em R . (Ver proposicao 2.14)

17) Se M é finito, entao toda sequéncia de Cauchy ¢ estacionaria (da
forma (x,x,,x,,...,X,,¢,c,c,C,¢,c,...), logo, convergente.

18) Se (x,) e (»,) sdo de Cauchy em R? entdo x, >a e y, >b,
onde a, beR?. Logo, d(x,,y,) —> d(a, b).

Capitulo 4

Exercicios Propostos

1) Note que

d(f(x),f(y))=‘l—l‘=‘y‘x
Y xy

1 1
SglxmyiEdoy).

= x—y|[x
lxy| 4

X

Logo, f € de Lipschitz com constante % .

2) d(f), f )=l x| = y[<[x=yl=d(x,y).

3) Sejam f:M —>R e g:M — R continuas em a.

i) Mostrar que | /| é continua em a.

Como f é continua em a, dado £>0, 30>0 tal que se

d(x,a) <9, entdo | f(x)— f(a)l<e. Mas, entdo para este 0,

[f=[f@< f(x)-fla)l<e:



ii) Mostre que f +g é continuaem a.

Dado >0, 39, >0 tal que se d(x,a)<0,, entdo
e
| ()= f(a)|< >

Também 39, >0 tal que se d(x,a) <0, entdo
€

[ g(x)—gla) <3

Logo, se d(x,a) <0 =min{j,,d,}, entdo

[(f+ )= (f+2)a)[F f(x) - f(a)+g(x)-g(a)]
()= fl@)[+]g(x)-g(a)]

&

<fifoe
22

4) Considere f:R — R dadapor f(x)=0, VxeR,e K ={0}. Entao

K é compacto e f'(0)=R ndo é compacto.

~ . . 1 ~ .
5) Note que ndo existe limcos—. Logo, f ndo é continua (em 0).

X—>0 x

6) Seja d, a distancia entre f(x,) e0em R". Considere a bola aber-

ta B(f(xo),%j. Entdo 1 (B(f(xo),%n é uma vizinhanga de

x,,onde f nao se anula.

7) f é continua em 0, pois lirrolﬂ =1= f(0).
X—> x

1
.

8) Nao. Por exemplo, seja S0 D >R gefinida por f(x)=

9) Nao é uniformemente continua.
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10) Note que f é continua em [a, b], que é compacto em R . Logo,
pelo Teorema 4.6, f é uniformemente continua em [a, b].
Para provar que f € Lipschitz em [a, b], note que:
d(f(x), f) = %" =y = (x=p)(x+ )|

=lx+yllx-yls
<max{|2a|,|2b|} d(x,y).

11) Seja M =[0, 1] com a métrica 0—1.
N =[0, 1] com a métrica usual de R.

Entao
f:M—>N

X=X

€ continua, M nao é compacto e N é compacto.
12) Supor que f € uniformemente continua em R.

Entdo, para e=1, existe >0 tal que, se |x—y|<d, entdo
|x* -y |<e=1.

Bom, considere pontos da forma x, =n+d/2 e y,=n, VneN.

Entdo, | x, —y, |<d e, portanto,

|x, -y, <1
2
=n*+nd+—-n*<1
62
= n<5+7 <1l VneN

o que é uma contradicao.

Logo, f'ndo é uniformemente continua em R.




Faremos para f'+g. O caso c¢f é analogo.

Suponha que f e g sao uniformemente continuase f,g: M — R.
Entdo, dadoe >0, 39, tal que, sed(x,) <9, entdo| f(x)— f(¥)|< %
30, tal que d(x,y)<9,, entdo | g(x)—g(y)|< %

Tome 6 =min{0,,0,}.

Logo, se d(x,y) <9, entao:

d((f+8)x).(f +2)) = (f+ )= (f+g) (W) |=
=[f)-f(+ex)-g K f()-f)+[g(x)-gn) <

e €
<—+—=¢
2 2

Sejam f:M — N e g:N — P uniformemente continuas.

Dado >0, 36 >0 tal que, se d(x,y) <0, entdo
d(f(x), f(y)<e.

Para este >0, 30, >0 tal que, se d(x,y)<9,, entdo
d(g(x),g(y)) <0.

Logo, se d(x,y) <9,, entdo d(f(g(x)),[(g(»)) <e.

Basta notar que S < SU{(0,9):qeQ;-1<¢g<1}c S e usar a Pro-
posicao 4.6.
(a,+x) é conexo, pois é aimagem de (0, 1) pela fun¢ao continua

f:(0, 1) > (a,+wx), dada por f(x):a—1+l.
X

Analogamente, (a,+00) é uma imagem de (0, 1) pela funcao

continua g:(0, 1) = (a,+x), dada por g(t)=b+1 ! , €, portan-
to, conexo. t
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17) Seja S um conexo de R . Suponha que S nao é um intervalo.
Entdo existe um ¢ € R tal que existem a, beS e a<t<b.

Agora, U =(-o,t)NS e V =(t,4+0)N S formam uma separacao
de S.

Logo, S néao é conexo.

Exercicios Complementares

1)
a) E continua em R —{0} .

b) E continua em R —{0}.
o) E continua em X —{I}.
2) Suponha que f:X — R é continua em a.

Como f é continua em a, 30 >0 tal que se d(x,a)<d, entdo

| f(0)-fla)l<e.

Logo, para este 0, temos que || f(x)|—|f(a)|< f(x)-f(a)|<e,

sempre que d(x,a)<0.

3) f écontinuaem X, poisse F ¢é fechadoem R, entdao f'(F) é
um conjunto finito de pontos de R e, portanto, fechado.

4) h é continua, pois é a multiplicacdo e composicao de fungdes con-
tinuas.

5) Note que, se | x|<17, entao,
d(f (), f() =lx" =y [l x =yl x+y = x =yl x+y[<34 d(x,y)

e, portanto, f é lipschitziana em [-17, 17].

Porém, em (—o0,0) f ndo é lipschitziana, pois

d(f(x), f()=x+y| d(x,y).



6) Dado ¢>0, tome 6=1§/E.

C

Logo, se d(x,a) <9, entdo d(f(x), f(a)) <cd(x,a)]' <cd* =¢.

7) Seja me M\ X .Como X é denso em M , existe uma sequéncia
x, em X talque x, >m.

Logo, f(m)=lim f(x,) =limg(x,) = g(m).

8) Tome M =N =R e f:M — N uma funcao constante. A imagem

de qualquer intervalo aberto por f é um conjunto unitdrio que
nao é aberto.

2
X

o+l

9 M=N=R; X=Re f:M—>N,dadapor f(x)=
Entao, X =R é fechado, mas f(X)=[0,1) nao é fechado.
10) Supor que X, é continua em p.

Tome ¢ = 1 . Entdo, 36 >0 tal que, se d(x, p) <d, temos
1 . .
| X,(x)-X,(p)I 5 Isto implica que

X, (x)=X,(p), VxeB(p,d) e, portanto, se p € 4, entao
xeA VxeB(p,0) e, se pg A,entao xg A Vxe B(p,0).

Logo, p nao é ponto de fronteira.
Agora, vamos supor que p nao é ponto de fronteira de A4.

Suponhamos que p € 4 (o caso p ¢ 4 é analogo). Como p ¢ fr4,
existe d >0 tal que B(p,0)c 4.

Agora, dado €>0, tome 0 d acima.
Temos que, se d(x,p)<0,entdo | X ,(x)-X,(p)|=0<e.

Portanto, X, é continuaem p.
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0 76)= {x sexeQ

x+2sexel
12) Verdadeiro. Seja x € R\ Q. Existe uma sequéncia x, € Q tal que

x,>x. Como [f e g sao continuas, temos que
£ =lim f(x,) = limg(x,) = g(x).-

13) Primeiro vamos mostrar que f ¢ injetora.

Note que, se x # y, entdao d(x,y) >0 e, entdo,
d(f(x), f(y))=d(x,y)>0 e portanto, f(x)# f(y).

Agora vamos provar que f é sobrejetora.

Primeiro, note que f ¢é continua (prove!) e, portanto, f(M) é
compacto.

Seja agora y,eM\f(M). Considere a sequéncia
Y =f )y =F(1,), vy = f(13),... Como f(M) € compacto,
¥, possui uma subsequéncia (», ) convergente.
. . 1
Como (y, ) € convergente, € de Cauchy e, portanto, para ¢ = 5
dM, >0 tal que se My, > M , entao, para j=1,2,3,..., temos que
1
d(ynM ’ynM +.) <_
2 2+ n
Y Mo+ j 1
<Sd(f ). ) <

4 1My 1
C:’d(f ’ (yl)’yl)<;'

n -n . 1 n —n
Tome z, = /™" ™ (y,). Repita para & = 3 etomez, = /" " (y),

onde Myoj =My 2Ny, —My, , €  sucessivamente  para
1

e=—,n=4,5,6,.... Logo, (z,) converge para Yy e portanto,
n

v € f(M), mas f(M) é fechado (sendo compacto) e concluimos

que y, € f(M)= f(M), como desejado.



14) A=(0, 1]

Sejam U, = (1,1} VneN.
n
Entdo, {U,},. nao admite subcobertura finita.

0, x<0

x, x>0

15) Seja f(x) ={

Entdo f é continuae f'([0, 2]) = (-0, 2), que ndo é compacto.
0, x<0

Seia  f(x) x, 0<x<1
eja x)= .
) 2—x,1<x<L2

0, x>2

Entdo f7'({0}) = (-0, 0)U[2,+%], que ndo é conexo.
16)

a) Nao é compacto (ndo € limitado).

b) Nao é compacto (nao é limitado).

¢) Compacto.

d) Compacto.

e) Nao é compacto (ndo é fechado).

f) Nao é compacto (nao é fechado).

¢) Nao é compacto (ndo € limitado).

h) Nao é compacto (ndo é fechado).

17) =)Supor que M nado é finito, digamos M = {x,,x,,x;,...} . Entdo

1 ) ~ .
{B(xi,—} € uma cobertura aberta que nao possui subco-
i=1,2.3,...
bertura finita e, portanto, M ndo é compacto.

A volta é trivial.



18) Seja {x,} uma sequéncia em AN B. Entao, x, € uma sequéncia
em A4 e, como A4 é compacto, possui uma subsequéncia conver-
gente para x € 4. Como B é fechado e x, também estd em B,

temos que x € B e, portanto, AN B é compacto.

19)
a) B é fechado e limitado.
b) §"* é fechado e limitado.

¢) B(p,r) nao é fechado.
20) Sejam A, B compacto.

Seja {x,} uma sequénciaem ANB.

Como 4 € compacto, {x,} possui uma subsequéncia {x, } que
converge para xe A4.

Como {x, } € uma sequéncia em B (que € compacto), esta pos-
sui uma subsequéncia {x,} que converge para ye B. Como
{x,} € subsequéncia de{x, }, temos que y=x e, portanto,

AN B é compacto.

Para mostrar que 4B é compacto, seja {U,} uma cobertura
de AUB.

Entdo {U,} cobre A4 e, portanto, existe uma subcobertura
{U,,-U,} finitade 4.

{U,} também cobre B e, portanto, existe uma subcobertura fi-
nita {U,,..U } de B.

Logo {Uaﬁ“'Uan’Uﬂl"“’Uﬂ,,} ¢é subcobertura finita de AUB.

21) Nao. Por exemplo, f(x)=sen(x’) (analise o0 comportamento da
funcao quando x — +w).
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22) Primeiro note que f~': f(B) — B existe, pois f é injetora. Para
mostrar que f~' é continua, vamos mostrar que a imagem inver-

sa de um fechado por ™' é fechado.

Seja F < B fechado. Temos que

(S (F)={xeB: f(x)eF}
={xeB:xe f(F)}=Bn f(F).

Agora, note que B é fechado (pois é compacto). Ainda, F' é com-
pacto (pois é um fechado contido em um compacto) e, usando o
fato de que f é continua, f(F) é compacto e, logo, fechado.

Portanto, BN f(F) é fechado (é a interseccao de dois fechados),
como desejado.

23) Sim, f é obrigatoriamente limitada. Para provar isto, suponha
que f ndo é limitada.

Seja x,€(0, 1). Como f nao é limitada, 3x, €(0, 1) tal que
S(x)> f(x)+1.

De novo, como f nao € limitada, 3x,€(0,1) tal que

SO5)> f(x)+1.

Procedendo dessa forma, criamos uma sequéncia (x,) tal que
x,€0, )Vne f(x,)>f(x,,)+]1 VneN.

Como (x,) é limitada, o teorema de Bolzano-Weierstrass impli-
ca que (x,) possui uma subsequéncia convergente (e, portanto,
de Cauchy).

Agora, para provar que f nao é uniformemente continua, basta

1 . . .
tomar ¢ = 5 Para este ¢ fixo e V0 >0, pelo feito acima, sempre

encontramos x, ,x, €(0, 1) tais que

X —X
M Myl

<de |f(xn)—f(xnk+l)|>l>%:e.

Logo, f nao é uniformemente continua, como desejado.



(a)= (b). Supor que M nao é conexo.

Entdo existem aberto U e V' tal que
U0, V+0, UV =M eUNV =0

Vamos mostrar que U NV = .

Seja ueU, como U é aberto, existe B(u,e)cU e, portanto,

B(u,e)nV =@, o que implica que u ¢V .
Analogamente, mostra-se que U N V=0.

(b)=> (a). Supor que existem V #J e V #J subconjuntos tais

que M =ULUV,UnNV=0=UNV.
Falta mostrar que U e V' sao abertos.

Seja ueU . Entdo, uglV (pois UV =@), portanto, existe
B(u,e) tal que B(u,e)nV=CJ, o que implica que

B(u,e) cU , como desejado.
Logo, U é aberto. Mostra-se que V' € aberto analogamente.
Seja U ={(x,y) e R*:0<x <1},

Vz{(x,y)e]Rz:Osti, —ISySO}U{(x,y)eRZ:%SxSI, —ISyS—%}U

{(x,y)e]RzzéﬁxSl, —ISySO}.

Entao, UNV = [0,%} ) [%,1} , que nao € conexo.

Para AU B, basta tomar 4=[0, 1], B[2, 3]. Entao AUB nao é
conexo.

Para A\ B, tome 4=[3, 5] e B[2, 3]. Entao 4\ B =[0, 2]U(3, 5],
que nao € conexo.
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26) Como A4 é compacto, (x,) possui uma subsequéncia convergen-
te, digamos x, —>a.

Dado €>0, 3N, >0 tal que d(x,,x,,) <& Vn, m= N, (pois (x,)
£ 2
é de Cauchy).

Ainda, 3N, >0 tal que d(x, ,a) <§ Vn, 2N, .

Tome N =max{N,,N,}.

Se n>N,entdo d(x,,a)<d(x,,x,)+d(x,,a) < §+§= £

27) Seja f(x)=arc tg x, B=R. Entao, f(B)=(-1, 1), que nao é fe-
chado.

Se B fosse limitado (e fechado), entdo seria compacto, logo f(B)
seria compacto e, portanto, fechado e limitado.

28) Como M é conexo e f é continua, temos que f(M) é conexo
em R e, portanto, é um intervalo.
Como M é compacto e f € continua, temos que f (M) é com-
pacto em R, logo é fechado e limitado.

29) Nao. Por exemplo, em R, U=(0, 1) e V' =(2, 3) sao conexos,

mas U UV nao é conexo.



Referéencias

1) BOYER, C. B. Historia da matematica. Trad. de Elza F. Gomi-
de. Sao Paulo: Edgard Blucher, 1974.

2) CARVALHO, N. T. B, GIMENEZ, C. S. C. Fundamentos da
matematica I. Florianépolis: UFSC/EAD/CED/CEM, 2007.

3) EVES, H. Introdugao a histéria da matematica. Trad. de Hygi-
no H. Domingues. Campinas: Editora da UNICAMP, 1997.

4) GIMENEZ, C. S. C,; STARKE, R. Introdugao ao calculo. Flori-
anopolis: UFSC/EAD/CED/CEM, 2007.

5) GIMENEZ, C. S. C,; STARKE, R. Calculo I. Florianépolis:
UFSC/EAD/CED/CFM, 2008.

6) HAIRER, E.; WANNER, G. Analysis by its history. New York:
Springer, 1995.

7) DOMINGUES, H. H. Espagos métricos e introducao a topolo-
gia. Sao Paulo: Atual, EAUSP, 1982.

8) JOHNSONBAUGH, R.; PFAFFENBERGER, W. E. Foundations
of mathematical analysis. New York: Marcel Dekker, 1981.

9) KOSMALA, W. A. J. A friendly introduction to analysis.
2. ed. New Jersey: Prentice Hall, 2004.

10) KUHLKAMRP, N. Introducio a topologia geral. 2. ed. Floria-
nopolis: EQUFSC, 2002.

11) LIMA, E. L. Analise real. v. 1. Rio de Janeiro: Instituto de Ma-
temética Pura e Aplicada, CNPq, 1989.

12) LIMA, E. L. Curso de analise. Rio de Janeiro: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, CNPq, 1976.

13) LIMA, E. L. Espagos métricos. Rio de Janeiro: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, CNPq, 1978.

14) MARSDEN, J. E; HOFFMAN, M. ]J. Elementary classical
analysis. 2. ed. New York: W. H. Freeman and Company, 1993.

15) MUNKRES, J. R. Topology: A first course. New Jersey: Pren-
tice Hall, 1975.

203




204

16) RUDIN, W. Principios de analise matematica. Rio de Janei-
ro: Ao Livro Técnico; Brasilia: Editora da Universidade de Bra-
silia, 1971.

17) IRA (Interactive Real Analysis). Disponivel em: <http://
www.mathcs.org/analysis/reals/>. Acesso em: 18/06/2012.



	MTM - Elementos da Análise 0 - WEB
	MTM - Elementos da Análise 1 - WEB
	MTM - Elementos da Análise 2 - WEB
	MTM - Elementos da Análise 3 - WEB
	MTM - Elementos da Análise 4 - WEB
	MTM - Elementos da Análise 5 - WEB
	MTM - Elementos da Análise 6 - WEB

