Séries de Fourier



Analise de Fouriler

Discretos Continuos




Uma revisao

m Funcoes periodicas

m Seéries de Fourier de senos e consenos
m Funcoes periddicas com periodo 2L

m Funcoes pares e impares

m Séries em senos e cosenos de medio
rango

= Notacao complexa da série de Fourier
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Fourier, Joseph

Em 1807, Fourier submeteu um trabalho & Academia de
Ciéncias de Paris. Neste trabalho apresentou a modelagem da
equacao de calor e 0 metodo de separacao de variaveis. O
trabalho, avaliado por Laplace, Lagrange e Lagendre foi
rejeitado por falta de rigor matematico. Entretanto, o resultado
foi considerado promissorio e a academia colocou premio para
sua resolucao. Em 1822, Fourier finalmente publicou sua
classico Theorie analytique de la chaleur, estabelecendo os
fundamentos do metodo de separacao de variaveis e as series,
Integral e transformada de Fourier.




Funcoes Periddicas

m Definicdo: Funcao Periodica
Uma funcéao f(x) € dita periédica com

periodo T se para todo X

F(x+T)= f(x)

f(x)4
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Funcoes Periddicas

= f(x+p)=f(x), {(x+np)=t(x)

m Se f(X) e g(x) tém periodo p, entao a
funcao H(x)=af(x)+bg(x) , também tem
periodo p.

= O menor periodo de uma funcao f(x), p

(p >0), € chamado como periodo
fundamental de f(x)



Funcoes Periddicas

s Exemplos
= Funcdes co-senos: cosx, Cos2X, cos3X, ...
= Funcoes senos: sinx, sin2x, sin3x, ...
u eix, ei2x’ ei3x’

] e-iX’ e-iZX’ e-i3X,



Séries de Fourier de senos e co-Ssenos

m Lema: Um base de funcoes
Trigonomeétricas € Ortogonal se




Séries de Fourier de senos e co-senos

m A representacao de uma funcao f(x) (com
periodo 21T) em Senos e Co-Senos:

f(x)=a,+[a,cos x+a,cos2x+a,cos 3X + -]
+ [b, sin x + b, sin 2x + b, sin 3x + --- ]

= a, + i (a, cos nx +b_sin nx)
n=1




FOrmulas de Euler



Séries de Fourier de senos e co-senos

= Prova:

LJ'” f (x) cos nxdx
72' /4

1 or = .
_ _J' {ao + > (a, cos nx + b, sin nx )} cos nxdx
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Séries de Fourier de senos e co-senos

m Exemplo 1: Achar os coeficientes de
Fourier para a funcao

f(x):{—k,—ﬂ<x<0

k,0 < X <«
f(x+27x)= 1 (x)

Solucao:

a, = % f (x)dx = 0




Solucao:

1

- 0
— SIN NX

T
kK

T
=0

a, = lr f (x)cos nxdx
7Z' —7T

SIN nNX

T

j_o (—k)cos nxdx + joﬂ k cos nxdx }




Solucao:

1 - cos nrx

27 f(x) sin nx

T

2" (=k)sin max + [Tk sin nxdx}
r L= 0

k | cos nx | , —_cos nx |

7T n o n 0

&[1 ~ cos nrx |

Nz

|

2.n = 135,
01 n = 214161




Funcoes periodicas com periodo 2L

» Uma funcao periodica f(x) com periodo 2L

f(x) = a, +Z(a cosn%x+b smn%xj

n=1

f(x)4
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= LOgo




Onda quadrada periodica

= Onda quadrada

f(x) = ¢ k, =1 < x <1




Funcoes pares e impares

= Dizemos que uma funcao f(x) é par se

T(=x)= 1(x)

m Dizemos que uma funcao f(x) &€ impar se

T(=x)=-1(x)




A extensao periodica de f

= | f(t) 0<t<T
m]'{f{t-ﬂ vt e R




Par

f(=x)= f(x)

Impar

“ f(x)

W
\/ X

f(=x) = — f(x)

| 0 /
/ &




= Propriedades

I_LL f (x)dx ZZIOLf (x)dx, se f(Xx) forpar

I_LL f (x)dx =0,se f (X) forimpar

m O produto de uma funcao para com uma
impar é impar.



m Série de Fourier de Co-senos

m Série de Fourier de Senos




Combinacoes de funcoes

= Os coeficientes da soma de f,+f, sao a
soma dos correspondentes
coeficientes de Fourier de f, e de f.,.

m Os coeficientes de Fourier de cf sao c
vezes 0S correspondentes coeficientes
de Fourier de f.



Teorema de convergéncia de Fourier

s Seja f(x) periodica de periodo 2L com primeiras derivada continua
em [-L,L], exceto possivelmente em um numero finito de pontos.
Entao, para qualquer x em (-L,L) onde f(x) e f'(x) sdo continuas
temos que

f(x) = 7+ I|mZ(ak cos( ktxj +b, sm(ktxj)

ou



RO 287
Exemplo: obter aSFde:  f(z) = {_1 T<z<2r

Como f é impar também f(z)cosnz e entdo a,=0 e

O =4k n=1243...

1 i = - L n impar
Para n>1 b, = — sin nzdzr — sinnz | = ™
n 0 x 0, n par

Assim temos gue

f 4(sin::: T sin 3z - sindz
7 1 3 )







exemplos




degrau unitario: f(x)=1sempre que -l1<x<1,sendo f(x)=0

6 termos 15 termos
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onda quadrada: flx)=2[Hx/L)-Hx/L-1]-1,




onda triangular:




Forma complexa para a Serie de

Fouriler

f(x) = a,

i (a, cos nx
n=1

b, sin nx)




= E para uma funcao periodica f(x) com
periodo 2L
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