Minicurso da Escola de Verdo 2003
Departamento de Matemética/ UFSC

Notas do Minicurso: Aplicacéo dos model os matematicos
no controle de popul agoes.

M. Rafikov
Departamento de Fisica, Estatisticae Matemética,
Universidade Regional do Noroeste do Estado do Rio Grande
do Sul — UNIJUI, CP 560, CEP 98700-000, ljui, RS, Brasil.
e-mail: rafikov@unijui.tche.br

Resumo. Na primeira parte do minicurso séo apresentados e analisados 0s model os populacionais
de uma espécie tais como modelos de Malthus, Verhulst, entre outros. Na segunda parte sdo
apresentados e andisados os modelos de duas espécies. modelos classico Lotka — Volterra,
competicdo entre espécies, presa — predador com a resposta funcional, entre outros. Na terceira
parte sdo consideradas as aplicagdes de modelos populacionais no controle de populacbes. Sdo
formulados os problemas da maximizacéo da safra e do controle étimo de pragas. Na quarta parte
sdo discutidas a estabilidade, oscilagBes e caos em dinamica populacional de muitas espécies. Na
ultima parte sdo feitas conclusdes e discutidos os problemas populacionais que ainda esperam a
sua formulagdo matemética e resol ug&o.

1. Introducdo

O estudo matemético de dindmica de populaces surgiu em 1798, quando foi
publicado o artigo “An Essay on the Principle of Population as it Affects the Future
Improvement of Society” do economista e demdgrafo britdnico Thomas Robert
Malthus. Seu trabalho previa um crescimento em progressdo geométrica para a
populacdo e em progressao aritmética para os meios de sobrevivéncia, porém Malthus
ndo considerou em seus modelos que vivemos em um sistema ecol dgico fechado e por
iSsS0, mais cedo ou mais tarde, toda a populacdo seria for¢ada a encontrar limitagOes de
alimento, agua, ar ou espaco fisico e por isso, manteria-se estavel em um limite méximo
de sobrevivéncia. Apesar disso, seu trabalho serviu como um alerta as autoridades e a
populagéo em geral sobre o problema que poderia ocorrer se as taxas de natalidade néo
fossem controladas, ou sgja, ndo houvesse alimento suficiente para toda a populagéo,
resultando em guerra, fome e miséria. Um pouco mais tarde, por volta de 1838, a
limitac&o dos recursos foi estudada por Pierre Verhulst, a pedido do governo da Bélgica
gue estava preocupado com o crescimento populacional. Verhulst incorporou essa
limitacdo ao modelo de Malthus e apresentou a equacdo do crescimento populacional
[28]. A dindmica populacional sb tornou-se mais conhecida na década 20 do século XX,
interessando a muitos cientistas, entre eles o quimico Lotka [16] e 0 matemético
Volterra [29], que focalizaram a interacdo entre duas espécies num modelo que hoje é
chamado de Lotka — Volterra. Este modelo foi aperfeicoado por varios cientistas, entre
eles Gause [10], Holling [14], Rosenzweig, MacArtur [22], entre outros. Nos Ultimos
anos surgiu um grande nimero de modelos populacionais, aplicados as areas de
biologia, ecologia, epidemiologia, imunologia, genética, bioquimica, engenharias
biomédica e sanitéria, entre outras. Estes model os descrevem a dindmica de popul agdes
cujos individuos podem ser moléculas bioquimicas, bactérias, neurbnios, células,
insetos, individuos infectados, colénias de formigas ou abelhas, etc.
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2. Modelos mateméticos de popul agdes de uma espécie
2.1. Modelo de Malthus
Malthus descreveu o crescimento populacional através da seguinte equacao:

dN
—— =rN 2.1
pm (21)

onde r éataxade crescimento dapopulacéo N .

Solugdo: N(t) =N (O)ert , onde r pode ser encontrado através das formulas:

In2 .
sek>0 k= _rlj— ,onde T, étempo durante que a populacdo se duplica,

se k<0 k= T 2 , onde T; étempo durante que a populacéo se reduz até metade
1 2

(meia-vida).
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Fig.1. Solucdes do modelo de Malthus

2.2. Modelo de Verhulst (modelo logistico)

Verhulst apresentou a seguinte equacdo como uma descricdo do crescimento
populacional:

aN_ g N 2.2)

onde K é o nivel de saturacdo da populacdo. Nesse caso a populacdo ndo ultrapassa o

limite K .

~ N(0)K

Solucdo: N(t) = ,
620 ® N(0) +[K - N(0)]e"

regressao néo linear.

O gréfico é curvasigmoidal.

onde r pode ser encontrado através da
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Fig.2. Solucdes do modelo de Verhulst
2.3. Exemplos de aplicactes
Modelo de Malthus: crescimento bacteriano na cultura, crescimento de populactes de
pragas na auséncia de inimigos naturais [9].
Modelo de Verhulst: crescimento de populacBes de varios paises, crescimento de
aguapés [15], crescimento de células de levedura durante fermentacéo [9].

3. Modelos matematicos de popul agdes de duas espécies

3.1. Modelo cléssico de Lotka - Volterra

Lotka e Volterra modelaram a interacdo entre duas espécies, onde a primeira (presa)
dispde de aimento em abundéncia e a segunda espécie (predador) alimenta-se da
primeira. Este modelo do tipo presa-predador apresenta-se na seguinte forma:

.:.‘fj—':' =aN - aNP

i (31
IE =-bP + bNP

1 dt

onde N e P representam as populagdes de presas e predadores, respectivamente; a
representa a taxa de crescimento das presas, b ataxa de mortalidade dos predadores, a
e b representam as medidas de interacéo entre as duas espécies.

Pontos criticos sdo: (0,0) e (g ,ai) . O primeiro ponto é instavel e 0 segundo é estéavel.
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Fig.4. Trajetorias fechadas do diagrama de fase

Um modelo de pesca:

.:.O('j—N =aN- aNP- cN
o (32)
i—=-bP+bNP- &P
i dt
Pontos de equilibrio:
.i. N* :bLe
! b (33)
| :
T p* -ac
T a
3.2. Modelo de Lotka— Volterra com competicdo entre presas
-:-d—N =aN - gN?- aNP
Lodt
[ 4P (34
I—=-DbP+DbNP
i dt
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onde g e d s80 0s coeficientes positivos que representam a competicao intraespecifica
de populagdes de presas e predadores, respectivamente.

3.3. Modelos “realisticos’

Para vérios sistemas do tipo presa — predador o modelo cléssico de Lotka —
Volterra ndo é aplicavel pois descreve somente oscilactes periddicas. Os modelos presa
— predador com dindmica mais rica Murrey chamou “realisticos’ [17]. Alguns exemplos
detais sistemas sdo:

TaH f(H,P)

— —

(35)

onde

f(H,P)=r(l- %)- PR(H), g(H,P)=k(1- %) ou g(H,P)=-d +bR(H),

_ -aH
R(H):¥.
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Fig.5. Tipos daresposta do predador a densidade de presas

Os gréficos de solugdes do modelo presa— predador com a resposta funcional do

tipo 11 [14]
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g B AP
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i dt H

estdo nas Figuras 6-8.
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Fig.8. Solugdo com ciclo limite

Estabilidade local e global de sistemas presa predador. Fungdes de Lyapunov.

4. Controle de populacbes

4.1. Controle de crescimento de aguapés
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O aguapé € uma planta aquatica origin&ria da regido tropica da América
Central, sendo hoje distribuida por mais de 50 paises do mundo. Devido ao seu grande
potencia de proliferacdo, sérios problemas operacionais tém sido provocados nos
sistemas hidricos onde esta planta foi introduzida, sendo considerada “ praga de agua’.

A imagem negativa foi aterada pelas vérias pesquisas realizadas nos ultimos
anos, em que ficou demonstrado que ha boa perspectiva de utilizagdo do aguapé para
remocdo de materiais poluidores.Os estudos da relacéo entre produtividade e remocéo
de nutrientes na lagoa de aguapé mostraram que a produtividade liquida da biomassa
representa 0 parametro mais adequado para avaliar a eficiéncia de remocdo de
nutrientes.

Quando o aguapé ultrapassa uma determinada densidade na lagoa, sua taxa de
crescimento tende a decrescer e, consequentemente, diminuem suas atividades
biol6gicas relacionadas a assimilacdo de substancias presentes no meio liquido. Do
ponto de vista operacional da lagoa, é necess&rio efetuar um controle constante da
guantidade de aguapé para manter melhor rendimento na eficiéncia de tratabilidade do
sistema. Matemati camente o problema de minimizagéao poluentes pode formulado como
um problema de safra méaxima de plantas de aguapé.

Para modelar o crescimento de uma populacdo de plantas de aguapé foi
escolhido o modelo de Verhulst que tem a seguinte forma:

dx _ 5
pm ax-bx 4.0
onde X(t) densidade de aguapé no momento t, medida em gramas de peso seco por
metro quadrado, o coeficiente a caracteriza o crescimento exponencial que acontece na
parteinicial do crescimento, b é coeficiente de competicéo entre plantas de aguapé.

Sgja u(t) quantidade de aguapé recolhida no dia t, entdo a equagdo diferencial
gue modela o crescimento de aguapé, admitindo o recolhimento diéario de plantas, tem a
seguinte forma:

%:a(x-u)-b(x-u)z-ku (4.2)

Como é visto da equacdo (4.1) afuncdo de controle u entrou nelaem formando linear.
Isto permite modelar a influéncia da retirada de grandes e pequenas quantidades de
aguapé nos processos de reproducdo e competicdo entre plantas. A funcdo X tem que
satisfazer a seguinte condicdo inicia:

X(0) = X, 4.3

Na equacdo (4.1) o coeficiente K caracteriza a capacidade técnica de recolhimento de
aguapés. Quanto maior Kk tanto mais rapido sdo recolhidas as plantas da lagoa.
A funcdo do controle u obedece as seguintes limitacdes:

O£ u(t) £ x(1) (4.

A fim de formular o problema da produtividade maxima da lagoa de aguapé, foi
escolhido o critério a ser maximizado em seguinte forma:

| :T@k u(t)dt + x(T) , (4.5)
0
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onde o primeiro termo considera a quantidade da massa de aguapé recolhida durante o
periodo do funcionamento da lagoa e o segundo termo caracteriza a quantidade maxima
de aguapé nalagoa no momento final T.

O problema em questdo pode ser formulado como o seguinte problema do
controle 6timo: para o sistema (4.2) com condi¢des iniciais (4.3) encontrar a fungdo do
controle u(t), tT [0,T], que satisfaz as limitagdes (4.4) e que maximiza o funcional
4.5).

Este problema foi resolvido através de aplicacdo do Principio do Mé&ximo de
Pontryagin [18]. A estratégia 6tima do controle de plantas de aguapé que assegura a
maximizacdo da massa de plantas é:

| X- X quando X>X

u(t) =i

+0 quando X £X (46)

onde ovaorde x édeterminado através da seguinte formula:
a
X=—
2b

O vaor % € chamado carrying capacity e significa a capacidade maxima de

crescimento de aguapés. O resultado acima obtido significa que o controle de aguapés
tem que ser aplicado quando a quantidade de aguapés supera a metade do valor da
capacidade méaxima de crescimento de aguapés. A equacdo que descreve a variagao da
guantidade de aguapés na lagoa com controle €

Y A2
:I:a—+a—k-kx X(t)3i
dx _tap 2b 2b
at =1 a 4.7
I x(a- bx X(t) < —
f ( ) (t) 5
Para x(0) 3 Zib asolucdo daequagdo (4.7) &
a® a, . a°  a
X(t) = (x(0) - e Z_b)e : "'% +2_b (4.8)

A funcéo (4.8) descreve a variagdo da quantidade de aguapés na lagoa em cada
instante t. Quando t® ¥ | ou segja, periodo do funcionamento controlado da lagoa é

bastante grande, a funcdo (4.8) tende aum valor constante:

a’ a
= +

“4kb 2b
A quantidade de aguapés que deve ser recolhida diariamente nessa situacdo
operaciona &

4.9

a2

Para calcular os parametros do modelo no controle de aguapés na lagoa,
utilizou-se a curva de crescimento de aguapés apresentados por Kawai e Grieco [15],
gue descreveram a curva de crescimento de aguapés na forma da seguinte funcao:

700

X(t)=—————
® 1+5,78¢ %102’

(4.11)
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onde x(t) é adensidade de aguapés medidaem g/m? e t é o tempo em dias. A funcéo
(4.11) é a solugdo da equacdo (4.1) sem aplicacdo do controle. Neste caso, 0s
coeficientes da equagdo (4.1) sdo: a = 0,103 e b = 0,000147. A comparagdo das
curvas mostrando o crescimento natural e o crescimento com aplicagdo do controle
6timo de aguapés conforme (4.6) € apresentado na Fig.9.

Como € observado na Fig.9, o controle 6timo de aguapés comegou no décimo
sétimo dia. A quantidade de aguapés foi estabilizada no nivel de 368,4 g/m? em um
periodo de trés dias ap6s do inicio de aplicacdo do controle 6timo. Isto significa que a
guantidade de aguapés que deve ser recolhida diariamente depois deste periodo,

9

calculadaconformeaformula(4.6), éde u =18,04— para k= 1.
m
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Fig.9. Densidade de aguapés sem aplicacdo de controle (curvatracejada) e
com aplicacdo de controle (curvacheia).

Ent&o, a utilizagdo da teoria de controle 6timo para este problema determinou a
estratégia Otima de tratamento de lagoas de aguapé, ou seja, foram encontradas. a
quantidade de plantas, necessaria maximizar a remocdo de poluentes da lagoa de
aguapé, e a estratégia 6tima para manté-la neste nivel. Os experimentos, realizados no
Centro Naciona de Suinos e Aves - CNPSA da Empresa Brasileira de Pesquisas
Agropecud&rias - EMBRAPA, ConcordialSC, Brasil, confirmaram os resultados
fornecidos pela modelagem e otimizag&o [7].

4.2. Controle biol6gico de pragas

Nos ultimos anos os agricultores do pais queixam-se cada vez mais que o
Baculovirus, o inseticida biolégico principal contra a lagarta da soja, perdeu a sua
capacidade de combater pragas com eficacia. Entre os fatores que causam esta perda de
eficacia geralmente sdo0 mencionadas condicdes climaticas, baixa qualidade do
Baculovirus, entre outras. Mas o fator principal que causa este fendmeno é surgimento
de geracdes de pragas resistentes ao virus. Uma saida neste caso procurar outros
inimigos naturais, ou sgja, predadores, parasitdides ou patdgenos para combater as
pragas. Os bidlogos e ecologistas ha muito tempo estédo a procura estes inimigos.
Escolha de um inimigo natural exige muitas pesquisas no laboratério e testes no campo
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para saber como, quando e em que quantidade fazer aplicacdo do controle de pragas na
lavoura

Conforme DeBach [8] controle biol6gico é a acdo de inimigos naturais
(parasitoides, predadores, ou patdgenos), mantendo a densidade de populacdo de um
outro organismo (praga) abaixo do nivel médio que ocorreria na auséncia deles.
Entende-se por parasitdide um inseto que parasita somente os estagios imaturos,
matando o hospedeiro durante o seu processo de desenvolvimento, vivendo livre
guando adulto.

Van den Bosch et a. [26] definiu controle biolégico aplicado como a
manipulagdo de inimigos naturais por homem para controlar pragas. Do ponto de vista
ecolégico, a espécie € considerada como uma praga se sua densidade de populacéo
ultrapassa o nivel de danos econdmicos. Assim, a premissa de controle bioldgico € uma
reducdo e estabelecimento da densidade de populacéo de pragas em nivel de equilibrio
abaixo do nivel de danos econdmicos.

Ha trés tipos principais do controle biolégico de pragas. 1) conservacdo de
inimigos naturais; 2) controle biolégico classico; 3) aumento de inimigos naturais. O
primeiro tipo acontece quando os humanos sdo ativamente envolvidos no melhoramento
de condicdes ambientais para favorecer os inimigos naturais. O controle bioldgico
cléssico é baseado, em parte, no conhecimento que muitas pragas foram introduzidas na
lavoura acidentalmente de outras partes do mundo. Por isso, o termo controle biol 6gico
classico refere-se a introducédo intenciona de organismos exéticos (ndo nativos a um
particular ecossistema ou pais) para o controle em longo prazo de uma determinada
praga, objetivando reduzir a abundancia média da praga e, consegiientemente, reduzir a
chance de prejuizos futuros. H4 muitos exemplos de sucesso que usa este tipo de
controle, como o complexo de parasitas importados que controlam praga de alfafa.
Infelizmente, também ha muitos casos onde simplesmente ndo foram encontrados
inimigos naturais exdticos efetivos ou ndo foram com sucesso estabelecidos na area
designada [25]. O terceiro método de controle conta com a possibilidade artificialmente
aumentar a populagdo do inimigo natural nativo através da liberacdo de espécies criados
em laboratdrios. Os inimigos naturais a ser liberados podem ser da mesma espécie que
jaexiste nalavoura, ou umaoutra espécie que tem a eficiénciamaior que a natural .

Os dois tipos principais de controle biolégico, controle classico e controle de
aumento (augmentation), exigem a liberagdo de grandes quantidades de inimigos
naturais na lavoura na intencéo de que nenhuma praga escape ao atague. Em muitos
casos, esta técnica pode levar a um regime em que ambas as espécies vao para a
extingdo. Neste caso, as pragas podem recolonizar a lavoura, ndo havendo entéo
inimigos naturais para combaté-las. Conforme Thomas e Willis [25] menos que 40% de
aplicagBes de controle biol 6gico foram feitas com sucesso.

Modelos matematicos tém sido bastante utilizados para o estudo de problemas
agricolas, pois com o uso de ferramentas de simulacdo o sistema meio ambiente — praga
— inimigos naturais pode ser melhor compreendido [24]. Isto permite que o pesquisador
possa ter uma visdo geral do sistema e possa posi cionar-se como um “ experimentador”
do sistemareal, operando somente um modelo do sistema, possibilitando uma economia
de prejuizos materiais e tempo, quando comparado a experimentos reais. Além disso,
pesquisadores da area podem fazer uso de modelos para auxiliar o delineamento de
experimentos de campo, através daindicacéo dos parametros a serem observados.

Mais especificamente, a utilizacdo da modelagem matemética aplicada a
problemas de controle biolégico de pragas permite uma avaliacdo qudlitativa e
guantitativa do impacto entre as populagbes de uma praga e de seus inimigos naturais.
Ent&o, a modelagem matemética pode ser usada como ferramenta para projetar sistemas

10
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estaveis do tipo presa-predador ou hospedeiro-parasitéide. Isto pode ser obtido
buscando-se um inimigo natural com caracteristicas tais que fornecam estabilidade ao
sistema. A matematica € Util neste caso, pela possibilidade da determinagcdo da regido
dos pardmetros na qual o sistema é estavel. Outra forma em que a modelagem
matematica pode ser usada no controle de pragas é na formulagdo de uma boa estratégia
de controle, através da manipulacdo dindmica de varidveis de controle do sistema praga-
inimigo natural. A modelagem matematica, quando aplicada ao controle biolégico de
pragas, permite a minimizacdo de custos, riscos ambientais e a realizagdo de previsdes,
causando um menor impacto a0 meio ambiente. Desta forma, 0s possiveis cenarios
alternativos resultantes de simulagdo dos modelos permitem analisar a eficiéncia do
controle biol6gico no campo.

A visdo ecoldgica que considera um inseto como praga se e somente se a
guantidade deste inseto nalavoura causa danos econdmicos, pode servir como base para
a formulacdo do problema do controle étimo de pragas. O controle étimo de pragas no
sistema presa - predador, neste caso, tem a finalidade de manter a populagéo de pragas
num nivel de equilibrio abaixo de danos econdmicos. A estratégia do controle biol égico
de pragas tem que satisfazer as seguintes condic¢les importantes:

i) 0 ecossistema praga— inimigo natural através do controle biol6gico deve chegar aum
estado de equilibrio em que a populagdo de pragas se estabilize num nivel abaixo de
danos econdmicos e a populagéo de inimigos naturais se estabilize num certo patamar
para controlar o nivel de pragas,

ii) este estado de equilibrio do ecossistema controlado tem que ser estavel;

iii) o controle biolégico de pragas tem que ser econdmico no sentido de minimizacéo
da quantidade de aplicagdes no ecossistema.

4.3. Formulagdo dos problemas do controle 6timo de popul agcbes

Consideremos 0 model o presa— predador:

Hoxtxy

t (4.12)
LS y a(x,y)
dt ’

onde X e y sdo, respectivamente, as densidades de presas e predadores no instante t;

f(x,y) e 9(X,y) sdo fungdes continuas das varidveis X e y. O sistema (4.12)
descreve o desenvolvimento natural do sistema presa — predador sem aplicacdo de
controle.

No ecossistema praga — inimigo natural o controle biolégico de pragas implica
que, apds a sua aplicacdo, grande quantidade da espécie praga é removida do sistema e
grande quantidade da espécie inimigo natural € introduzida no sistema. As pragas
retiradas ndo participam mais do processo reprodutivo, competitivo e de interagdo. Ao
contrario, 0s inimigos naturais comegam imediatamente a participar nos processos de
reproducdo, competicdo e interagdo com as pragas.

Sejam U (t) e V(t), respectivamente, 0 nimero de presas retiradas do sistemae o
nimero de predadores introduzidos no sistema no instante t. As equacdes que
descrevem a dinamica do sistema com a aplicacdo do controle podem ser escritas na
seguinte forma[20],[21]:

11
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%:(x- U)f(x-U,y+V)- kU
g (4.13)
Ff =(y+V)g((x- U,y +V +kV

onde k; e k, sdo constantes positivas que caracterizam a capacidade técnica de retirada
de espécies de populacdo de praga e introducdo de espécies de populacdo de inimigos
naturais, respectivamente, U (t) e V(t) satisfazem aslimitacGes:

O£U £ x

0LV
Suponha que é desgjavel manter o nivel de pragas abaixo daquele responsavel
por danos econdmicos e ter um baixo custo no uso da varidvel de controle. Para atingir
estes objetivos, é usado o critério de otimizagao:

(4.14)

| =afX(T) +l g U (dt]+ o[k, §V(Bdt- y(T) (4.15)

onde ¢, e ¢, sdo constantes positivas que caracterizam a influéncia de cada tipo de
controlee t, e T sdo, respectivamente, os momentos inicial e fina da aplicacéo do

controle. Minimizando o critério (4.15), estamos minimizando os valores das funcdes de
controle e da populagdo de pragas e maximizando a popul acéo de predadores.

O problema do controle 6timo consiste em escolher um programa de controle
admissivel, que levara o sistema (4.13) do estado inicial

X0 =%  Y0) =y, (4.16)

para o estado final, tal que o critério (4.15) sgja minimizado.

Este problema de otimizacdo de um sistema dinamico pode ser resolvido através
do Principio do Maximo de Pontryagin [18].
Nostrabalhos[20], [21] foram encontradas as func¢des de controle na seguinte forma:

[X-2z; quando Xx>a&g

} 0 quando x£z,
(4.17)

1Z,- uando y<z

V(D)= 2-Yq Y3 2

10 quando y3 z,

onde osvaloresde e sdo encontrados do seguinte sistema de equactes al gébricas.

f
clf(zl,zz)+clzl—ﬂ - czzz—ﬂg =
9z, Tz,
i 9 (4.18)
-¢cz,— +¢,09(z,,2,)+CzZ,—> =
Cy 11122 »0(21,25) 2221122

Considerando o modelo Lotka — Volterra com competicdo intraespecifica, as
fungdes f(x,y) e g(xy) sdo:
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f(x,y)=a- gx- ay
g(x,y)=bx-dy-b

O sistema (4.18) neste caso pode ser escrito:

c(a-az,- @,)- c@,- cbz, =0

4.19
Clazl+C2(' b+bZl-d22)- C2d22:0 ( )
Resolvendo-se (4.19), obtém-se:
, = beo (ca +c,b)+2ac,cd
(ca +c,b)* +4ccdg
(4.20)
,__ac(ca +cb)- 2beieg
" (c@ +cb ) +dc,cdg
Para o modelo cléssico de Lotka— Volterra g =0 e d =0, nesse caso
— bCZ
‘17 caton
“2 TG (4.21)
z =%
> ca+ch

A estratégia proposta de controle 6timo de pragas foi aplicada para reaizar a
simulacdo do controle 6timo na lavoura de soja. Foram considerados as rel acfes presa -
predador entre a lagarta da soja (Anticarsia gematalis) e seus predadores (Nabis spp,
Geocoris, Arachnid, etc.). Os coeficientes do modelo foram identificados em [19].

Na Fig.10 estda presente o diagrama de fase da estratégia Gtima para vérias
condicbes iniciais para 0s seguintes valores dos parametros de modelo
a=0.216, a =0.0108, b=0.173, b =0.0029, ¢, =1, ¢, =178, k; =1, k, =2,
g=0, d=0.

35

w
o
"

i (predadoresgpor rﬁg%

[6)]
"

0 5 10 15 20 25 30 35
X (presas por nt )
Fig.10. Diagrama de fase do controle étimo da lagarta da soja
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Osvaoresde ¢, e c, foram escolhidas para estabelecer um nivel de pragas
abaixo do limiar recomendado pela EMBRAPA (a densidade de 20 lagartas da soja
grandes (com mais de 1,5 cm) por metro quadrado ou a densidade de 40 lagartas

pequenas ( de 0,5 a 1,5 cm) por metro quadrado). Densidades abaixo destes valores ndo
causam danos econdémicos alavoura.

Asretas X=X; e Y=X, sd0 ascurvas de comutacdo que dividem o quadrante

positivo em quatro partes A, B, C e D. Os vaoresde x,=19.3 e x,=13.5 foram
encontrados daformula (4.21).

c o~ e

x,-y e U= 0, estesvalores das funcdes de controle permanecem até a trgjetéria de
fase interceptar a reta de comutagdo X=X;. Em ponto de intersecdo a funcdo de
controle U assumeaforma U = Xx-X;, e mantém esta relacdo até o sistema chegar no
ponto de equilibrio P.

Se a condicdo inicial estd na parte A, o0 sistema permanece sem controle até a
trgjetoria de fase interceptar a reta de comutacdo y=X,. Em ponto de intersecéo a
funcéo de controle V tornase V= X,-Yy eafuncdo U= 0, eosistemapassaem D.

Se a condicdo inicial esta na parte B, as fungbes de controle de sistema sdo
U=x-x; e U = 0. Neste caso existem dois tipos de trgjetérias. As trajetdrias do
primeiro tipo interceptam a reta de comutagdo X=X, e 0 sistema passa na parte A.
Outras trajetdrias que comecam na parte B interceptam aretade comutacdo y=X, €0
sistema passaem C, onde as varidveis de controle tornam-se U =x-X; e V=X, -y

e mantém-se esta relacdo até o sistema chegar no ponto de equilibrio P. Para manter o
sistema no ponto de equilibrio P € preciso atribuir as fungdes de controle os seguintes
vaoress U = 0,67 e V = 1,59. Os graficos de funcbes de controle para as condicdes
iniciais X(=32, y,=16 estéo naFig.11.

14

12 4

= = = Funcao de controle U
e UNC&0 de controle V

=
o
1

Funcdes de controle
o]

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
t (dias)

Fig.11. Funces de controle para aplicacdo do controle para as condices
iniciais Xy=32, y,=16

Na Fig.12 estéo os gréficos de oscilagbes de populacdo de pragas sem aplicacdo
de controle e estabilizacdo de densidade de populagdo com aplicacdo de controle.
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120

= = = Sem controle
100 - ¢ \

Controle 6timo

80 A ’
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Fig.12. Populacdo de pragaparaas condi¢besiniciais x,=32, y,=16

As simulacBes readlizadas, para vé&rios valores dos parametros dos modelos,
mostraram que os coeficientes k;,k, ndo influenciam muito na dindmica do sistema ao
longo prazo., e a dteracdo dos coeficientes ¢, e ¢, influenciam na dindmica do
sistema, alterando a posi¢ao do ponto de equilibrio.

A andlise das funcdes de controle da Fig.11 e densidades de popul acéo de pragas
da Fig.12 permite discutir a realizaco pratica do controle biolégico ou quimico no
ecossistema considerado. A curva com controle da Fig.11 mostra uma brusca
diminuicéo da populacdo de pragas e, apds o tempo de quase dois dias, a populacdo de
pragas chega até o nivel desgjado. Neste caso a fungdo de controle U pode ser
realizada através de aplicacdo do inseticida biolégico ou quimico (que atinge somente
este tipo de espécie), pois existem normas que regulam o nivel da mortalidade das
pragas conforme a concentracdo do inseticida. Depois da aplicacdo do inseticida, pode
ser realizado aintroducéo de predadores. Existe tecnologiatal que estaintroducdo possa
ser programada conforme o algoritmo acima apresentado.

Um Unico momento que apresenta dificuldades para sua realizacdo é retirada
didria de pragas em pequenas quantidades U (para o exemplo apresentado 0,67
lagartas da soja por metro quadrado) apds o segundo dia do controle a fim de manter o
sistema no ponto de equilibrio desejado. Por isso, se 0 sistema controlado estiver num
estado com densidades de pragas proximas do limiar de danos econémicos, € preciso
formular e resolver o problema de controle 6timo de pragas, usando somente uma
funcéo de controle V, ou sgja, introducdo de inimigos naturais. Este problema sera
considerado na proxima subsecg&o.

4.4 Controle 6timo através de introducéo de inimigos naturais
O objetivo desta subsecdo € obter uma estratégia de controle de pragas através

de introducdo de inimigos naturais, que leve o sistema a um estado de equilibrio em
gue a densidade de pragas se estabilize sem causar danos econdmicos, e que a
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populacdo de inimigos naturais se estabilize em um valor suficiente para controlar as
pragas.

O modelo Lotka — Volterra que considera somente a competi¢cdo entre pragas,
tem a seguinte forma:

dx

S =x@-gx-ay)

d; (4.22)
D= y(-b+b

p y( X)

onde X e Yy sdo densidades de presas e predadores respectivamente.

Como ja foi mencionado existe um certo limite de densidade de pragas que
caracteriza a margem de danos econdémicos, ou sgja, a partir do qual a lavoura sente a
influéncia negativa das pragas. Esse limite chama-se limiar de danos econdmicos que
podemos designar %, . Por exemplo, conforme informages da EMBRAPA, adensidade
de 20 lagartas de soja grandes (com mais de 1,5 cm) por metro quadrado ou a densidade
de 40 lagartas pequenas ( de 0,5 a 1,5 cm) por metro quadrado representam um limiar
parao valor da densidade. Densidades abaixo deste valor ndo causam danos econdmicos
a lavoura, ou sgja, neste caso X;= 20 ou X; = 40 para lagartas de soja grandes ou

pequenas, respectivamente. O objetivo principal do controle bioldgico é estabelecer o
nivel de equilibrio do sistema abaixo de danos econdmicos, ou seja, deve-se estabel ecer
o equilibrio num nivel Xy <Xj.

Harrison [13] mostrou que a condicdo g >0 é suficiente para a estabilidade
global. Mesmo sendo sempre estavel, o modelo (4.22) pode possuir o ponto de
equilibrio do sistema a niveis muito altos. Neste caso, h& necessidade de aplicar o
controle. Na secéo anterior foi considerado o controle 6timo de pragas que levou o
ecossistema ao estado préximo do limiar de danos econémicos, usando duas fungdes de
controle. Como jafoi discutido, esta estratégia de controle pode ser realizada durante os
primeiros dias de aplicacdo de controle quando acontece a retirada de pragas em
grandes quantidades, o que pode ser realizado através do inseticida bioldgico ou
quimico. A retirada didria de pequenas quantidades de pragas nas proximidades do
ponto de equilibrio desgado nas lavouras de grande porte é inviavel. Por isso,
formularemos um problema de controle de pragas através de uma funcdo do controle
gue caracteriza aintroducdo de inimigos naturai s No ecossi stema controlado.

O modelo que descreve a dinamica do sistema com uma funcéo de controle pode ser
escrito da seguinte forma:

dx

G =X@-gx-ay)

dy (4.23)
—=y(-b+bx)+U

ot y( )

A funcgdo de controle U consiste de duas partes e tem a seguinte forma:
U=dy+uondeaparte dy representaaintroducdo deinimigos naturais para levar o

sistema ao ponto de equilibrio desgjado, e aparte u garante a estabilidade deste ponto
de equilibrio.
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O ponto de equilibrio desgjado P=( X, y') pode ser encontrado da primeira

equagdo do sistema (4.23), considerando X =x; e % =0, ou sga
a-g X - ay* =0,
de onde resulta:
y* = ﬂ >0 (4_24)

a

Geralmente, o coeficiente de competicdo entre as pragas g € bastante pequeno,
e acondicdo de positividade

a-gxy >0
ésdtisfeita
Considerando que u® 0 quando t® ¥, da segunda equacdo do sistema
(4.23) obtém-se:
-b+bx,+dy =0

de onde resulta:

(4.25)

Como ¢é visto de (4.25) o coeficiente d tem que ser positivo, pois caso
contrario sera

X4 >§ (4.26)

onde % € nivel de equilibrio de pragas sem controle, entdo a desigualdade (4.26)

significa que o nivel de equilibrio de pragas desgjado é maior que o nivel de equilibrio
de pragas sem controle e o problema do controle perde o sentido.

Objetivando agora encontrar u, foi formulado o seguinte problemado controle
otimo: encontrar a fungdo de controle u que transfere o sistema (4.22) do estado
inicid:

X(0) = %,
4.27

y(0)= Yo @20
ao estado final

x(¥)=x,=x

y¥)=y
minimizando o funciona

1= Im(x- X )?+my(y- y)? +Pldt (4.28)

A funcdo u deve estabilizar o sistema (4.23) no ponto de equilibrio P=( X4, )
abaixo de danos econémicos.No funcional (4.28) My e My sdo constantes positivas.
O problema acima formulado foi resolvido, utilizando a Programacéo
Dinamica[2]. A funcdo do controle é
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u=%<y- y) (4.29)

onde u é o vaor étimo dafuncdo de controle, o valor de uy representao fluxo de
inimigos naturais que devem ser introduzidos no sistema em cada instante t. O valor do
coeficiente v, encontra— se atraves da seguinte formula:

v, = 2(d +-/d2 +m,) (4.30)

Para realizar as simulagdes numéricas foi considerado o mesmo ecossistema
com as relagdes presa - predador entre a lagarta da soja (Anticarsia gematalis) e seus
predadores (Nabis spp, Geocoris, Arachnid, etc.) que foi modelado na subsecéo
anterior. Foi suposto que a estratégia étima com duas funcdes de controle foi aplicada
somente no primeiro dia. Ao atingir o valor de densidade 21 lagartas da soja por metro
quadrado, foi realizado o controle somente através de introducdo de predadores
conforme o agoritmo, apresentado nesta subsec@o. A simulagdo do controle 6timo de
pragas nalavoura de sojafoi realizada com os parametros que estdo presentes na Tabela
1

Tabelal
a b a Xo Yo 9 b Xg
0.173 21 16 0.001 19
0.216 0.0108 0.0029

Na Fig.13, estdo presentes os resultados de simulagbes com base no modelo
(4.22), sem aplicacdo de controle biolégico. Como € visto da Fig.13 a populacdo de
pragas apresenta estabilizacdo num nivel X = 59.66. Mas este valor € muito maior que
o valor de limiar de danos econémicos 20, recomendado pela EMBRAPA. Existe
necessidade de aplicacdo de controle. Para garantir o nivel recomendado o valor
desgjado de equilibrio foi escolhido X4 = 19. Este nivel de equilibrio de pragas pode ser
controlado por predadores em quantidade y = 14.48, calculado através da formula
(4.24) . Neste caso d foi calculado através da formula (4.25), onde obteve-se o valor
d = 0.006464.

Fig.14 apresenta a variacdo de populacOes de pragas e predadores com o
controle 6timo realizado conforme o algoritmo acima referido para o valor do parametro
my=0.003.

A funcéo de controle étimo neste caso €

u, =-0.061796(y - 14.48) (4.23)
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Fig.13. Variacdo de popul agdes de (pragas continua) e predadores (linha
tracejada) sem controle conforme o modelo (4.22)
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Fig.14. Variagéo de populagdes de pragas (linha continua) e predadores
(linhatracejada) com o controle 6timo (4.23).

5. Modelos populacionais de muitas espécies
5.1. Generalizacdo do modelo Lotka - Volterra

A forma gera de um sistema de Lotka — Volterra para uma populacdo de n espécies é
seguinte [16]:
dx _ o =1 2
E‘Xi(ri' aa;x;) i=1,2...n, (5.1)
i=1

5.2. Modelo de duas presas um predador exibindo o caos
Estudando interaces entre um predador e duas presas através do modelo Lotka

— Volterra para trés espécies Vance [27] encontrou as trajetdrias que chamou “quase-
ciclicas’. Gilpin [11] chamou este comportamento do sistema como “caos espiral”.
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Nesta secdo € considerado o controle étimo deste sistema a fim de leva-lo do regime
cadtico a um ponto de equilibrio estdvel. O modelo Lotka — Volterra (5.1) para um
predador e duas presas tem a seguinte forma:

dx _

dt
onde X, X € X; sdo densidades da primeira presa, segunda presa e predador,
respectivamente. Conforme Vance [27] o sistema (5.1) apresenta o comportamento
cadtico para 0s seguintes valores de pardmetros. I, = I, =-r1; =1, a,; = a, = 0.001,
ay, =0.001, a, =0.0015, a5 = 0.01, a,; =0.001, a;; =- 0.005, a;, =- 0.0005, as,
= 0. O diagrama de fase da Fig.15 mostra este comportamento.

3
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i 50
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1 2580
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C 100 200 300 400 500 00 F00 800 500 1000
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Fig.15. Comportamento cadtico do sistema Lotka— Volterra

6. Conclusao

O objetivo destas notas do minicurso € facilitar o acompanhamento das aulas do
curso pelos alunos. Por isso 0 material tem uma forma bastante sucinta. Algumas
questdes tais como a utilizacdo de lagoas de aguapé para tratamento de dguas residuais e
o controle biolégico de pragas que podem ser encontradas somente na bibliografia
especifica sdo apresentadas em forma mais detalhada.

Por causa do tempo limitado neste minicurso ndo foram apresentados varios
problemas de aplicacdo de modelos matemédticos no controle de populacfes. Alguns
problemas do controle étimo de sistemas populacionais podem ser procurados nas
referéncias [4],[5],[6],[12],[23],[30].
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