Introducao ao Calculo
3a Lista de Exercicios

1) Mostre que, para todos conjuntos A, B,C' existe uma bijecao entre o
conjunto (A x B) x C' e o conjunto A x (B x C). Mostre também que
existem bijegoes, para todo conjunto A, entre A x {*} e A, e também
entre {*} x A e A, onde {*} é o conjunto unitario.

2) Seja A um conjunto qualquer. Mostre que existe uma bije¢do entre o
conjunto P(A) e o conjunto Fun(A4,{0,1}).

3) Seja {Axr}aea uma familia de conjuntos, considere para cada p € A a
funcéo

Tt Iheadr — A
(ax)ren +— ay

a) Mostre que todas as fungoes 7, sdo sobrejetivas.

b) Seja B um conjunto para o qual exista uma familia de funcoes
fr: B — Ay, para todos indices A € A. Mostre que existe uma tnica
funcio f: B — [Lsca A tal que fy = my o f, para todo \ € A.

¢) Utilizando o resultado acima para a fung¢do identidade Ids : A — A,
descreva a tnica funcao A : A — A x A que pode ser construida (esta
funcao é chamada de aplicacdo diagonal).

4) Seja {A)}rca uma familia de conjuntos. Definimos a uniao disjunta desta
familia como o conjunto

IT 4 = {(xan) € A x (Uneadn) | ax € Ax}
AeA

Para cada p € A defina a funcao

o Ay = Tlhea Ax
a —  (pa)

a) Mostre que cada uma das fungoes 2) € injetiva.

b) Seja B um conjunto para o qual exista uma familia de fung¢oes gy :
Ay, — B, para todos A € A. Mostre que existe uma tnica fungao
9 [Ixea — B tal que gy = g o1y, para todo A € A.

¢) Mostre que, se Ay N A, = 0 para quaisquer \ # f, entdo existe uma
bijecao entre [yo5 Ax € UxeaAn.

5) Seja f : A — B. Mostre que f ¢ injetiva se, para qualquer conjunto X e
qualquer par de fungoes g, h : X — A tais que fog = foh tivermos que
g=h.

6) Seja f: A — B. Mostre que f é sobrejetiva se, para qualquer conjunto
X e qualquer par de fungoes g, h : B — X tais que go f = ho f tivermos
que g = h.

7) Mostre que a composta de fung¢des injetivas também ¢é injetiva. Mostre
que a composta de funcoes sobrejetivas também é sobrejetiva.

8) Mostre que se dois conjuntos A e B estdao em bije¢do com um conjunto
C, entdo estdo em bijecao entre si.

9) Sejam f : A — B e g: B — C duas fungdes bijetivas. Mostre que
(gof)t=f"log™.

10) Sejam A, B e C trés conjuntos. Mostre que existe uma bijegao entre

Fun(A x B,C) e Fun(A,Fun(B, (C)).
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11) Seja A um conjunto qualquer. Mostre que existe uma bije¢do entre
Fun({+}, A) e A.
12) Sejam A, B e C conjuntos quaisquer e considere uma fungao f: A — B.
a) Mostre que a funcdo f define uma fungao
f«: Fun(C,A) — Fun(C,B)
g =  foy
e que f, € injetiva se, e somente se, f o for.
b) Mostre que f define uma funcao
f*: Fun(B,C) — Fun(4,QC)
g = gof
e que f* é injetiva, se, e somente se, f for sobrejetiva.
13) Sejam A, B, C' e X conjuntose f: A— Beg: B — C fungoes.
a) Mostre que (go f)x = g« 0 fx : Fun(X, A) — Fun(X, C).
b) Mostre que (go f)* = f*og*: Fun(C, X) — Fun(4, X).
¢) Mostre que (Ida)s = Idpyn(x 4)-
d) Mostre que (Id4)* = Idpun(a,x)-
14) Considere p1, p2, ... Pn, n primos distintos. Mostre que a fungio
I N™ — N
(ki,... kn) — p]fl ..phn
é uma funcao injetiva (Dica: Use o Teorema Fundamental da Aritmé-
tica).



