Introducao ao Calculo
5a Lista de Exercicios
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1) Mostre que todos os nameros reais da forma
ap = —=
n \/5

1+v5)  (1-v5)
2 2
sdo naturais, para n > 0.

2) Mostre que em um corpo ordenado, 22 + y? = 0 se, e somente se, x =
y = 0.

3) Prove que, para x # 0 em R temos que |x + %‘ > 2.

4) Seja K um corpo ordenado e a,b,c,d € K tais que b,d > 0. Prove que

% estd entre o menor e o maior entre 0os nimeros % e 5.

5) Seja K um corpo ordenado, mostre por inducao que |z + -+ + x| <
||+ + |xn] e 21z ] = |21 .. 2n]-
6) Mostre em R que a + bv/2 = ¢ + /2, com a,b,c,d € Q se, e somente se,
a=ceb=d.
7) Mostre que o conjunto dos nameros reais a + bv/2, com a,b € Q forma
um sub-corpo dentro dos nimeros reais.
8) Mostre que Q e R\Q sdo subconjuntos densos em R.
9) Mostre que, para a e b racionais positivos, temos que \/a + Vb é racional
se, e somente se \/a e v/ o forem.
10) Sejam K e IL dois corpos. Um homomorfismo entre estes corpos é uma
funcao f: K — L tal que f(z +vy) = f(z) + f(y).
a) Mostre que ou f é identicamente nulo, ou f é injetivo.
b) Mostre que se K =L = Q entdao um homomorfismo f ou é nulo ou é
a identidade.
¢) Mostre que todo corpo ordenado K possui Q como subcorpo, isto é,
existe um homomorfismo f : Q — K injetivo (portanto a imagem de
f ¢ identificada com o corpo dos racionais dentro de K.
d) Seja K um corpo ordenado completo, sejam 0" e 1’; respectivamente,
o zero e a unidade de K, defina n’ = n.1’ =1’ + ... + 1’ n-vezes, para
neZie(—1")+---4+(=1), |n| vezes paran € Z* . Defina f : R - K
a funcao,

parage@e

/
f(x):sup{p/EK\p<x},
q q

para x irracional. Mostre que f é um homomorfismo bijetor, isto é,

um isomorfismo. Com isto, vocé estard demonstrando que R é, para

todos os fins praticos, o inico corpo ordenado completo que existe.
11) Determine o supremo do conjunto

A:{ o eRneN}.
n+1
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12) Sejam A e B dois subconjuntos dos niumeros reais tais que A C B e ambos
limitados superiormente e inferiormente. Mostre que Inf(B) < Inf(A) <
Sup(A) < Sup(B).

13) Sejam A e B dois subconjuntos dos nimeros reais limitados.

a) Sendo A+ B={a+becR|aecA, be B}, mostre que (i) A+ B
é limitado, (ii) Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B) e (iii) Inf(A+ B) =
Inf(A) + Inf(B).

b) Suponha A e B subconjuntos de niimeros positivos e defina A.B =
{a.b € R|a€ A be B}. Mostre que (i) A.B ¢é limitado, (ii)
Sup(A.B) = Sup(A).Sup(B) e Inf(A.B) = Inf(A).Inf(B).

14) Mostre as seguintes desigualdades em R:

a) (a+0b) (X +%)>09, paraa,b>0.

b) 2% + 2y +y? > 0, para todos z,y,z € R

c) 2t — 323 +42% — 32+ 1 > 0, para qualquer, = € R.

d) a®+ b + ¢ > ab + ac + be, para todos a, b, c € R.

e) (a+b)(a+c)(b+c) > 8abe, para todos a,b,c € R.

f) a’b? + a®c® + b?c? > abe(a + b+ ¢), para todos a, b, c € R.

g) Vab < aT‘H’, para a,b > 0.

h) /a1 . a, < %,paraal,...,an>0.

. 2, 2 _
i) atotn < w, para quaisquer ai,...,a, € R.

§) g1+ 2 < @E T T @)V @), para to-
dos x1,...,Tn,Y1,---,Yn € R.
15) Determine os intervalos reais onde as seguintes desigualdades sao satis-
feitas:
(a) 22 —3x+2<0.
(x —a)(x —b)(x—c)>0paraa<b<ec.
]1 — x] —x>0

|x—3|+|x+3|<8
|22 —2| < 1.

b)
)
) o7a
) ‘x—f— |>6
|
h) |22+ 1| —2| < |1 —|z—4.
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