Algebra 1
3a Lista de Exercicios

1) Sejam R e S anéis, mostre que o produto cartesiano R X S possui
estrutura de anel com as operacgoes

(a,b) + (d',b') = (a+d b+ 1), (a,b) - (a',b') = (ad’, bV)

2) Seja {R;}ie; uma familia de anéis e considere o produto cartesiano

R = HP% = {(@i)ier | a; € R;}
iel
a) Mostre que as projegoes canonicas ; : R — R; definidas como
mi((aj)jer) = a; sdo homomorfismos de anel (a estrutura de anel
em R é andloga & do exercicio anterior, s6 que com um nimero
arbitrario de anéis no produto cartesiano).
b) Mostre que, se houver uma familia de homomorfismos f; : S —
R;, onde S é um anel, existe um tinico homomorfismo de anéis
f:S8 —Rtal que f; = m o f para todo i € I.
3) Mostre que a composta de dois homomorfismos de anéis também é
um anel.
4) Mostre que, se um homomorfismo de anéis é invertivel como funcao,
entao a sua funcao inversa também é um homomorfismo de anéis.
5) Seja f : R — S um epimorfismo de anéis em que R possui unidade.
Mostre que se a € R for um elemento inversivel em R, entao f9a)
seréd inversivel em S.
6) Verifique que a fungao

f: C —  M(R)
a —b

atb — b4

é¢ um monomorfismo de anéis entre o corpo dos complexos e o anel
das matrizes 2 x 2 reais.

7) Seja V um espago vetorial real e £(V) o conjunto das transformagoes
lineares de Vem V. Mostre que £(V) é um anel com a soma ponto a
ponto e o produto dado pela composicao de transformacoes lineares.

8) Considere V um espago vetorial real de dimensao igual a n. Seja
também {ej, eq,...,e,} uma base de V. Mostre que esta base de-
termina um isomorfismo entre o anel das transformacoes lineares
L(V) e o anel das matrizes n x n reais dado por

f: LV) — M,(R)
T = (T(e))T(eq) -~ T(en))

onde T'(e;) é o vetor coluna que representa a imagem do vetor e; da
base pela transformacao T'. Descreva a inversa.
9) Dé um exemplo de um homomorfismo unital e de um nao unital

entre o corpo dos reais e o anel M, (R).
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10) Mostre que nenhuma aplica¢do f: R — S em que
R={z+yV2z,yeQ}, S={a+bV3abeQ}

e que satisfaca f(z + yv2) = = + yv/3 é um isomorfismo de anel.

11) Mostre que os tnicos homomorfismos f : Q — Q sdo o morfismo
nulo e o morfismo identidade.

12) Mostre que um homomorfismo de um corpo K sobre si mesmo, ou
¢ nulo ou é isomorfismo.

13) Determine todos os homomorfismos de Z x Z em Z.

14) Qual o corpo de fragoes de um corpo K7

15) Mostre que o corpo de fragoes de um dominio é tinico a menos de
isomorfismo.



