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Estruturas Algébricas

Lista 1

Sejam R e S anéis comutativos e ¢ : R — S um homomorfismo de anéis.
Mostre que, se M é um S-moédulo, entao também serd um R médulo com
a multiplicagdo a -g m = p(a) -g m.

Seja M um R-médulo a esquerda e I < R. Mostre que IM = {> . a;m;|a; €
I, m; € M} é um submédulo a esquerda de M.

Seja M um R-médulo a esquerdae I < R, umideale IM = {>_, a;m;|a; €
I, m; € M}. Mostre que M/IM é um R/I-médulo com a multiplica¢ao

dada por
(a+1)-(m+IM)=a-m+IM

Seja M um R-mdédulo a esquerda e gkN <r M, mostre que o conjuto
Anmn(N) ={a € Rla-m =0,Ym € N}
é um ideal de R.

Seja R um anel comutativo, uma derivagao em R é uma aplicacao aditiva
D : R — R tal que D(ab) = D(a)b+ aD(b). Mostre que Der(R) = {D :
R — R|D é derivagao} é um R médulo & esquerda com a multiplica¢ao
dada por a - D(b) = aD(b).

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K e sejam 7,5 : V — V duas
transformagoes lineares. Defina em V duas estruturas de K[z] mdédulo,
denominadas por V¥ e V¥ dadas por

<Z akxk> ‘v = Z arTF (v),

no caso de VT e

(Z akwk> cv = Z apS*(v),

k=0

1



7

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

para o caso de V¥, Mostre que V¥ 2 V¥ como K[z]-médulos se, e somente
se existir um isomorfismo de espacos vetoriais ¢ : V — V tal que § =
poT opt

Mostre que, se mdc(m,n) = 1 entao o unico homomorfismo de Z-mdédulo
entre Z,, e Z, ¢ o homomorfismo identicamente nulo.

Sejam M e N R-mdédulos a esquerda. Mostre que Homp- (M, N) possui
estrutura de R-moédulo a direita com a multiplicacao dada por

(f -a)(m) = f(a-m).

Seja R um anel comutativo e M um R-médulo, mostre que Hompg- (R, M)
possui estrutura de R-mddulo e que existe o isomorfismo

¢: Homp-(R,M) — M
f — f(1)

Mostre que se M é um R-médulo simples e f : M — N é um homo-
morfismo, entao f é o homomorfismo nulo ou um monomorfismo. Mostre
que, se N também é simples, entao f é nulo ou isomorfismo.

Mostre que, se M é um R-mdédulo simples, entdao Endg(M) é um anel de
divisao, ie, todo elemento nao nulo possui inverso.

Mostre que f € Hompg- (M, N) é monomorfismo se, e somente se, para
qualquer R-médulo P e quaisquer homomorfismos g, h € Hompg- (P, M),
tais que fog = foh temos que g = h.

Mostre que f € Homp-(M,N) é epimorfismo se, e somente se, para
qualquer R-médulo P e quaisquer homomorfismos ¢, h € Hompg- (N, P),
tais que go f = ho f temos que g = h.

Sejam N; e Ny dois submoédulos de M. Mostre que a fungao

fl M/N1 — M/N2
m+N1 — 77’L—|—N2

esta bem definida como homomorfismo se, e somente se N; C N,, neste
caso, f é epimorfismo.



15) Seja f € Homp- (M, N), mostre que para qualquer R médulo P e qual-
quer homomorfismo g € Hompg- (P, M), tal que fog = 0, existe um tnico
homomorfismo g € Homp- (P, Ker(f)) de forma que g =10 g, onde 2 é a
inclusao canédnica ¢ : Ker(f) — M.

16) Seja f € Hompg- (M, N), mostre que para qualquer R médulo P e qual-
quer homomorfismo g € Hompg- (N, P), tal que go f = 0, existe um tinico
homomorfismo g € Hompg- (Coker(f), P) de forma que g = g o, onde 7
¢ o homomorfismo canénico 7 : N — Coker(f) = M/Im(f).

17) Sejam M,N e P, R-médulos a esquerda. Dado f € Hompg-(M,N),
mostre que as aplicagoes seguintes sao morfismos de grupos abelianos

f«: Hompg-(P,M) — Hompg-(P,N)
9 — feog

f*: Homgp-(N,P) — Homp-(M,P)
g > gof

18) seja M = M; @ - -- @ M, e sejam os submédulos Ny, Ny, ..., N, tais que
N; < M;. Mostre que

(My@---dM,)/(Ny&---DN,) = (M /N1)&--- & (M,/N,).



