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Estruturas Algébricas

Lista 2

Dé um exemplo de uma fungao entre dois R moédulos que seja somesnte
morfismo de grupo abeliano mas nao seja morfismo de R moédulo.

Mostre que Homgz(Zy,Zp) = Zmn), onde (m,n) é o maximo divisor
comum entre m e n.

Seja A um grupo abeliano, a € Aen € Z, (n > 0), mostre que a aplica¢ao

Yo: Ly — A
k — ka

esta bem definida como morfismo de Z médulos se, e somente se n.a = 0.
Mostre que Homgz(Z,, A) = A,,, onde

A, ={a € Ajn.a =0}

Seja a um elemento do centro do anel R e M um R mddulo a esquerda.
Mostre que a aplicagao

Ly: M — M

m — a.m
¢ um endomorfismo de R médulo de M.
Mostre que se R é um anel comutativo, a aplicagao

L: R — Endg(M)

a + L,
é um morfismo de R méddulos.

Mostre que, se R é comutativo, entao R = Endg(R) como anéis.
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Seja R um anel comutativo e ¢ € Hompg(M, N). Mostre que p(Tor(M)) C
Tor(N).

Seja { M, };c; uma familia de R-médulos (a esquerda) , mostre os isomor-
fismos de grupos abelianos, para N um R-mddulo qualquer:

a) pHom(N,[[,.; M;) = [[,c; rRHom(N, M;).
b) rHom(®ierM;, N) = [[,¢; RHom(M;, N).

iel
Dizemos que um R-moédulo M é simples, ou irredutivel, se nao pos-
suir submodulos nao triviais (isto é, submddulos diferentes de {0} ¢ M).
Mostre que, se M é um moédulo simples se, e somente se ele for ciclico.

Seja M um R mddulo simples e f € gHom(M, N), entdo ou f é o mor-
fismo nulo, ou € injetivo.

Um elemento e € R ¢ dito ser um idempotente central se e? = e e ea = ae
para todo a € R. Mostre que se e é um idempotente central de R e M é
um R mdédulo & esquerda, entdao M = e. M & (1 —e).M.

Seja M um R-médulo simples, mostre que gEnd(M) é um anel de divisao.

Seja R = Z[z] e A = Zl[t1,t3,...] o anel de polindomios nas infinitas
variaveis ti, to, etc, com coeficientes em Z. Mostre que A tem estru-
tura de R médulo pela acao 2" -1 =1t, e 2" - t; = t;1,,. Mostre que a
aplicagao
p: R — A
p(x) > pla) - 1a

é um morfismo de R mdodulos mas nao é morfismo de anéis.

(Teorema chinés do resto para médulos) Seja R um anel comutativo e [y,
Iy, ..., I, ideais de R tais que [; + I; = R para ¢ # j. Mostre que
M . M M
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