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Estruturas Algébricas

Lista 4

Sejam N e P submoddulos de um R moédulo @) e seja M um R moédulo
qualquer. Mostre que

rHom(M, N N P) = gHom(M, N) N gHom (M, P).
(Sugestao, use o pull back e o fato que gHom (M, -) é exato a esquerda.

Mostre que a soma direta de uma familia de R médulos é um R modulo
projetivo se, e somente se cada um deles o for.

Mostre que um somando direto de um modulo projetivo é um modulo
projetivo.

Dé um exemplo de um médulo projetivo que nao é livre.
Mostre que dado um anel R, sao equivalentes as afirmagoes:

(I) Todo R mdédulo é projetivo.
(II) Todo R médulo é injetivo.

Seja R um dominio

a) Se [ e J ideais nao nulos de R, mostre que I N J # {0}.

b) Mostre que um ideal de R que é um R médulo livre tem que ser ideal
principal.

c) Mostre que, se R é um R mdédulo injetivo, entdao R é corpo.
d) Se R nao for corpo, mostre que se M é um R médulo projetivo e
injetivo, entao M = {0}.
Para cada primo p, seja 0Z moddulo
m
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Mostre que Z(p*) é um Z médulo divisivel.

Nf'e

Z(p™) <
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Mostre o dual do lema de Schanuel: Dadas duas sequéncias exatas
0-MS5ELQ—0
0=-MLEZQ -0

com F e E’ injetivos. Entao existe um isomorfismo

QoE ~2Q o F.
Sejam V e W espacos vetoriais e X CV e Y C W subespagos vetoriais.
Mostre que X @ Y = (X @W)N(VeY).

Sejam Vi, Vo, Wy e Wy K espagos vetoriais e f € Homg(V,V;y) e g €
Homg (W;, Ws). Mostre que Ker(f ® g) = Ker(f) ® W; 4+ V; ® Ker(g).

Seja B um grupo abeliano. Mostre que Z, ®z B = B/nB.
Mostre que Z,, ®7 Q = 0.
Mostre que Z, ®z Zy, = Zq, onde d = mdc(m, n).

Mostre que a soma direta de R modulos @y, M; € um modulo plano se,
e somente se, todos os R médulos M; o forem.

Mostre que, se tod subméddulo finitamente gerado de M for plano, entao
M ¢ plano.

Considere R um anel comutativo com unidade

a) Mostre que, se P e ) forem R mdédulos projetivos, entdo P Qg Q)
também o sera.

b) Mostre que, se P e ) forem R médulos planos, entdao P ®g Q) também
0 sera.

Seja (C, A, e) uma codlgebra e (A, u,n) uma algebra, ambas sobre uma
anel comutativo com unidade R. Mostre que F' = Hompg(C, A) é uma
algebra com unidade cujo produto é dado por

frglc)=po(f®g)oA)

e cujo elemento unidade é dado por 1 =noe, isto é, 1p(c) = e(c)1a.

2



18) Mostre os seguintes isomorfismos:

a) Se RM, entdao R ®@p M = M, isomorfismo de R médulos a esquerda.
b) SE Mg, entdo M ®g R = M, isomorfismo de R médulos a direita.
C) Se RMs, SNT (S TPU7 entao M@s (N Q7 P) = (M Rs N) K7 P,

isomorfismo de R — —U bimoddulos.

d) Se R é anel comutativo com unidade e M e N sao R bimédulos, entao
M ®r N = N ®pg M, isomorfismo de R bimoddulos.

e) Se Mg rNg e Ps, entao Homg(M®rN, P) =2 Homg(M, Homg(N, P)),
isomorfismo de Z modulos.

19) SejaGumgrupoen: G — GL(V)eo : G — GL(W) duas representagoes
lineares do grupo GG. Mostre que a aplicagao

T®c: G — GLVeW)
g = (g @a(g)

¢ uma representacao de G.

20) Mostre que, se A é uma K algebra, entao existe o isomorfismo de élgebras

M, (K) © A= M,(A)

21) Mostre o isomorfismo de K dlgebras: M, (K) @ M,,(K) = M,,,(K).



