Estruturas Algébricas

Prova 1

Nome:

1)

2)

3)

Seja R um dominio principal, isto é, um anel comutativo com unidade,
sem divisores de zero e tal que todos os seus ideais sao principais. Seja
M um R modulo tal que exista a € R satisfazendo (a) - M = 0. Seja
a=pi*...p*, a decomposigao de a em fatores primos distintos. Sejam
finalmente os subconjuntos

M; ={me M |p]-m =0}

Mostre que cada um dos M; é submddulo de M e que M = M G- - - M.
(2 pontos)

Seja R um dominio, e M um R moédulo, dizemos que m € M é um
elemento de torgao se existir a € R nao nulo tal que a - m = 0. defina
tM como o subconjunto dos elementos de tor¢cao de M. Um mddulo M
¢ dito sem tor¢ao quando tM = {0}.

a) Mostre que tM é um submdédulo de M. (0,5 ponto)
b) Mostre que M/tM é um moédulo sem torgao. (0,5 ponto)
c) Mostre que, se M = N, entao tM = tN e M/tM = N/tN. (1 ponto)

Seja R um anel com unidade e considere duas familias de R médulos a es-
querda: {My, My, ..., M,} e {N1,Ns,...,N,}. Defina H = {(fi;)i;|fij €
rHom(M;, N;)} com uma estrutura de grupo abeliano dada por (f;;)i; +
(9i)i; = (fij+gij)ij- Mostre que existe o isomorfismo de grupos abelianos

H = gHom (@ M;, @Nj) . (2 pontos)
i=1 j=1



4) Seja (X, a,b) o push out de f e g conforme o diagrama abaixo

r—
g a
N X

b
Mostre que se f é monomorfismo, entdo b também o serd. (2 pontos)

5) Considere o diagrama a seguir com a linha exata

P

0 L M N 0

Mostre que temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

0 L—Y* -sx—bt .p 0
Id a h
0 L— 7t 7 N 0

onde (X, a,b) é o pull back de g e h. (2 pontos)



