ALGEBRAS DE HOPF FRACAS

GABRIEL SAMUEL DE ANDRADE

ResuMmo. Estudamos bialgebras fracas, algebras de Hopf fracas e a m6dulos de Hopf no contexto fraco.
Comeg¢amos mostrando propriedades basicas de bidlgebras fracas para introduzir o conceito de algebras
de Hopf fracas. Demonstramos o Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf no contexto fraco e
introduzimos também o conceito de elemento integral para uma bidlgebra fraca, a fim de demonstrar
um Teorema de Maschke para algebras de Hopf fracas.

1. INTRODUGAO E NOTAGOES
Comecamos apresentando a definicao de bidlgebra fraca. Em toda parte, £ é um corpo.
Definigao 1.1. Uma k-bidlgebra fraca € uma quintupla (H, p,u, A, €) satisfazendo
i) (H,p,u) € k-dlgebra;
ii) (H,A,€) é k-codlgebra;
iii) Multiplicatividade da comultiplicacao, ou seja,
A(xy) = A(x)A(y), para x,y € H;
Multiplicatividade fraca da counidade, ou seja
e(zya))e(y2)2) = e(zyz) = e(zy(2))e(y)2);
Comultiplicatividade fraca para a unidade, ou seja,
(lg @ A(la))(A(ly) @ 1y) = A%(1g) = (A(lg) @ 1g)(1x @ A(lg))

Perceba que a ultima propriedade pode ser escrita como
Ly @ Lg)lan @ 1) =10) @ 1) ® 1g) = 1a) ® Lanle) @ 1)

O conceito de bidlgebra é auto-dual. De fato, as duas dltimas propriedades sao as Gnicas que poderiam
apresentar dificuldade, no entanto elas podem ser reescritas, respectivamente, como

(p@ep)(I9AQI) =ep® = (n@ep)(I @ TA ),
(I opeI)(Ane An) =A% = (I ®pr @ I)(Ane An),

em que 7 é o morfismo k-linear 7: H® H — H ® H definido por 7(x ®y) = y ® x, para z,y € H. E por
causa disso que o k-espaco vetorial H* serd também uma bialgebra fraca.

Proposigao 1.2. Seja H k-bidlgebra fraca, entdo H* € k-bidlgebra fraca.

Demonstragcao: A estrutura de algebra de H* é dada pelo produto de convolugdo, denotado por x,
definido para f,g € H* por

(f*9)(x) = f(za))9(x(2)), para todo = € H,
a unidade é a counidade, 1(+) = €. A estrutura de codlgebra de H* é dada pela comultiplicagio, que
vamos denotar por ¢, satisfazendo a seguinte propriedade: para f € H*, §(f) = f1) ® f(2) € tal que
f(zy) = fa)(x) f2)(y), para todo =,y € H.

A counidade, que vamos denotar por E, é dada por E(f) = f(1g), para todo f € H*. Vamos mostrar
as trés ultimas propriedades de bidlgebra fraca. Sejam f,g € H*, x,y € H, entdo

(f+g9)(zy) = f(zy)w)9((zy)2))
fEmya)g@e@ye)

= foy(za)fo)wa)aa)(@@)ge) (Ye)
fay(@a))aa) (@) f2)(va))ae) (Ye)
= (foy *90)(@)(f2) * 92)) (¥)-
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Portanto, temos (f * g)(zy) = (f(l) * g(l))(x)(f@) * g(g))(y), o que significa que 0(f * g) = (f(l) * 9(1)) ®
(f2) * 92)) = (f) @ f2)) * (901) ® g2)) = 6(f) * d(g)-
Agora, sejam f,g,h € H*, temos
E(f*90)E(ge*h) = (f*90)1u)(geh)(1u)
= f(1ay)ga)(L2)ge)(1an)h(1e)
= [(1w)g(llan)h(le)
= f(1a))g(l2)h(ls))
= (fxgxh)(1n)
= E(f*xgxh).
Analogamente, mostra-se E(f * g(2))E(ga) * h) = E(f x g * h).
Finalmente, temos para z,y,z € H,
(6(1) X (6(2) * 6(1/)> X 6(2/))(1' Ry Z) = 6(1)(1‘)(6(2) * 6(1/))<y)6(2/)(2’)
= e (@e) (ym)ean we)ee) (2)
= e(my(l))e(y@)z)
= e(zyz)
€1y (T)e) (W) (2)
(1) @ €2) @ €@3)) (x @Y ® 2).

Isso mostra que €1y ® (€(2) ¥ €(17)) @ €(2r) = €(1) D €(2) D €(3). Analogamente, mostra-se €(1) @ €(2) D €(3) =
€(1) ® (6(1/) * 6(2)) (024 €(27)- |

Observacgao 1.3. Usando a multiplicatividade da comultiplicagao, note que
Ar) = Alzly) = Al@)A(lm) = z20)la) @ 2@2)Le),

A(z) = A(lgz) = A(lg)A(@) = Loyza) @ Lz)@(2)-
Portanto, daqui pra frente, sempre que for necessdrio vamos usar o fato de que x(1) ® T(2) = T(1)l(1) @
@) le) =1z ®lz@e)-

Definimos agora duas aplicagoes que sao muito importantes no estudo de bidlgebras fracas. Nessa
primeira secao vamos estudar as varias propriedades dessas aplicagdes. Definimos

¢: H — H e €: H — H
T 6(1(1)x)1(2) T = 1(1)E(IC1(2))

Essas aplicacoes sao chamadas de target e source, respectivamente. Elas definem naturalmente dois
subespacos canopnicos de H, a saber, H; = ¢, (H) e Hy = €,(H). Exploramos agora uma série de
propriedades dessas aplicagoes. Como as aplicacoes €; e €, sdo andlogas, apresentamos as propriedades e
demonstragoes apenas para €;, e escrevemos as propriedades para €; quando for conveniente.
Proposicao 1.4. Valem as sequintes propriedades:

i) € e es sao idempotentes em End(H) em relagdo a composi¢ao;

11) E(xet(y)) - e(xy)? para x,y € H’.

iil) e(xer(t)) = er(zy). para x,y € H.

Demonstragdo: i) Seja x € H, entao

e(e(r)) = ele(lyx

Portanto, €; o €, = ¢;.
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ii) Para z,y € H, temos
e(re(y)) = elze(lnyy)lz)
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iil) Sejam z,y € H, temos
a(ze(y) = e(lmyze(y)le
= e(lq))zy)le
= e(xy).

Proposigao 1.5. Seja H bidlgebra fraca, entdo A(ly) € Hy @ Hy.
Demonstragao: Temos

(I® Et)A(lH) = 1(1) (9 6t(1(2))
= 1oy ®@elanle)le)
Loy @ e(l(g))e)
Ly ®@1z)
A(lpy).

Portanto, temos A(1lgy)

€
A(lg) e (H® Hy)N(Hs ® H) = Hy ® H;.

Proposigao 1.6. Seja H bidlgebra fraca, entao

i) sex € Hy, entio A(x) = 1(1)z ® 1) = 21(1) ® 1),

ii) se x € Hy, entdo A(x) = 1(1) @ 21(2) = 1(1) @ L(g).
Demonstragao: Temos

Afx) = Ale())

= Ale (1(1 )1(2 )
= (o)l @1
= lmo)lanle ®1e)
= lanelm@)le) ® 1)
Lanes(z) ® L
lanz @ L.

Usando 1(1) ® 1(2) ® 1(3) = 1(1) ® 1(2y1(1/) @ 1(2/), obtemos a outra igualdade do item i).
Proposigao 1.7. Seja H bidlgebra fraca, x € H, entdo

i) 2y ®e(r2) = 11)r @ 1),

i) es(z1)) ®x(2) = 1(1) ® T1(2y.
Demonstragcao: Temos

z) @ a(r@) = za)®e(lanze)le)

lyzmelanleze) ® Le)
lyzayeleze) ® 1)
Iz) (L) @) ® 1w
= lprele.

Proposigao 1.8. Sejam x,y € H, entdo

H ® H;. Analogamente, mostra-se A(ly) € Hs ® H.

Logo, temos
|
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i) ze(y) = e(z)y)ze),
ii) es(w)y = yye(ry2))-

Demonstragao: Temos
zee(y) = ze(lyy)le)
e(Layy)zle

6(65(~T(1))Z/)5U(2)
= e(zyy)r(2)-

Proposigao 1.9. Os subespagos Hy e H, sao subdlgebras que contém a unidade 1y e tais que xy = yzx,
para quaisquer x € Hy, y € Hj.

Demonstra¢cao: Para x,y € H;, temos

vy = ze(y)
= elrmy)z(2)
= e(1(1)$y)1(2)
et(Ty).
Portanto, xy € H;.
Agora, temos
e(ln) = e(laylu)ley
= (lw)le
= 1g.
Logo, 1y = €(1y) € Hy.
Por fim, para z € H; e y € H,, temos
vy = e(v)es(y)

= lor)lelaedey)
= 1(1/)6(1(2/)y)E(l(l)LU)l(g)

= eea()
= yx.
|
Proposigao 1.10. Para x € H, temos
1) ela(z)y) = el(z)e(y),
i) es(zes(y)) = es(x)es(y)-
Demonstragcao: Temos
erler(z)y) = e(laye(z)y)l(g)
= ele(z)yy)er(w) o)
= e(z)e(y).
|

Vamos verificar qual a relagdo entre as aplicagdes source e target de H e de H*.

Proposigao 1.11. Seja H bidlgebra fraca, entdo ja vimos qu H* € bidlgebra fraca com aplica¢des source
e target dadas por
E,: H* — H* e Es: H* — H*
fo= foe fo= foe
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Demonstracao: Para f € H*, x € H, temos

Ef(f)(x) = eny(@)E(f*€@z)
[xee)nm)
F(Ly)ee))(1z))

(
= 6(1
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= €
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Definigao 1.12. Seja H uma bidlgebra fraca. Dizemos que H € uma dlgebra de Hopf fraca se existe uma
funcao k-linear S : H — H, chamada antipoda, que satisfaz, para todo v € H

i) z)S(z(2)) = e(x);
i) S(za))ze) = es(2);
iii) S(x(l))x(g)S(a:(g)) = S(x)

Proposigao 1.13. Se H é dlgebra de Hopf com antipoda S, entao H* € algebra de Hopf, com antipoda
S*.

Demonstragao: Sé precisamos mostrar que S* satisfaz as propriedades de antipoda. Para f € H*,
x € H, temos

(fay *S*(f))(@) = fay(za)S* (fi2)(z@)
= fay () (f2)(S(z@))

fa)S(z))

flet(z))

= Ei(f)(z).

Portanto, fe1y * S*(f2)) = Et(f). Analogamente, mostra-se S*(f(1)) * (f(2)) = Es(f). Agora,

(S*(f)) * fioy * " () (@) = S*(fo))(zw) fioy(m(2))S™ (fi3)) (% (3))
= Jfy(S(z@))) fo)(x@)(f3)(S(xes)))
SERACICENEIECIEN))

z))

|
~
—
n
A

Portanto, S*(f1)) * fi2) * S*(f(3)) = S*(f) u
Proposigao 1.14. Para x € H, valem as seguintes propriedades

i) eu(2) = 11)e(12) S(@)) = e(@l))S (L)

Demonstragao: Temos
a(@) = e(lg)z)lp

= e(lwe())lz)
e(er(x)11))(2)
6(96(1)5(95(2 M)l
(
(
(

e(es(x1y)S(m2))1(1))12)
e(S(x@))r@2)S(23) 1))
= €(S(z)1)) ).

Como o que acabamos de provar vale para qualquer algebra de Hopf fraca, aplicando para H*, temos

Et(f) = E(S*(f) * 6(1))6(2), para f € H*.
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Aplicando essa expressdo em x € H,

fle(z)) Ey(f) ()

E(S*(f) * €q))e2) (@)
“(f )*6(1))(1H)€(2)( )

(Ly)e)(Lz))eez) (@)
n))e(l)z)
ye(lz))z).

= (

S*(f)
F(S(
= [f(S(a

Como essa igualdade vale para todo f € H*, obtemos o resultado. ]

Proposicao 1.15. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca, valem

i) €5 = €65 = Seg;
i) €55 = eser = Sey.

Demonstragao: Seja x € H, entao

er(es(2)) = e(l))e(l)S(z))
= e(Lanlay)lene(liz)S(@))
= e(lanla))e(lz)S(@))le)
e(1anS(z)) 12
e (S(z))
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Teorema 1.16. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca. Entdo a antipoda S € um antimorfismo de bidlgebras,
1sto €,

S(
S(x)1y ® 5( )(2) = S(z(2)) ® S(z(1));
S(
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Demonstragao: Vamos mostrar que S é antimultiplicativa. Sejam x,y € H, entao

S(xy) = S((zy))(@y)2)S((zy)(s))

S((xy) (1))€ t((z y)(2))
(2)
(2)

I
N

(951)311 er(x T2y )

|
»

)€
)

(z 1Y) 6t( (y(z)))
(z)y)ec(e(@@ye)z )
)

)
)
(1)

mY)
mY)
mY)
(zyy( )6(58(2)@/ 2))6t(9€(3))
mY)
MY))
( )

I
N
8

|
n
8

1

I
N
8

(zyy))e(@@)ye)r3)S(T))
1Y(1))T )€ (Y(2) S(w(a))

S(
(

|
»

(x

I
N

(z DY) T(2)Y(2
= &Y ) (y(2
= es(es(r))ya))S

)

?/3)) (1(3))

( ))S (@
( (

= eymelzayye))
( )
( )

)
)S

I
ﬂ\

s(Way)e(xmyy2))s
)

(2)
(
S y(3))5 T2
)
S(ys)

(
(y3))S
= € y(l)) (ﬂU(l Y2 (
)

(

(
= S(ya))e

(y(l) €t \Y(2 )65(95(1))5( )

(

= S(ya)ve)Sye))S(@ay)re)S(e o))
S(y)S(x )
Vamos mostrar que S é anticomultiplicativa. Seja = € H, entao
A(S(z)) = A(S(zq) $(2)5($(3 )

A(S(z))er
A(S(z))A
= A(S(zq) (1<1>ft(x<2>) ® 1(2))
(1))l
(zw)wla >~T<2>5(~"E(3 )®5( 1>)<2>1(2>
() m@@)1)S(@ ) ® S(@)) @)

)

JIE0ES

| I (|
n »n »n W

(@) )zE)S(T@) @ ($<1>)(2>€t(93<2>)

(1)) )@ S () ® S(@a)) @2)2@)S (2@s)

= (Slew)ze)0)S(@@) © (S(@m)z@) @S (2@s)

€s(71)(1)S(2(3)) @ €5(21)(2)S (2 (2))

1(1>5(l’<3> ® es(z1))l2)S(2(2))
( )
(

|
N

= 1S(x@E) @ lges(ra)S(ze)
1<1>5 z(1)) ® L)S(2(1))2(2)S(7(3))

11)S(z(2)) @ 1)S(z(1))

= es(1(1)S(x >)®1<2>5( )
e(1a)1an)S (L) S(x(2)) @ Li2)S(x 1))

~—_— — — —

= S(l@))S(r@) ®e (1(1)1(1/ 12)S(z 1))
= S(1l2n)S(z(2) ®er(11r))S(x(1))

= 5(1<2'>)5($(2)) ® er(es(11r)))S(2(1))
= S(1))S(z@) @ S(es(11n))S(z))

= S(1@))S(x@) ® S(1a))S(z))

= S(z@e)le)) @ S@qlan)

= Sze)®S(@aq).
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Portanto, temos A(S(x)) = S(x(1)) ® S(x(2)). Finalmente, mostramos que a unidade e a counidade sdo
preservadas. Temos

S(1g) = S(e(lm))

Il
()

Il
()

I
™
—~ e~~~
»
T =)
8
~
(=
=
N
8
~
®
=
N

Portanto, S preserva a unidade e counidade. [ |

A fim de mostrarmos que a antipoda é transformagoa linear invertivel, observamos que S(H) é uma
agebra de Hopf fraca com os mesmos morfismos de estrutura de H restritos a S(H).

Corolario 1.17. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca. Entao, S(H) ¢é dlgebra de Hopf fraca.

Demonstragdao: Pelo teorema anterior, S é um anti-homomorfismo de algebras, logo S(H) é élgebra.
Também, S é anti-homomorfismo de coalgebras, logo S(H) é coalgebra. Claramente, A é multiplicativa
e ainda vale a multiplicatividade fraca da unidade. Sejam z,y,z € H, entao

€(S(2)S(y)S(2)) = e(S(zyz))
e(zyx)

(
(
(zy(1))e(y2yz
(
(
(

— )

S(zyn)))e(S(y2)))
S(x)S(ye2)))e(S(ya))S(2))

e(S(@)S(y)1))e(S(y)(2)5(2))-

== €

= €

Analogamente, mostra-se
e(S(2)S(y)S(2)) = e(S(x)S(y)(1))e(S () 2)5(2))-
Finalmente, para verificarmos que S(H) é uma &lgebra de Hopf fraca com a mesma antipoda, temos
S(@)S(S(@)2) = S(x@2)9(5(xw)))
= S5(S(za))r)
= Sles(x))
= a(S().
Analogamente, S(S(x)(1))S(z(2)) = €5(S(z)). Finalmente,
S(8(2)1))8(2)(2)S(S(2)3)) = S(S(x3)))S(2(2))5(S(z(1)))

== S(S(l’(l))x(g)S(I(g,)))

= S(S(x)).
Portanto, S(H) é algebra de Hopf fraca. [ |

)

Por indugéao, podemos concluir que S™(H) é algebra de Hopf fraca, para todo n natural.

Teorema 1.18. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca. Entdo a antipoda € invertivel.

Demonstra¢ao: Conseideremos a cadeia descendente de subélgebras de H,
HDS(H)DS*(H)DS*H)D...

Agora, H é algebra artiniana, pois tem dimensao finita, logo existe n natural tal que

S"tM(H) = S"(H) C S"'(H), para todo m natural. (%)
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Vamos provar que x implica S?(H) = S"~!(H) e entao vamos concluir que S(H) = H, mostrando que S
é invertivel, pois H tem dimensdo finita. Suponha n = 1. Por hipétese, temos

S'*m(H) = S(H) C H, para todo m natural

e, em particular , param = 1 segue que S?(H) = S(H). Logo Im(S?) = Im(S), e portanto dim(Ker(S)) =
dim(Ker(S?)). Como Ker(S) C Ker(S?), segue que Ker(S(H)) = Ker(S*(H)). Assim, se x €
Ker(S)NIm(S), entao S(z) = 0 e z = S(y), para algum y € H, e isso implica S%(y) = S(z) =
isto ¢, Ker(S?) = Ker(S), donde + = 0. Logo, Ker(S)(Im(S) = 0. Portanto, podemos definir
S = S|sm) : S(H) — S(H) e S ¢ bijetora, pois Ker(S) = Ker(S)(NIm(S) = 0 e é claramente so-
brejetora. Note que S é anti-homomorfismo de Algebras e portanto S~! também o é. Consideremos
Ps=S5715:H — S(H). Notemos que Ps(1g) = 1y e, para quaisquer z,y € H, temos

Ps(zy) = S

Ps(Ps(z)) = Ps(S7'(S(x)))
1 1

e ainda,

Ps(zS(y)) = S7Y(S

Usando o fato de que S(H;) = Hs; e S(H;) = Hy, isto é, Hy, H; C S(H), as propriedades de Ps que
acabamos de mostrar e x(1y€s(2(2)) = = = €:(x(1))2(2), para todo x € H, segue que

Ps(.%') = PS .%'(1)65(.76(2)))
L(1) )63(1(2))

(

(
(1))5(z(2))z(3)
( )

(€

I
”GJPJF

s(2(1)S(7(2)))7(3)
Ps ( ))x(z)
= €t (93(1))?5(2)

Portanto, Ker(Ps) = 0. Claramente, Ker(S) C Ker(Ps), o que implica Ker(S) = 0. Segue que
S(H) = H, pois H tem dimensao finita. [ |

Lema 1.19. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca, entdo sao vdlidas as seguintes igualdades, para todo
heH,

) (1) & h(z)S(h(g, ) = 1(1)]7, X 1(2).

i) S(h1))he@) @ he) = 1) @ hl).
i) ha) @ S(h@))h(s) = hln) @ S(l).

) (3) = 5(1(1>) L)

) S(1n )

—
—~
[
~
®
/—\
N
~
|
/-\
p—
—~
l\J
\_/

Demonstragao: i) Temos h) ® h(g)S(h(g)) = h) ® €(he)) = 1a)h ® 1(2 e ii) é analogo.
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iii) Notemos que

hay ® S(h)he) = ha) ©es(h)

= hay ®@elhylan)Se)

haylay ® elhle)lan)S1e)
haylaye(h)lez) @ S(s)
= (M) e((hli)) ) ® S(le)
= hla)®@5S(1)
e isso verifica iii). De maneira semelhante, pode-se provar iv).

v) Sabemos que S(1gy) = 1y e dai

Loy ® 19

>

(1a)
= A(S(1n))
= S(lg)a) @ S(u)e)
= S(l2) @ S(12).
vi) Mostramos em iii) que h(1)S(he)) ® hy = S(1(1)) ® 1(2)h. Aplicando S~! ® I em ambos os lados
dessa igualdade, obtemos
h S (b)) ® hezy = 11y ® 12y
e, além disso, h(1)S(h(2)) ® hy = €:(hq1)) @ h(2). Novamente, aplicando S~ ® I, temos
h2)S~ (hay) @ hizy = S~ e(hqy)) @ hz)-
Isso mostra vi). [ |
Lema 1.20. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca. Entédo, para z € Hy e y € Hg, temos
) LS (2) @ L) = 1) @ Lzp2
i) 1) ® S™(y)l2) =yl ® 1.
Demonstracao: Se z € Hy, entdo S~1(z) € Hy e

1S~ (2) @1l = S7'(2)a) @ (S (2) @)

Agora, se y € Hy, entdo S™1(2) € Hy e
Iy @S ' Wle = &6 'Wa) @S Yo

Fica provado o resultado. u

Antes de enunciarmos a proxima proposicao, lembramos uma das defini¢cées equivalentes para que uma
algebra seja separavel.

Defini¢ao 1.21. Uma dlgebra A é separdvel se existe um elemento e = Y " a; @ b; € A® A tal que
S aibi=1aed> " jza; @b, =) 1 a; @bz, para todo x € A. O elemento e é chamado idempotente
de separabilidade.
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Proposigao 1.22. Seja H wma dlgebra de Hopf fraca. Entdao as subdlgebras candénicas Hy e Hy sao
separdveis.

Demonstracao: Considere ef = S(1(1)) ® 1(2y. Entao, e! é claramente idempotente. Aplicando S ® id
a igualdade 1(1)5*1 ® 1(2) = 1(1) ® 1(2y2, obtemos, para 2z € Hy,

25(1(1)) ® 1(2) = S(l(l)) ® 1(2)2.
Portanto, Hy é uma &lgebra separavel com idempotente de separabilidade e’ = S(1(1)) ® 1(2). ]

A proposicao seguinte apresenta caracterizagoes de quando uma algebra de Hopf fraca é uma algebra
de Hopf no sentido classico.

Proposigao 1.23. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca, sao equivalentes

i) H ¢ uma dlgebra de Hopf no sentido cldssico;
i) A(H)=1g ® 1g;
i) e(zy) = e(x)e(y);
v) S(z1))z(2) = €(x)1H, para todo x € H;
)
)

[EPR—.
—=

v) x1)S(w(2)) = €(x)1g, para todo x € H;
vi) Hy = klyg = H,.

Demonstragao: i) = ii) Imediato pela defini¢do de algebra de Hopf cléassica. ii) = iii) Temos e(zy) =
e(xlpy) = e(xl(1))e(l2yy) = e(x)e(y). iii) = ii) Notemos que

lpy®ly = 1(1)6(1(2)) ® 1(11)6(1(2/))
= lme(le)lay) ® L)
= laye(lz) @ 1)
= lay®lg
= A(lp).
iii) = iv) Temos
S(I(l))m(g) = 65(1‘)

= 6(1’1 1))1(2)

= e(@)e(lz) 1
= 6(1‘)1]{
iv) = iii) Notemos que, para x,y € H, temos
e(zy)lu = S(zy)a))(zy) )
= S(yu)S( 56(1))30(2 Y(2)
= S(yw)e(@)ye
= e(@)e(y)lm,

isso implica iii). iii) = v) E analoga a equivaléncia iii) = v). iii) = vi) Seja x € H,, entdo

+(z)

e(1a)yx) 12
e(x)e(l(l))l(g)
()1

r = €

= €

Logo, © = e(x)ly € kly. Analogamente, se x € Hy, entdo © = e¢(x)ly € kly. Como 1y € Hy() Hy,
segue que H; = kly = H,. vi) = iii) Sabendo que A(ly) € Hs ® Hy, temos A(ly) = aly ® 1g.
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Também, temos €;(x) € kly, logo vamos escrever €,(x) = ayzly, em que o, € k. Seja x € H, entdo

e(x)lg = €S

I
(9}

|
[

= ¢
= clm)le
= ae(z)ly.

Isso implica e(x) = «e(x), para todo z € H. Como € ndo é o morfismo nulo, existe € H com e(x) # 0, e

entdo concluimos que « = 1. Portanto, A(ly) = 1y ® 1y, e entdo e(zy) = e(zlpy) = e(xly)e(lyy) =
e(x)e(y). [ |

2. MODULOS DE HOPF NO CONTEXTO FRACO

Apresentamos agora a nog¢do de modulos de Hopf fracos e um teorema fundamental dos médulos de
Hopf fracos, generalizagdo do caso classico.

Definicao 2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca, um H-mddulo de Hopf o direita M é um k-espaco
vetorial tal que
i) M é um H-mddulos a direita via m @ x — m - x; itemfii)] M é um H-comddulo & direita via
m = p(m) = m) @m);
iii) p(m - x) = m) - (1) ® ma)r(2), para quaisquer m € M e x € H.

No caso em que H é uma &lgebra de Hopf no sentido classico e M é uma H-médulo de Hopf & direita,
é conhecido que M ® H é um H-moédulo de Hopf & direita com a agdo (m ®x) -y = m - y) @ y(2), para
m € M e z,y € H. Nesse caso, a condigdo iii) implica p ser morfismo de H-mo6dulos a direita. No caso
fraco, H & uma algebra de Hopf fraca e M é um H-mo6dulo de Hopf a direita, e assim M ® H pode nao
ser um H-modulo de Hopf & direita com a acdo descrita. Isso porque

(m®@x)-1g =m- 1) @xly)
e nao necessariamente isso serd igual a m®x. Todavia, nesse contexto, conseguimos transpor tal estrutura
de H-modulo de Hopf fraco para o espago (M ® H)A(1ly), assim para quaisquer m € M e x,y € H,
temos
(mez)A(ly)) -y = (m- 1y ® 961(2)) "y
= (m-10) y0) @ zl2)Ye)
= m-luyya) ®rle)Ye)
= m-ya) ® TY2)-
Claramente, (M ® H)A(1lg) ¢ um H-moédulo & direita. Fazendo h = 1y na igualdade acima, temos
(m- 1y ® 1‘1(2)) Ag=m-1q) ®@xlg) e
(m-1a)y@ale) yz = m-(ya)zq)) @ z(Y2)2@2)
(m - (yay) - 20) ® (2Y(2))2(2)
((m - (yay) - 1) ® (zy2))L(2) - 2
= (m-(y 1)1(1)) ®x(yY)le)) 2
(m-ya) @ Ty)) - 2
((m 1(1) ®x1(2)) )
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Notemos que p : M — (M ® H)A(1g), dada por p(m) = mg) - 1(1) ® m(1)l(2) € um homomorfismo de
H-moé6dulos a direita . De fato, para quaisquer m € M e x € H, temos
pm)-x = p(m-1g)-x

= (m) 10y ®@ma)le) -y

= M) " T(1) ©M1)T(2)

= p(m-x).
Definicao 2.2. Sejam H wuma dalgebra de Hopf fraca e M wm H-comddulo a direita com morfismo
estrutura p. Definimos os coinvariantes de M por

M = {m e M : p(m) = m( ® e)t(m))}

Proposigao 2.3. Seja M um H-mddulo de Hopf a direita. Entio siao verdadeiras as sequintes afirmagoes.
i) M ={meM:p(m)=m-141)®1@};
ii) Mt ¢ um H-submddulo a direita de M.

Demonstragado: i) Notemos que por M ser um H-modulo de Hopf & direita, entdo para qualquer
m € M, temos

m) ® may = p(m) = p(m-1a) =m) - 1a) @ mayle).
Seja m € M entdo m(o) @ m(1y € M ® Hy e assim
mey ®may = m) © e&(ma))

= m) @e(lmymu))le
mo) ® e(myl1))l2)
= m) - lay ®@e(mulenlo)le
= mo) - L) ®elmaylaylen)le
= m) - 1) @ e(m)lz)le)
= mo) - 1) @ e(maylz))ls)
= mq) - lymemmlaye) @le
= (m- 1)) el(mla)) ) @ Lo
= m-1a)®lg

Sejam € {n € M : p(n) = n-1q) @ lg}. Entdo, p(m) = m - 1) ® 19y € M ® H;, portanto
p(m) = mg) @ €x(m1)).

ii) Pelo fato de p ser k-linear, segue que M°°H ¢ um k-subespaco vetorial de M. Para mostrarmos que
MeeH ¢ H,-submodulo de M, basta mostrarmos que m -z € MH | para quaisquer m € MH ¢ ¢ € H,.
Sejam = € H; e m € M entdo

plm-a) = (m-a)e) ® (m-2)0)
= M) T) O Mu)T(2)
= (me) 1) - za) ®@maleze)
= M) T) DT(2)
= m) (Z0)le) @ le)
= (m) zw) 10) ® 1)
isso implica m - x € M. [

Sendo M®H um H,-médulo & direita e H um H,-moédulo & esquerda, via a multiplicacdo, podemos
considerar M @y, H. Nao é dificil ver que a seguinte agao fornece a M @y, H uma estrutura de
H-mo6dulo a direitas:

(m®x)-y=xy para m € M z yc H.

Além disso, M°H @y, H ¢ um H-comodulo & direita com a estrutura
pm@z) =T R@A) (M) =mer1)® ().

Proposicao 2.4. Com a a¢do e coagio acima, M°H @y, H é um H-mdédulo de Hopf a direita.
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Demonstragdo: Sejam m € MH z yc H, entdo

p((mex)-y) = plmeay)
= m® (vy)1) @ (2Y)(2)
= mOrmym) D T2)Y@2)
= (m®zw) yo) @ze2)Y@)
= (M®2x)0) Y1) @ (M x)1)Y@2)

Logo, M*°? @y H & um H-moédulo de Hopf & direita. [ |
Essa estrutura de H-moédulo de Hopf € chamada trivial. No caso cléssico, é sabido que todo H-modulo
de Hopf é isomorfo a H-mdédulo de Hopf trivial. Mostramos agora que o mesmo vale no caso fraco.

Teorema 2.5. Teorema Fundamental dos Modulos de Hopf no contexto fraco.
Seja M um H-mddulo de Hopf a direita. Com as notacoes apresentadas acima, a aplicagdo
o MC"H®HtH - M

mX®x = m-x
€ um isomorfismo de H-mddulos de Hopf a direita.
Demonstra¢ao: Comecaos observando que a propriedade universal do produto tensorial nos garante
que « estd bem definida assim como é um homomorfismo de grupos abelianos. E imediato verificar que a é
um homomorfismo de H-médulos de Hopf & direita. Assim, para verificarmos que « € um homomorfismo
de H-moédulos de Hopf a direita, resta mostrarmos que o é homomorfismo de H-comédulos. Sejam
m € Mt e x € H, entdo

plalmea) = pm-a)

= M) Ta) BN
(n- 1)) - hay @ 1)z
n-(Lyza)) ® Loy
n- ) © T
= an®r) @)
= (a ® I)(n Q1)@ 1’(2))

Vamos mostrar que
B: M — M°HgH
m = (m) - S(ma))) @m)
é a inversa de «. Para isso, primeiramente mostremos que B estd bem definida, isto &, mg) - S(m()),
para todo m € M. De fato, seja m € M, entao
p(moy - S(m@))) =m0 - Sm))ay @ meya)S(ma))e)
= m<o> S(mz)) @ mayS(mz))
= ) - S(mya)) @ mey)S(maye))
= m<o> S(Lgymy) © S(1))
= (m) - S(mu)) - S(1z) ®S(1a))
= (m) - S(mq)) - 1) @ 1)
Logo, myg) - S(m()) € MeH para todo m € M. Mostremos que 8 é homomorfismo de H-modulos de
Hopf. Sejam m € M e x € H. Entao
B(m-x) = (m-x)) - S((m-x)q)) @ (m-x)@2)
= (m@) - =) - S(ma) - 7(2)) ® m2)T(3)
= mo) - (21)S(x(2))S(m))) @ mez)zs)
m) - (S(11))S(m))) @ mez)lz)®
= m) - Smaymla) @ mayeler
= m) - S(may)) @ maye)z
= m) - S(ma)) @ me)x
= (m) - S(m)) @ mez)) - =
= B(m)-x.
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Assim, beta é morfismo de H-moédulos & direita. Agora, mostremos que beta é morfismo de H-
comodulos a direita. Seja m € M, entao
p(B(m)) = p(m) - S(mau)) @ m)

= m) - S(ma)) @ ma)) @ Mz)(2)
mo) - S(m (1)) @ m(z) ® m(s)
= m)0) - (M) @ m)2) ® ma)
B(m(o)) @ m()
BeI)

= rho(m).
Portanto, 3 ¢ homomorfismo de H-comédulos & direita. Finalmente, usando p(m) = mq) - 11y ®@m(1)l(a),
temos

a(B(m)) = almg - S(ma)) @ me))

(mo) - S(m<1>) m))
m) - S(m (1)(1) )m(1)(2))

m(o) - €s(1m(1))

= m) - lme(mmlie)

= (m@) - Lw))elmal(z)

m()€(1)

= m

isso mostra que af = I;.
Sejam m € M e x € H, temos

Bla(mex)) = Blm- 96)

= (m)- 5( 1) ®mg)) - @
= (m-1w)- 5(1(2))®1(3)$
= m-(1nS(l)) @ L)z
= m-e(l)) @1z

m® e (1)) 1)z

me .

Logo, fa = Inpeorigy 1- Assim, « é isomorfismo de H-médulos de Hopf & direita. ]

3. INTEGRAIS EM ALGEBRAS DE HOPF FRACAS

Definigao 3.1. Seja H uma bidlgebra fraca, um elemento integral o esquerda em H é um elementol € H
tal que
hl = e:(h)l, para todoh € H.

Analogamente, um elemento integral & direita em H é um elemento [ € H tal que
lh = les(h), para todoh € H.
Essa noc¢ao de elemento integral generaliza a no¢do de elemento integral no caso de algebras de Hopf no
sentido classico. Isso é imediato, pois hl = €;(h)l = e(h)1yl, para todo h € H, e analogamente para
integral & direita. Denotamos por || ;I e [, 13 os conjuntos de elementos integrais a esquerda e & direita,

respectivamente. Como € e €5 sdo k-lineares, segue que [ ;1 e | 1; sdo k-subespacos de H. A proxima
proposicao fornece condi¢oes equivalentes para que [ € H seja um elemento integral & esquerda em H.

Proposigﬁo 3.2. Sejal € H, sao equivalentes
) L€ [1;

) l(l ® hl(g) = S(h)l(l) ® l(g),’
iii) | =~ H* C (H*);
iv) Ker(et)l =0;
v) S(l) € fH
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Demonstragao: i) = ii) Para h € H, temos

Iy @Dl = Tayla) @ hlg)le)

(
( hyl) ) @ (h@)l)2)
( #(h@)D ) @ (€(h2)D2)
( (h2)) ) ® e (h2)) @)l
= Slhaye(h@) ol @ lele
( (h))ly © )
= S(ha)h@)S(he)la) @l
(h)l(l) X 1(2).
ii) = i) Por hipotese, l(;) ® hlay = S(h)l1) ® l(2), para todo h € H e isso implica l(1ye(hl)) =
S(h)l1ye(he)) = S(h)l, para todo h € H. Portanto, para h € H,

hi = (hl))e((hl(2)))

= ha(wethele))
h(1)5(h(2))l(1)6(l(2))
hyS(h)l
= e(h)l.

Logo, [ € fIl{
i) = iii) Seja f € H*, para h € H, temos
E(l— f)(h) = Ei(fa)fe))(h)
E(ey = f))e)(h) fr2)
6(1)(1(1))f(1)(1(2))6(2)(h)f(2)(l)
fay(eay(Laye)(h)12) fiz) (1)
= f(l)(ﬁ(l(l)h)l(z))f(z)()
(1) (€e(R)) fr2) (1)
h)l)

(Gt(

f(hl)
fay(h) fy (D)
= (I = f)(h).

Portanto, | — f € H}.
iii) = i) Por hipotese, para g € H*, | — g = E;(I — g). Por um lado, temos

(= 9)(h) = ga)(h)g(2) (1) = g(hl).

Por outro lado, temos

E(l—g)(h) = (I—g)(e(h))
= gayle(h)gey )
= gle(h)l).
Logo, g(hl) = g(e:(h)l), para todo g € H*. Portanto, hl = €;(h)l, para todo h € H, o que quer dizer que

!
le [,
i) = iv) Seja z € Ker(e;). Entdo, e:(z) = 0 e, por hipotese, zl = e:(z)l. Logo, zl = 0, e assim
Ker(e)l = 0.
iv) = i) Seja h € H, notemos que h — ¢ (h) € Ker(e;), pois

er(h — €(h)) = e (h) — er(er(h)) = e(h) — e (h) = 0.

Assim, (h — €:(h))l = 0, portanto hl = e;(h)l, para todo h € H. Logo, | € fIl{
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i) = v) Seja h € H, como [ € fip temos que S = ¢,(S71(h))l e, aplicando S em ambos os lados
dessa igualdade, obtemos

S()h =

W

()S(ee(S71 ()
(Des(S(S™H(R)))
(Des(h),

i
n

portanto S(1) € ;.
v) = i) Por hipotese, para todo h € H, S(I)S(h) = S(I)es(S(h)). Aplicando S~ a essa igualdade,
obtemos

B = S (e (S = S (S (e (W)L = er(R)L.

Portanto, [ € fIl{ [

Finalmente, mostramos um Teorema de Maschke no contexto fraco, que relaciona a existéncia de
integrais & esquerda em uma &lgebra de Hopf fraca H com a separabilidade e semissimplicidade de H.
Antes, lembramos a defini¢ao de algebra separavel e algebra semissimples.

Defini¢ao 3.3. Uma dlgebra A é separdvel se existe um elemento e = Y. ja; ®b; € A® A tal que
Sab; =1ce Z?:l za; @ b; = Z?:l a; @ bz, para x € A. O elemento e é chamado idempotente de
separabilidade.

Definicao 3.4. Uma dlgebra A é semissimples se todo A-mddulo a esquerda M é semissimples, ou seja,
se todo A-submddulo de M é somando direto de M.

Teorema 3.5. Teorema de Maschke.
Seja H wma dlgebra de Hopf fraca nao nula, entGo sao equivalentes

i) H ¢é semissimples;
ii) ewxiste uma integral a esquerda l € H tal que (1) = 1;
iii) H € separdvel.

Demonstragdo: i) = ii) Note que Ker(e;) é ideal a esquerda de H, pois se k € Ker(e;), para h € H,
temos

e(hk) = e(he(k)) =0,

assim hk € Ker(e;). Como H é semissimples, existe idempotente p € H tal que Ker(e;) = Hp. Assim,
se k € Ker(e;), temos k = hp, para algum h € H, e entao

k(1g —p) = hp(lg —p) = hp — hp? = 0.

Logo, Ker(e)(1g —p) = 0, e por uma das caracterizagoes de integral a esquerda, temos 1y — p € fIl{
Por fim, &;(1y — p) = &(1n) — &(p) = 1m.

ii) = ii) Considere o elemento (1) ® S(l(2)) € H ® H, vamos mostrar que ¢ idempotente de separabi-
lidade. Utilizando a caracteriza¢do de integral [(1) ® hloy = S(h)l(1) ® l(2), para todo h € H, temos

l(l) ® S_l(h)l(g) = hl(l) ® l(g).
Aplicando I ® S em ambos lados da igualdade, obtemos
l(l) & S(l(g))h = hl(l)) (%9 S(l(g)).
Por fim, [(1)S(l(2)) = €:(l) = 1. Portanto, (1) ®S(l(2)) € idempotente de separabilidade e H é separavel.
ili) = i) Seja ), 7 ®1; € H® H o idempotente de separabilidade de H. Sejam M um H-moédulo a

esquerda e N H-submédulo de M. Considere 7 : M +— N uma projecao k-linear. Definimos

T M — N
m = > ri-m(l;-m)
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Entao, 7 é morfismo de H-médulos & esquerda, pois para h € H e m € M,

#(h-m) = Zn-w(li-(h-m))
- Zri-w((lih)-m)
- Z(h’ri)-ﬂ'(li'm)

= Zh~ri-7r(li~m)
= h/-ﬁ'(m).

Também, 7 é idempotente, pois

i(w(m)) = #() ri-w(li-m))

= ZZ(”ZZ’TJ) m(l; - m))
= er~7r(lj m))
= 7(m).

Como 7 é morfismo de H-médulos idempotente, temos que N é somando direto de M. Portanto, M é
semissimples, provando que H é algebra semissimples. [ |

Como é possivel observar, bidlgebras fracas sdo boas generaliza¢des do conceito de bidlgebra, uma vez
que muitos dos resultados que valem para bidlgebras tem analogos no contexto fraco, entre eles os que
demonstramos nesse artigo, Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf e o Teorema de Maschke. Ou-
tras generalizacoes sao verdade, por exemplo, a categoria de H-moédulos, em que H é algebra de Hopf
fraca, ¢ monoidal rigida som objeto unidade sendo H;. Também, foi provado por Etingof, Nikshych e
Ostrik que qualquer categoria de fusdo é equivalente a uma categoria de modulos sobre uma algebra de
Hopf. Outras generalizagoes que também podem ser estudadas estdo relacionadas com produto smash
no contexto fraco e o Teorema de dualidade de Montgomery-Blattner.
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