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Resumo: A proposta deste trabalho é apresentar algumas construc¢oes de ideais em um anel de grupos RG se utilizando
de subgrupos normais de G, ou de ideais de R. Dentre os ideais construidos, o ideal de aumento A(G) ser4 o mais importante
por suas boas propriedades que serao essenciais para a demonstragao do teorema de Maschke, que d& condigbes necessérias
e suficientes para que um anel de grupo seja semisimples.

1. Introdugao.
Dado um grupo G e um anél R, define-se o anel de grupos RG cujos elementos sdo combinagoes lineares da forma

a:Zagg

geG
onde a4 € R e somente uma quantidade finita destes coeficiéntes sdo nao-nulos. A soma em RG é definida por
a+p= Zagg+zbgg: Z(ag+bg)g-
geG geG geG

O produto em RG é definido por
af = Z agg (Z bhh> = Z agbggh.
gea hea 9,h€G

Com as operagoes acima RG é um anel.
Consideremos o grupo G formado pelos elementos e, —e, i, —i e multiplicacdo formada na seguinte tabela

44 e | -e

Os elementos de RG; sdo da forma ae + b(—e) + ci + d(—i) com a,b,¢,d € R. Considerando o ideal gerado
I = [le + 1(—e), 1i + 1(—i)] vejamos que RG;/I; é isomorfo ao anel dos complexos . A aplicagéo

f:C— RGl/Il
definida por 0(a + bi) = (ae + bi) + I; € um homomorfismo de anéis. Se §(a + bi) = 0, entdo ae + bi + I; = 0, assim
0 = (ae +bi + I)(ae — bi + ) = a’e + (=b*(—e)) + 11,

como le + I; = —1(—e) + I1, segue que —b*(—e) + I; = b%e + I1, portanto (a® + b*)e + I; = 0. Logo a =b =0,
pois caso contrério temos a? + b? # 0, assim

le+ I = [1/(a® + b)e + L][(a® + b*)e + I1] = 0,

que implica I; = RG1, contradicao.



Seja ae + b(—e) + ci +d(—i) + I; € RG1/I1, como le+ I} = —1(—e) + I e 1i + I} = —1(—i) + 11, entdo
7b€ —+ Il = b(*@) + Il edz —+ Il = d(*Z) —+ Il,

assim
ae+b(—e)+ci+d(—i)+ =(a—ble+ (c—d)i+ I =6((a—Db)+ (c—d)i).

Logo, 6 é um isomorfismo.

De forma anéloga ao exemplo acima, se considerarmos o grupo G cujos elementos sao e, —e, i, —i,j, —j, k, —k e
multiplicacao formada na seguinte tabela

e e | i |-dAlj -] k]|-k
e | -e| e |- G173 k| k
i i|-dl-e|le | k|-k]|-]]
A1) 1i]el|-e|-k il

entdo o anel quociente RGy /15 é isomorfo ao anel dos quatérnions H, onde
I, =[le+ 1(—e), li + 1(—4), 15 + 1(—7), 1k + 1(—k)].

Podemos ainda definir multiplicacao de elementos do anel R por elementos de RG da seguinte maneira, dado
AeERea=3 a9 € RG entdo

Aa = A Z agg | = Z()\ag)g.
geG geG

Com a multiplicagdo por elementos de R o anel de grupo RG possui estrutura de R-méodulo & esquerda. No caso
de R comutativo RG possui estrutura de algebra sobre R, e neste caso é referido como algebra de grupo de G
sobre R. Ainda no caso em que R é comutativo, é facil ver que a aplicacao * : RG — RG definida por

(Z agg)” = Z aggil

9eG geG
é uma involuc¢do, ou seja, vale que (a + §)* = a* + 8%, (af)* = f*a* e (a*)* = a.

Definigao 1.1 Counsidere a funcao € : RG — R definida por
6(2 agg) = Z ag.
geG geG

Esta fungdo é chamada de aplicagdo aumento. Seja r € R, entdo £(rl) = r, assim a plicagdo ¢ é sobrejetora.
Seja rg € RG e rh € RG (g # h), entdo rg # rh e e(rg) = e(rh) = r, portanto € nao é injetiva. Vejamos que ¢ é
um homomorfismo de RG em R (epimorfismo). Sejam « = deG aqg9 € RG e = deG b,g9 € RG. Entao

c(a+p)=¢ Z(ag +bg)g | = Z(ag +bg) = Zag + Zbg =e(a) +e(B).

geG geG geG geG

Agora, seja v =3’ a9 € RG e 3,5 bnh € RG, entio

ec(af) =¢ Z agbpgh | = Z agbp, = Zag (Z bh> =c Zagg € (Z bhh> = e(a)e(B).

g,h€q g,h€G geG heG geq heG



Assim temos que Ker(e) é um ideal nao trivial de RG, e pelo teorema de isomorfismo para anéis conclui-se que
RG/Ker(e) 2 R.
O ideal Ker(e) é chamado de ideal de aumento de RG e é denotado por A(G).

Proposigao 1.2 O conjunto {g — 1;9 € G,g # 1} é uma base para A(G) sobre R, ou seja,
A(G) ={>,ccag(g—1);9 € G, g# 1} e{g—1;9 € G,g # 1} ¢ linearmente independente sobre R.

Demonstragio. Seja a =3 o as9 € A(G). Entdo >° 5 ag =0, assim

geG

a:Zagg—():Zagg—Zaglzz%(g—l),

geG geG geqG geqG

entdo A(G) é gerado por {g —1;9 € G,g # 1}. Se 3 g aq(g — 1) =0, entdo

Zagg—ZaglzZagg—(Zag)1:0:>ag=0

geG geG geG geG

para todo g € G com g # 1, assim {g — 1;9 € G, g # 1} é linearmente independente, e portanto uma base de A(G)
sobre R. O

Note que RG possui dimensio |G| sobre R e A(G) possui dimensdo |G| — 1 sobre R. Se R é um corpo RG e A(G)
$a0 espagos vetoriais, caso contrario sao R-moédulos.

Defini¢ao 1.3 Para um subgrupo normal H de um grupo G, denotaremos por Ar(G, H) o ideal de RG gerado
pelo conjunto {h — 1;h € H}. Isto &,

Agr(G,H) = {Z ap(h —1);an € RGY.
heH

Com objetivo de encontrar uma base para Agr(G, H) sobre R, vamos considerar um conjunto Q = {g; }:cs de
elementos de G (representantes) onde as classes laterais ¢; H com i € I formam uma parti¢do disjunta de G.
Assim todo elemento g € G pode ser escrito unicamente da forma g = g;h; com ¢; € Q e h; € H.

Proposigao 1.4 O conjunto By = {q(h —1);q € Q,h € H,h # 1} é uma base de Agr(G, H) sobre R.

Demonstragio. Primeiro vamos demonstrar que By ¢é linearmente independente sobre R. Tomemos uma
combinagdo linear >, . r;,;qi(hj —1) =0, com r; ; € R. Assim, podemos reescrever como

> riaih; =Y O e
1,7 J

i

Como h; # 1 para todos valores de j, entao g;h; # q; para todos 4, j, k, assim r;; = 0 para todos os valores 4, j.
Para mostrar que By também gera Ar(G, H), é suficiente mostrar que todo elemento da forma g(h — 1), com
g € G, h € H, pode ser reescrito como combinacao linear de elementos em By. Como g = ¢;h; para algum ¢; € Q
e algum h; € H. Entao

g(h —1) = g;ihj(h — 1) = g;(hjh — 1) — gi(h; — 1).

Logo By é uma base de Ag(G, H). O



Observe que Ar(G,G) = A(G).

Sendo H um subgrupo normal de G, podemos considerar o homomorfismo canonico p : G — G/H que pode ser
estendido como um epimorfismo p* : RG — R(G/H) tal que

P D agg | = agplg).

geG geG

Proposigao 1.5 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entdo, Ker(p*) = Ar(G,H) e

RG
Apc.m - TG

Demonstragio. Todo elemento o de RG pode ser escrito como como uma soma finita o = ), ;i Tigdilhy, 1ij € R,
,

gi € Qe hj € H. Entdo
pe(@) =D rij)p(a)-
( J
Consequentemente, se « € Ker(p*) entao Zj r;; = 0 para cada valor de 7. Assim,
a=> righ; =Y rijgh; — > (O rijai =Y rijai(h; — 1) € Ap(G, H).
0,J ,J i J ,J

Portanto, Ker(p*) C A(G, H). A outra inclusdo é trivial. Assim, Ker(p*) = A(G, H) e pelo teorema do
isomorfismo tém-se

RG

7AR(G, 2 ~ R(G/H).

O

Pelo visto acima, dado um subgrupo normal H de um grupo G, podemos a partir deste contruir o ideal Ar(G, H)
de RG. Agora vamos na dire¢do oposta, a partir de um ideal de RG construiremos um subgrupo normal de G.
Seja I um ideal do anel de grupo RG, considere o conjunto

vi)={geG;g—1€1I}.
Vejamos que V(I) é um subgrupo de G. Se g,h € V(I) entdo
gh—1=gh—-1)4+g—-1€1,
disto segue que gh € V(I). E se g € V(I), temos que
g l-1=-gg-1)€l,

1

portanto g~! € V(I), assim V(I) é um subgrupo de G. Seja g € G e h € V(I), temos que gh = (ghg~!)g e ainda

h—lel=gh-1gtel=ghg ' —1€l=ghgtecv(),

portanto gv(I) C V(I)g. A inclusdo oposta é analoga, assim gV (I) = V(I)g, logo V(I) é normal. Cabe agora uma
pergunta, quem é o subgrupo V(Agr(G, H))?, o proximo resultado trata disso.

Proposigao 1.6 Se H é um subgrupo normal de G, entdo V(Ar(G,H)) = H.

Demonstra¢ao. Seja g € V(Ar(G, H)) diferente de 1. Entdo g — 1 € A(G, H) e pode ser representado como a
seguir

g — 1= Zrij(h(hj — 1)

4,J

Uma vez que 1 aparece no lado esquerdo da igualdade acima, também deve aparecer no lado direito; assim, existe
ip tal que ¢;, = 1. Temos que algum elemento da forma r;, ;(h; — 1) deve ser igual a g — 1, entdo para algum jy
tem-se 7, j, (hj, —1) = g — 1, portanto g = h,, € H. Logo V(Agr(G,H)) C H. Como a inclusdo oposta é
imediata, segue que V(Agr(G,H)) = H.



Podemos pensar na outra situacio possivel, em que se toma um ideal I de RG e se pergunta se o ideal
Ar(G,v(I)) éigual a I. A resposta é nao; é facil ver que Ag(G, V(I)) C I, mas a inclusdo contraria ndo vale em
geral, pois se tomarmos I = RG, entdo V(I) = G, entretanto A(G) # RG.

A partir de subgrupos normais de um grupo G pudemos construir ideais de RG, vejamos agora como obter ideais
de RG a partir de ideais de R.
Proposigao 1.7 Seja I um ideal de R e seja G um grupo. Entao

IG = {Zaggéag €1}
geG

é um ideal de RG, e também
RG/IG = (R/I)G.

Demonstragio. Seja =3 a9 € IGe =), obyh € RG (entdo a, € I e b, € R para todos g, h € G).

af = Zagg <thh> = Z agbngh € IG

geG heG g,heG

geG

entdo IG é um ideal de RG.

Defina, RO R

0> bag+1IG| = (by+1D)g.

geG geG

por

Agora vamos mostrar que 6 é um isomorfismo.

0 (> agg+IG+) byg+IG| = > (ag+b,+1)g
geG geG geG
= D (ag+D+ > (by+1)
9geG geG

= 0D ag+IG|+0|> byg+IG
9eG geG

o0 (| > agg+IG (th,thIG) = > (aghh+Dgh=" (ag+1)g» _(bn+D)h

geG heG g,heG geG heG

= 0| > agg+IG 0<thh+lG>

geG heG

Portanto 6 é um homomorfismo.
Vejamos que 6 é bijecao. Se 0(3_ g a9 +1G) =0, entdo > (ag+1)g =0, assim ay + I = 0 para todo g € G,

e portanto a4 € I para cada g € G, logo deG agg +1G = 0.
Seja Y- eq(rg +1)g € (R/I)G, temos que 0(3° cor9g +1G) =3 co(rg +1)g € (R/T)G.

Logo 6 é um isomorfismo. O



2. Semisimplicidade.

Nosso objetivo a seguir é determinar as condicOes necessarias e suficientes sobre um grupo G e um anel R para
que o anel de grupo RG seja semisimples. Comecaremos definindo semisimplicidade para méodulos e para anéis e
depois trabalhamos alguns resultados necessarios para cumprir nosso objetivo.

Definigao 1.8 Um R-moé6dulo M é chamado semisimples se todo submédulo de M é um somando direto. E um
anel R é chamado semisimples se ele for um R-moédulo a esquerda semisimples.

Proposigao 1.9 R é um anel semisimples se e somente se todo R-mddulo é semisimples.

Demonstragio. Resultado 2.5.7 da referéncia [1].

Gostariamos de saber se submédulo de um R-moédulo semisimples também é semisimples, é disto que trata a
préxima, proposicao.

Proposigao 2.0 Seja N # {0} um submoédulo de um R-mo6dulo semisimples M. Entdo N é semisimples.

Demonstra¢do. Seja S um submoédulo arbitrario de N. Entao S é também um submodulo de M, assim existe
outro submoédulo S’ tal que M = S @ S’. Vejamos que N =S @ (S’ N N). De fato, claramente
SN(S"NN)CSnS={0}. Dado um elemento n € N, no6s podemos escrever n = x +y com z € S e y € S’. Mas
y=n—x € N,entdo y € NN S’ como dejado. O

Com a ajuda do resultado acima vamos mostrar que modulos quocientes de R-mddulos semisimples também sao
semisimples.

Corolario 2.1 Seja N um submodulo de um R-médulo semisimples M. Entdo M/N é isomorfo a um submdédulo
de M e portanto também é semisimples.

Demonstrag¢io. Sendo M semisimples, existe um submoédulo N’ de M tal que M = N & N’, como
N @ N'/N = N, segue pela proposic¢do acima que M/N é semisimples. O

Agora voltaremos a lidar com anéis de grupos, onde definiremos algumas nog¢oes de RG para formular e
demonstrar os préoximos resultados. Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG. O anulador & esquerda de
X é o conjunto

Anny(X) = {a € RG;ax =0,Vx € X }.

De forma analoga nés definimos o anulador & direita de X por
Ann,(X) ={a € RG;za =0,Vz € X}.

Dado um elemento oo = > geG Qg9 nOs definimos o suporte de a como sendo o subconjunto de elementos de G que
aparecem efetivamente na expressao de «, isto é:

supp(a) = {g € G; a4 # 0}.

Lema 2.2 Seja H um subgrupo normal de um grupo G e R um anel. Entdo Ann,(A(G, H)) # 0 se e somente se
H é finito.

Demonstragao. Consideremos que Ann,(A(G, H)) # 0 e escolha o = 3 ;a9 # 0 em Ann,(A(G, H)). Para
cada elemento h € H nés temos que (h — 1)a = 0, consequentemente ha = a. Isto é,

a= Z agg = Z aghg.
geG geG

Tome g € supp(a). Entdo, ay, # 0 e a igualdade acima mostra que hgy € supp(a) para todo h € H. Uma vez
que supp(«) é finito, isto claramente implica que H deve ser finito.



Lema 2.3 Seja I um ideal de um anel R. Suponha que existe um ideal a esquerda J tal que R =1 @® J (como um
R-médulo a esquerda). Entao, J C Ann,.(I).

Demonstragao. Tome elementos arbitrarios z € J, y € I. Uma vez que J é um ideal & esquerda e I um ideal, nés
temos que yz € J NI = {0}. Consequentemente, yx = 0 e entdo x € Ann,.(I).
O

Lema 2.4 Para o € RG, e g € G de ordem p, a(1 — g) = 0 se e somente se « € RG(1 + g+ ... + gP ).

Demonstragio. Lema 6.2 da referéncia [3].

Lema 2.5 Se RG é semisimples, entdo G é finito e |G| é invertivel em R.

Demonstra¢io. Assumindo que A(G) é um somando direto de RG, o lema acima diz que Ann,.(A(G)) #0 e
portanto pelo lema 2.2 G é finito

Seja p um primo que divide |G|, pelo teorema de Cauchy na teoria de grupos existe um elemento g € G de ordem
p. Sendo RG semisimples, segue do resultado 4.24 da referéncia [3] que RG é Von Neumann regular, entio existe
um elemento h € RG tal que (1 — g)h(l —g) =1 — g, entdo [1 — (1 — g)h)(1 — g) = 0. Pelo lema acima, nos
podemos escrever 1 — (1 — g)h = (1 + g+ ... + gP~ 1) para algum 3 € RG. Utilizando a aplica¢do aumento &
obtemos 1 = £(8)p, entdo p é invertivel em R. Decompondo |G| em ntumeros primos, pelo que acabamos de

mostrar segue que |G| é produto de invertiveis, portanto |G| também é invertivel.
O

Com base nos resultados auxiliares desenvolvidos acima poderemos determinar as condi¢des necessarias e
suficiente sobre um anel R e um grupo G para que o anel de grupo RG seja semisimples, resultado este devido a
Heinrich Maschke (1853-1908).

Teorema 2.6 (Maschke ) Seja G um grupo. Entdo, o anel de grupo RG é semisimples se e somente se as
seguintes condic¢Oes sdo satisfeitas:

1. R é um anel semisimples.
2. G é finito.
3. |G| é invertivel em R.

Demonstragiao. Assuma que RG é semisimples. N6s sabemos que R = RG/A(G), assim pelo corolario 2.1 segue
que R é semisimples. A semisimplicidade de RG implica pelo lema 2.5 que G é finito e |G| é invertivel em R.
Reciprocamente, assuma que as condicoes 1.,2. e 3. valem e que M é um RG-submoédulo de RG. Uma vez que R
é semisimples, segue pelo proposicao 1.9 que RG é semisimples como um R-moédulo. Consequentemente , existe
um R-submoédulo N de RG tal que RG = M & N. Seja 7 : RG — M a projecao canonica associada a esta soma
direta, defina 7* : RG — M pela seguinte expressao

" (x) |G|Zg m(gx).
geG

Vejamos que 7* ¢ um RG-homomorfismo tal que (7*)? = 7* e Im(7*) = M. Uma vez que 7* é um
R-homomorfismo, para mostrar que também é um RG-homomorfismo ¢é suficiente mostrar que 7*(ax) = an*(z),
para todos x,a € G. Nos temos

7 (ax) |G|Zg m(gax) |G|Zga ((ga)x).

geG geG

Quando g percorre todos os elementos de GG, o produto ga também percorre todos os elementos de G, assim

1
(ax) |G|Zt m(tx) = an*(x).

teG



Uma vez que 7 é uma proje¢do em M, nos sabemos que 7w(m) = m, paratodos m € M. Também, sabendo que M
é um RG-mobdulo, temos gm € M para todos g € G. Segue que

(m) |G‘Zg w(gm) |G|Zg gm =m.

geG geG

Dado um elemento arbitrario € RG, nos temos que 7(gz) € M, consequentemente 7*(z) € M e disto segue que
Im(n*) C M. Portanto 7*(7*(x)) = 7*(z) para todos os z € RG e assim, (7*)? = 7*. Finalmente, o fato de
7*(m) = m, para todo m € M também mostra que M C Im(n*), logo M = Im(7*).

Agora mostraremos que M é um somando direto no RG-mddulo RG. Dado x € RG, temos que

x=7*(z)+ (x — 7*(x)). Como 7*(x — 7n*(x)) =0, entdo x — 7*(x) € Ker(n*), assim RG = M + Ker(n*).

Se x € M N Ker(r*), entdo 0 = n*(z) = z, segue que M N Ker(n*) = {0}, portanto RG = M @& Ker(n*). Do fato
de Ker(r*) também ser um RG-submodulo de RG, decorre o desejado. Logo, RG é um anel semisimples. O
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