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Resumo

Nesse trabalho trataremos da categoria dos A-médulos semisimples a esquerda em que
A & uma élgebra, e C-comoddulos a direita em que C' é uma coalgebra. Trabalharemos
sempre com o corpo K dos niimeros complexos e buscaremos relagoes interessantes
entre aquelas duas categorias. Nosso objetivo é relacionar esses conceitos com os de
algebras semisimples e coalgebras cosemisimples e fazer um breve estudo sobre essas
duas classes de objetos.

No primeiro capitulo demostramos o Teorema de Wedderburn para o caso das
algebras de dimensao finita. No segundo capitulo falamos sobre coagebras simples e
comoddulos simples e buscaremos dar um exemplo de uma coagebra simples associada
a um comoédulo simples. No terceiro capitulo falamos sobre codlgebras cosemisimples
e temos por objetivo final mostrar que uma coalgebra é cosemisimples se, e somente

se, seu dual é uma algebra semisimples, desde que sua dimensao seja finita.
Palavras-chaves: Algebras semisimples, coalgebras cosemisimples.

1  Algebras Semisimples

Nesse capitulo, nosso objetivo é trabalhar com A-modulos semisimples em que
A é uma éalgebra. Sera suficiente usar a defini¢ao classica de A-modulos. Todos os
espagos vetoriais serao de dimensao finita, a menos que se diga o contririo. A razao
para isso é que trabalharemos no segundo capitulo com coédlgebras simples que sao de
dimensao finita (devido ao Teorema Fundamental das Coélgebras). Veremos também

no segundo capitulo que existe uma caracterizagao interessentante entre essa classe



de coalgebras com seus duais. Usamos a referéncia [1] como base para esse capitulo
inicial.

Vamos a duas defini¢oes bésicas a fim de estabelecermos notagao:

Definigao 1.1 Seja A uma dlgebra. Um mddulo (a esquerda) sobre A é um par (-, V)
em que V € um espago vetorial e - : A XV — V € uma operagao satisfazendo, para
todos x,y € A ev,w € V, as sequintes condicoes:

(i) z.(v+w) = z.v +z.W

(i) (z+v).v = zv+z.w
(i) @ (y.v) = (zy).v
(

iv) L.v =w

Definigdo 1.2 Sejam V e V' dois A-mddulos. Um subespaco vetorial W de V' € um
submddulo de V se z.w € W para todos x € A e w € W, e uma funcio f:V = V'

é um morfismo de A-mddulos se f(x.v) =z.f(v) e se [ for linear.
Observagao 1.3 Nicleo e imagem de morfismos de A-mddulos sao submddulos.

Definicao 1.4 Um A-mdodulo V' € simples se seus uinicos submaodulos sao os triviais,

ou seja, V e 0.

Observagao 1.5 Se V' € um A-mddulo nao nulo entao V admite um submddulo

stmples nao nulo.

Definigao 1.6 Um A-maodulo é dito semisimples se satisfizer uma das condi¢oes da

Proposicao abaixo:

Proposigao 1.7 Seja V' um A-mdodulo. Sao equivalentes:

(i) V € soma direta de submaodulos simples;

(ii) V' € soma de submddulos simples;

(iii) Para todo submédulo U de V' existe um submodulo W de V (chamado de comple-
mentar de U), de modo que V=U+W eUNW =0, ou seja, V € soma direta de
U por W.

Demonstragao:

(¢4) = (i79): Suponha V =V +--- + Vj em que cada V; é um submodulo simples de
V. Seja U um submoédulo de V' (U # V e U # 0). Para cada i tem-se que V;NU &
submodulo de V;. Se V;NU =V, para todo i entao V' = U, um absurdo. Logo existe

um ¢ tal que V; N U = 0. Portanto, existe um subconjunto maximal I de {1,---  k}

UHZI/;-:O.

el

de modo que
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Defina W = ZV}. Vamos mostrar que V' = U + W. Se isso nao ocorrer en-
iel
tao existe j ¢ I de modo que V; ndo esta contido em U + W. Como V; é simples

entdo V; N (U + W) = 0. Note que se u € (V; + W)NU entdo u = v; + w e
vy =u—w € V,N({U+W), ouseja, v; = 0. Entdo v = w, mas como WNU = 0 segue
que u = 0. Logo (V; + W)NU = 0, contradizendo a maximalidade de I. Portanto,

V =U + W como queriamos demonstrar.

(#4i) = (i) : Por causa da Observagao [L.5| podemos considerar um submédulo U
de V de dimensao méaxima tal que U é soma direta de modulos simples. Seja W o
complementar de U. Suponha, por contradicao, que W # 0. Entao W nao é simples.
Seja Z um submoédulo simples de W (Z # W e Z # 0). Entao U + Z é soma direta
de modulos simples, um absurdo, pois contradiz a maximalidade da dimensao de U.

Portanto, W = 0 como queriamos. |
Proposicao 1.8 Submddulos de A-mddulos semisimples sao semisimples.

Demonstracao: Seja V' um A-modulo semisimples. Seja U um submoédulo de V.
Seja Z um submédulo de U. Por[1.7](iii) existe W submodulo de V tal que V = Z+W
e ZNW = 0. Queremos mostrar que U = Z+WNU e ZN(WNU) =0. Seja
u € U. Como u € V entao podemos escrever u = z + w. Assim w € U. Portanto, U

é semisimples. [ |
Proposicao 1.9 Quocientes de A-maodulos semisimples siao semisimples.

Demonstracao: Sejam V' um A-médulo semisimples e U um submoédulo de V.
Por (1i1), existe um submodulo W de V' de modo que V = U & W. Considere
a aplicagdo f : (U ® W)/U — W dada por f(u+w + U) = w. E facil ver que f
estd bem definida, é linear, injetiva, sobrejetiva e que é morfismo de A-moédulos. Em
outras palavras, f é um isomorfimo de A-médulos. Mas por W é semisimples.

Poratnto, V/U é semisimples como queriamos. |

Definicao 1.10 Uma dlgebra A € semisimples se A € um A-mddulo semisimples

(com agao igual G apera¢ao produto de A).

Proposicao 1.11 A ¢é uma dlgebra semisimples se, e somente se, todo A-mddulo é

semisimples.

Demonstragao: Suponha que A é uma algebra semisimples. Seja V um A-mddulo

e {v1,...,v;} uma base de V. Denote A* :== A@ --- ® A (k-vezes), soma direta de



A A-médulos. Note que AF ¢ semisimples pois A é semsimples. Defina a aplicaco
f:A* =V por

(X1, ..., T) > 101 + - -+ T Vg

Claro que f ¢ morfismo sobrejetivo de A-modulos. Portanto, V = A¥/ Ker(f). Por
e [L.9 segue que V' é semisimples. |

Exemplo 1.12 Se G é um grupo finito entao a dlgebra de grupo KG ¢é semisimples.
Para mostrar esse resultado vamos verificar o item (iii) de para V. um KG-
modulo. Seja U um submddulo de V. Como U € subespago vetorial de V' entao existe
uma aplicagao linear w: V — U de modo que m(u) = u para todo w € U. Defina a

aplicacdo © =V — U por:

E:g- 7(gv).

gGG

Vamos mostrar que © € morfismo de KG-mddulos. Note que para todo h € G e para

todov € V, tem-se

E:g m(g.hw) = }:M‘ v) = hr' (v).

gEG teG

Note também que

(u) |G‘Zg m(gu) |G‘Zg (gu) = u.

geG geG

Portanto U = Im(r'). Seja W := Ker(x'). Como 7 € morfismo de mddulo entéo
W ¢ submddulo de V. Note que W NU = 0 pois se w € WNU entiow =7 (w) = 0.
Como Im(t') = U entao dim(V) = dimKer(r') + dimIm(t") = dim(W) + dim(U).
Mas dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U " W) = dim(V'). Logo, U+ W = V.
Portanto, V' é KG-mddulo semisimples. O]

Definicao 1.13 Seja A uma dlgebra. SejamV e U A-mddulos. Denotamos Homy(V, W)
o K espago vetorial dos morfismos lineares que sdo morfismos de A-mddulos (és-

querda,).

Proposicao 1.14 Sejam V' e W A-mddulos simples. Seja f € Homus(V,W) e f # 0.
Entao f é um isomorfismo. Mais ainda, se V. =W entao existe A € K\ {0} tal que,
para todo v € V, tem-se f(v) = \v.

Demonstragao: Como f # 0, W é A-mo6dulo simples, f € Homa(V, W) e Im(f) C
W é submodulo de W por segue que Im(f) =W. Como Ker(f) #V e Ker(f)
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é submoédulo de V' por entdo Ker(f) = 0. Portanto, f ¢ um isomorfismo de
A-modulos.

Agora suponha que V= W. Seja A um autovalor de f. Entao a aplicacao
g:=f—Mdy :V — V éum morfismo de A-mo6dulos. Como o ntucleo de f é nao

trivial e V' é A-moédulo simples entao g = 0. [

Proposigao 1.15 Seja T um A-mddulo simples. Se V' é um A-mddulo que € soma
de submodulos simples, V- = Sy + - - - + Sk, nenhum dos quais isomorfo a T, entao V'

nao tem um submodulo isomorfo a T.

Demonstracao: Suponha que V tem um submodulo simples T" isomorfo a T.
Como V ¢ semisimples e 7" é submodulo de V, entdo existe um submodulo W tal
que V=WaT . Considere o morfismo nio nulo de A-moédulos 7 : W@ T — T dado
por m(w+t) =t. . Como V =8;+---+ Sy, entdo existe i € {1,...,k} de modo que
s, ¢ nao nulo. Como S; e T' sao simples e g, ¢ morfismo de A-moédulos, segue de
que S; e T' sao isomorfos, o que é um absurdo. ]

Proposigao 1.16 Se A é uma dlgebra semisimples entao todo A-mddulo simples €

isomorfo a um submodulo de A.

Demonstracao: Sejam V um A-modulo simples e v € V' nao nulo. Considere
a aplicagao f : A — V, x — x.w. Note que f é morfismo de A-moddulos pois
flzy) = (zy)v = x.(yv) = x.f(y). Observe também que f é sobrejetiva pois
f(1) = 1.v = v, ou seja, Im(f) # 0 e como V & simples segue que Im(f) = V.
Portanto, A/U =V em que U = Ker(f). Como A é semisimples segue de que
existe um submodulo W de A tal que A =U @ W . Como W e A/U tém mesma
dimensao entao W = A/U = V. |

Definicao 1.17 Se A € uma dlgebra semisimples e S € A-mddulo simples, denotamos

S(A) como a soma de todos os submddulos de A que sao isomorfos a S.

Observagao 1.18 Se A ¢ uma dlgebra entao A°? ¢é a dlgebra oposta, ou seja, a

dlgebra com multiplicagao dada por (z,y) — yx para todos x,y € A.

Observacao 1.19 Se V' é um A-mddulo entao Ends(V) := Homa(V,V) é uma K-

dlgebra com multiplicagao dada pela composicao, ou seja, (f,g) — fog.

Observacao 1.20 A dlgebras M,,(K)? e M, (K) sdo isomorfas através da aplicagio
transposicao f : A — AT que é um isomorfismo de espacos vetoriais, preserva produto
POLS

f(AgpB) = f(BA) = (BA)" = A"B" = f(A)f(B),
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e claramente preserva unidade. FEssa observagao serd importante no transcorrer da

demonstracao do Teorema de Wedderburn que vem apds os dois prorimo resultados.
Proposicao 1.21 Para toda dlgebra A tem-se que Enda(A) = A°P.

Demonstragao: Considere a aplicagao £ : A% — End4(A) definida pela seguinte

regra: {(z)(a) = ax. Sejam x,y,a € A e note que & preserva produto pois

§(z.y)(a) = E(yr)(a) = alyr) = (ay)r = {(x)(ay) = £(2)(E(y)(a)) = (£(x) 0 £(y))(a).

Também vale que & preserva unidade pois {(1)(a) = al = a = Id4(a). Note que se
£(x) = 0 entdo ax = 0 para todo a € A, ou seja, © = 1l = 0. Logo & é injetiva.
Para mostrar que £ é sobrejetiva, seja f € Enda(A). Entao f(z) = f(z1) = = f(1).
Portanto, £(f(1))(z) = zf(1) = f(x), ou seja, £(f(1)) = f. Portanto, End4(A) é

isomorfo A°? como algebras. |

Proposicao 1.22 Se S é A-mddulo simples, denote S™ := S @& ---® S (n vezes).
Sejam S1, 59, ..., Sy A-mddulos simples dois a dois nao isomorfos. Denote por V :=
STt @ - @ Sk, Entdo a dlgebra Ends(V') € isomorfa a M, (K) @ - M, (K).

Demonstracao: Para 1l <i < kel < j < n; considere z 0 S; = V a imercao
padrd@o na j-ésima componente do submodulo S em V. Defina também a projecao
79@ .V — §5; na j-ésima componente de S". Paral <i<kel<jl<n,, defina
eg.? € End4 (V) por e%) = z'g.) o 7rl SeJa C:=(C....,Cx) € My, (K) & - -- M,, (K)

com a entrada (j.l) de C; igual a le € K. Defina o homomorfismo de éalgebras

ng

ZZk:ZZCﬂ ejl

i=1 j=1 I=1

Note que se £(C) = 0 entao 0 = 7r og( ) o zl = c ]ds, para todo i, j,[, pois
7r( 1 = 0,70, 1ds,. Entao C'= 0 e £ ¢ injetiva.

Vamos mostrar que £ é sobrejetiva comparando as dimensoes. Claramente, temos
dim(M,,(K) & --- M, (K)) = n? + - -+ + n2. Por outro lado, End4(V) ¢ isomorfo a
soma direta

kEomg koM
@ @ @ @ Hom 4 (5", Si/).
=1 j=1i'=14'=1

Uma consequéncia de ¢ que dim(Homy(S;, Sy)) = 0,,. Portanto,

dim(End4(V)) = n? 4 - +ni.



Teorema 1.23 (Wedderburn) Suponha que A € uma dlgebra semisimples. Entao A
€ uma soma direta de matrizes. Mais precisamente, existe somente uma quantidade
finita de A-mdodulos simples que, a menos de isomorfismo, se os denotarmos por
Si,..., Sk, € também denotarmos n; := dim(S;), vale que a dlgebra A € isomorfa a
soma direta de S;(A), e para cada i, a dlgebra S;(A) € isomorfa a dlgebra de matrizes

Demonstracao: Como A é A-moédulo semisimples, entao pode ser decomposto

como somo direta de modulos simples. Escreva
AZT{MEB---GETIW,

em que T1,...,T; sao simples e dois a dois nao isomorfos. Por e temos o

seguinte isomorfismo de algebras
AP = Endy(A) =M, (K) & --- & M, (K).

Como para todo n natural vale que M, (K) = M, (K)° temos que

A

I

M, (K) @ - - - & M, (K).

A partir de agora vamos enxergar A como a soma direta das algebras de matrizes
acima. Escrevemos os elementos de A como z := (z1,...,2;) em que z; € M, (K).
Podemos dar uma estrutura de A-modulo para o espago vetorial K™ através da agao
definida por z.v := z;v para todo z € A e para todo v € K™. Vamos denotar esse
modulo por S; e vamos mostrar que .S; é simples. De fato, seja U C .S; um submoédulo
nao nulo. Escolha v € U nao nulo. Um fato elementar de algebra linear nos garante
que para todo vetor v € S; existe uma matix z; € M, (K) de modo que x;u = v.
Disso segue que v € U e assim U = 5.

Seja e; :== (0,...,1;,...,0) € A. Entéo ¢;5; = S; e ¢;,S; = 0 para todo i # j.

Portanto os moédulos Sy,...,S; sdo dois a dois nao isomorfos. Para i = 1,...,n e
j=1,...,m;, seja
Ti; :==H(,...,x;,...,0) € A; z; possui entradas nulas fora da j-ésima coluna}.

Observe que cada T;; é submoédulo de A, T;; = S, e A = @2:1 @;";1 T;; como um
A-moédulo. Por[1.16] os modulos Sy, ..., .S; sao todos os A-moddulos simples a menos
de isomorfismo. Note que dim(S;) = m;. Vamos mostrar agora que S;(A) = M,,, (K).

Ja sabemos que M,,,, C S;(A). Suponha que existe um submoédulo @ de A isomorfo



a S; e que nao esta contido em M,,,(K). Considere 7 : A — A/M,,,(K) o morfismo

canoénico de modulos. Entao 7(Q) # 0 e 7(Q) = S;. Entao 7(Q) é um submodulo

de m(A), que é soma direta dos modulos Sy, ..., S;_1, Sit1,- .-, S, nenhum dos quais
isomorfos a S;. Isso contradiz |1.15] |

2 (C-Comobdulos Simples e Coalgebras Simples

Nesse capitulo fixaremos uma coélgebra (C, A €) em que A e € s@o a comulti-
plicacao e a counidade, respectivamente. Trabalharemos com C-comodulos simples
a direita. Trataremos do socle de um C-comoédulo que é a soma de todos os C-
subcomoddulos simples a direita e veremos que comodulos simples tem dimensao finita.
Depois definiremos codlgebras simples e veremos uma caracterizacao interessante com
sua algebra dual e um exemplo importante de uma coélgebra simples associada a um
comoddulo simples e por fim que comddulos simples estao diretamente relacionados

com suas coélgebras associadas. Usamos a referéncia [2] como base para esse estudo.

Definigao 2.1 Dada uma codlgebra (C, A, €), diremos que um C-comddulo & direita
€ livre se for isomorfo a um comddulo da forma X @ C, em que X € um espago

vetorial. (Lembre-se que X @ C' é C-comddulo a direita com coagio I @ A).

Observagao 2.2 Note se X € um espago vetorial com base (€;);e; entdo o comddulo

X ® C € isomorfo a soma direta CT (na categoria dos C-comddulos a direita).

Proposigao 2.3 Se (C,A,€) é uma codlgebra entao todo C-comddulo a direita €

isomorfo a um subcomddulo de um C'-comddulo livre.

Demonstragao: Seja (M,p) um C-comddulo & direita. Note que M @ C é C-
comodulo a direita com coagao I ® A. Claro que a coagao p : M — M ® C é
morfismo de C-comoédulo & direita. Também é verdade que p é injetivo pois se
p(m) =0 entdo m = (I ® €) o p(m) = 0. Portanto, M ¢é isomorfo ao C-subcomddulo
a direita Im(p) C M ® C. |

Definicao 2.4 Um C-comddulo a direita é chamado de simples se M # 0 e se seus

unicos subcomaddulos sao os triviais, ou seja, M e 0.

Observacao 2.5 Se M ¢é um C-comaodulo simples a direita entao M é C*-maodulo
racional simples a esquerda pois jd € um fato que a categoria dos comddulos a direita

€ isomorfa a categoria dos modulos racionais & esquerda.

Definicao 2.6 Dado M um C-comddulo a direita, chamamos de socle de M e o

denotamos por s(M), a soma de todos os C*-submddulos simples a esquerda de M.
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Proposicao 2.7 Todo comdodulo contém um subcomodulo simples.

Demonstracao: Seja M um C-comoddulo a direita e nao nulo. Sejam € M e m # 0.
Como ja é de conhecimento, o subcomédulo C*.m gerado por m tem dimensao finita.
Considere S, dentre todos os subcomoédulos de C*.m, um subcomédulo de menor

dimensao. Entao é claro que S é simples. [
Proposicao 2.8 Um C-comddulo simples tem dimensao finita.

Demonstragao: Seja S um C-comodulo simples & direita. Seja s € S e s # 0.
Entao S é C*-moédulo simples. Como C*.s é submo6dulo de S e tem dimensao finita

segue que é o proprio S. |

Proposicao 2.9 Se S é um C-comddulo simples a direita entao S € isomorfo a um

C-subcomodulo o direita de C'.

Demonstracgao: Suponha que a dimensao de S é n. Por e segue que existe
um morfismo injetivo de comodulos S — C™. Enxergando essa aplicagao como um
morfismo de C*-moédulos temos que S C s(C™). Portanto S é isomorfo a um submo-
dulo de s(C™). Como s(C™) é soma direta de modulos simples entao S é isomorfo a

um submoédulo simples de C, portanto a um C-subcomédulo a direita de C. [

Definicao 2.10 Uma codlgebra C € dita simples se suas unicas subcodlgebras sdo as

trivias.

Observagao 2.11 O Teorema Fundamental das codlgebras, encontrado em [2], nos
diz que todo elemento de uma codlgebra estd contido numa subcodlgebra de dimensao
finita.

Observacao 2.12 A Observacgaol|2.11 nos diz que toda codlgebra simples tem dimen-

sao finita.

Observacao 2.13 Se C € uma codlgebra com comultiplicacao A, entao seu dual C*
¢ uma dlgebra com multiplica¢do, chamada de convolugao, definida por (f * g)(c) =

Y- flen)g(er), em que A(c) =Y c1 ® o (aqui usamos a notagdo de Sweedler).

Observacgao 2.14 Se C ¢ uma codlgebra e I é um ideal de C* entio I+ ¢ uma
subcodlgebra de C. De fato, seja {e;}; uma base de C. Considere um elemento
c € I C C. Podemos escrever A(c) =Y ¢; @ e;. Vamos mostrar que ¢; € I+, para
todo j. Fize j, e tome f € C* de modo que f(e;) = d,,, para todo j. Se g € I entdo
0= (9= f)(c)=>glc;)fle;) = g(cj,). Logo ¢, € I+, ou seja, A(I*) C I+ @ C. De
forma andloga, se mostra que A(I+) C C ® I+. Portanto I+ é uma subcodlgebra de

C, como desejavamos.



Definigao 2.15 Uma dlgebra A é denominada artiniana (o esquerda) se satisfaz a
condi¢ao da cadeia descendente para ideais (4 esquerda), isto é, se Iy D Iy D -+ €

uma tal cadeia entao existe k > 1 tal que I, = Iy, para todo n > k.

Proposicao 2.16 Uma codlgebra é simples se, e somente se, C* € uma dlgebra sim-

ples artiniana.

Demonstracao: Suponha que C é calgebra simples. Seja I um ideal de C*. Entao
I+ & subcodlgebra de C por[2.14 Como C' ¢ simples entdo I+ = 0 ou I+ = C. Em
outras palavras, I = C* ou I = 0. Logo C* é algebra simples. Como C' tem dimensao
finita entao C* tem dimensao finita. Logo C* é artiniana. Reciprocamente, se C* é
algebra simples artiniana, tome J uma subcoalgebra de C. Entao J* ¢ ideal de C*.
Logo J*+ = C* ou J*+ = 0. Portanto, J = 0 ou J = C, e assim C é coalgebra simples.
|

Observacao 2.17 Dada uma codlgebra C, podemos enxergar C' como um C*-maodulo

a esquerda através da agao de C* em C dada por f — c=>_ f(c2)cn

Proposigao 2.18 Se C' € codlgebra simples entao C' € soma de C'-subcomddulos sim-

ples a direita.

Demonstracao: Supondo a coalgebra C' simples, entao C* é algebra artiniana
simples e assim, se M é um C*-mo6dulo qualquer entdao M é semisimples por [1.11]
Enxergando C' como um C*-moédulo semisimples a esquerda entao C' é soma de C*-
submodulos simples a esquerda. Noutras palavras, C' é soma de C-subcomoédulos

simples a direita. [ |

O resultado a seguir seré ttil para nos dar um exemplo importante de uma coél-
gebra simples que é conhecida como a coélgebra associada a um comodulo (simples).

Vejamos:

Lema 2.19 Seja C uma codlgebra . Entao as sequintes proposicoes sao verificadas:

(i) Se I € um ideal o esquerda de C*, entao
I ={ceC;I = c=0} = annc(I).
(i) Se X é um coideal a esquerda de C' entdo

Xt={feCf—2=0,Vre X} = annc-(X),

10



(iii) Sejam M um C-comddulo o direita, p: M — M ® C' sua coagdo e J um ideial
de C* de modo que JM = 0. Entdo p(M) C M @ J*.

(iv) Se M é um C-comddulo & direita entdo
A= anng-(M)r ={f € C* f =2 =0,Vr € m}*
¢ a menor subcodlgebra de C' tal que p(M) C M ® A.

Demonstracgao:

i) Seja ¢ € anne(I). Entdo f — ¢ =0 para todo f € I. Portanto ¢ € I+ pois
() Sej ( p p

f(c) = f(e(cr)ez) = €(e1) f(e2) = e(c1f(c2)) = e(f — ¢) = €(0) = 0.

Portanto, I+ D {c € C;I — ¢ = 0}. Por outro lado, se ¢ € I+ entdo f(c) = 0
para todo f € I. Escreva A(c) = Y7 x; ® y; em que {x;}; e {y;}; sdo linearmente
independentes. Seja t € {1,...,n}. Existe g € C* tal que g(z;) = 1 e g(x;) = 0 para
1 #t. Como gx* f € I, pois I ¢ ideal a esquerda, segue que

0= (g% f)(c nglz Fwe).

Ou seja, f(y;) = 0 para todo ¢t € {1,...,n}. Portanto f — c=>7" x:f(y;) =0e
assim ¢ € anng(I). Logo It C anng(I). Seque que I+ = anng (/) como querfamos

demonstrar.

(ii) Seja f € X*. Entao f(z) = 0 para todo x € X. Assim f — 2z = f(z2)z; = 0.
Em outras palavras, f € anng«(X). Por outro lado, suponha que f € anng«(X).

Entao para todo x € X tem-se que

f(z) = fle(x1)z) = €(21) f(w2) = €(z1 f(22)) = €(f — x) = €(0) = 0.

Logo, f € Xt e temos a igualdade do item (ii).

(iii) Para m € M, escreva p(m) =Y. m® @ m' em que {m°} e {m'} sdo linearmente

independentes (aqui usamos a notagao de Sweedler para comédulos). Se f € J entao

Ozf.m:Zf(m1 m?
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e assim f(m!) = 0 para todo m!. Portanto, m! € J* e assim p(M) C M ® J*+.

(iv) Denote J = anng+(M). Entao J é um ideial bilateral de C* e pelo item (4i7) temos
que p(M) C M ® A. Além disso temos que A = J+ & subcoalgebra de C. Assuma
que B é uma subcoalgebra tal que p(M) C M ® B. Se f € B+ e m € M temos
0=fm=> f(m")m°®em que p(m) = > m®®@m!. Portanto B+ C anng-(M) = J.
Logo J+ C (B*)* = B. |

Observagao 2.20 A subcodlgebra A de ¢ chamada de codlgebra associada ao

comddulo M.

Exemplo 2.21 Seja M um C'-comodulo simples a direita. Queremos mostrar que a
codlgebra A associada a M € simples. Seque do resultado anterior que A € a menor
subcodlgebra de C' de modo que M ¢é A-comddulo a direita. FEntao enchergamos M
como um objeto na categoria M*. Portanto, temos que A = anns(M)* e assim
anna~(M) = 0. Portanto, M €é um A*-mddulo simples fiel a esquerda. Logo, A* é
uma dlgebra simples artiniana. Seque de[2.16 que A é uma dlgebra simples. [l

N

Proposicao 2.22 Sejam M e N dois C'-comddulos simples a direita. Entao M e

sao 1somorfos se, e somente se, tem a mesma codlgebra associada.

Demonstragao: Suponha primeiro que M e N sao C-comodulos a direita e iso-
morfos. Entdo eles sdo C*-modulos a esquerda e isomorfos. Portanto annc«(M) =
annc(N) e as codlgebras associadas sdo as mesmas. Reciprocamente, se M e N tem
a mesma coalgebra associada A entao A é uma subcoélgebra simples e portanto quais-

quer dois A-comddulos simples sao isomorfos. Em particular, M e N sao isomorfos.

3 Coalgebras Cosemisimples

Nesse capitulo, fixaremos uma coélgebra C' e mostraremos que a soma de todas
as subcoalgebras simples de C' é igual a soma de todos os subcomoédulos simples a
direita de C'. Quando esta coalgebra for igual a essa soma entao isso sera equivalente
a dizer que C' é uma coélgebra cosemisimples a direita ou a esquerda e chamaremos
C de coalgebra cosemisimples. Finalizaremos demonstrando que se C' tem dimensao
finita entao se ela for cosemisimples, sua algebra dual é semisimples e que a reciproca

¢ verdadeira. Usamos a referéncia [2] como base para esse estudo.

Definicao 3.1 Dada uma codlgebra C', denotamos Cy a soma de todas as subcodl-
gebras simples de C. Cy é uma subcodlgebra de C' chamada de corradical de C (em

algumas referéncias também é denotado por Corad(C)).

12



Definicao 3.2 Dada uma codlgebra C e enchergando C como um C-comodulo a

direita, denotamos s(C¢) como a soma de todos os subcomddulos simples a direita de

C.

Definicao 3.3 Um C-comddulo é dito cosemisimples se pode ser escrito como soma

de subcomaodulos simples.
Proposicao 3.4 Dada uma codlgebra C' entao Cy = s(Cg).

Demonstracao: Note que toda subcoalgebra simples A de C' é um C-subcomddulo
de C'. Como A é uma soma direta finita de coideais simples & direita de A entao
A & um C-comddulo semisimples de dimengao finita. Portanto, A C s(C¢). Logo
Co C s(C¢). Por outro lado, seja S C s(C¢) um C-comodulo simples a direita. Seja
A a coalgebra associada a S. Porque A é simples temos A C Cy. Mas S C A pois
c=Y €(c1)ca € A para todo ¢ € S. Portanto S C A C Cy, e assim s(Cc) CCy. N

Observagao 3.5 Analogamente, se mostra que Cy € a soma de todos os subcomddulos

simples a esquerda de C.

Definigao 3.6 Uma codlgebra C' é chamada de cosemisimples a direita se a categoria

MC ¢ semisimples, ou seja, se todo C-comddulo a direita € cosemisimples.

Proposicao 3.7 Se C' € uma codlgebra entao as sequintes afrimacoes sao equivalen-
tes:

(i) C' € uma codlgebra cosemisimples a direita.

(ii) C € codlgebra cosemisimples a esquerda.

(iii) C' = Cp.

(iv) Todo C*-mddulo racional a esquerda (a direita) é semisimples.
(v) Todo C-comddulo € projetivo na categoria Mc.

(

vi) Todo C'-comddulo é injetivo na categoria Mc.

Demonstragao: As trés primeiras afrmagoes sao equivalentes por [3.4] Vamos
mostrar que as afirmacoes (i) e (iv) sdo equivalentes. Note que se M € M entdo é
simples na categoria M se, e somente se, M é C*-modulo simples a esquerda. Vamos
mostrar que (v) implica (i). Suponha que todo objeto de M € MY seja projetivo.
Entao todo subojeto N de M é um somando direto. Isso significa que todo objeto de
dimencao finita ¢ semisimples. Por outro lado, M® tem uma familia de geradores de
dimencao finita, o que mostra que todo objeto de M é semisimples.

Uma demonstragao completa desse resultado pode ser encontrada em 2] |
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Definicao 3.8 Uma codlgebra C é chamada de cosemisimples se satisfizer as condi-
¢oes equivalentes de[3.7]]

Lema 3.9 Seja (C;)ic; uma famiiia de subcodlgebras de uma codlgebra C' e A uma

subcodlgebra simples de ), ., C;. Entdo existe um indice i de modo que A C C;.

Demonstragao: Como A tem dimensao finita, podemos supor sem perda de gene-
ralidade que a familia (C;);c; é finita, digamos A C Cy + - -+ + C,,. Vamos provar o
resultado para n = 2 e o resto seguiré por inducao. Suponha entao que A C D+ F
em que D e E sao subcoalgebras de C. Se AN D # 0 entao AN D = A pois A é
simples e assim A C D. Se AN D =0, seja a € A. Portanto

Ala) e ADD+E)=A(D)+A(E)CD®D+EQE.

Entao A(a) = > a1 @ ag + > b1 @ by com ay,as € A e by,byp € E. Como AND =0
existe f € C* tal que fijp =0 e fla = €a. Entao f — a € A (pois A é C*-modulo a

esquerda (& direita)), e assim f — a = ¢ = a = a. Por outro lado,

f=a=>) fla)a+Y_ fb2)br =Y f(b)bs € E.

Isso mostra que A C E. Indutivamente, o resultado segue. [ |

Lema 3.10 Se A ¢ uma subcodlgebra de C = @,.; Ci, entio existe uma familia

(Ai)ier tal que A; € subcodlgebra de C; para todoi € I e A=, Ai.

Demonstracao: A demonstracao desse resultado é bastante técnica e longa e pode

ser encontrada na referéncia [2] em 2.2.18. [

Com esses dois ultimos resultados conseguimos demonstrar uma teorema impor-

tante a respeito das coalgebras cosemisimples:

Teorema 3.11 Se C' é uma codlgebra cosemisimples entao C' € soma direta de sub-

codlgebras simples e todo subcodlgebra de C' é cosemisimples.

Demonstragao: Seja (C;);cri a familia de todas as subcoalgebras simples de C.
Vamos mostrar que a soma Zid C; ¢ direta. Se para algum j temos C; C Ziepj C;
entao por tem-se que C; C C para algum t € I — j. Como C; & simples segue
que C; = C}, uma contradicao.

Se D é uma subcolgebra de C' = @, C; entdo D = @),
codlgebra de C; para todo ¢ € I. Portanto, A; =0 ou A; = C;. |

A; em que A; é sub-
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No Capitulo 1 trabalhamos com algebras semisimples e para concluir esse trabalho
demonstramos um resultado simples porém importante que relaciona semisimplici-

dade e cosesisimplicidade.

Teorema 3.12 Seja C' uma codlgebra de diimensao finita. Entao C' € cosemisimples

se, e somente se, C* € dlgebra semisimples

Demonstracao: Jéa sabemos que C' é codlgebra cosemisimples se, e somente se, a
categoria dos C-comodulos a direita é semisimples. Também, C* é semisimples se, e
somente se, a categoria dos C*-modulos & esquerda é semisimples (veja a Proposicao

1.11)). Entao o resultado segue do fato de que essas categorias sao isomorfas. [ |
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