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Resumo

Neste trabalho apresentamos 
omo as extensões de álgebra sobre k-biálgebras in-

�uen
iam na 
onstrução de álgebras de Hopf.
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Introdução

No estudo de extensões é 
omum assumirmos que H é uma álgebra de Hopf. Uma

ex
eção é feita em [2℄, onde extensões fendidas sobre uma biálgebra são 
onsideradas.

Vemos que na verdade, podemos de�rnir extensões sobre k-biálgebras sem nenhuma

hipótese adi
ional, pois quando as de�nimos usualmente sobre álgebras de Hopf, não exigi-

mos nenhuma 
ondição sobre a antípoda.

Dentre as extensões, desta
amos aqui as extensões de Hopf-Galois introduzidas

por Chase e Sweedler em 1969, en que as idéias de ações de grupos sobre anéis 
omutativos

(extensões de Galois) foram estendidas para 
oações de álgebras de Hopf agindo sobre uma

k-álgebra 
omutativa, 
om k um anel 
omutativo. E generalizadas por Kreimer e Takeu
hi

no 
aso de álgebras de Hopf de dimensão �nita.

Nosso fo
o será mostrar que uma k-biálgebra que admite uma extensão de Hopf-

Galois é uma álgebra de Hopf, onde k é um anel 
omutativo.
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1 Extensões de Álgebras obtidas a partir de Álgebras de Hopf

Ini
iaremos este artigo apresentando um pou
o da teoria de extensões, para então

provarmos o prin
ipal resultado deste trabalho. Nos preo
uparemos aqui em demonstrar

apenas os resultados prin
ipais desta teoria, e que estão devidamente rela
ionados 
om a

demonstração do Teorema fundamental deste trabalho.

De�nição 1.1 Dizemos que B ⊂ A é uma H-extensão à direita se A é um H-
omódulo

álgebra 
om AcoH = B, onde A, B são álgebras e H é uma álgebra de Hopf.

1.1 Extensões Fielmente Planas

Ini
iamos esta seção de�nindo a estrutura de módulo �elmente plano, para então

darmos sequên
ia ao estudo de extensões �elmente planas, para maiores detalhes, indi
amos

[3℄.

De�nição 1.2 Seja P um módulo à direita sobre um anel R. Dizemos que PR é um módulo

�elmente plano se satisfaz qualquer uma das 
ondições do teorema abaixo, 
uja demonstração

pode ser vista em [3℄.

Teorema 1.3 Para qualquer módulo à direita P sobre um anel R, são equivalentes:

(i) A sequên
ia

M ′
ϕ

//M
ψ

//M ′′

é exata, se, e somente se,

P ⊗RM
′

// P ⊗RM // P ⊗RM
′′

é uma sequên
ia exata;

(ii) P é um módulo plano, e para qualquer R-módulo à esquerda M , P ⊗RM = 0

impli
a em M = 0;

(iii) P é um módulo plano, e o mor�smo φ :M ′ →M ′′
, na 
ategoria dos R-módulos

à esquerda (RM), é nulo se o mor�smo induzido IP ⊗ φ : P ⊗RM
′ → P ⊗RM

′′
é nulo.

Exemplo 1.4 Todo k-espaço vetorial, k 
orpo, é um k-módulo �elmente plano.

De�nição 1.5 Uma extensão B ⊂ A é dita �elmente plana se A é uma extensão em que

A é B-módulo �elmente plano.

Uma de�nição equivalente a esta, vista em [3℄, é dada por:
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De�nição 1.6 Uma extensão B ⊂ A, A, B k-álgebras, é dita �elmente plana à esquerda

se para qualquer mor�smo de B-módulos à direita f : M → N , f é injetora se, e somente

se, f ⊗ IA :M ⊗B A→ N ⊗B A é injetivo.

Para mostrarmos a propriedade 
itada a
ima, pre
isamos de�nir o que 
hamamos

de equalizador de dois mor�smos.

De�nição 1.7 Sejam os mor�smos f, g : M → N , 
hamamos de equalizador de f e g o


onjunto ker(f, g) = {m ∈M : f(m) = g(m)}.

Dizemos que o diagrama do equalizador

0 → L
h
→M

f

⇒
g
N

é exato se Im(h) = ker(f, g) e h for injetivo.

A partir de agora e no de
orrer do todo este artigo, a menos que se diga o 
ontrário,

assumimos que k é um anel 
omutativo 
om unidade.

Lema 1.8 Seja A uma k-álgebra k-�elmente plana e M um k-módulo à esquerda. Então a

sequên
ia

0 →M
θ
→ A⊗M

δ
→ A⊗A⊗M

é exata, onde θ(m) = 1A ⊗m e δ(a ⊗m) = a⊗ 1A ⊗m− 1A ⊗ a⊗m.

Demonstração: Como A é k-�elmente plano, basta mostrarmos que a sequên
ia

0 → A⊗kM
IA⊗θ
→ A⊗k A⊗kM

IA⊗δ
→ A⊗k A⊗k A⊗kM

é exata, ou seja, temos de mostrar que IA⊗θ é injetor e também que Im(IA⊗θ) = ker(IA⊗δ).

Seja

∑
ai ⊗mi ∈ ker(IA ⊗ θ) então

0 = (IA ⊗ θ)
(∑

ai ⊗mi

)
=

∑
ai ⊗ θ(mi) =

∑
ai ⊗ 1A ⊗mi

e apli
ando o mor�smo µ⊗ IM temos que

0 =
∑

ai ⊗mi,

portanto, IA ⊗ θ é injetivo.

Vejamos que Im(IA ⊗ θ) = ker(IA ⊗ δ).
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Claramente Im(IA ⊗ θ) ⊂ ker(IA ⊗ δ), pois

(IA ⊗ δ) ◦ (IA ⊗ θ) (
∑
ai ⊗mi) = IA ⊗ δ (

∑
ai ⊗ 1A ⊗mi)

=
∑
ai ⊗ 1A ⊗ 1A ⊗mi −

∑
ai ⊗ 1A ⊗ 1A ⊗mi = 0.

Por outro lado, seja

∑
ai ⊗ bi ⊗mi ∈ ker(IA ⊗ δ) então

0 = IA ⊗ δ
(∑

ai ⊗ bi ⊗mi

)
=

∑
ai ⊗ bi ⊗ 1A ⊗mi −

∑
ai ⊗ 1A ⊗ bi ⊗mi,

logo,

∑
ai⊗ 1A ⊗ bi⊗mi =

∑
ai⊗ bi⊗ 1A ⊗mi e apli
ando o mor�smo µ⊗ IA⊗ IM temos

que

∑
ai ⊗ bi ⊗mi =

∑
aibi ⊗ 1A ⊗mi = (IA ⊗ θ)

(∑
aibi ⊗mi

)
.

Assim, Im(IA ⊗ ε) = ker(IA ⊗ δ) e segue que a sequên
ia 0 → M
ε
→ A ⊗M

δ
→

A⊗A⊗M é exata por A ser k-�elmente plano.

�

1.2 Extensão Fendida

As extensões fendidas são extensões que possuem uma estrutura trivial, sendo


ara
terizadas por produtos 
ruzados. Ao �nal desta seção veremos um teorema que des
reve

tal 
ara
terização. Ini
iamos o 
apítulo de�nindo uma extensão fendida.

De�nição 1.9 Dizemos que uma H-extensão B ⊂ A é H-fendida (ou H-extensão fendida)

se existe um mor�smo de H-
omódulos à direita γ : H → A que é inversível por 
onvolução,

ou seja, se existe ψ : H → A tal que γ ∗ ψ = ψ ∗ γ = η ◦ ε.

Observe que 
omo Hom(H,A) é uma álgebra 
om unidade, sabemos que se o

inverso de um mor�smo φ, se existir, é úni
o.

Ainda, se ψ : A→ A⊗H é um mor�smo de álgebras, então

ψ∗ : Hom(H,A) → Hom(H,A⊗H)

φ 7→ ψ∗(φ) := ψ ◦ φ,

é um mor�smo de álgebras. E segue que ψ∗(φ) é inversível, se φ é inversível.

Note também que o mor�smo γ dado a
ima pode ser normalizado.
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De fato, seja γ̂ : H → A 
omo a
ima tal que γ̂(1H) := b. Notemos que b ∈ B, pois

ρ(b) = ρ ◦ γ̂(1H) = (γ̂ ⊗ IH) ◦∆(1H)

= γ̂(1H)⊗ 1H = b⊗ 1H .

E mais, b é inversível, pois

1A = η ◦ ε(1H) = γ̂ ∗ γ̂(1H)

= γ̂(1H)γ̂(1H) = bγ̂(1H).

Chamemos γ̂(1H) = b−1
, 
laramente b−1 ∈ B, pois

ρ(b−1) = (b−1b⊗ 1H)ρ(b
−1) = (b−1 ⊗ 1H)(b⊗ 1H)ρ(b

−1)

= (b−1 ⊗ 1H)ρ(b)ρ(b
−1) = (b−1 ⊗ 1H)ρ(bb

−1)

= b−1 ⊗ 1H .

Por �m, de�namos o mor�smo

γ : H → A

h 7→ b−1γ̂(h).

É fá
il ver que γ é 
olinear à direita e inversível por produto de 
onvolução, basta

de�nirmos γ : H → A por γ(h) = (γ̂b)(h) := γ̂(h)b. Assim, γ é unital 
omo queríamos.

O próximo teorema mostra que toda extensão fendida é de fato um produto 
ru-

zado. Sua demonstração pode ser en
ontrada em [3℄.

Teorema 1.10 Uma extensão B ⊂ A é H-fendida se, e somente se, A ≃ B#σH 
omo

álgebras.

1.3 Extensões de Hopf-Galois

Na teoria de grupos, dizemos que uma extensão algébri
a E ⊂ F (F\E) é galoisiana

(extensão de Galois) se F\E é uma extensão normal e separável. Por extensão normal,

entendemos que para todo α ∈ F , o polin�mio minimal Irr(α,E) tem todas as raízes em

F . Por separável, dizemos que para todo α ∈ F , Irr(α,E) tem raízes simples.

Podemos ver tais extensões, de forma mais geral, 
omo ações de grupos sobre anéis


omutativos. Essas idéias foram estendidas para 
oações de álgebras de Hopf agindo sobre

uma k-álgebra 
omutativa, 
om k um anel 
omutativo, ao que foram 
hamadas de extensões

de Hopf-Galois por Chase e Sweedler. E generalizadas por Kreimer e Takeu
hi no 
aso de
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álgebras de Hopf de dimensão �nita. Formalmente, sejam H uma álgebra de Hopf, A, B

álgebras.

De�nição 1.11 Dizemos que uma H-extensão B = AcoH ⊂ A 
om ρ : A → A ⊗ H

(estrutura de H-
omódulo de A), é H-Galois (H-extensão de Hopf-Galois) à direita se o

mor�smo

can : A⊗B A→ A⊗k H

de�nido por can(a⊗B b) = (a⊗ 1H)ρ(b) é bijetivo.

Podemos de�nir também as H-extensões de Hopf-Galois à esquerda, através do

mor�smo can′ dado por

can′ A⊗B A → A⊗k H

a⊗ b 7→ ρ(a)(b ⊗ 1H).

Se a antípoda, S, é bijetiva, temos o seguinte resultado:

A�rmação: O mor�smo can′ é bijetivo se, e somente se, o mor�smo can é bijetivo.

Seja φ ∈ End(A ⊗ H) tal que φ(a ⊗ h) = ρ(a)(1A ⊗ S(h)) e sua inversa φ−1 ∈

End(A⊗H) dada por φ−1(a⊗ h) = (1A ⊗ S−1(h))ρ(a). Assim, vemos que φ ◦ can = can′

e φ−1 ◦ can′ = can.

Portanto, can é bijetiva se, e somente se, can′ é bijetiva.

�

Observação 1.12 Para extensões de Hopf-Galois B ⊂ A, 
onsideraremos para todo h ∈ H,

li(h), ri(h) ∈ A, i ∈ I, uma quantidade �nita de termos tais que

1A ⊗ h =
∑

i

∑

(h)

li(h)ri(h)
(0) ⊗ ri(h)

(1) ∈ A⊗H (1)

Dizemos que

∑
li(h)⊗ ri(h) é uni
amente determinada 
omo a imagem inversa de

1A ⊗ h pelo isomor�smo can.

Vejamos ainda, que no 
ontexto das extensões algébri
as de 
orpos, as de�nições

de extensão de Galois e extensão de Hopf-Galois se equivalem.

Teorema 1.13 Seja F\E uma extensão algébri
a �nita e G = gal(F\E), então F\E é

uma extensão galoisiana se, e somente se, E ⊂ F é uma (EG)∗-extensão de Hopf Galois.
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Demonstração: (⇒) Tome G = {x1, x2, · · · , xn} e sejam {b1, b2, · · · , bn} uma E-base de

F , {p1, p2, · · · , pn} a base dual de (EG)∗ e uma 
oação dada por

ρ : F → F ⊗E (EG)∗

a 7→
n∑
i=1

(xi ⊲ a)⊗ pi.

A�rmação: E = F co((EG)∗)

De fato, seja a ∈ E, então

ρ(a) =
∑

a⊗ pi = a⊗
∑

pi = a⊗ 1(EG)∗ .

Por outro lado, seja b ∈ F co((EG)∗)
, logo, ρ(b) = b⊗ 1(EG)∗ , assim,

xi ⊲ b =
∑

b(0) < δxi , b
(1) >= b⇒ b ∈ E.

Portanto, E = F co((EG)∗)
.

De�nimos:

can : F ⊗E F → F ⊗E (EG)∗

a⊗ b 7→ (a⊗ 1(EG)∗)ρ(b) :=
∑
a(xi ⊲ b)⊗ pi.

Mostremos que can é injetivo. Seja w =
∑
aj ⊗ bj ∈ ker(can), então

0 = can(w) = can(
∑

aj ⊗ bj) =
∑

aj(xi ⊲ bj)⊗ pi

em que {bj} é base de F\E. Como {pi} é base de (EG)
∗
, 
on
luímos que

∑
aj(xi ⊲ bj) = 0,

para todo i, assim, aj = 0, pelo Lema de Dedekind (ver Lema ??) e o fato de A = (xi ⊲ bj)i,j

ser uma matriz inversível e portanto, w =
∑
aj ⊗ bj = 0.

Como dim(F ⊗E F ) = n2 = dim(F ⊗ (EG)∗), segue que can é sobrejetiva, e

portanto, bijetiva.

(⇐) Sabemos que dim(F ⊗E F ) = [F : E]2 e também que dim(F ⊗ (EG)∗) =

|G|[E : F ]. Logo, 
omo

dim(F ⊗E F ) = dim(F ⊗ (EG)∗),

temos que [F : E] = |G| e portanto, F\E é uma extensão galoisiana.

�

No próximo exemplo, 
ara
terizamos os anéis graduados 
omo extensões de Hopf-
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Galois. Antes de enun
iá-lo, lembramos que uma álgebra A ser fortemente graduada é o

mesmo que dizermos Ax ·Ay = Axy, para todo x, y ∈ G.

Exemplo 1.14 Sejam G um grupo e A uma álgebra G-graduada, ou seja, A é um kG-


omódulo álgebra via ρ : A → A ⊗ kG, dada por ρ(a) =
∑
x∈G

ax ⊗ x, em que a =
∑
x∈G

ax ∈

⊕
x∈G

Ax. Ainda, 
omo H = kG, segue que AcoH = Ae.

Então Ae ⊂ A é kG-extensão de Hopf-Galois se, e somente se, A é fortemente

graduada.

Vejamos agora um lema que nos dá algumas propriedades sobre a inversa do mor-

�smo can, 
om base no que foi de�nido na Observação 1.12.

Lema 1.15 Seja B ⊂ A uma H-extensão de Hopf-Galois. Es
revendo can−1(1A ⊗ h) =
∑
li(h)⊗ ri(h) 
omo na Observação 1.12. Então, para todo h ∈ H e a ∈ A, temos:

(i)

∑
a(0)li(a

(1))⊗ ri(a
(1)) = 1A ⊗ a;

(ii)

∑
li(h)ri(h) = ε(h)1A;

(iii)

∑
li(h) ⊗ ri(h)

(0) ⊗ ri(h)
(1) =

∑
li(h(1))⊗ ri(h(1))⊗ h(2)

Demonstração: (i) Seja a ∈ A, então

1A ⊗ a = can−1 ◦ can(1A ⊗ a)

= can−1
(∑

a(0) ⊗ a(1)
)

(∗)
=

∑
a(0)can−1(1A ⊗ a(1))

=
∑
a(0)li(a

(1))⊗ ri(a
(1)).

Notemos que (∗) é válido pois can−1
é um mor�smo de A-módulos à esquerda.

(ii) Seja h ∈ H, logo, temos

ε(h)1A = µ(IA ⊗ ε)(1A ⊗ h)

= µ(IA ⊗ ε)can ◦ can−1(1A ⊗ h)

= µ(IA ⊗ ε)
(∑

li(h)ri(h)
(0) ⊗ ri(h)

(1)
)

=
∑
li(h)ri(h)

(0)ε(ri(h)
(1))

=
∑
li(h)ri(h).

(iii) Para mostrarmos (iii), 
onsideramos o mor�smo can ⊗ IH e apli
amo-lo dos

dois lados da equação, então
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(can⊗ IH)
(∑

li(h)⊗ ri(h)
(0) ⊗ ri(h)

(1)
)
=

=
∑
li(h)ri(h)

(0)(0) ⊗ ri(h)
(0)(1) ⊗ ri(h)

(1)

=
∑
li(h)ri(h)

(0) ⊗ ri(h)
(1) ⊗ ri(h)

(2)

= (IA ⊗∆)
(∑

li(h)ri(h)
(0) ⊗ ri(h)

(1)
)

= (IA ⊗∆)(1A ⊗ h)

= 1A ⊗ h(1) ⊗ h(2).

Pelo outro lado, temos

(can ⊗ IH)
(∑

li(h(1))⊗ ri(h(1))⊗ h(2)
)
=

=
∑
li(h(1))ri(h(1))

(0) ⊗ ri(h(1))
(1) ⊗ h(2)

= 1A ⊗ h(1) ⊗ h(2).

O que mostra a igualdade (iii).

�

Finalizamos essa seção 
om um lema que 
ara
teriza uma extensão de Hopf-Galois

a partir de 
ertas propriedades dadas. Para sua demonstração, entretanto, pre
isamos antes

provar que existe um isomor�smo φ : ker(µ) → A ⊗C A/C, em que A é um H-
omódulo

álgebra à direita e C uma subálgebra de AcoH .

De fato, 
onsideremos a sequên
ia exata

0 → C
i
→֒ A

π
→ A/C → 0.

Tensorizando em A sobre C, temos a seguinte sequên
ia exata,

A⊗C C
IA⊗i
→֒ A⊗C A

IA⊗π
→ A⊗C A/C → 0.

Notemos que mesma 
inde, de fato, se 
onsiderarmos o mor�smo Λ : A→ A⊗C C,

de�nido por Λ(a) = a ⊗ 1C então Λ ◦ µ é um mor�smo de A ⊗C A → A ⊗C C tal que

Λ ◦ µ ◦ (IA ⊗ i) = IA⊗CC , ainda, vemos que IA ⊗ i é injetora, pois 
omo

(Λ ◦ µ) ◦ (IA ⊗ i) = IA ⊗C e,

temos que Λ ◦ µ é epimor�smo e IA ⊗ i é monomor�smo, e que

0 → A⊗C C → A⊗C A→ A⊗C A/C → 0
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é exata e 
indida.

Assim, 
omo a sequên
ia 
inde, existe Q ⊂ A⊗CA tal que A⊗CA = Im(IA⊗i)⊕Q

e deduzimos que Q = ker(Λ ◦ µ). Se provarmos que Λ é injetora, obtemos que Q = ker(µ),

mas, temos a apli
ação k-linear

p : A⊗C C → A

a⊗ c 7→ ac,

e 
omo p ◦ Λ = IA, temos que Λ é injetora.

Lema 1.16 Sejam A um H-
omódulo álgebra à direita e C uma subálgebra de AcoH tal que

ψ : A⊗C A → A⊗H

a⊗ b 7→
∑
ab(0) ⊗ b(1)

é bijetivo e exista s : A→ C homomor�smo unital e C-linear à direita. Então C = AcoH e

A é uma extensão H-Galois de C.

Demonstração: Claramente C ⊆ AcoH . Mostremos que AcoH ⊆ C.

Notamos primeiramente que dado x ∈ AcoH , temos,

1A ⊗ x = ψ−1(ψ(1A ⊗ x)) =
∑
ψ−1(x(0) ⊗ x(1))

= ψ−1(x⊗ 1H) = ψ−1(ψ(x⊗ 1A)) = x⊗ 1A.

Então, 
omo existe o isomor�smo φ : ker(µ) → A⊗C A/C dado por φ(
∑
ai⊗ bi) =

∑
ai⊗ [bi]C . Temos que, em parti
ular, φ leva 1A⊗x−x⊗ 1A em 1A⊗ [x]C , daí, apli
ando

o mor�smo µ ◦ (s ⊗ I) em 1A ⊗ [x]C , temos que 0 = µ ◦ (s ⊗ IA/C)(1A ⊗ [x]C) = [x]C , ou

seja, x ∈ C 
omo queríamos.

�

1.4 Extensões Fendidas e a Propriedade da Base Normal

Um teorema 
lássi
o da teoria de Galois diz que se F\E é uma extensão de Galois

�nita de 
orpos, e G é o grupo de Galois asso
iado, então F\E tem uma base normal, isto

é, existe a ∈ F tal que o 
onjunto {x ⊲ a : x ∈ G} é uma base para F sobre E (vide [?℄).

Assim 
omo na seção anterior, estenderemos essa noção para H-extensões de Galois.

De�nição 1.17 Seja B ⊂ A uma H-extensão à direita. Dizemos que ela tem a propriedade

da base normal se A ≃ B ⊗H 
omo B-módulo à esquerda e H-
omódulo à direita.
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O exemplo abaixo nos mostra que a de�nição de base normal para extensões de

Hopf-Galois é equivalente a de�nição 
lássi
a de base normal para extensões de Galois,

quando a álgebra de Hopf H tem dimensão �nita.

Exemplo 1.18 Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão �nita, dimH = n, e B ⊂ A

uma H-extensão. Consideremos H∗
agindo sobre A, 
om AH

∗

= B.

Suponhamos que A tenha uma base normal no sentido usual. Isto é, existe u ∈ A

e {fi} ⊂ H∗
tais que {f1 ⊲ u, f2 ⊲ u, · · · , fn ⊲ u} é uma base para o B-módulo livre à

esquerda A.

Lembramos que, se 0 6= t ∈
∫ l
H então H ≃ H∗ ⇀ t, isto é,

ψ : H∗ → H

f 7→ (f ⇀ t).

é isomor�smo de H∗
-módulo à esquerda. E portanto, de�nimos

φ : B ⊗H → A

b⊗ (f ⇀ t) 7→ b(f ⊲ u).

Como B⊗H é um H∗
-módulo à esquerda 
om ação dada por f ·(b⊗h) = b⊗(f ⇀ h),

segue pela dualidade, que B ⊗H tem estrutura de H-
omódulo à direita, 
om 
oação dada

por (I ⊗∆).

Além disso, o mor�smo φ dado a
ima é um mor�smo de H∗
-módulo à esquerda e

portanto, mor�smo de H-
omódulo à direita, e 
laramente, φ é isomor�smo de B-módulo à

esquerda.

Por outro lado, 
onsideremos A ≃ B ⊗H. Seja {f1, f2, · · · , fn} uma k-base para

H∗
, então

{1B ⊗ (f1 ⇀ t), 1B ⊗ (f2 ⇀ t), · · · , 1B ⊗ (fn ⇀ t)}

é uma B-base para B ⊗H.

Daí, via φ : B ⊗H
≃
→ A, segue que

{f1 ⊲ u, f2 ⊲ u, · · · , fn ⊲ u}

é base de A, em que u = φ(1B ⊗ t).

O próximo exemplo, na verdade um 
ontra-exemplo, eviden
ia que nem toda ex-

tensão de Hopf-Galois tem a propriedade da base normal.
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Exemplo 1.19 Seja A =M3(k). A é Z2-graduado pelos 
onjuntos

A0 =




k k 0

k k 0

0 0 k


 e A1 =




0 0 k

0 0 k

k k 0


 .

É fá
il vermos que A é fortemente graduado, logo, pelo Exemplo 1.14, A0 ⊂ A é

uma extensão de Hopf-Galois. Porém, A 6≃ A0 ⊗ kZ2, pois dim(A) = 9 6= 10 = (dimA0 ⊗

kZ2).

Para �nalizarmos essa seção, rela
ionamos as extensões fendidas 
om as extensões

de Hopf-Galois que possuem a propriedade da base normal através do seguinte teorema, e

mostramos algumas apli
ações.

Teorema 1.20 Seja B ⊂ A uma H-extensão, então são equivalentes:

(i) B ⊂ A é H-fendida;

(ii) B ⊂ A é H-extensão de Hopf-Galois e tem a propriedade da base normal.

O 
orolário a seguir rela
iona as extensões de Hopf-Galois que possuem a propri-

edade da base normal 
om o produto 
ruzado de B 
om H. A demonstração segue do

teorema a
ima e do Teorema 1.10.

Corolário 1.21 Seja B ⊂ A uma H-extensão à direita. Então B ⊂ A é H-extensão de

Hopf-Galois 
om a propriedade da base normal se, e somente se, A ≃ B#σH.

A partir deste 
orolário, vemos que dada uma extensão de Hopf-Galois fendida,


onseguimos determinar o 
o
i
lo e a ação do 
o
i
lo, que de�nem a estrutura de produto


ruzado, através das fórmulas:

σγ(h⊗ l) :=
∑

γ(h(1))γ(l(1))γ(h(2)l(2));

h ⊲γ b :=
∑

γ(h(1))bγ(h(2)),

em que h, l ∈ H, b ∈ B = AcoH e γ : H → A é um mor�smo fenda.

Por outro lado, 
om a ajuda de γ, podemos 
onstruir um mor�smo de B-módulos

à esquerda, unital, que nos permite 
al
ular o 
o
i
lo σγ de maneira mais simples que a

dada a
ima. A saber, de�nimos

sγ A → B

a 7→ µ ◦ (IA ⊗ γ) ◦ ρ(a).

12



Lema 1.22 Seja A uma H-extensão Hopf-Galois fendida. Então o 
o
i
lo σγ é dado por

σγ = sγ ◦ µ ◦ (γ ⊗ γ),

em que γ é um mor�smo fenda.

Demonstração: Sejam h, l ∈ H, então,

sγ ◦ µ ◦ (γ ⊗ γ)(h⊗ l) = sγ(γ(h)γ(l))

= µ ◦ (IA ⊗ γ)ρ(γ(h))ρ(γ(l))

= µ ◦ (IA ⊗ γ)((γ ⊗ IH) ◦∆(h))((γ ⊗ IH) ◦∆(l))

= µ ◦ (IA ⊗ γ)(γ(h(1))γ(l(1))⊗ h(2)l(2))

= µ((γ(h(1))γ(l(1))⊗ γ(h(2)l(2)))) = σγ(h⊗ l).

�

Salientamos ainda que, 
om a ajuda do mor�smo translação τ : H → A ⊗B A

de�nido por τ(h) := can−1(1⊗h) =
∑
li(h)⊗ri(h), podemos 
al
ular o mor�smo γ : H → A.

A saber,

µ ◦ (IA ⊗ sγ) ◦ τ(h) = li(h)sγ(ri(h))

= li(h)(ri(h))
(0)γ((ri(h))

(1))

= (µ ◦ (IA ⊗ γ) ◦ can)(
∑
li(h)⊗ ri(h))

= (µ ◦ (IA ⊗ γ) ◦ can)(can−1(1⊗ h)) = γ(h).

E portanto, γ = (µ ◦ (IA ⊗ sγ) ◦ τ).

2 Uma biálgebra que admite extensão de Hopf-Galois é uma

álgebra de Hopf

Nesta sessão, veremos 
omo as extensões de�nidas anteriormente in�uem na 
ons-

trução de álgebras de Hopf, desde que as 
onsideremos de�nidas sobre biálgebras. Nosso

objetivo é 
onstruir um mor�smo S, 
hamado de antípoda, que é o inverso por produto de


onvolução do mor�smo identidade.

Lembramos que, dado um mor�smo inversível por 
onvolução ψ : H → A, 
om

inversa ψ, e um mor�smo de álgebras φ : A → A ⊗ H, a 
omposta φ ◦ ψ é inversível por

produto de 
onvolução, 
om inversa φ ◦ ψ.

Os próximos dois resultados 
omeçam a dar base para a 
onstrução do mor�smo

13



S. Neles, rela
ionamos a noção de extensão, ou seja, o fato de A ser um H-
omódulo

álgebra, 
om a noção de integral total, ou seja, a existên
ia de um mor�smo φ : H → A de

H-
omódulo à direita, ou seja, ρA ◦ φ = (φ ⊗ IH) ◦ ∆. Notamos que a noção de Integral

é diferente do mor�smo fenda, uma vez que o mor�smo φ não é ne
essariamente inversível

por produto de 
onvolução.

Lembramos que de agora, e até o �nal deste trabalho, 
onsideramos H uma k-

biálgebra.

Lema 2.1 Seja φ : H → A um mor�smo de k-módulo. Se φ é uma integral total sobre H

então ρA ◦ φ = (i1 ◦ φ) ∗ η0, em que:

i1 : A → A⊗H

a 7→ a⊗ 1H
e

η0 : H → A⊗H

h 7→ 1A ⊗ h.

Demonstração: Como φ é uma integral total sobre H, sabemos que ρA◦φ = (φ⊗IH)◦△H ,

logo

ρA ◦ φ(h) = (φ⊗ IH) ◦ △H(h)

=
∑
φ(h1)⊗ h2.

Por outro lado,

(i1 ◦ φ) ∗ η0(h) = µ (
∑

(i1 ◦ φ(h1))⊗ η0(h2))

=
∑
µ((φ(h1)⊗ 1H)⊗ (1A ⊗ h2))

=
∑
φ(h1)⊗ h2.

E portanto, vale a igualdade.

�

Proposição 2.2 Seja φ : H → A um mor�smo de k-módulos, tal que φ é uma integral total

inversível por 
onvolução sobre H, ou seja, um mor�smo fenda, então:

(i) O mor�smo η0 dado a
ima é inversível por 
onvolução;

(ii) Se existe um mor�smo de álgebras α : A → k, então IH é inversível por


onvolução.

Demonstração: (i) Vimos a
ima que ρA ◦ φ = (i1 ◦ φ) ∗ η0. Como φ é inversível por


onvolução e ρA e i1 são mor�smos de álgebra, temos que ρA ◦ φ e i1 ◦ φ são inversíveis por


onvolução e segue que η0 é inversível por 
onvolução.

(ii) Notemos que (α ⊗ IH) ◦ η0 = IH , logo, IH é invertível por 
onvolução usando

(i).
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�

Um resultado imediato que tiramos da proposição a
ima é que se H é uma extensão

fendida sobre H, então H é uma álgebra de Hopf, pois HcoH = k neste 
aso.

O próximo 
orolário é um 
aso parti
ular do prin
ipal resultado desse trabalho, o

Teorema 2.5, provado mais adiante. Nele 
onsideramos que a extensão dada é fendida, o

que é um resultado mais forte do que trabalharmos 
om extensões de Hopf-Galois, 
omo

observamos no Teorema 1.20, Seção 1.4.

Corolário 2.3 Se A é H-fendida e k-�elmente plana, então H é uma álgebra de Hopf.

Os próximos resultados, assim 
omo o último lema deste 
apítulo, dão os passos

�nais para a demonstração do teorema. O primeiro trata de algumas propriedades de

extensões de Hopf-Galois não tratadas no Capítulo 2. O último, mais té
ni
o por exigir

apenas a 
ondição de 
oálgebra ao invés da habitual k-biálgebra que estamos 
onsiderando

neste 
apítulo, estabele
e uma propriedade importante sobre k-álgebras �elmente planas,

justi�
ando o porquê desta 
ondição apare
er 
omo hipótese do teorema.

Proposição 2.4 Sejam H uma k-biálgebra, E uma k-álgebra, B ⊂ A uma H-extensão de

Hopf-Galois e α : A→ E um mor�smo de álgebra, onde E é um A-bimódulo 
om estrutura

dada por:

a · x = α(a)x e x · a = xα(a), para todo a ∈ A, e todo x ∈ E.

Então apli
ando o funtor HomB−(−, E), em que B−
é uma notação para B-módulo

à esquerda, em can : A⊗B A→ A⊗H temos que

ω : HomB−(A⊗H,E) → HomB−(A⊗B A,E)

f 7→ f ◦ can,

é um isomor�smo de k-módulos à esquerda. E também, temos que

π : Hom(H,E) → HomB−(A,E)

f 7→ π(f),

em que π(f)(a) =
∑
α(a(0))f(a(1)), é um isomor�smo de B-bimódulos.

Demonstração: Mostraremos primeiro que ω é um isomor�smo de k-módulos, demons-

trando a injetividade e a sobrejetividade. Notemos que ω é 
laramente um mor�smo de

k-módulos.

15



Seja f ∈ ker(ω) então

0 = ω(f)
(∑

ai ⊗ bi

)
para todo

∑
ai ⊗ bi ∈ A⊗B A.

Vejamos que f ≡ 0.

De fato, para todo

∑
ai ⊗ hi ∈ A⊗H,

f (
∑
ai ⊗ hi) = f ◦ (can ◦ can−1) (

∑
ai ⊗ hi)

= f ◦ can(can−1 (
∑
ai ⊗ hi))

= ω(f)(can−1 (
∑
ai ⊗ hi)) = 0.

Seja agora ψ ∈ HomB−(A ⊗B A,E). De�namos o mor�smo γ := ψ ◦ can−1 ∈

Hom(A⊗H,E). Daí

ω(γ) = ω(ψ ◦ can−1) = (ψ ◦ can−1) ◦ can = ψ ◦ (can−1 ◦ can) = ψ


omo queríamos.

Por �m π é um isomor�smo de B-bimódulos. Para tanto, 
onsideramos as estru-

turas de B-bimódulo em Hom(H,E) e HomB−(A,E) dadas por (b1fb2)(h) = b1 · (f(h)) · b2

e (b1f
′b2)(a) = f ′(ab1) · b2 respe
tivamente, para todo b1, b2 ∈ B, a ∈ A, h ∈ H, f ∈

Hom(H,E) e todo f ′ ∈ HomB−(A,E).

Notemos que π está bem de�nida pois

π(f)(ba) =
∑
α((ba)(0))f((ba)(1))

=
∑
α(b(0))α(a(0))f(b(1)a(1))

= α(b)(
∑
α(a(0))f(a(1)))

= b · π(f)(a),

para todo f ∈ Hom(H,E), a ∈ A e b ∈ B = AcoH .

E π é um mor�smo de B-bimódulos, pois

π(b1 · f · b2)(a) = α(
∑
a(0))(b1 · f · b2)(a

(1))

=
∑
α(a(0))α(b1)f(a

(1))α(b2)

=
∑
α(a(0)b

(0)
1 )f(a(1)b

(1)
1 )α(b2)

= π(f)(ab1) · b2

= b1 · π(f) · b2(a),
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para todo f ∈ Hom(H,E), a ∈ A e b1, b2 ∈ B.

Ainda, seja f ∈ ker(π) então 0 = π(f)(a) =
∑
α(a(0))f(a(1)) e

f(h) = α(1A)f(h)

= µ(α⊗ f)(1A ⊗ h)

= µ(α⊗ f)can ◦ can−1(1A ⊗ h)

= µ(α⊗ f)
∑
li(h)ri(h)

(0) ⊗ ri(h)
(1)

=
∑
α(li(h)ri(h)

(0))f(ri(h)
(1))

=
∑
α(li(h))α(ri(h)

(0))f(ri(h)
(1))

= α(li(h))π(f)(ri(h)) = 0,

para todo h ∈ H, em que

∑
li(h)⊗ ri(h) = can−1(1A ⊗ h) dada na Observação 1.12, o que

impli
a 1A ⊗ h =
∑
li(h)ri(h)

(0) ⊗ ri(h)
(1)
.

Por �m, seja F ∈ HomB−(A,E), de�namos F̃ : A⊗ A→ E dada por F̃ (a⊗ b) =
∑
a · F (b). Como F̃ ∈ HomB−(A ⊗ A,E) então existe F̂ ∈ HomB−(A ⊗ H,E) tal que

F̂ ◦ can = F̃ .

Assim, de�na f : H → E tal que f(h) = F̂ (1A ⊗ h), daí

π(f)(a) =
∑
α(a(0)) · f(a(1))

= F̂ (
∑
a(0) ⊗ a(1))

= F̃ (1A ⊗ a)

= F (a).

Portanto π é um isomor�smo de B-bimódulos 
omo queríamos.

�

Teorema 2.5 Seja H uma k-biálgebra e A uma extensão H-Galois à direita de B = AcoH

tal que A é k-�elmente plano sobre k. Então H é uma álgebra de Hopf.

Demonstração: Queremos ver se existe S : H → H inversa por 
onvolução de IH . Para

tanto, 
onsideremos

Ŝ : H → A⊗H

h 7→
∑
li(h)

(0)ri(h) ⊗ li(h)
(1).

Mostremos que o mor�smo η0 dado por η0(h) = 1A ⊗ h visto no Lema 2.1 é o

inverso por 
onvolução de Ŝ. Ou seja, temos de ver que:

(a)

∑
li(h(1))

(0)ri(h(1))⊗ li(h(1))
(1)h(2) = ε(h)1A ⊗ 1H .

(b)

∑
li(h(2))

(0)ri(h(2))⊗ h(1)li(h(2))
(1) = ε(h)1A ⊗ 1H .
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Para (a) usamos o Lema 1.15, itens (ii) e (iii), ou seja, as equações

∑
li(h)ri(h) = ε(h)1A

e

∑
li(h)⊗ ri(h)

(0) ⊗ ri(h)
(1) =

∑
li(h(1))⊗ ri(h(1))⊗ h(2),

respe
ivamente, juntamente 
om a apli
ação

ψ : A⊗A⊗H → A⊗H

x⊗ y ⊗ h 7→
∑
x(0)y ⊗ x(1)h.

Assim,

∑
li(h(1))

(0)ri(h(1))⊗ li(h(1))
(1)h(2) = ψ

(∑
li(h(1))⊗ ri(h(1))⊗ h(2)

)

(iii)
= ψ

(∑
li(h)⊗ ri(h)

(0) ⊗ ri(h)
(1)

)

=
∑
li(h)

(0)ri(h)
(0) ⊗ li(h)

(1)ri(h)
(1)

= ρ(
∑
li(h)ri(h))

(ii)
= ρ(ε(h)1A)

= ε(h)1A ⊗ 1H .

Para (b) usamos a Proposição 2.4, 
onsiderando E = A ⊗ H, juntamente 
om o

mor�smo

can′ : A⊗A → A⊗H

x⊗ y 7→
∑
x(0)y ⊗ x(1),

e a equação (i) do Lema 1.15, ou seja,

∑
a(0)li(a

(1))⊗ ri(a
(1)) = 1A ⊗ a.

De�namos

f : H → A⊗H

h 7→
∑
li(h(2))

(0)ri(h(2))⊗ h(1)li(h(2))
(1)

e ainda g : H → A⊗H por g(h) = ε(h)1A ⊗ 1H . Vejamos que para todo a ∈ A, π(f)(a) =

π(g)(a) . De fato,
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π(f)(a) =
∑
a(0)f(a(1))

=
∑
a(0)li(a

(1)
(2))

(0)ri(a
(1)
(2))⊗ a

(1)
(1)li(a

(1)
(2))

(1)

=
∑
a(0)li(a

(2))(0)ri(a
(2))⊗ a(1)li(a

(2))(1)

=
∑

(a(0)li(a
(1)))(0)ri(a

(1))⊗ (a(0)li(a
(1)))(1)

(∗)
= a⊗ 1H ,

notemos que (∗) é verdadeira desde que apliquemos o mor�smo can′ em (i) do Lema 1.15

pois

a⊗ 1H = can′(1A ⊗ a) = can′
(∑

a(0)li(a
(1))⊗ ri(a

(1))
)

=
∑

(a(0)li(a(1)))
(0)ri(a(1))⊗ (a(0)li(a(1)))

(1).

Por outro lado,

π(g)(a) =
∑

a(0)g(a(1)) =
∑

a(0)ε(a(1))1A ⊗ 1H = a⊗ 1H .

Assim, π(f)(a) = π(g)(a) para todo a ∈ A, 
omo queríamos e segue que f = g

pois π é um mor�smo injetor.

Portanto Ŝ ∗ η0 = ηA⊗H ◦ εH = η0 ∗ Ŝ, onde ηA⊗H é a unidade em A ⊗H. Logo,

apli
ando o Lema 2.6, temos que IH : H → H é inversível por 
onvolução, e portanto sua

inversa, S, será o que entendemos por antípoda da álgebra de Hopf, o que nos diz que H é

uma álgebra de Hopf.

�

Lema 2.6 Seja C uma k-
oálgebra, H uma k-álgebra e um mor�smo de k-módulos f : C →

H. Se existe uma k-álgebra k-�elmente plana A tal que

f̂ : C → A⊗H

c 7→ 1A ⊗ f(c).

é inversível por 
onvolução, então f também é inversível por 
onvolução.

Demonstração: A idéia da demonstração é en
ontrarmos um mor�smo g : C → H tal que

f ∗ g = ηH ◦ εC = g ∗ f .

Para tanto, 
omo H pode ser visto 
omo um k-módulo, usaremos o Lema 1.8 que

nos diz que

0 → H
η0
→ A⊗H

η1
⇒
η2
A⊗A⊗H

é exata. Ou seja, H é um equalizador de η1 e η2, onde η0(h) = 1A⊗h, η1(a⊗h) = a⊗1A⊗h
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e η2(a⊗ h) = 1A ⊗ a⊗ h.

Sendo ĝ a inversa por 
onvolução de f̂ , notamos que η1 ◦ ĝ é inversa de η1 ◦ f̂ e que

η2 ◦ ĝ é inversa de η2 ◦ f̂ pelo Lema ??, e que η1 ◦ f̂ = η2 ◦ f̂ o que impli
a η1 ◦ ĝ = η2 ◦ ĝ

pela uni
idade da inversa.

Daí, pela propriedade universal do equalizador, existe úni
o g : C → H tal que

ĝ = η0 ◦ g. Mostremos que g é inversa por 
onvolução de f . Notamos primeiro que

ε(c)1A ⊗ 1H = ĝ ∗ f̂(c)

= µ
(∑

ĝ(c(1))⊗ f̂(c(2))
)

=
∑
µ((1A ⊗ g(c(1)))⊗ (1A ⊗ f(c(2))))

=
∑

1A ⊗ g(c(1))f(c(2)).

O que impli
a em η0(ε(c)1H ) = η0
(∑

g(c(1))f(c(2))
)
e 
omo η0 é injetivo, segue

que g é inversa por 
onvolução à esquerda de f . Analogamente, obtemos o resultado à

direita e portanto, g é inverso por 
onvolução de f .

�
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