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Resumo

Neste trabalho apresentamos como as extensoes de &lgebra sobre k-bidlgebras in-

fluenciam na construcgao de algebras de Hopf.
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Introducao

No estudo de extensdes é comum assumirmos que H é uma algebra de Hopf. Uma

excecao é feita em [2], onde extensoes fendidas sobre uma bidlgebra sao consideradas.

Vemos que na verdade, podemos defirnir extensoes sobre k-bidlgebras sem nenhuma
hipotese adicional, pois quando as definimos usualmente sobre algebras de Hopf, ndo exigi-

mos nenhuma, condic¢ao sobre a antipoda.

Dentre as extensoes, destacamos aqui as extensoes de Hopf-Galois introduzidas
por Chase e Sweedler em 1969, en que as idéias de acoes de grupos sobre anéis comutativos
(extensoes de Galois) foram estendidas para coacoes de algebras de Hopf agindo sobre uma
k-algebra comutativa, com k um anel comutativo. E generalizadas por Kreimer e Takeuchi

no caso de algebras de Hopf de dimensao finita.

Nosso foco serd mostrar que uma k-bidlgebra que admite uma extensao de Hopf-

Galois é uma algebra de Hopf, onde k£ é um anel comutativo.



1 Extensoes de Algebras obtidas a partir de Algebras de Hopf

Iniciaremos este artigo apresentando um pouco da teoria de extensdes, para entao
provarmos o principal resultado deste trabalho. Nos preocuparemos aqui em demonstrar
apenas os resultados principais desta teoria, e que estao devidamente relacionados com a

demonstracao do Teorema fundamental deste trabalho.

Definigao 1.1 Dizemos que B C A é uma H-extensao a direita se A é um H-comddulo

AcoH

dlgebra com = B, onde A, B sao dlgebras e H é uma dlgebra de Hopf.

1.1 Extensoes Fielmente Planas

Iniciamos esta secao definindo a estrutura de médulo fielmente plano, para entao

darmos sequéncia ao estudo de extensoes fielmente planas, para maiores detalhes, indicamos
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Definicao 1.2 Seja P um mddulo a direita sobre um anel R. Dizemos que Pr € um mddulo
fielmente plano se satisfaz qualquer uma das condigoes do teorema abaizo, cuja demonstracao

pode ser vista em [3].

Teorema 1.3 Para qualquer mddulo a direita P sobre um anel R, sdo equivalentes:
(i) A sequéncia

Y

MILM%M”

¢é exata, se, e somente se,
P®RMI—>P®RM—>P®RM”

é uma sequéncia exata;

(ii) P ¢ um modulo plano, e para qualquer R-moédulo a esquerda M, P @r M =0
implica em M = 0;

(iii) P & um modulo plano, e o morfismo ¢ : M’ — M" | na categoria dos R-mo6dulos

a esquerda (g9M), é nulo se o morfismo induzido Ip ® ¢ : P@r M’ — P ®gr M" é nulo.
Exemplo 1.4 Todo k-espaco vetorial, k corpo, € um k-mddulo fielmente plano.

Definigao 1.5 Uma extensao B C A € dita fielmente plana se A é uma extensio em que

A é B-mddulo fielmente plano.

Uma defini¢ao equivalente a esta, vista em [3], ¢ dada por:



Definicao 1.6 Uma extensio B C A, A, B k-dlgebras, ¢ dita fielmente plana & esquerda
se para qualqguer morfismo de B-mddulos a direita f : M — N, f € injetora se, e somente

se, fRIp: M A— NQpgA ¢ injetivo.

Para mostrarmos a propriedade citada acima, precisamos definir o que chamamos

de equalizador de dois morfismos.

Definicao 1.7 Sejam os morfismos f,g : M — N, chamamos de equalizador de f e g o

conjunto ker(f,g) ={m € M : f(m)=g(m)}.

Dizemos que o diagrama do equalizador

h f
O—L—+M=N
g

é exato se I'm(h) = ker(f,g) e h for injetivo.
A partir de agora e no decorrer do todo este artigo, a menos que se diga o contrario,

assumimos que k é um anel comutativo com unidade.

Lema 1.8 Seja A uma k-dlgebra k-fielmente plana e M um k-mddulo & esquerda. Entdo a
sequéncia

0sMAAeMSA0AeM
¢ exata, onde (m) =1a@medla®@m)=a®R13@dm—14®a®@m.

Demonstracao: Como A é k-fielmente plano, basta mostrarmos que a sequéncia
0—)A®kML@;GA@]CA@]CMIA—@;(SA@]CA@]CA@]CM

¢ exata, ou seja, temos de mostrar que I4®0 ¢ injetor e também que Im(I4®0) = ker(14®0).

Seja > a; ® m; € ker(l4 ® 6) entao
0=(Ia®0) (Za@@mi) :Zai®9(mi) = Z%’@lA@mi
e aplicando o morfismo u ® Ij; temos que

O:Zai®mi,

portanto, I4 ® 0 é injetivo.

Vejamos que Im(l4 ® 0) = ker(I4 ® 9).



Claramente I'm(l4 ® 6) C ker(I4 ® §), pois

(Ia®8)o(Ia®0) (X ai®@m;) = Ia®6(3a; ®14@m;)
= >0l ®1a0m;—>a;®1a®14®m; =0.

Por outro lado, seja Y a; ® b; ® m; € ker(I4 ® ¢) entdo
0=Ly 00 (Y awbhom) =D aobolicm -y aolyobomn,

logo, Y a;®14®@b;@m; = > a; ®b; ® 14 ®m; e aplicando o morfismo u ® I4 ® I3y temos

que

Zai®bi®mi:2aibi®1,4®mi:(IA®6?) <Zalb,®ml)

Assim, Im(I4 ® €) = ker(I4 ® 0) e segue que a sequéncia 0 — M = A®@ M KN
A® A® M é exata por A ser k-fielmente plano.

1.2 Extensao Fendida

As extensoes fendidas sdo extensdes que possuem uma estrutura trivial, sendo
caracterizadas por produtos cruzados. Ao final desta se¢do veremos um teorema que descreve

tal caracterizacao. Iniciamos o capitulo definindo uma extensao fendida.

Definigao 1.9 Dizemos que uma H-extensao B C A é H-fendida (ou H-extensao fendida)
se existe um morfismo de H-comddulos a direita v : H — A que € inversivel por convolugao,

ou seja, se existe Y : H — A tal que yx =1 xy=mnoe.

Observe que como Hom(H,A) é uma algebra com unidade, sabemos que se o
inverso de um morfismo ¢, se existir, é tnico.

Ainda, se ¥ : A - A ® H é um morfismo de dlgebras, entao

Yy : Hom(H,A) — Hom(H,A® H)
¢ = ¢*(¢) ::¢O¢’

¢ um morfismo de algebras. E segue que 1,(¢) é inversivel, se ¢ é inversivel.

Note também que o morfismo v dado acima pode ser normalizado.



De fato, seja 7 : H — A como acima tal que 7(1g) := b. Notemos que b € B, pois

p(b) = poA(ly)=(AF@Iny)o A(ln)
= 31x)®1lg =b®1p.

E mais, b é inversivel, pois

la = noe(ly) = 3*3(1g)
= 0mA(n) = WV(in).

Chamemos J(1g) = b, claramente b~! € B, pois

p0~h) = (b b 1g)p(bh) = (b'@1g) b 1g)pd?)
= (' @1g)p®)p®™!) = (071 @1g)pdb")
= b_l ®1g.

Por fim, definamos o morfismo

v: H — A
h — b7 5(h).

E facil ver que v é colinear a direita e inversivel por produto de convolucio, basta
definirmos 7 : H — A por F(h) = (3b)(h) := 3(h)b. Assim, ~ ¢ unital como queriamos.
O préximo teorema mostra que toda extensao fendida é de fato um produto cru-

zado. Sua demonstragdo pode ser encontrada em [3].

Teorema 1.10 Uma extensio B C A é H-fendida se, e somente se, A ~ B#,H como

dlgebras.

1.3 Extensoes de Hopf-Galois

Na teoria de grupos, dizemos que uma extensao algébrica E C F' (F\E) é galoisiana
(extensdo de Galois) se F'\E é uma extensdo normal e separavel. Por extensdo normal,
entendemos que para todo o € F, o polinomio minimal Irr(a, E) tem todas as raizes em
F'. Por separavel, dizemos que para todo o € F, Irr(a, E) tem raizes simples.

Podemos ver tais extensoes, de forma mais geral, como acoes de grupos sobre anéis
comutativos. Essas idéias foram estendidas para coagoes de dlgebras de Hopf agindo sobre
uma k-algebra comutativa, com k£ um anel comutativo, ao que foram chamadas de extensoes

de Hopf-Galois por Chase e Sweedler. E generalizadas por Kreimer e Takeuchi no caso de



algebras de Hopf de dimensao finita. Formalmente, sejam H uma algebra de Hopf, A, B

algebras.

Definicao 1.11 Dizemos que uma H-extensio B = A" c A comp: A - A® H
(estrutura de H-comddulo de A), é H-Galois (H-extensao de Hopf-Galois) a direita se o
morfismo

can: AQp A — AR H
definido por can(a ®p b) = (a ® 1g)p(b) € bijetivo.

Podemos definir também as H-extensoes de Hopf-Galois & esquerda, através do

morfismo can’ dado por

can’ ARpA — AL H
a®b — pla)(b®1ly).

Se a antipoda, .S, é bijetiva, temos o seguinte resultado:

Afirmacao: O morfismo can’ ¢é bijetivo se, e somente se, o morfismo can é bijetivo.

Seja ¢ € End(A ® H) tal que ¢(a ® h) = p(a)(14 ® S(h)) e sua inversa ¢! €
End(A® H) dada por ¢~ *(a® h) = (14 ® S~(h))p(a). Assim, vemos que ¢ o can = can’
e ¢~ ocan’ = can.

Portanto, can é bijetiva se, e somente se, can’ é bijetiva.

Observacgao 1.12 Para extensoes de Hopf-Galois B C A, consideraremos para todo h € H,

li(h), ri(h) € A, i € I, uma quantidade finita de termos tais que
La@h=> > Lnrin) 2 erm)" cAcH (1)
i (h)

Dizemos que Y li(h) @r;(h) € unicamente determinada como a imagem inversa de

14 ® h pelo isomorfismo can.

Vejamos ainda, que no contexto das extensOes algébricas de corpos, as defini¢oes

de extensao de Galois e extensdao de Hopf-Galois se equivalem.

Teorema 1.13 Seja F\E uma extensao algébrica finita e G = gal(F\E), entio F\E ¢

uma extensdao galoisiana se, e somente se, E C F é uma (EG)*-exstensio de Hopf Galois.



Demonstragao: (=) Tome G = {x1,z9, -+ ,x,} e sejam {by, by, -

F, {p1,p2,--- ,pn} a base dual de (EG)* e uma coagao dada por
n
a — > (z;>a)®p;.
i=1

Afirmacao: F = Feo(EG)")

De fato, seja a € F, entao

pla) => a®pi=a®> pi=a®lpg:

Por outro lado, seja b € F(FC)) logo, p(b) = b® L(pe)-, assim,
ri>b=>Y b0 <5, b0 >=b=beE.

Portanto, E = Fe(EG)"),

Definimos:

can: FepF — FQg(EG)*

,bp} uma E-base de

a®b = (a® 1(Eg)*)p(b) => a(x; > b) @ p;.

Mostremos que can é injetivo. Seja w = ) a; ® b; € ker(can), entao

0 = can(w) = can(z a; ®b;) = Za]’(%’ > bj) ® p;

em que {b;} é base de F\E. Como {p;} é base de (EG)*, concluimos que ) a;j(z; > b;) =0,

para todo 4, assim, a; = 0, pelo Lema de Dedekind (ver Lema ?7) e o fato de A = (z; > b;);;

ser uma matriz inversivel e portanto, w =) a; ® b; = 0.

Como dim(F ®g F) = n? = dim(F @ (EG)*), segue que can ¢ sobrejetiva, e

portanto, bijetiva.

(<) Sabemos que dim(F ®p F) = [F : E? e também que dim(F ® (EG)*) =

|G|[E : F]. Logo, como
dim(F @ F) = dim(F @ (EG)"),

temos que [F': E] = |G| e portanto, F'\E é uma extensio galoisiana.

No proximo exemplo, caracterizamos os anéis graduados como extensdes de Hopf-



Galois. Antes de enuncia-lo, lembramos que uma &dlgebra A ser fortemente graduada é o

mesmo que dizermos A, - Ay = Ay, para todo z, y € G.

Exemplo 1.14 Sejam G um grupo e A uma dlgebra G-graduada, ou seja, A é um kG-
comddulo dlgebra via p : A — A® kG, dada por p(a) = > a, @x, em que a = Y, a, €

zeG zeG
® A,. Ainda, como H = kG, seque que A°H = A,.
zeG
Entao A. C A é kG-extensao de Hopf-Galois se, e somente se, A € fortemente

graduada.

Vejamos agora um lema que nos d4 algumas propriedades sobre a inversa do mor-

fismo can, com base no que foi definido na Observacao .12

Lema 1.15 Seja B C A uma H-extensio de Hopf-Galois. Escrevendo can™ (14 ® h) =
>>1i(h) @ ri(h) como na Observagao [[. 124 Entao, para todo h € H e a € A, temos:

(i) S aD(aM) @ ri(aV) =14 @ a;

(i) 22 Li(h)ri(h) = e(h)1a;

(iit) Y li(h) @ 7i(h)© @ ri(R) = 3 1i(hay) @ ri(ha)) ® hey

Demonstracao: (i) Seja a € A, entao

la®a can~'ocan(la ® a)
can™! (3 a® ® a(l))

= Y aOcan (14 ®aM)
S a9(aM) @ r;(aM).

—~
*
N

1

Notemos que (x) é valido pois can™" é um morfismo de A-mo6dulos a esquerda.

(ii) Seja h € H, logo, temos

s = plIa®e)(ladh)
= p(la®ce)canocan (14 ® h)
= pIa®e) (X Li(R)ri(h)® @ ri(h)D)
= 2 li(h)ri(h)Oe(ry(h)M)
= 2 Li(R)ri(h).

(iii) Para mostrarmos (iii), consideramos o morfismo can ® Iy e aplicamo-lo dos

dois lados da equacao, entao



(can ® If) (
= X Li(h)ri() O @ ri() O @ ri(h)
= S li(hyri(h)® ®7“z(h)(1)®7“z( )@

= (La @A) (CL(h)ri()© @ri(h)D)

=4 @A) (1a®h)

=1a®@ha) ® hz).

Pelo outro lado, temos

(can® In) (31 (h1)) @ ri(h)) ® h(2))
= 2 li(hay)ri(h)® @ ri(ha))V @ he)
=1a®hq) @ h).

O que mostra a igualdade (iii).

> Li(h ®T2(h) O @r; (h )(1)) =

Finalizamos essa secdo com um lema que caracteriza uma extensao de Hopf-Galois

a partir de certas propriedades dadas. Para sua demonstracao, entretanto, precisamos antes

provar que existe um isomorfismo ¢ : ker(u) - A ®c A/C, em que A é um H-comddulo

algebra a direita e C' uma subélgebra de A®H .

De fato, consideremos a sequéncia exata

0—>C<1>A1>A/C—>O.

Tensorizando em A sobre C, temos a seguinte sequéncia exata,

A0cC 8 Awe AMS™ Awe A)C 0.

Notemos que mesma, cinde, de fato, se considerarmos o morfismo A : A - A®¢c C,

definido por A(a) = a ® 1¢ entdo A o g &€ um morfismo de A ®c A — A ®¢ C tal que

Aopo(ly®1i)=Iag.c, ainda, vemos que [4 ® i é injetora, pois como

(Aop)o(Ig®1i) =14 Rc e,

temos que A o u é epimorfismo e I4 ® i € monomorfismo, e que

02>ARcC - A®cA— A®c A/C — 0



é exata e cindida.
Assim, como a sequéncia cinde, existe Q C A®¢ A tal que AQc A = Im(I4®1)DQ
e deduzimos que @ = ker(A o u). Se provarmos que A é injetora, obtemos que @ = ker(u),

mas, temos a aplicacao k-linear

p: AReC — A

a®c +— ac,
e como po A = I4, temos que A é injetora.

Lema 1.16 Sejam A um H-comddulo dlgebra & direita e C uma subdlgebra de A tal que

Pv: AQc A — A® H
a®b — S ab® @bl

¢ bijetivo e exista s : A — C homomorfismo unital e C-linear & direita. Entio C = A®H ¢

A é uma extensao H-Galois de C.

Demonstragao: Claramente C C A% Mostremos que A" C C.

Notamos primeiramente que dado z € A%H | temos,

Ler = ¢ l@laes) = Yy @0 ozW)
vl zely) = v W(@Eela) =20 1a.

Entéao, como existe o isomorfismo ¢ : ker(u) - A®c A/C dado por ¢(>_a; ®@b;) =
> a; @ [b;]c. Temos que, em particular, ¢ leva 1y @z —2® 14 em 14 ® [z]¢, dai, aplicando
o morfismo po (s ® I) em 14 @ [z]c, temos que 0 = po (s ® [4,0)(1a ® [z]c) = [z]c, Ou
seja, z € C' como queriamos.

1.4 Extensoes Fendidas e a Propriedade da Base Normal

Um teorema classico da teoria de Galois diz que se F'\E é uma extensao de Galois
finita de corpos, e G é o grupo de Galois associado, entdao F'\ E' tem uma base normal, isto
é, existe a € F tal que o conjunto {z > a : € G} é uma base para F sobre E (vide [?]).

Assim como na secao anterior, estenderemos essa nocao para H-extensoes de Galois.

Definigao 1.17 Seja B C A uma H-extensdo a direita. Dizemos que ela tem a propriedade

da base normal se A ~ B® H como B-mddulo a esquerda e H-comddulo a direita.
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O exemplo abaixo nos mostra que a definicdo de base normal para extensoes de
Hopf-Galois é equivalente a definigdo classica de base normal para extensoes de Galois,

quando a &lgebra de Hopf H tem dimensao finita.

Exemplo 1.18 Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita, dimH =n, e B C A
uma H-extensio. Consideremos H* agindo sobre A, com A" = B.

Suponhamos que A tenha uma base normal no sentido usual. Isto €, existe u € A
e {fi} € H* tais que {f1 > u, fo > u, -+, fn > u} é uma base para o B-mddulo livre &
esquerda A.

Lembramos que, se 0 #£ 1 € fIl{ entdo H ~ H* — t, isto €,

v: H* — H
fo= (f=1.

€ isomorfismo de H*-mddulo a esquerda. E portanto, definimos

¢: BeoH — A
b (f—=1t) — b(fr>u).

Como BQH ¢é um H*-mddulo & esquerda com agao dada por f-(b@h) = bx(f — h),
seque pela dualidade, que B ® H tem estrutura de H-comddulo a direita, com coa¢ao dada
por (I ® A).

Além disso, o morfismo ¢ dado acima é um morfismo de H*-mddulo a esquerda e
portanto, morfismo de H-comddulo a direita, e claramente, ¢ € isomorfismo de B-mddulo a
esquerda.

Por outro lado, consideremos A ~ B® H. Seja {f1, fa, -+, fn} uma k-base para
H*, entao

{Ip@(fi—=t),1p@(fo—=1),---, 1@ (fn = 1)}

€ uma B-base para B® H.
Dai, via ¢ : B H 3 A, seque que

{fl l>u7f2l>u7"' 7fnl>u}
é base de A, em que u= ¢(1p ®t).

O proximo exemplo, na verdade um contra-exemplo, evidencia que nem toda ex-

tensao de Hopf-Galois tem a propriedade da base normal.
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Exemplo 1.19 Seja A = Ms(k). A € Zo-graduado pelos conjuntos

kE k O 0 0 k
Ag=|k k 0 e A;=10 0 &k
0 0 k kE k O

E facil vermos que A € fortemente graduado, logo, pelo Exemplo Ay C A é
uma extensao de Hopf-Galois. Porém, A % Ag ® kZy, pois dim(A) =9 # 10 = (dimAg ®
kZs).

Para finalizarmos essa secao, relacionamos as extensoes fendidas com as extensoes
de Hopf-Galois que possuem a propriedade da base normal através do seguinte teorema, e

mostramos algumas aplicacoes.

Teorema 1.20 Seja B C A uma H-extensao, entdo sao equivalentes:
(i) B C A é H-fendida;

(ii) B C A € H-extensao de Hopf-Galois e tem a propriedade da base normal.

O corolario a seguir relaciona as extensdes de Hopf-Galois que possuem a propri-
edade da base normal com o produto cruzado de B com H. A demonstragdo segue do

teorema acima e do Teorema [I.101

Corolario 1.21 Seja B C A uma H-extensdo & direita. Entdo B C A é H-extensdo de

Hopf-Galois com a propriedade da base normal se, e somente se, A ~ B#,H.

A partir deste corolario, vemos que dada uma extensdo de Hopf-Galois fendida,
conseguimos determinar o cociclo e a acao do cociclo, que definem a estrutura de produto

cruzado, através das formulas:
oy(h®1) =Y v(ha) 1) T(h2)le):

hsy b= y(ha))b¥(he),

emqueh, le H be B=AH e~y : H - A ¢éum morfismo fenda.
Por outro lado, com a ajuda de v, podemos construir um morfismo de B-mo6dulos
a esquerda, unital, que nos permite calcular o cociclo o, de maneira mais simples que a

dada acima. A saber, definimos

sy A — B

a — po(la®7)opla).

12



Lema 1.22 Seja A uma H-extensio Hopf-Galois fendida. Entdo o cociclo o € dado por
Oy = S,YOMO(’)/(X)")/),

em que vy € um morfismo fenda.

Demonstragao: Sejam h, [ € H, entao,

syopo(y®@y)(h@l) = sy(v(h)y(1))
= po(Ia®@7)p(v(h))p(y(1)
= po(Ia®@y)((y®In)o A(h))((v® In) o A(l))
= po(La@7)(v(hay)vla)) @ hale)
= (( (ha) (L)) @F(h2)l))) = oy (h & 1).

(
(

[

Salientamos ainda que, com a ajuda do morfismo translacdo 7 : H - A®p A

definido por 7(h) := can~'(1®h) = >_ I;(h)®7r;(h), podemos calcular o morfismo v : H — A.
A saber,

o(la®sy)or(h) = Ii(h)sy(ri(h))
= Li(h)(ri(h)) 0)7((”(}0)(1))

E portanto, v = (o (4 ® s4) o 7).

2 Uma bialgebra que admite extensao de Hopf-Galois é uma

algebra de Hopf

Nesta sessao, veremos como as extensoes definidas anteriormente influem na cons-
trucao de algebras de Hopf, desde que as consideremos definidas sobre bidlgebras. Nosso
objetivo é construir um morfismo S, chamado de antipoda, que é o inverso por produto de
convolucao do morfismo identidade.

Lembramos que, dado um morfismo inversivel por convolugao ¢ : H — A, com
inversa 1), e um morfismo de algebras ¢ : A — A ® H, a composta ¢ o 1) é inversivel por
produto de convolucio, com inversa ¢ o 1.

Os proximos dois resultados comecam a dar base para a construcao do morfismo

13



S. Neles, relacionamos a nocao de extensdo, ou seja, o fato de A ser um H-comddulo
algebra, com a nocao de integral total, ou seja, a existéncia de um morfismo ¢ : H — A de
H-comodulo a direita, ou seja, pg o ¢ = (¢ @ Iy) o A. Notamos que a nocao de Integral
¢ diferente do morfismo fenda, uma vez que o morfismo ¢ nao é necessariamente inversivel
por produto de convolucgao.

Lembramos que de agora, e até o final deste trabalho, consideramos H uma k-

bidlgebra.

Lema 2.1 Seja ¢ : H — A um morfismo de k-mddulo. Se ¢ é uma integral total sobre H

entao pgo ¢ = (i1 o @) x 1y, em que:

i1: A - AQH n: H — AQH
a — a®ly h — 14®h.

Demonstragao: Como ¢ é uma integral total sobre H, sabemos que pgo¢ = (¢®@1I)o Ay,

logo
paod(h) = (p®Ix)oAp(h)
= > ¢(h1) ® ho.

Por outro lado,

(i10¢) xno(h) = (3 o(i1 0 d(h)) @mo(he))
= > u((o(h1) ®1y) ® (1a @ ha))
= > ¢(h1) ® he.

E portanto, vale a igualdade.

Proposicao 2.2 Seja ¢ : H — A um morfismo de k-mddulos, tal que ¢ é uma integral total
inversivel por convolugdo sobre H, ou seja, um morfismo fenda, entao:

(i) O morfismo 1y dado acima € inversivel por convolugao;

(ii) Se ewiste um morfismo de dlgebras o : A — k, entao Iy € inversivel por

convolugao.

Demonstragdo: (i) Vimos acima que pyg o ¢ = (i1 0 ¢) * 9. Como ¢ é inversivel por
convolucao e pa e i1 sdo morfismos de algebra, temos que p4 o ¢ e i1 0 ¢ sdo inversiveis por
convolucao e segue que 79 é inversivel por convolugao.

(ii) Notemos que (o ® Ig) o ng = I, logo, Iy é invertivel por convolucdo usando

(1).
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Um resultado imediato que tiramos da proposi¢ao acima é que se H é uma extensao

fendida sobre H, entao H é uma algebra de Hopf, pois H°°H = k neste caso.
O préximo corolario é um caso particular do principal resultado desse trabalho, o
Teorema 2.5] provado mais adiante. Nele consideramos que a extensao dada é fendida, o
que é um resultado mais forte do que trabalharmos com extensdes de Hopf-Galois, como

observamos no Teorema [L.20], Secéo 4]
Corolario 2.3 Se A é H-fendida e k-fielmente plana, entdo H é uma dlgebra de Hopf.

Os proximos resultados, assim como o ultimo lema deste capitulo, dao os passos
finais para a demonstracgdo do teorema. O primeiro trata de algumas propriedades de
extensdes de Hopf-Galois nao tratadas no Capitulo 2. O ultimo, mais técnico por exigir
apenas a condicdo de codlgebra ao invés da habitual k-bidlgebra que estamos considerando
neste capitulo, estabelece uma propriedade importante sobre k-algebras fielmente planas,

justificando o porqué desta condicdo aparecer como hipdtese do teorema.

Proposicao 2.4 Sejam H uma k-bidlgebra, E uma k-dlgebra, B C A uma H-extensdo de
Hopf-Galois e o : A — E um morfismo de dlgebra, onde E € um A-bimddulo com estrutura

dada por:
a-z=cala)r e x-a=zxala), para todo a € A, e todo x € E.

Entao aplicando o funtor Hompg-(—, E), em que B~ ¢é uma notag¢ao para B-mddulo

a esquerda, em can : ARQp A — A® H temos que

w: Homp-(A® H/E) — Homp-(A®pA,E)

f — f ocan,
€ um isomorfismo de k-mddulos a esquerda. FE também, temos que

m: Hom(H,E) — Hompg-(AE)
f = m(f),
em que 7(f)(a) = a(a®)f(aM), é um isomorfismo de B-bimddulos.

Demonstragao: Mostraremos primeiro que w é um isomorfismo de k-moédulos, demons-
trando a injetividade e a sobrejetividade. Notemos que w é claramente um morfismo de

k-modulos.
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Seja f € ker(w) entéao
1) (Z a; ® bi) para todo Zai ®b; € ARp A.

Vejamos que f = 0.
De fato, para todo Y a; ® h; € A® H,

f(ai®hi) = fo(canocan™) (X a; ® hi)
= focan(can ! (X a; ® hy))
= w(f)(can™ (X a;®h;)) =0

Seja agora ¢ € Homp- (A ®p A, E). Definamos o morfismo v := ¢ o can™! €
Hom(A® H,E). Dai

wy) =w@ocan™') = (Yocan™) ocan = o (can™' o can) = ¥

como queriamos.

Por fim 7 é um isomorfismo de B-bimé6dulos. Para tanto, consideramos as estru-
turas de B-bimodulo em Hom(H, E) e Homp_(A, E) dadas por (b fb2)(h) = b1 (f(h)) - be
e (b1f'b2)(a) = f'(aby) - by respectivamente, para todo by,bo € B, a € A, h € H, [ €
Hom(H,E) e todo f' € Hompg- (A, E).

Notemos que 7 estd bem definida pois

T(f)ba) = 3 a((ba)@)f((ba)V)
= X a®)a(a)fMah)
= o) (X a@?)f(V)
= b-7(f)(a),

para todo f € Hom(H,E), a€ Aebec B = A®H.

E 7 é um morfismo de B-bimo6dulos, pois

w(br-f-bo)(a) = a3 aO) (b1 f-ba)(aV)
(a© ) ( 1) f(aM)a(by)

a(a®b”) f(aDb5)ar(by)

= m(f)(ab1) b

= bl-w(f>-b2<a>,

ala

2
2
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para todo f € Hom(H,FE), a € Ae by, by € B.
Ainda, seja f € ker(r) entdo 0 = 7(f)(a) = 3. a(a®) f(aM) e

f(h) = a(la)f(h)
-1 14 ®h)

) (
) S Li(h)ri(h) ) @ ry(h) )
Li(h)ri(h) ) £ (ri(h)" )

)

para todo h € H, em que >_1;(h) ® r;(h) = can™1(14 ® h) dada na Observagao [L1Z], o que
implica 14 @ h = 3" 1;(h)r;(R)© @ r;(h)W.

Por fim, seja F' € Homp_ (A, E), definamos F:A® A— E dada por ﬁ(a ®b) =
Sa-F(b). Como F € Homp-(A® A, E) entio existe F € Homg- (A ® H, E) tal que

Focan=F.
Assim, defina f: H — E tal que f(h) = F(14 ® h), daf

")) = La@?)- @)

F(>a® @ a)
(1A®a)
(a).

o
N

a

Portanto 7 é um isomorfismo de B-bimdédulos como queriamos.

Teorema 2.5 Seja H uma k-bidlgebra e A uma extensio H-Galois a direita de B = A®H

tal que A € k-fielmente plano sobre k. Entao H ¢ uma dlgebra de Hopf.

Demonstragao: Queremos ver se existe S : H — H inversa por convolugdo de Iy. Para

tanto, consideremos

S: H — A®H
ho—= Y L(h)Or(h) @ L;(R)D.
Mostremos que o morfismo 7y dado por ng(h) = 14 ® h visto no Lema 211 é o
inverso por convolucao de S. Ou seja, temos de ver que:
(2) X Uilh) Ori(hay) ® lilh) Vhg) = e(h)1a @ 1p.
(b) 3= Li(ha)) Ori(ha)) ® hayli(he)Y) = e(h)1a ® 15.
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Para (a) usamos o Lema [[LT5], itens (ii) e (iii), ou seja, as equagoes

> Li(h)ri(h) = e(h)1a

Zli(h) ® ri(h)(O) ® T’i(h)(l) — Zli(h(l)) X T’i(h(l)) (= h(2),

respecivamente, juntamente com a aplicacao

v: AQRA®H — A®H
t@yh — Y zO0yezWh,

Assim,

> li(hy) Ori(hy) @ Lihay) Vhey = v (Chilha)) @ ri(ha) @ hez)

= (S L) @ri(h)© @ri(h)M)
= UM Ori(h)© @ 1;(h) Vi (h)D
= p(X_li(h)ri(h))

= ple(h)1a)

= e(h)la®1g.

Para (b) usamos a Proposi¢ao [Z4] considerando £ = A ® H, juntamente com o

morfismo
can': AR A — AR H

ey — S0y,

e a equacio (i) do Lema [LI5] ou seja, 3. a@l;(aM) @ r;(aM) = 14 @ a.

Definamos

f: H - A®H
ho= S li(he) Ori(he) @ hayli(he)Y

eainda g: H - A® H por g(h) =e(h)14 ® 1. Vejamos que para todo a € A, 7(f)(a) =
m(g)(a) . De fato,
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7(f)(a) = Yaf(aW)

S
—~
(=]
=
~
S
—~
S
—~
N
~
~—
—~
(=]
=
<
!
—~
S
—~
N
~
~—
S
—~
—
o~
N
—~
S
N
~
~—
—~
—
~—

Z(Q(O)li(a(l)))(O)Ti(a(l)) ® (a(O)li(a(l)))(l)
; a® 1Ha

—
~

notemos que (x) é verdadeira desde que apliquemos o morfismo can’ em (i) do Lema
pois

a®ly = can’(14 ®a) = can’ (Z a(o)li(a(l)) ® Ti(a(l)))
> (@i(any))Orilaqy) ® (@Oli(an)) ™.

Por outro lado,

m(9)(a) = 3 aWg(aV) =3 aPe(@)la @1y =a® 1.

Assim, 7(f)(a) = w(g)(a) para todo a € A, como queriamos e segue que f = g
pois m é um morfismo injetor.

Portanto S * N0 = NA®RH © EH = 1o * §, onde Nagy ¢ a unidade em A ® H. Logo,
aplicando o Lema [2.6], temos que Iy : H — H é inversivel por convolucdo, e portanto sua
inversa, .S, serd o que entendemos por antipoda da &dlgebra de Hopf, o que nos diz que H é
uma algebra de Hopf.

|

Lema 2.6 Seja C uma k-codlgebra, H uma k-dlgebra e um morfismo de k-mdodulos f : C' —

H. Se existe uma k-dlgebra k-fielmente plana A tal que

~

f: C - A®H
c = 14® f(e).

€ inversivel por convolug¢do, entao f também € inversivel por convolugao.

Demonstracgao: A idéia da demonstracio é encontrarmos um morfismo g : C' — H tal que
fxg=nmoec=gxf.
Para tanto, como H pode ser visto como um k-modulo, usaremos o Lema [[L.8 que

nos diz que

) m
0>HBA9H=AQA®QH
2

é exata. Ou seja, H é um equalizador de 71 e 12, onde ng(h) = 14®@h, n1(a®@h) = a®@14®h
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en(a®h)=14®a® h.

Sendo g a inversa por convolugao de f, notamos que 1y o g é inversa de n; o fe que
12 0 g € inversa de 7y o fpelo Lema ??, e que n; o f: N 0 fo que implica n@y 0 g =1209
pela unicidade da inversa.

Dai, pela propriedade universal do equalizador, existe tnico g : C — H tal que

g = mno o g. Mostremos que g é inversa por convolucao de f. Notamos primeiro que

~

e(la®ly = g* flo)
= U <Z glcqy) ® f(C(Q)))
= Y u((la®glcqy)) @ (1a® fle)))
= Y la®gleq))flew))-

O que implica em no(e(c)lm) = 1o (3 g(cqy) f(c))) e como ng & injetivo, segue
que g é inversa por convolugdo a esquerda de f. Analogamente, obtemos o resultado a

direita e portanto, g é inverso por convolucao de f.
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