CONTEXTO DE MORITA E MORITA EQUIVALENCIA

GABRIEL SAMUEL DE ANDRADE

RESUMO. Estudamos o que vem a ser um contexto de Morita e o que significa dois anéis serem Morita
equivalentes. Apresentamos os teoremas conhecidos como Morita I, IT e III, que mostram a conexao
entre progeradores em categorias de médulos e equivaléncias entre estas. Além disso, usamos Morita
I para demonstrar o conhecido Teorema de Wedderburn-Artin para anéis simples, demonstramos ca-
racterizagOes para geradores em uma categoria de médulos e mostramos o que caracteriza a classe de
equivaléncia de uma anel R em relacdo a Morita equivaléncia. No final, fazemos um rapido comentério
sobre propriedades Morita invariantes.

1. CONTEXTO DE MORITA

A idéia principal da equivaléncia Morita pode ser ilustrada pelo seguinte exemplo. Sejam R anel com
unidade e M, (R) o anel de matrizes n X n sobre R, para algum n € N. Se V' é um R-mdédulo & esquerda,
entdao V™ é um M, (R)-médulo de maneira canonica, através da multiplicacdo de matrizes por vetores, e
a correpondéncia V' +— V™ ¢ funtorial. Reciprocamente, todo M, (R)-mddulo pode ser obtido a partir de
algum R-moédulo. Portanto, os anéis R and M, (R) tem categorias equivalentes de médulos a esquerda.

Definigao 1.1. Escrevemos mod-R para a categoria dos R-mddulos a direita. Dois anéis com unidade
sao Morita equivalentes se eles tem categorias equivalentes de mddulos a direita. |

Apesar de termos definido a Morita equivaléncia em termos das categorias de mdédulos a direita,
poderiamos ter feito a mesma definicao considerando as categorias de moédulos a esquerda. Veremos
que as duas defini¢oes sao equivalentes. Nao vamos mostrar, mas é claro que a Morita equivaléncia é
uma relagao de equivaléncia na categoria dos anéis. Na tultima secao desse artigo vamos poder esclarecer
melhor qual a classe de equivaléncia de um dado anel por essa relagao de equivaléncia. Agora, vamos
comegar com um exemplo candnico que serd usado pra introduzir a nogao de contexto de Morita.

Exemplo 1.2. Vamos considerar as seguintes 4 informagoes: 1) um anel R, 2) um R-médulo & direita
M, 3) o médulo dual M* = Hom(Mg,Rp), ¢ 4) R = End(Mpg). Podemos considerar M como um
R’-R-bimédulo de uma maneira natural. Aqui, se 7’ € R’ e x € M, v’z é a imagem de x por /. Também,
M* pode ser visto como um R-R’-bimddulo se definirmos

(ry" )z =r(y*z), (y'r')z =y (r'z)
parar € R, 7' € R, y* € M* e x € M. De agora em diante, vamos escrever (y*,x) para y*x = y*(z).

Considere a aplicacao de M* x M levando o par (y*, z) no elemento (y*,z) € R. Listamos as propriedades
dessa aplicagao:

(Y z1+x2) = (¥ 21)+ (Y", 22)
(y*zr) = (Y5 o)r

(yi +vs.2) = (y1,2)+ (y2,2)
(ry*,2) = r(y*, =)
(y'r',x) = (y",r'2).

As duas primeiras igualdades seguem da definicdo de um homomorfismo de M em Ry e a terceira segue
da defini¢do de soma de dois homomorfismos; as duas tltimas seguem da acao de R ¢ R’ sobre M*. A
primeira, terceira e quinta igualdades mostram que (y*,z) — (y*,z) é um produto R’-balanceado de M*
e M. Portanto, temos um homomorfismo 7 de M* @ M em R tal que 7(y* ® ) = (y*,x). A segunda
e quarta igualdades agora mostram que 7(y* ® zr) = (7(y*,z))r e 7(ry* ® ) = rr(y*,z). Portanto,
se considerarmos M* = grMp,, M = r/Mp e, conseqiientemente, M* @p M como um R-R-bimédulo,
entdo 7 é um homomorfismo de R-R-bimédulos entre M* @ M e R. Agora, seja (x,y*) um elemento
de M x M*. Entao definimos uma aplicacao
[z, y"] ry = 2(y™,y)
1
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de M em M. Evidentemente, [z, y*](y1 + y2) = [z, y"](y1) + [,5"](y2) e [z, y"](yr) = ([z,y"](y))r, logo
[z,y*] € R' = End(Mg). Além disso, temos

[#1 +29,y"] = [z1,y7] + [2,47]

[z, y1 + y53] [z, y1] + [z, y3]
[zr,y*] = [z,7y"]
'z, y"] = r'[z,y"]
[z, y"r"] = [z,y"]

essas igualdades seguem imediatamente da definicao e das igualdades anteriores. Segue que temos um
homomorfismo de R’-R’-bimédulos i de M @ M* em R’ tal que p(z ® y*) = [z,y*]. Pela definicdo do
colchete podemos escrever
[z, 5"y = 2(y", )
e também temos
z* [‘rv y*] = (z%, 2)y",

(", y" Dy = 2" ([z,y"]y) = 2" (x(y",y)) = (" 2)(y",y) = (=", 2)(y", y)
(=%, 2)y" )y = (=", 2)(y"y) = (=%, 2)(y", v).

pois

Podemos agora abstrair os elementos essenciais dessa situacdo formulando a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.3. Um contexto de Morita € uma sextupla (R, R', M, M’,7,11) em que R,R’ sdo anéis,
M = p Mg é um R'-R-bimddulo, M' = grMp, é um R-R’-bimddulo, T é um R-R-homomorfismo de
M @r M em R, ey é um homomorfismo de R'-R’-bimddulos de M @ M’ em R’ tais que se escrevermos
7' @x) = (2, 2) e p(a’ @ x) = [2/,z], entdo
(i) [z,y'ly = =(y',y),
(i) '[z,y'] = («',2)y’".
]

Observamos que as condigoes (i) e (ii) sao equivalentes, respectivamente, & comutatividade dos seguin-
tes diagramas

M &g M @p M—27 M ®g R M @p MogM —2 > M ®p R
pe1 T®1
R ®@p M M Rer M’ M’

Agora, podemos nos referir ao exemplo inicialcomo o contexto de Morita (R, R’ = End(Mg), M, M*, T, 1)
para um R-médulo a direita M dado. Vamos chamar este o contexto de Morita determinado por Mpg.

Exemplo 1.4. Outro exemplo importante é o seguinte: considere o médulo & esquerda livre "R e o

médulo & direita livre R, Sejam M = (W R, M’ = R(™ e denote os elementos de M como colunas
T
T
xr=
Ty

e os elementos de M’ como linhas 2’ = (21,22, ...,2,). Seja R’ = M,(R), o anel das matrizes n x n
com entradas em R. Entdo, M é um R’-mdédulo & esquerda se definirmos 'z, para ' € M, (R), como
sendo o produto de matrizes. Entao, M é um R’-R-bimddulo. Similarmente, M’ é um R-R’-bimdédulo se
definirmos a agdo de 1’ em 2’ como o produto de matrizes z’r’. Também, definimos [x,y’] = zy’ como o
produto de matrizes. Entao temos a aplicacao p de M @ g M’ em R’ = M, (R) tal que p(z®y') = [z,y],
que é um homomorfismo de R’-R’-bimédulos. Definimos (y',z) = 'z, isso é uma matriz 1 x 1, logo
pode ser considerada como um elemento de R. Entao, temos um homomorfismo de R-R-bimédulos 7 de
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M'®p M em R tal que 7(y' ®@x) = (3, x). Asrelagoes (i) e (ii) seguem da lei associativa da multiplicagao
de matrizes. Portanto (R, R’ = M, (R), R"™ (™ R 7, 1) é um contexto de Morita. [ ]

Se M é um R-mddulo a direita e M* = Hom(M, R), entdo definimos

T(M)={) (y",2)} CR.

Evidentemente, este é o subgrupo do grupo aditivo de R gerado pelos elementos (y*, z) = y*(z), y* € M*,
x € M. T(M), que é chamado o tragco do médulo M, é um ideal de R, pois se r € R, entdo

(" 2)r = (y*,ar) € T(M)

r(y*,x) = (ry*,z) € T(M).

Estamos agora quase prontos pra provar o primeiro teorema principal em contextos de Morita. Ele
nos da conclusoes importantes a partir da hipétese de 7 e p serem sobrejetivos. Antes de apresentar
tal teorema, precisamos de mais algumas informacgoes. De agora em diante, vamos chamar um médulo
de progerador se for projetivo finitamente gerado e seu ideal traco for o anel todo. Serd importante
sabermos a caracterizacao de modulos projetivos dada pelo Lema da Base Dual, por isso é conveniente
demonstrarmos esse resultado, de maneira que o artigo fique autocontido.

Teorema 1.5. Lema da Base Dual Um R-mddulo a direita P € projetivo se, e somente Se, existe
um conjunto {zq|a € I} de elementos de P e elementos {zk|a € I} do mddulo dual P* = Hom(P, R)
tais que se x € P, x},(x) = 0 exceto para uma quantidade finita dos x},, e x = ) c;xax)(x). Se a
condi¢ao vale, entdo {x,} € um conjunto de geradores e se P € projetivo, entdo {x,} pode ser tomado
como qualquer conjunto de geradores de P.

Demonstragdo: Suponha primeiro que P é projetivo e {z,|a € I} é um conjunto de geradores para
P. Existe um médulo livre F' com base {X,|a € I} e um epimorfismo p : F — P tal que p(X,) = z,.
Como P é projetivo, temos um homomorfismo ¢ : P — F tal que pi = 1p, em que 1p é morfismo
identidade em P. Como {X,} é uma base de F, qualquer X € F pode ser escrito como uma soma
XoyOoy + Xayaa, + ... + Xo, Ga,,, €m que ao; € R. Podemos escrever também X = Zae[ Xaa,, em
que apenas um numero finito dos a, sdo # 0 e a soma é tomada sobre os «; para os quais a,, # 0.
Como os X, formam uma base, os a, (0 ou ndo) sdo unicamente determinados por X. Portanto, temos
os morfismos X : X — a, e para um X particular, temos X,(X) = 0 exceto para um niimero finito
dos o. E imediato da definicio de X que X* € F* = Hom(F,R). Entdo, ¥ = X*i € P* e para
x € P, ¥ (z) = X%(i(z)) = 0 exceto para um numero finito dos a. Se x € P, entdo i(x) = X € F e
X =Y XoX2(X). Como x4 = p(Xq), temos z = pi(z) = p(X) = > p(Xa)XE(X) = D 2 XE(X) =
S xo X2i(x) =Y zoxi(x). Portanto, {z,} e {z%} tem as propriedades exigidas.

Reciprocamente, suponha que para um médulo P temos {z,} e {z%} com as propriedades do enun-
ciado. Novamente, considere F' como o médulo livre com base {X,} e p o homomorfismo F' — P tal
que p(X,) = zo. Para cada a temos o homomorfismo = — X,z%(z) de P em F. Como para um dado
x € P, z¥(z) = 0 exceto para um numero finito dos «, temos um homomorfismo i : P — F tal que
i(x) = > Xoxk(x). Entdo, pi(x) = > p(Xa)zk(z) = Y xqzl(xz) = x. Portanto, pi = 1p, isso nos diz
que a sequéncia exata 0 — P — F % P — 0 cinde. Entdo, P é um somando direto do médulo livre F,
logo é projetivo. |

A caracterizagao de médulos projetivos dada pelo Lema da Base Dual serd importante no préximo
teorema, conhecido como Morita I.

Teorema 1.6. Morita I Seja (R,R', M, M’ T, 1) um contexto de Morita em que T e p sdo sobrejetivos.
Entao

(1) Mg, M, Mp,, RM' sio progeradores.

(2) T e p sao isomorfismos.

(3) a aplicagdo | : ' — ('), em que I(z') € o morfismo y — (2',y) de M em R, é um isomor-
fismo de bimddulos de RM&, em My, em que M* = Hom(Mg, Rg). Temos isomorfismos de
bimddulos similares de gMp, em Hom(p M,p' R'), de prMp em Hom(gM',g R), e de pr M}, em
Hom(Mp,,Ry)).

(4) A aplicagio X : v — N ('), em que \(r') € o morfismo y — r'y, € um isomorfismo de anéis de
R’ em End(Mp) = Hom(Mpg, Mgr). Similarmente, p : r — p(r), em que p(r) € y — yr, é um
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anti-isomorfismo de anéis de R em Endg' M, e temos um isomorfismo X' de R em End(Mp,) e
um anti-isomorfismo p' de R’ em End(gM’).

(5) O par de funtores @gM' e @p'M definem uma equivaléncia das categorias mod-R e mod-R'.
Similarmente, MQgr e M'®Qp definem uma equivaléncia de R-mod e R'-mod.

(6) Se I é um ideal a direita de R, pomos

n(I) =1IM' = {> b} | b€ I,a; € M'}
e se N' é um submddulo de Mpy,, pomos

EN') = (N', M) = {>_(yh @) | yi € ', € M}

Entao n e £ sdo inversas e sao isomorfismos de reticulados entre os reticulados de ideais a direita
de R e o reticulado de submddulos de My, . Além disso, eles induzem isomorfismos de reticulados
entre o reticulado de ideais de R e o reticulado de sub-bimddulos de pMpg/. Enunciados similares
valem para os reticulados de ideais o esquerda de R, de ideais a esquerda de R', e o de ideais a
direita de R'. Isso implica que R e R' tem reticulados de ideais isomorfos.

(7) Os centros de R e R’ sdo isomorfos.

Demonstragdo: (1) Como p é sobrejetivo, temos u; € M, v, € M', 1 <i < m, tais que Y [u;,v}] = 1.
Entdo se x € M, z = lpxz = > [u;, vz = > u;i(vl,x). Agora, o morfismo [(v)) : x — (v}, x) estd em
Hom(Mg, R). Portanto, segue do Lema da Base Dual que My é projetivo finitamente gerado. A hipdtese
de que 7 é sobrejetivo significa que todo r € R pode ser escrito como r = > (v, x;), y; € M', x; € M.
Entéo, r = > l(y})(x;) € T(M) e T(M) = R. Portanto, Mg é um progerador. Os outros trés enunciados
seguem por simetria.

(2) Suponha )z} ® y; € Ker(r), logo 3 (x,y;) = 0. Como 7 é sobrejetivo, temos w; € M, 27 € M’ tal
que ) (2}, w;) = 1g. Entao

dowi@y =) @y w) =Y @@y 2w =Y iy, @w; =Y (¢f,y:)2) @w; =0,
4,J i, . 2]

Portanto, Ker(7) =0 e 7 é um isomorfismo. Similarmente, y é um isomorfismo.

(3) Notamos que I(y') : « — (v, z) estd em Hom(Mpg, R). Verificagdo direta, usando a defini¢do das
agoes de R e R' em Hom(Mg, R), mostra que ¢y +— (') é um homomorfismo de R-R’-bimddulos de
M’ em Hom(Mg, R). Suponha I(y') = 0, logo (y',2) = 0 para todo z. Como antes, podemos escrever
1r =D [u, v, u; € M, v, € M'. Entao, y = > y'[ui,v)] = > (v, u;)v; = 0. Portanto, [ : y' — I(y') é
injetivo. Agora, seja z* € Hom(Mpg, R) e ponha ¢y =Y (z*u;)v}, em que > [u;,v]] = 1g. Entéao

(W) =Y (@ u)vl,a) =Y (a"u)(v],2) = 2* (Y us(v], 7)) = (Y _[ui, vi]) = 2" ().

Portanto, z* = I(y') e I é sobrejetivo. As outras 3 afirmagdes seguem por simetria.

(4) Como M é um R'-R-bimédulo, A(') : & — 'z é um endomorfismo de Mp. E claro que A é um homo-
morfismo de anéis de R’ em End(MEg). Agora, suponha que A(r') = 0. Entao 'z = 0, para todo x € M;
portanto, ' =11 = 1" [u;, v], em que > [u;, v = 1gr, e 7' D [ug, vl = > r[ug, vi] = > [r'us, v] = 0.
Portanto, ' = 0 e entdo A é injetivo. Agora, seja f € End(Mg). Entao, ' = > [fu;,vi)] € R e

e =3 Tfuiofle = 3 fuiloh0) = £ wi(vh ) = £ [uivfle) = f(a).

Portanto, f = A(r’'), logo A é injetivo. Concluimos que A é um isomorfismo de anéis. Os outros casos
seguem de maneira similar.

(5) Se N é um R-mdédulo a direita, entdo N @ g M’ é um R’-mdédulo & direita e se N’ é um R/-médulo
a direita, entdo N’ @ pr M é um R-mddulo & direita. Portanto, obtemos os funtores @ gM’ ¢ @' M de
mod-R em mod-R’ e de mod-R’ em mod-R, respectivamente. Iteracao dd os funtores @ g M’ @ g M e
QrM @ M’ de mod-R em si mesmo e de mod-R’ em si mesmo. Agora, temos o isomorfismo associ-
atividade de (N ®r M') g M com N Qg (M’ ® g M). Seguindo com o isomorfismo 7 de M’ ® gr M
em R, obtemos um isomorfismo de N @ g (M’ ® gr M) em N ® g R. Aplicando o isomorfismo candnico de
N ®gr R em N e combinando todos eles, obtemos um isomorfismo de R-mddulos a direita

(N@R M/) ®R’ M — N.
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Como todos os isomorfismos intermediarios que definimos sao naturais em N, o ultimo é natural em N.
Portanto, ® gM’® g M é naturalmente isomorfo ao funtor identidade 1y04-g. Similarmente, @ gr M Qg M’
é naturalmente isomorfo a 1y,0q-r/. Portanto, @ g M’, ® g M fornecem uma equivaléncia natural entre
as categorias mod-R e mod-R’. As outras equivaléncias afirmadas em (5) seguem por simetria.

(6) E claro pela definigio que se I é um ideal & direita de R, entdao 7(I) é um submédulo de Mb,. Além
disso, se I é um ideal, entdao n(I) é um sub-bimédulo de pMp/. Similarmente, se N’ é um submddulo
de M}, entdo §(N’) é um ideal & direita de R e se N’ é um sub-bimédulo de p Mg/, entdo (N') é um
ideal de R. Se I é um ideal & direita de R, entdo £(n(I)) é o conjunto das somas de elementos da forma
(by',x) = b(y',z), em que b e I,y € M', x € M. Como 7 é sobrejetivo, este conjunto é I. Portanto
&n é o morfismo identidade no reticulado de ideais & direita. Se N’ é um sub-bimédulo de r Mg/, entao
n(E(N")) é o conjunto das somas de elementos da forma (y',z)z’, v € N', x € M, 2’ € M’'. Como
(v, x)a’ = y'[x,2'] e pu é sobrejetivo, temos que n(§(N')) = N'. E claro que 1 e & preservam ordem para
a ordem dada pela inclusdo. Portanto, sdo isomorfismos entre os reticulados de ideais a direita de R e
dos submddulos de Mpg:. Evidentemente, esses isomorfismos induzem isomorfismos entre os reticulados
de ideais de R e dos sub-bimédulos de g Mp/. Os outros enunciados seguem por simetria. Em particular,
temos um isomorfismso de reticulados I’ — M'I’ = {>_xib, | b, € I, x, € M'} do reticulado de ideais I’
de R’ no reticulado de sub-bimédulos do bimédulo g Mp,. Combinando isomorfismos, vemos que dado
qualquer ideal I de R existe um unico ideal I’ de R’ tal que IM’ = M'I’ ¢ I — I’ é um isomorfismo do
reticulado de ideais de R no reticulado de ideais de R'.

(7) Para estabelecer um isomorfismo entre o centro C'(R) e o centro C(R’), consideramos os dois anéis
de endomorfismos End(Mg) e End(r'M). Ambos sdo subanéis de End(M), o anel de endomorfimos
de M considerado apenas como grupo abeliano. Agora, cada um dos anéis End(Mg), End(g M) é o
centralizador do outro no anel End(M): por (4), End(Mg) é o conjunto dos morfismos y — 7'y, ' € R/,
e End(p' M) é o conjunto dos morfismos y — yr. Por outro lado, a definigdo de End(Mp) mostra que
este subanel de End(M) é o centralizador do subanel que consiste dos morfismos y — yr. Similarmente,
End(r M) é o centralizador em End(M) do conjunto dos morfismos y +— r’y. Portanto, End(Mg) e
End(r' M) é o centralizador um do outro em End(M), Claramente, isso implica que o centro

C’(End(MR)) = End(MR) n E’I’Ld(R/M) = C(E?’Ld(R/M))

Como temos um isomorfismo de End(Mg) com R’ e um anti-isomorfismo de End(r M) com R, temos
um isomorfismo de C(R) com C(R'). [ |

Perceba que os itens (3) e (4) nos dizem que, sob a condi¢do de 7 e p serem sobrejetivos, o contexto
de Morita dado é, a menos de isomorfismos, o contexto de Morita determinado por M ou por M’. Os
itens (1) e (5) mostram a primeira relagao entre progeradores e funtores que definem equivaléncias entre
categorias de médulo. O item (6) serd usado na proxima se¢ao, em que usamos Morita I para demonstrar
o Teorema de Wedderburn-Artin. Por fim, o teorema mostrou que se existir um contexto de Morita
entre dois anéis R e R’ tal que 7 e u sdo sobrejetivos, entdao R e R’ sao Morita equivalentes. Veremos
mais adiante que a reciproca também vale, e entdo, usando o item (7), podemos concluir que no caso
comutativo, R e R’ sao Morita equivalentes se, e somente se, sao isomorfos.

Vamos mostrar agora que Morita I é aplicavel a qualquer contexto de Morita (R, R’ = End(Pg), P, P* =
Hom(Pg, R), T, ) determinado por um progerador P = Pr. Aqui 7 e p sdo definidos como no inicio. A
hipétese de P ser progerador implica, em particular, que T'(P) = R e isso significa que T é sobrejetivo.
Como P é projetivo finitamente gerado, pelo Lema da Base Dual, temos z; € P, 27 € P*, 1 < i < m, tais
que z = Y x;(zfz), para todo z € P. Entdo z = > x;(z},z) = > [z, xf]z = (O [xs, x}])xz. Portanto,
> [z, xf] = 1p, que é elemento unidade de R' = End(Pg). Segue que qualquer ' € End(Pr) tem a
forma v = r'1p = > [r'z;, 7], logo u é sobrejetivo em R’. Portanto, temos

Teorema 1.7. Se P é um progerador em mod-R, entdo p e T sao sobrejetivos para o contexto de Morita

(R,R' = End(Pg), P, P* = Hom(Pg, R), T, ). Portanto, Morita I € aplicdvel.

2. TEOREMA DE WEDDERBURN-ARTIN PARA ANEIS SIMPLES

Agora vamos aplicar Morita I para demonstrar um teorema de estrutura cldssico para anéis simples
- o teorema de Wedderburn-Artin. FEle foi provado para algebras de dimensdo finita sobre um corpo
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por Wedderburn em 1908 e para anéis com condigdo de cadeia descendente nos ideais a esquerda (ou &
direita) por Artin em 1928.

Teorema 2.1. As sequintes condi¢oes num anel R sdo equivalentes:

(1) R é simples e contém um ideal a direita (esquerda) minimal.

(2) R é isomorfo ao anel de transformagies lineares de um espago vetorial de dimensdo finita sobre
um anel de divisao.

(8) R € simples, artiniano & esquerda e direita, e noetheriano a esquerda e direita.

Demonstracdo: (1) = (2) Seja I um ideal a direita minimal de R, logo I = Ip é um R-médulo a direita
irredutivel. Primeiramente, mostremos que I é projetivo finitamente gerado. Considere RI =" . al.
Isso é um ideal em R contendo I. Portanto, RI = R. Entao, 1 = Zyil a;b;, em que a; € R, b; € I.
Isso implica que R = 2111 a; 1. Agora, observemos que como a € R, o morfismo x +— az, z € I, é um
homomorfismo de I como um médulo a direita, e pelo Lema de Schur temos que ou al = 0, ou al = I como
médulos & direita. Entdao, R = Y a;I é uma soma de médulos & direita irredutiveis. Logo, R =I®I’, em
que I’ é um segundo ideal & direita. Isso implica que I é projetivo e pode ser gerado por um tinico elemento.
Pelo Lema da Base Dual, o ideal trago T'(I) # 0. Como R é simples, temos T'(I) = R e I é um progerador.
Portanto, Morita I é aplicdvel ao contexto de Morita (R, R’ = End(Igr),I,I* = Hom(Igr, R), T, 11). Pelo
Lema de Schur, R’ é um anel de divisdo. Por Morita I, I* é médulo & direita finitamente gerado sobre
o anel de divisdo R’ e R é isomorfo a End(I,). Se substituirmos R’ de maneira usual pelo seu oposto
A = R'°P entao I* se torna um espago vetorial & esquerda sobre A de dimensao finita e R é isomorfo ao
anel de transformagdes lineares desse espaco vetorial. A prova para I, um ideal & esquerda minimal, é
similar.

(2) = (3) Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre um anel de divisao A e seja L seu anel de
transformagdes lineares. Seja R = A°P e considere V' como mddulo & direita sobre R. Entao, Vg é livre
com base finita, logo é projetivo finitamente gerado. Além disso, se z # 0 em V', entao existe uma funcao
linear f tal que f(x) = 1. Isso implica que o ideal traco T'(Vr) = R e por isso Vg é um progerador. Entao,
Morita I se aplica ao contexto de Morita (R,L = End(Vg) = End(AV),V,V* = Hom(Vg, R), T, ),
mostrando que L e o anel de divisdo R tem reticulados de ideais isomorfos. Portanto, L é simples.
Também, esse resultado mostra que o reticulado de ideais & esquerda de L é isomorfo ao reticulado
de submédulos de V. Como espacos vetoriais de dimensao finita satisfazem as condi¢oes de cadeia
descendente e ascendente para subespacos, segue que L é artiniano e noetheriano a esquerda e a direita.

(3) = (1) é claro. [

3. GERADORES E PROGERADORES

Se R é um anel e M é um R-mdédulo a direita, qualquer z € M estd contido no submédulo zR. Portanto,
M =3 cy 2R e xR é imagem homomérfica de R = Rp. De agora em diante, vamos chamar um R-
modulo & direita X um gerador da categoria mod-R se qualquer médulo M for a soma de submdédulos
que sejam imagem homomorfica de X. Portanto, R é um gerador para mod-R. Evidentemente, se X é
um gerador e X é imagem homomorfica de Y, entao Y é um gerador. Como a imagem homomérfica de
X (™) & uma soma de imagens homomorficas de X, é claro que se X (™ é um gerador, entdo X é gerador.
O conceito de gerador tem um papel central no estudo de equivaléncias entre categorias de médulos. O
seguinte teorema apresenta caracterizagoes importantes de geradores.

Teorema 3.1. As sequintes condi¢des sobre um mddulo X sdo equivalentes:

(1) X € um gerador.

(2) O funtor Hom(X,—) € fiel.

(8) O ideal trago T(X) = R.

(4) Ezxiste um n tal que R € imagem homomdrfica de X ™),

Demonstragao: (1) = (2) Temos que mostrar que para quaisquer dois R-médulos M e N, o morfismo
f— Hom(X, f) de Hom(Mg, Ngr) no conjunto dos homomorfismos de Hom(X, M) em Hom(X,N) é
injetivo. Aqui, Hom(X, f) é o morfismo g — fg de Hom(X, M) em Hom(X,N). Como Hom(X, f)
¢ um homomorfismo, é suficiente mostrar que se f # 0, entdo o morfismo Hom(X, f) de Hom(X, M)
em Hom(X,N) é # 0. Isso significa que temos que mostrar que para um dado f # 0, f : M — N,
existe um g € Hom(X, M) tal que fg # 0. Suponha que ndo fosse esse o caso. Entdo fg = 0 para
todo g € Hom(X,M). Como X é progerador, M = > ¢gX, em que a soma é tomada sobre todos os
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homomorfismos g de X em M. Entao, fM = f(>_gX)=>_ fgX =0, contrério ao fato de f # 0.

(2) = (3) Sejam M = R, N = R/T(X) e v o homomorfismo canénico de M em N. Dado qualquer
g € X* = Hom(X, M), temos g(z) € T(X), para todo € X. Portanto, vg(z) = 0. Logo, vg = 0 para
todo g € Hom(X, M). Pela hipétese, isso implica v = 0. Entdo, N =0e R =T(X).

(3) = (4) Se (3) vale, temos 1 = Y"1 | f;x;, para z; € X, f; € X*. Agora, considere X(™ e o morfismo
(Y15 ees Yn) = Doiy fiyi de X em R. Ele é um homomorfismo de R-médulos & direita, logo sua imagem
é um ideal a direita de R. Como 1 =) f;x; estd na imagem, a imagem é todo o R. Portanto, temos um
epimorfismo de X (™ sobre R.

(4) = (1) Como R é um gerador e R é imagem homomérfica de X", segue que X é um gera-
dor. Entao X é um gerador. ]

A caracterizagao (3) de geradores mostra que o médulo X é um progerador no sentido definido ante-
riormente se, e somente se, X é projetivo finitamente gerado e X é um gerador de mod-R. Chamamos
um médulo M de fiel se, e somente se, o tinico elemento a € R tal que Ma = 0 é a = 0. Para qualquer
médulo M, definimos Anng(M) = {b € R | Mb = 0}. E claro que isso é um ideal de R e que M ¢ fiel
se, e somente se, Annp(M) = 0. E claro também que R considerado como o médulo Ry é fiel e segue do
teorema anterior que qualquer gerador X de mod-R é fiel. Isso porque, se R é uma imagem homomoérfica
de algum X, entdao Anng(X) C Anng(R) = 0, logo X ¢ fiel. No caso especial importante em que o
anel R é comutativo, condigao (3) do teorema anterior pode ser substituida pela condigdo mais simples
de X ser fiel. Para provar isso precisamos do seguinte

Lema 3.2. Sejam R um anel comutativo e M um R-mddulo finitamente gerado. Um ideal I de R satisfaz

MI = M se, e somente se, I + Annr(M) = R.

Demonstra¢dgo: Suponha I+ Annp(M) = R. Entao, 1l =b+cem queb € I, c € Annr(M). Qualquer
x € M pode ser escrito como & = 21 = ab + xc = zb € MI. Portanto, MI = M.(Note que a geragao
finita ndo é necessdria para essa parte). Reciprocamente, sejam 1, ..., z,, geradores para M. A condigao
MI = M implica que qualquer z € M tem a forma ., x;b;, b; € I. Em particular, x; = Z?Zl xibji,
1 <i<n,ou Z;L=1 xj(6;i — bj;) = 0. Essas equacbes implicam em z;det(l — B) =0, 1 < j < n,
B = (b;;). Evidentemente, ¢ = det(1 — B) =1—10, b € I. Como R ¢ comutativo, zjc =0, 1 < j < n,
implica em xz¢ = 0, para todo z € M, logo ¢ € Annr(M). Entdo, 1 =b+c € I + Annr(M) e, portanto,
R =1+ Anng(M). [ |

Podemos agora provar o

Teorema 3.3. Todo mddulo projetivo finitamente gerado fiel sobre um anel comutativo € um gerador
(portanto, um progerador).

Demonstracao: Se M é projetivo finitamente gerado, pelo Lema da Base Dual, temos elementos
X1y .0y Ty € M e elementos f1, ..., f, € Hom(Mg, R) tais que © = >_ z; fi(x). Entao, f;(z) € T(M), logo
isso mostra que M = MT(M). Portanto, pelo lema anterior, R = Anng(M)+T (M) e se M é fiel, entéo
R =T(M). Concluimos que M é um gerador pelo teorema anterior. |

Ao considerar equivaléncias entre mod-R e mod-R’ para um segundo anel R’, assumimos, é claro,
que o par de funtores (F,G) que definem a equivaléncia sao aditivos. Lembramos que F é fiel e pleno.
Portanto, para quaisquer R-médulos a direita M e N, o morfismo F' de Hom (M, N) em Hom(FM,FN)
é um isomorfismo. Além disso, F' respeita a composicdo de homomorfismos. Segue que propriedades
de um R-médulo ou R-homomorfismo que podem ser expressas em termos de categoria sao preservadas.
Por exemplo, f : M — N é injetivo (sobrejetivo) se, e somente se, f é monomorfismo (epimorfismo) em
mod-R. Portanto, f é injetivo (sobrejetivo) se, e somente se, F(f) : F(M) — F(N) é injetivo (sobre-
jetivo). O conceito de um subobjeto de um objeto numa categoria fornece uma maneira categérica de
lidar com submédulos de um dado médulo N. Em mod-R, um subobjeto do médulo N é uma classe
de equivaléncia [f] de monomorfismos f : M — N em que a relagio de equivaléncia é definida por
f~f:M — N seexiste um isomorfismo g : M’ — M tal que f' = fg. Nesse caso, f'M’' = fM, logo
todos os f em [f] tem a mesma imagem em N e esta é um submdédulo. Além disso, se M é um submdédulo
qualquer, entao temos a injecao ¢ : M — N, que é um monomorfismo, e :M = M. Portanto, temos uma
bijecao entre o conjunto dos submoédulos de N com o conjunto de subobjetos de N. Essa bijecao preserva
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ordem se os submdédulos sdo ordenados da maneira usual através da inclusdo, e se definimos [f'] < [f]
para subobjetos de N como significando que f/ = fg para um monomorfismo g. Se N, é um conjunto
dirigido de submédulos de N, entdo |J N, é um submddulo e é o sup para o conjunto dos N, para a
ordem parcial dada pela inclusao. Segue que qualquer conjunto dirigido de subobjetos de N tem um sup
em relagdo & ordem dos subobjetos. Se (F,G) é uma equivaléncia de mod-R em mod-R’ e [f,] é um
conjunto dirigido de subobjetos de N com sup [f], entao é claro que [F(f,)] é um conjunto dirigido de
subobjetos de FN com sup [F(f)]. Um subobjeto [f] é chamado préprio se f ndo é um isomorfismo,
ou, equivalentemente, se fM para f: M — N é um submddulo préprio de N. Se [f] é préprio, entao
[F(f)] é proprio. Desejamos mostrar que se X é um progerador de mod-R, entao FX é um progerador
de mod-R’. Isso segue da

Proposicao 3.4. Seja (F,G) um par de funtores que definem uma equivaléncia de mod-R e mod-R'.
Entao

(1) Se X é um gerador de mod-R, entdo FX é um gerador de mod-R’.
(2) Se X é projetivo, entao FX € projetivo.
(8) Se X € finitamente gerado, entdo FX € finitamente gerado.

Demonstracao: (1) Pelo Teorema 3.1, X é um gerador se, e somente se, para f : M — N, f # 0, existe
um g : X — M tal que fg # 0. Agora, considere FX e seja f': M’ — N', f' # 0, em mod-R’. Entao,
G(f") # 0, logo existe um g : X — GM’ tal que G(f")g # 0. Entao, FG(f')F(g) # 0. O fato de que
FG = 13,04-r implica a existéncia de um ¢’ : FX — M’ tal que f'g’ # 0. Portanto, F'X é um gerador
em mod-R’.

(2) Como a sobrejetividade de um homomorfismo f é equivalente a condigdo de f ser epimorfismo em
mod-R, a afirmacao de X ser projetivo é equivalente ao seguinte: dado um epimorfismo p: M — N, o
morfismo g — pg de Hom(X, M) em Hom(X, N) é sobrejetivo. Disso segue facilmente que X projetivo
implica F'X projetivo.

(3) Notamos que X ¢é finitamente gerado se, e somente se, ndo pode ser expresso como unido de um
conjunto dirigido de submédulos proprios. A forma categérica dessa condicdo é que o sup de qualquer
conjunto dirigido de subobjetos proprios de X é um subobjeto préprio. Por causa da simetria da equi-
valéncia, é suficiente mostrar que se [f,] é um conjunto dirigido de subobjetos préprios de um R-mdédulo
N tal que [f] = sup [fa] nao é préprio, entdo a mesma coisa vale para [F(f,)] como subobjetos de FN.
Como F' define uma equivaléncia, é claro que isso vale. [ |

4. EQUIVALENCIA DE CATEGORIAS DE MODULOS

Antes de procedermos ao préximo resultado principal, que vai mostrar a condicao para equivaléncia das
categorias mod-R e mod-R’ para dois anéis R e R’ e a forma de tais equivaléncias, vamos estabelecer um
isomorfismo natural entre dois funtores que surgem na situacao de Morita I. Lembramos que se P = r/ P
e M = Mp, (portanto = zMpg), entdo Hom(Pg, Mp) pode ser considerado como um R’-médulo a direita
definindo fr’, para f € Hom(Pgr, Mg), v’ € R, por (fr")x = f(r'z). Isso define um funtor Hom(Pg, —)
de mod-R em mod-R’. Vamos agora mostrar que se temos um contexto de Morita (R, R', P, P/, 7, 1)
em que T e 1 sao sobrejetivos, como em Morita I, entdo Hom(Pr,—) e ® g P’ sdo funtores naturalmente
isomorfos. Sejam u € M, 2/ € P’. Entao, definimos o morfismo

{u,2'} 2= u(s,2), 2€P

de P em M. E claro que {u,z'} € Hom(Pr, MR) e o morfismo (u,z’) — {u,2'} define um produto
balanceado de Mg e gP’. Portanto, temos um homomorfismo de M ®g P’ em Hom(Pgr, Mg) tal que
u®z + {u,2'}. Ser’ € R, entéo {u, 2’ }r’ é definido por ({u, 2'}r")z = {u, 2'}r'z = u(2',r'z) = u(z'r, 2).
Portanto, {u,z’}r’ = {u,2'r'}, logo o homomorfismo tal que v ® 2’ — {u, 2’} é um homomorfismo
de R’-médulos & direita. Afirmamos que é um isomorfismo. Como na prova de Morita I, escrevemos
lpe = Y [uj,vj], u; € P, v; € P'. Entao, se f € Hom(Pg,Mg) e z € P, temos fz = f(lpz) =
Pl t§12) = F(Sus05,2)) = X5 5(u;)(0h,2) = S fug, )= Portanto, f = S{fus, 04} Bniao,

0 homomorfismo de M ®r P’ em Hom(Pgr, Mp) é sobrejetivo. Agora, suponha » {w;,w;} = 0 para
w; € M, w; € P'. Entao,

ZwZ@w; = Zwi®w§1 = Zwi®w§[uj,v;] = Zwi®(w§,uj)v;- = Zwi(w§7uj)®v; = Z{wi,wg}uj®v;- = 0.
0,J

2 2 2
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Logo, nosso homomorfismo é injetivo. Temos o isomorfismo de R’-mdédulos
v s M ®p P — Hom(PR,MR)
tal que na(u® 2') = {u, 2'}. E natural em M, isto ¢, se f € Hom(Mg, Ng), entéo

nm

M @g P’

HOTTL(PR, MR)
fe1 Hom(P,f)

N@R P/WHOTI’Z(PR,NR)
é comutativo. Para verificar isso, seja u®z’ € M®gP'. Entdo, Hom(P, f)ny(u®z") = f{u, 2’} = {fu, 2}
e

n(f@D)(u®?z)={fu,z2'}.
Portanto, o diagrama é comutativo. Com isso, mostramos que os funtores @ gP’ ¢ Hom(Pg,—) séo
naturalmente isomorfos. Agora, podemos mostrar o segundo resultado principal da teoria de Morita.

Teorema 4.1. Sejam R e R’ anéis tais que as categorias mod-R e mod-R' sio equivalentes. Entdo

(1) Ezistem bimddulos r'Pr, rPp, e um contexto de Morita (R, R', P, P’, T, 1) para o qual T e j sdo
sobrejetivos, logo Morita I vale. Em particular, R € isomorfo a End(Pgr) para um progerador P
de mod-R e R € isomorfo a End(Py,), P' um progerador de mod-R'.

(2) Se (F,G) é um par de funtores que definem uma equivaléncia de mod-R e mod-R', entio F é
naturalmente isomorfo a QrP’ ¢ G a @g P, em que P e P’ sdo como em (1).

Demonstragao: (1) Sejam (F,G) como em (2) e ponha P = GR', P = FR. Como R é um progerador
de mod-R, P’ é um progerador de mod-R’. Similarmente, P é um progerador de mod-R. Como R’
é um anel, A : ' — A(r’), em que A(r’) é a multiplicacdo & esquerda z’ — 7'z’, é um isomorfismo
de R' em End(R%/). Como G aplicado em End(Ry) = Hom(Ry,, R/) é um isomorfismo desse anel
em Hom(Pg, Pr) = End(Pg), temos o isomorfismo de anéis 7' — GA(r') de R’ em End(Pg). E claro
que 7’z = GA(r')x torna P um R’-R-bimédulo. Similarmente, » — FA(r) é um isomorfismo de R em
End(Pp,) e P é um R-R’-bimédulo com ra’ = FA(r)z’. Temos a cadeia de isomorfismos de grupos

Pr, =2 Hom(R', P,) = Hom(R', FR) =~ Hom(Pr/,GFR) = Hom(Pgr, R) = P*

em que o primeiro é o isomorfismo candnico, o segundo é G e o terceiro é g — (grrg em que ( é
o isomorfimo natural de GF a lmod-r. Todos os médulos R', Pp,, Pr,R sdo bimédulos e GFR se
torna um R-R-bimédulo se definirmos ro = GFA(r), r € R, x € GFX. Com essas defini¢oes, todos
os Hom de antes tem estruturas de R-R’-bimédulos. Agora, é imediato que o isomorfismo canonico de
Pp, em Hom(R', Pp,) é um isomorfismo de R-R’-bimédulos. A R-acdo & esquerda em Hom(R/, FR)
érf = F\r)r ea R-agdo a direita é fr' = fA(r’). Aplicando G, obtemos G(rf) = GFA(x)G(f) e
G(fr") = G(f")GA(r"). Considerando as agoes de R e R’ em Hom(Pg,GFR), vemos que o segundo
isomorfismo é um isomorfismo de R-R’-bimdédulos. Similarmente, se usarmos a condicao de naturalidade
CacrrGFEA(r) = Ar){cFr, podemos mostrar que o tltimo isomorfismo é R-R'-linear. Portanto, obte-
mos um isomorfismo de R-R’-bimédulos de rPf, com rPFE,. Se aplicarmos isso ao contexto de Morita
(R, R, P, P*,—, —) determinado por P, obtemos um contexto de Morita (R, R’, P, P/, 7, 1) em que 7 e i
sao sobrejetivos. Entao, Morita I e o resultado que observamos no inicio da secao sao validos.

(2) Se M é um R-médulo & direita, temos FM = Hom(RYy,FM) = Hom(GRY%, ,GFM) (por G)
>~ Hom(P,M) (pelo isomorfismo natural entre GF e lypmod-r) = M ®g P’ (como acima), e todos os
isomorfismos sao naturais em M. Portanto, o funtor F' dado é naturalmente isomorfo a ® g P’. Similar-
mente, G é naturalmente isomorfo a Qg P. [ |

A existéncia de um contexto de Morita (R, R', P, P', 7, 1) com T e p sobrejetivos implica a equivaléncia
de mod-R e mod-R’ e a equivaléncia de R-mod e R’-mod (por Morita I). Uma consequéncia desse
resultado e de Morita IT é que R e R’ tem categorias equivalentes de médulos & direita mod-R e mod-R’
se, e somente se, as categorias R-mod e R’-mod sao equivalentes. Se este é o caso, dizemos que R e R’
sao (Morita) similares. Morita II e as caracterizagoes de geradores nos permitem dar um identificagdo
precisa dos anéis R’ que s&o similares a um dado anel R, a saber, temos
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Teorema 4.2. Para um dado anel R, seja e um idempotente num anel de matrizes M, (R), n > 1, tal
que o ideal M, (R)eM,(R) gerado por e é M,(R). Entdo, R' = eM,(R)e é similar a R. Além disso,
qualquer anel similar a R € isomorfo a um anel dessa forma.

Vamos precisar do seguinte lema, que fornece algumas informacoes tteis.

Lema 4.3. Seja R um anel, entdo:

(1) Se e é um idempotente em R e N é um R-mddulo a direita, entGo Hompg(eR,N) € o conjunto
dos morfismos ea — uea, u € N. O morfismo f — f(e) é um isomorfismo de grupos de
Hompg(eR,N) em Ne e € um isomorfismo de anéis de Endr(eR) = Hompg(eR,eR) em eRe se
N =eR.

(2) O ideal trago T(eR) = ReR.

(8) Um R-mddulo a direita M € um progerador ciclico se, e somente se, M = eR em que e é um
idempotente em R tal que eRe = R.

(4) Se M = My & My para R-mddulos & direita e e; sdo as projecoes determinadas por essa soma
direta, entdo Endr(M;) = e; Endgr(M)e;.

Demonstrag¢ao: (1) Como e é um gerador de eR, um homomorfismo f de eR em N é determinado pela
imagem f(e) € N. Entdo, f(e) = f(e?) = f(e)e, logo f(e) = ue € Ne e f(ea) = uea. Reciprocamente,
para qualquer v € N, o morfismo ea — uea é um homomorfismo de médulos de eR em N. Verificacao
direta mostra que f — f(e) = ue é um isomorfismo de grupos de Hom(eR, N) em Ne e no caso especial
em que N = eR, isso é um isomorfismo de anéis (eRe é um subanel de R e tem e como unidade).

(2) A determinacao de Hompg(eR, N) para o caso de N = R mostra que (eR)* = Hompg(eR,R) é o
conjunto dos morfismos ea +— bea, a,b € R. Portanto, T'(eR) é o conjunto das somas Y b;ea;, a;,b; € R.
Logo, T(eR) = ReR.

(3) E claro que M é um R-médulo A direita projetivo ciclico se, e somente se, M ¢ isomorfo a um
somando direto de R, portanto, se e somente se, M = eR em que e? = e € R. Pelo teorema anterior, eR
é um gerador se, e somente se, T'(eR) = R. Portanto, isso vale se, e somente se, ReR = R. Combinando
esses resultados vemos que M é um progerador ciclico se, e somente se, M = eR em que e é um idempo-
tente em R e ReR = R.

(4) Seja M = My ® M e sejam e;, i = 1,2, as projegoes determinadas por essa decomposi¢iao. Entao,
e; € Endr(M), e; +ex =1, €2 = ¢;, e e1ea = 0 = egey. e Endg(M)e; é um anel com unidade e;. Se
n € Endr(M), erne; leva M7 em si mesmo e portanto einer|y, € Endg(M;). Como (e1ner)Ms =0, o
homomorfismo de anéis eyne; — e1nes |y, é um monomorfismo. Além disso, esso morfismo é sobrejetivo,
pois se ¢ € Endg(My), entdao e;Ce; € Endr(M) e e1Cer|n, = (. Portanto, e;ne; — einei|p, é um
isomorfismo de e; Endr(M)e; em Endg(Mi). Similarmente, temos um isomorfismo de es Endr(M)ey
em Endgr(Ms). [ |

Podemos agora dar a demonstracao do Teorema 4.2

Demonstra¢cgo: Demos uma prova direta da equivaléncia de mod-R e mod-M,(R) no inicio do
artigo. Uma abordagem melhor disso é obtida aplicando Morita I ao exemplo do médulo a esquerda
M’ = (™R de linhas de n elementos de R e o médulo & direita R de colunas de n elementos de R
como no 1.4 da primeira segao. E facil ver que os morfismos 7 e u s@ao sobrejetivos, logo Morita I é
aplicdvel. Enunciado (5) desse resultado d4 uma equivaléncia de mod-R e mod-M,(R). Portanto, R
e M, (R) sao similares. Se e é um idempotente em M, (R) tal que M, (R)eM,(R) = M, (R), entdao por
(3) do lema anterior, eM,(R) é um progerador de mod-M, (R). Entao, pelo Teorema 1.7, M, (R) e
Endyy, (ry(eM,(R)) sdo similares. Pelo enunciado (1) do Lema, o tltimo anel é isomorfo a eM, (R)e.
Portanto, M,,(R) e eM,,(R)e sao similares e entao R e eM,, (R)e sao similares se M, (R)eM,(R) = M,(R).

Reciprocamente, seja R’ um anel similar a R. Por Morita II, R’ = Endg(P), em que P é um progerador
para mod-R. Entdo, P é um somando direto de R(™ para algum n e T(P) = R. Portanto, P = eR(™ em
que € = e € Endr(R™). Por (4) do Lema, End(Pg) = eEnd(R™)e. Também, aplicacdo de Morita I
ao exemplo (R, M, (R), R™ (™ R, 7 1) mostra que End(R™) é o conjunto das multiplicacdes a esquerda

dos elementos de R(™ por matrizes n x n com entradas em R e End(R"™) = M, (R). Identificando e com

~

a matriz correspondente, vemos que R’ = eM,,(R)e. Como P é um gerador, temos T(P) = R e como P
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é um somando direto de R(™), os elementos de P* = Hom(P, R) sdo as restricoes de P dos elementos de
Hom(R™, R). O tltimo é o conjunto das multiplicacdes & esquerda por linhas (a1, as, ...,a,), a; € R.
Como P = eR™ | segue que T (P) é o conjunto das somas de elementos da forma

by
(a1, ...,an)e | :
by,
a;,b; € R. Portanto, 1 pode ser expresso como uma tal soma. Segue que M, (R)eM,(R) contém a

matriz ej; cuja (1,1)-entrada é 1 e as outras entradas sdo 0. Como M, (R)e11 M, (R) = M,(R), temos
M, (R)eM,,(R) = M,(R). Portanto, R’ = eM, (R)e, em que €?> = e e M,,(R)eM,(R) = M, (R). |

Agora que sabemos como os anéis similares a um dado anel parecem, estudamos mais de perto as
equivaléncias de mod-R ¢ mod-R’ (¢ R-mod e R’-mod). Por Morita II, elas sdo dadas, a menos
de isomorfismo natural, através do produto tensorial por um R’-R-bimédulo P de um contexto de Morita
(R,R',P,P',7,1u) em que T e u sdo sobrejetivos, portanto isomorfismos. Logo, p é um isomorfismo de
R'-R'-bimédulos de P @z P’ em R’ e 7 é um isomorfismo de R-R-bimdédulos de P’ ® g P em R. Recipro-
camente, Suponha que temos tais isomorfismos para um R’-R-bimédulo P e um R-R’-bimédulo P’ para
algum par de anéis R e R'. Entéo, como na prova de Morita I (5), @z P’ ¢ Qg P sdo funtores dando uma
equivaléncia de mod-R ¢ mod-R' ¢ P®g e P'®@p dao uma equivaléncia de R’-mod ¢ R-mod. Por-
tanto, R e R’ sdo similares. Também, como uma equivaléncia de categorias de mddulos leva progeradores
em progeradores ¢ R ®r P’ = P’, é claro que P’ é um progerador para mod-R’. Similarmente, é um
progerador para R-mod e P o é para mod-R e para R’-mod. Vamos agora chamar um R’-R-bimédulo
P invertivel se existir um R-R’-bimdédulo P’ tal que P’ ® gr P = R como R-R-bimédulos e P ®p P’ = R’
como R’-R’-bimédulos. Podemos fazer o produto tensorial de tais mdédulos. Mais precisamente, se R é
um terceiro anel e @ é um R”-R’-bimddulo invertivel (logo R” e R’ séo similares), ent&o a lei associativa
para produtos tensoriais mostra que Q ® g, P € invertivel. Podemos agora relacionar isso com as classes
de isomorfismos de funtores que dao um equivaléncia entre as categorias de médulos de dois anéis. Esse
é o conteudo do

Teorema 4.4. MORITA III Sejam R,R',R”, ... anéis similares. Entdo, o morfismo P — Qg P
define uma bijecdo da classe das classes de isomorfismos de R'-R-bimddulos invertiveis na classe das
classes de isomorfismos naturais de funtores que ddo uma equivaléncia de mod-R' e mod-R. Nessa cor-
respondéncia, composi¢do de equivaléncias correspondem a produtos tensoriais de bimddulos invertiveis.

Demonstracao: O primeiro enunciado se resume ao seguinte: se P é um R’- R-bimédulo invertivel, entao
®pr/ P d4 uma equivaléncia de mod-R’' e mod-R e toda tal equivaléncia é naturalmente isomorfa a uma
dessa forma. Além disso, os funtores @ r/ P; e @ p P> para R'-R-bimddulos invertiveis P e Py sao funtores
naturalmente isomorfos se, e somente se, P; e P, sdo isomorfos como bimédulos. A primeira afirmagao
foi provada nos dois primeiros teoremas de Morita. Agora, suponha que P; e P, sdo R’-R-bimdédulos
invertiveis isomorfos. Entéo, para N’ = N, M’ @ P1 e N’ ®p/ P, sdo isomorfos por um isomorfismo
que é natural em N’. Portanto, ® ' P, e ® g/ P> sao naturalmente isomorfos. Reciprocamente, suponha
que ®r P; e ®p' P> sdo naturalmente isomorfos. Entao, temos um R-isomorfismo n de R’ ® g/ P; em
R ®p/ P tal que para a’ € R’

, l(a/)®1p1 ,
R Qp PP — R' ®Qp P,

R @pr P R @r P

(a/)®lp2

é comutativo. Isso significa que R' ®p Py e R’ Qg P sdo isomorfos como R'-R-bimddulos. Agora,
suponha @ um R”-R’-bimédulo invertivel. Entao, temos o funtor @z~ Q de mod-R” em mod-R’ e o
funtor ® g P de mod-R’ e mod-R. A composta é o funtor ®z+Q ®r' P de mod-R" em mod-R. Pela
associatividade, esse é o funtor @ g+ (Q @p P). Esse é o significado do tltimo enunciado do teorema. M

Por fim, alguns comentérios sobre propriedades Morita invariantes. Dizemos que uma propriedade &
da teoria de anéis é Morita invariante se para quaisquer R, S anéis com R e S Morita similares, temos
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que R tem a propriedade &2 se, e somente se, S tem a propriedade &. Portanto, uma propriedade &2 é
Morita invariante se pode ser caracterizada puramente em termos da categoria de médulos mod-R (ou
R-mod) associada com R, sem referéncia a elementos de mddulos ou do anel R. Algumas propriedades
Morita invariantes sao: “semissimples”, pois R é semissimples se, e somente se, a categoria mod-R é
semissimples; “noetheriano & direita”, “artiniano & direita”, pois R noetheriano (artiniano) se, e somente
se, médulos a direita finitamente gerados satisfazem CCA (CCD); “(semi-)hereditdrio a direita”, pois R
¢ (semi-)hereditdrio a direita se, e somente se, submédulos (finitamente gerados) de R-médulos & direita
projetivos sao projetivos; “von Neumann regular”, pois R é Von-Neumann regular se, e somente se, todo
R-médulo a direita é plano, “(semi)primitivo & direita”; “(semi)primo”; “finito”. As dltimas, e outras,
propriedades podem ser verificadas na referéncia [3], pag. 492.

Algumas propriedades que nao sdo Morita equivalentes: “comutativo”, “local”, “reduzido” (sem elemen-
tos nilpotentes nao nulos), “dominio de integridade”, “anel de divisao”, “IBN” (invariant basis number),
”Dedekind-finito”.
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