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Algebras de Hopf

Lista 1, getting started
OBS: Todos os espagos vetoriais serao considerados sobre um corpo k.

Sejam V e W dois espacos vetoriais e sejam {e;}icr, € {f;};cs, respectivamente,

bases de V e W.

a) Mostre que V@ W = @
(> e v ® fi) = (v))jer

b) Com este isomorfismo, conclua que o conjunto {e; ® f;}icr jes é uma base de
Veow.

Sejam V e W dois espagos vetoriais e considere um elemento nao nulo ¢t € V®

W. Mostre que existem, um nimero natural n > 1, um conjunto linearmente

independente {u;}!"; C V e um conjunto linearmente independente {v;}?; C W

tais que, t =Y.', u; ® v; (OBS: Este niimero é denominado o posto do tensor)

Seja um elemento nulo 0 = 1" | v;@w; € VW, mostre que existem vetores {t;}7.,

e escalares {a;; € k|1 <i<mn, 1 <j<m} tais que )7 o, ;t; = w; e 1L, a; ju; = 0.

Seja V um espago vetorial e {¢;}!"; C V* um conjunto linearmente independente

de funcionais. mostre que existe um conjunto {v;}! ; C V, linearmente indepen-

dente tal que @;(v;) =6, ;.

Sejam W e W espacos vetoriais.

a) Mostre que existe uma aplicagao linear injetiva T : W @ V* — Homy(V, W)
definida como T'(w ® f)(v) = f(v)w.

b) Mostre ainda que T é sobrejetiva se, e somente se, dimy (V) < co.

c) Suponha t = E?:l w; ® f; € W®V*, sendo n o posto de t. Mostre que o posto
de T'(t), entendido como a dimensao do subespago imagem, é igual a n e que
{w;}?_, é uma base para Im(T(t)).

Utilizando os resultados do exercicio anterior, mostre que, dado um conjunto

linearmente independente {f;}"; C V*, e um subconjunto {);}* ; C k, existe um

vetor v € V tal que f;(v) = \; para i € {1,...,n}.

Mostre o seguinte isomorfismo de espagos vetoriais:

Hom(V® W, U) =2 Homy (V, Homy (W, U)).

jes ¥, com o isomorfismo dado explicitamente por

Sejam V um espago vetorial, X CV e Y C V* dois subconjuntos. Defina
Xt = {fevflv)=0,VYve X}
Yt = {veV|fv)=0,VfecY}

Mostre que:

a) Se X CV, entdo X' é subespacgo de V* (o resultado vale analogamente também
para X C V*, neste caso X+ é subespaco de V).

b) Se X CV, entao X+ = (X)!, onde (X) é o subespaco de V gerado por X (o
resultado vale também para X C V*).

c) Se X CY CV, entdo Y+ C X+ (o resultado também vale para X CY C V*).

d) X C X!, tanto para o caso de X C V quanto para o caso de X C V*.

e) X+ = X++L tanto para o caso de X C V quanto para o caso de X C V*.

f) Se X €V entao X = X1+,

Considere conjuntos X e Y e o conjunto de fungées Y X = {f: X — Y}.

a) Mostre que Y~ estd em bijegdo com o produto direto [], Y

b) Tomando a topologia discreta em Y, a topologia produto em Y*X (a menor
topologia que faz com que todas as projegdes 7, : YX — Y sejam continuas)
é denominada topologia finita. Mostre que, para fungées f € YX e elementos
x1,...2, € X (n € N), os conjuntos do tipo

O(f,x1,...,xn) ={9: X =Y |g(z;) = f(zy), 1€ {1,...,n}}
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formam uma base de abertos para esta topologia.

c) Se X e Y sdo k espacos vetoriais, entao Hom(X,Y) C YX é um fechado na
topologia finita.

d) Considerando k com a topologia discreta, mostre que Homy(X,Y), onde X
e Y sao k espagos vetoriais, munido da topologia finita, é um espaco veto-
rial topolégico (isto é, a soma de fungées a a multiplicagdo por escalar sao
continuas segundo esta topologia).

e) Se dim(X) < oo, entao, a topologia finita de Homy(X,Y') é a topologia discreta.

Seja V um espaco vetorial e S C V*, seja S o fecho de S na topologia finita.

a) Assumindo que S = S'*, mostre que S é denso em V*, isto é, S = V*, se, e
somente se S+ = {0}.

b) Considere a aplicacao canénica e : V — V** dada por e(v)(p) = ¢(v). Mostre
que e é injetiva, e é sobrejetiva se, e somente se, dim (V) < co.

c) Mostre que Im(e) é um subconjunto denso em V** (isto quer dizer que V é
denso em V**, ao identificarmos o espago V com a imagem do morfismo ¢).



