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Algebras de Hopf

Lista 2
OBS: Todos os espagos vetoriais serao considerados sobre um corpo k.

Sejam f: V=V e g: W— W duas aplicagées lineares. Mostre que ker(f ® g) =
V@ ker(g) + ker(f) @ W.

Sejam V e W dois espacgos vetoriais e sejam X C V e Y C W dois subespagos.
Mostre que X @Y = (VoY)N (X @ W).

Sejam (A, pua,na) e (B, up,ns) duas dlgebras. Mostre que o produto tensorial A® B
possui uma estrutura natural de algebra dada por

pags = (La@up)I @7 AR 1), Nagp =1nNa@Np.

(OBS: Vocé tem que verificar que estes puagp € nagp satisfazem aos axiomas da
associatividade e da unidade).

Sejam, A, B e C trés dlgebras e ¢: A — C e ¢ : B — C dois morfismos de dlgebras
tais que, para quaisquer ¢ € A e b € B, temos ¢(a)y9b0 = ¥ (b)¢(a). Mostre que
existe um tvinico morfismo de dlgebras ®: A® B — C tal que ®(a ® b) = ¢(a)y(b).
Sejam A, B e C trés algebras comutativas. Mostre a seguinte bijegao:

Alg(A® B,C) = Alg(A,C) x Alg(B,C),

onde Alg(X,Y) denota o conjunto dos morfismos de Algebra entre as dlgebras X

eY.

Seja C' um espago vetorial e A : ¢ — C ® C' uma aplicagao linear coassocia-

tiva. Mostre que existe apenas uma co-unidade ¢ de modo que (C, A, ¢) seja uma

coalgebra

Mostre que a comultiplicacao e a co-unidade definidas para as algebras kG e

Rep(G) sao morfismos de dlgebras.

Dada uma &algebra A, um ideal em A é um subespacgo I C A tal que para qualquer

i € I e qualquer a € A temos que a.i € [ e i.a € I.

a) Mostre que um subespaco [ é ideal se, e somente se uy(I @ A+ A1) CI.

b) Mostre que existe uma tdnica estrutura de dlgebra no espago vetorial quociente
A/I tal que a projecao candnica

m: A — A/l
a = a+1

seja morfismo de algebra.
c) Se f: A— B é um morfismo de dlgebras e I C ker(f), entdo existe um tnico

morfismo de algebra f: A/ — B tal que for = f.
Seja V um espago vetorial e X C V uma base de V. Mostre que a dlgebra tensorial
T(V) é isomorfa a dlgebra livre gerada pela base, k{X}.
Mostre que a aplicagao que associa cada espago vetorial V a sua algebra tensorial
T(V) é um funtor da categoria dos k espagos vetoriais, Vect, na categoria das
k algebras %k. Além do mais, para todo espago vetorial V e toda algebra A,
temos uma bijecao

Hom 4;,(T(V), A) =2 Homy(V, A)

(A notacgao de Sweedler funciona) Seja (C, A, ¢) uma codlgebra e defina para cada
niimero natural n > 1 as aplicagdes lineares A, : C — C®"*tD como, A} = A e
A, =(A@I"YHoA, ;.

a) Mostre que, para qualquer n > 2 e qualquer p € {0,...,n — 1} temos

Ap=(P@ADI" P oA,

b) Mostre que, para qualquer i > 2 , temos A; = (A;_; ®I) o A.
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c) Mostre que, para qualquer n > 2 e qualquer i € {0,...,n—1} e m € {0,...,n—i},
temos
Ap=(I"® A @™ 0 A,
d) Considere as aplicagdes lineares f : C®(+1) — O, g: 02+ V. onde V é um
espaco vetorial qualquer, e defina f : C — C como f = foA;. Mostre que para
qualquer n >4, j € {1,...,n+ 1} temos

go(P '@ foI" ™Mo, i=go (P '@ feI" oA,

Mostre que U, que associa cada algebra de Lie g & sua algebra envolvente universal
U(g), define um funtor entre a categoria das dlgebras de Lie e a categoria das
algebras associativas. Mostre ainda que, para cada algebra de Lie g e cada algebra
associativa A, existe uma bijecao entre o conjunto de morfismos de dlgebras de
Lie Lie(g,£(A)) (onde L(A) é o espago vetorial A visto como &dlgebra de Lie com
o comutador [a,b] = ab — ba) e o conjunto dos morfismos de dlgebra Alg(U(g), A).
Sejam g e h duas dlgebras de Lie. Mostre que U(g® h) = U(g) @ U(H).

(Exemplos de coalgebras)

Considere o espago vetorial C' gerado pelo conjunto de vetores {c, |n € N} (Nat-
urais comecam em 0). Mostre que C possui uma estrutura de codlgebra com
co-multiplicacao dada por

Alen) =Dk @ cnk,
k=0

e co-unidade ¢(c,) = d,,0.
Considere o espago vetorial M gerado pelo conjunto de vetores {e;; |i,j € {1,...,n}}.
Mostre que M; possui uma estrutura de coalgebra com co-multiplicacao dada por

Aleiz) = Zem ® ek
k=1

e co-unidade ¢(e;;) =, ;.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita, considere {¢;}? ; uma base para
V cuja base dual é {¢'}7; C V*. Mostre que V* ® V possui uma estrutura de
coalgebra com co-multiplicagao

n
A(go@v)ngo@eZ-@Ei@v
i=1
e co-unidade ¢(¢ ® v) = ¢(v). Mostre ainda que esta codlgebra é isomorfa a M.
Seja (X,<) um conjunto parcialmente ordenado localmente finito, isto é, para
quaisquer z < y em X, temos que o intervalo [z,y] = {z € X |z < z < y} é um
conjunto finito. Seja C(X) o espago vetorial gerado pelo conjunto de vetores
{(z,y) € X x X |z < y}. Mostre que C(X) possui estrutura de codlgebra, com
co-multiplicagao
A(m,y) = Z (‘TWZ) ® (Zay)
2<z<y
e co-unidade €(z,y) = 6, 4.



