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Algebras de Hopf

Lista 4
Mostre que um subespago de codimensao finita X C V* é fechado na topologia finita se, e
somente se, X+ = X', onde

Xt ={seV*|o(f) =0, vf € X}

Mostre que, se V= @, ; V; entao P, ; V; ¢é denso na topologia finita de V*.

Seja f:V—We f*: W* — V* sua aplicacao dual. Mostre que

a) Se X CW, entdo f*(X1) = f~1(X)*.

b) Se T C W*, entao f*(T)t = f~1(T4).

c) A imagem por f* de um subespago fechado é um subespago fechado.

d) Se f é injetiva e T C W* é um subespaco denso, entdo f*(T') também é denso em V*.

Seja C' uma codlgebra. Mostre que as dlgebras (CP)* e (C*)°P coincidem.

Sejam A e B duas dlgebras e f : A — B um morfismo de dlgebras. Mostre que, se I < B é

um ideal de codimensao finita, entdao f~1(I) é um ideal de codimensio finita em A.

Seja G um grupo e A = kG a sua algebra de grupo.

a) Mostre que A° = Rep(G).

b) Seja p : G — GL(n,k) uma representacdo de dimensao finita de G. Denote p(g) =
(ai;(g)), onde a;; : G — k sao as respectivas funcoes coordenadas da matriz. Definindo o
espaco vetorial V' (p) = span{a;; |1 < 4,j < n}. Mostre que V(p) é um sub kG-bimédulo
de dimensao finita de Rep(G).

) Mostre que Rep(G) = >_, V(p), onde a soma ¢ sobre todas as representacoes de dimensao
finita de G.

Seja A uma algebra e A° seu dual finito. Mostre que os group likes de A° coincidem com os

morfismos de dlgebra f: A — k.

Seja A uma algebra e A° seu dual finito. Mostre que

a) Se S é uma subalgebra de A, entdo S+ N A° é um coideal de A°.

b) Se I é um coideal de A°, entdo I+ é uma subcodlgebra de A.

Sejam, C' uma codlgebra, C* sua algebra dual, A uma &algebra e A° seu dual finito. Mostre

que

a) Se I ¢ ideal & esquerda (& direita) de C*, entdo I+ é um coideal & esquerda (3 direita) de
C.

b) Se J é coideal & esquerda (& direita) de C, entdo J- é um ideal & esquerda (a direita) de
C*.

c) Se I éideal & esquerda (& direita) de A, entdo I~ N A° é um coideal & esquerda (a direita)
de A°.

d) Se J é coideal & esquerda (i direita) de A°, entdo J+ é um ideal & esquerda (& direita)
de A.

Mostre que, se (X;);er € uma familia de subcodlgebras (coideais a esquerda, coideais a direita)

de uma codlgebra C, entdo N;erX; também é uma subcodlgebra (coideal a esquerda, coideal

a direita) de C.



