Algebras de Hopf

Lista 5

1) Mostre que produtos, equalizadores, e pull backs sao limites e que coprodutos, co-equalizadores
e push outs sao colimites.

2) Mostre que a categoria das codlgebras possui colimites.

3) Seja C uma codlgebra, mostre as seguintes afirmacgoes abaixo:
a) Se I é ideal & esquerda de C*, entdo I+ = annc(l) = {c € C | f-c = ¢y flce)) =

0, Vfel}.
b) Se X é um coideal & esquerda de C, entdo X+ = anng-«(X) = {f € C* | f-2=0, Vz €
X}

c) Seja (M, p) € MY e J < C*, tal que J- M =0, entdo p(M) C M @ J*.
d) Se (M,p) € M® e A = (annc-(M))*, entdo A é a menor subcodlgebra de C tal que
p(M) C M ® A.

4) Seja C uma codlgebra e M € M®. Mostre que todo subcomodulo gerado por um tinico
elemento m € M é de dimensao finita. Com isto conclua que M ¢ igual a soma de todos os
seus subcomédulos de dimensao finita.

5) Seja C' uma codlgebra e ev : C — C** a inclusao candnica. Mostre que ev(c-C™) =
(C* C**)T{lt .

6) Seja {Cx}aea uma familia de codlgebras e @, Cx o coproduto desta familia na catego-
ria das codlgebras. Mostre que existe o isomorfismo de anéis topolégicos C* = [ ., Cx
(considerando a topologia finita em C* e a topologia produto em [],., C5.

7) Seja {Cx}rea uma familia de subcodlgebras de C' e A uma subcodlgebra simples de C' (isto
é, as unicas subcodlgebras de A sao {0} e A). Mostre que existe um indice A € A tal que
A CChy.

8) Sejam C e D duas codlgebras. Mostre que as categoria “ MP e p= M7 sdo isomorfas.

9) Seja C' uma codlgebra, um comédulo M € M é livre se existir um espaco vetorial X tal
que M 2 X ® C' como comédulos. Mostre que se {e; };cr é base de X, entdo M =2 c,

10) Mostre que todo C' comddulo é subcomédulo de um comddulo livre.

11) Um comédulo M € M ¢ dito ser injetivo se for um objeto injetivo na categoria M, isto
6, para qualquer morfismo injetivo f € Hom® (X,Y) e qualquer morfismo g € HomC(X, M)
existe um morfismo § € Hom® (Y, M) tal que go f = g. Mostre que todo C' comédulo livre é
injetivo. Em particular, mostre que C' é um C' comédulo injetivo.

12) Seja M € MC, mostre que M é injetivo se, e somente se for o somando direto de um C
comédulo livre.

13) Seja {Mx}rca uma familia de C' coméduloes a direita injetivos. Mostre que @, My é um
C comédulo injetivo.

14) Um comédulo M € M é dito ser simples se M # 0 e os tinicos subcomédulos de M sao {0}
e M. Mostre que todo C' comédulo possui um subcomédulo simples. Mostre também que
um comodulo simples é de dimensao finita.



