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Algebras de Hopf

Lista 6

Seja C,, o grupo ciclico de ordem n. Mostre que a édlgebra de Hopf dual (kC},)* é isomorfa a
kC,.

Considere o anel polinomial Z[q]. Defina os ¢ ntimeros como
[mlg =14+ -q""

e os coeficientes ¢ binomiais como

onde [n],! = [n]g.[n — 14 ... [14-

a) Mostre que
vl n n _( n+1
()Gt )= (0,
q q q

b) Com isto, mostre que ( Z > € Z[q].
q
c) Seja A uma 4lgebra associativa sobre um corpo k, e ¢ € k. Considere dois elementos

x,y € A tais que xy = qyx, mostre que

n - n n—
(z+y) Z( k) yran k.
k=0 q

d) Se g € C for uma raiz n-ésima da unidade, entdo mostre que, para x,y € A satisfazendo
Ty = qyx temos

(z+y)" =a"+y"

Seja k um corpo e g € k um elemento nao nulo. Mostre que a k-dlgebra gerada por F, F, K
e K~! satisfazendo as relacoes

KK' = K'K-=1,
KEK™' = ¢’E,
KFK~' = ¢ 2F
K—-K!
EF-FE = — ——
q—q

é uma algebra de Hopf com as operagoes
AE)=1®9E+E®K, AF)=K '@F+F®]l,
A(K:tl) _ K:I:l ®Ki1,

€(E)=¢e(F)=0, eK*)=1,

S(E)=-EK™', S(F)=-KF, S(K*')=KT%.

Esta édlgebra de Hopf é chamada a dlgebra envolvente quantica U, (sl(2)).
Seja k um corpo e g € k um elemento nao nulo.
a) Mostre que a k-algebra gerada por a, b, ¢ e d, satisfazendo as relagoes

ba = qab, db—qbd, ca = qac, dc= qcd,

bc=cb, ad—da= (¢ —q)bc,
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¢é uma bidlgebra, chamada bidlgebra das matrizes quanticas 2 x 2, M,(2), com as seguintes

relagoes:

Ala)=a®a+b®c, Ab)a®b+b®d,

Alc)=c®a+d®ec, Ald)=c®b+d®d,

e(a) =€e(d) =1, €(b)=¢€(c)=0.

b) Mostre que em M,(2) o elemento det, = ad — ¢~ 'bc = da — gbc é central na dlgebra e é
grouplike.

c) Considere a dlgebra GL,(2) = M,(2)[t]/(tdet, — 1), mostre que esta dlgebra é dlgebra de
Hopf, com a mesma estrutura de bidlgebra de M,(2), com ¢ grouplike e central ¢ com
antipoda dada por

S(a) =td, S(b) = —tqb, S(c)=—tq e, S(d)= ta.

5) Seja H uma k Hopf algebra que é gerada como dlgebra pelos seus elementos primitivos, isto
é, elementos x € H tais que A(z) =z ® 1+ 1® 2. Mostre que os elementos group-like de H
sao triviais, isto é, se g € H é group-like, entao g € k.1p.



