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Algebras de Hopf

Lista 7

Sejam H e K duas algebras de Hopf. Mostre que H ® K também é uma algebra de Hopf
com as estruturas padrao de algebra e de coalgebra no produto tensorial e com antipoda
Suex = Sg ® Sk. Mostre que se T € H* e 7 € K* sdo integrais a esquerda para H e K|
respectivamente, entao T'® 7 é uma integral a esquerda para H ® K.

Seja H uma algebra de Hopf sobre um corpo k e seja [E uma extensao do corpo k. Mostre que
H =E ®;, H é uma &lgebra de Hopf sobre E com multiplicacdo usual do produto tensorial,
comultiplicacao A : H — H ®g H, dada por

AA®r h) =A@k ha) ®p 1g @k ha),

counidade ¢ : H — E dada por €(A ®; h) = Aeg(h) e antfpoda S : H — H dada por
SA®kh) =A® Su(h).

Mostre que o conjunto dos elementos group-like de uma dlgebra de Hopf H, isto é elementos
g € H tais que A(g) = g ® g formam um grupo (com a multiplicacdo de H).

Mostre que o conjunto dos elementos primitivos de uma algebra de Hopf H, isto é elementos
x € H tais que A(g) =2 ® 1y + 1y @ x formam uma dlgebra de Lie (com o comutador dado
pela multiplicagao de H).

Seja H uma &algebra de Hopf de dimensao finita, mostre que o conjunto de seus elementos
primitivos é igual a {0} (dica, tente provar que, para qualquer n > 1, se  é um elemento
primitivo nio nulo, entdo 1, z, x%, ... ;™ sao linearmente independentes)

Mostre que o conjunto dos morfismos de algebra de uma dlgebra de Hopf H sobre o corpo
de base k é um grupo (com o produto de convolu¢io de Homy(H, k)).

Seja H uma algebra de Hopf que é gerada como algebra por seus elementos primitivos. Mostre
que o conjunto dos elementos group-like de H é trivial, isto é, o unico elemento group-like de
H ¢ 1y (Dica: Mostre que existe uma colec@o de subespacos {4, }n>0 (que sdo os mondmios
até grau n sobre os elementos primitivos, tais que (1) H =" A, , (2) 4, C Apiq (3)
A(4,) S Yy A @ Ay,

Sejam H e K duas algebras de Hopf e seja (, ) : H® K — k um par dual entre H e K vistos
como bidlgebras. Mostre que, para qualquer h € H e qualquer z € K, temos

(S(h),z) = (h,S(x)).
Mostre que qualquer dlgebra de Taft H,2(\) é isomorfa & sua dlgebra de Hopf dual.
seja H uma algebra de Hopf sobre k e suponha que exista um isomorfismo de dlgebras entre

Hekxkx---xk (k aparecendo n vezes). Mostre que H é isomorfa & dlgebrakG*, que ¢ a
dual da algebra de grupo para um grupo G de ordem n.



