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Resumo

Neste trabalho apresentamos os anéis primos e semiprimos, buscando suas ca-
racterizacoes e relacoes com anéis simples, semissimples, primitivo e semiprimitivo

(J-semissimples)
Palavras-chaves: Teoria de anéis nao comutativos; Anéis primos; Anéis semiprimos

Introducao

A teoria moderna de anéis comegou quando J. H. M. Wedderburn demonstrou
seu famoso teorema de estrutura para algebras semi-simples de dimensao finita so-
bre corpos, em 1907. Vinte anos mais tarde, E. Noether e E. Artin introduziram
as condigoes de cadeia ascentente e de cadeia descendente sobre ideais unilaterais,
substituindo a dimensao finita, e Artin provou o anélogo do teorema de Wedderburn
para anéis (algebras) semi-simples. Esta teoria passou a ser, desde entao, a pedra
fundamental da teoria de anéis nao-comutativos.

Neste trabalho, objetivamos estudar alguns tépicos desta teoria, mais precisa-
mente, os anéis e médulos simples e semi-simples, anéis J-semi-simples (ou Jacobson
semi-simples, ou semiprimitivo), anéis e ideais primos e semiprimos, anéis primitivos
a esquerda (a direita). Neste sentido, veremos suas caracterizagdoes e procuraremos

as relagoes existentes entre estes anéis.

1 Anéis Semi-simples e Radical de Jacobson

Nesse capitulo trabalhamos com duas classes importantes de anéis, a saber, a dos
anéis semi-simples e dos anéis J-semi-simples. Estudamos as caracterizagoes destes

anéis, assim como, estabelecemos uma relacao entre eles. Por fim, enunciamos, sem



demonstrar, o teorema de Wedderburn-Artin, que é um importante resultado de

caracterizacao para anéis semissimples.

1.1 Condigoes de Cadeia

Nesta segao, definimos modulos e anéis noetherianos (artinianos). Para isso, fala-
mos brevemente sobre condig¢oes de cadeia. Nosso objetivo é apenas lembrar defini¢oes
e resultados relacionados, sem demonstra-los.

Dado um conjunto C, dizemos que uma familia de subconjuntos F' = {C; : i € I}
de C satisfaz a condigao de cadeia ascendente (CCA) se F' nao contém uma subfamilia
estritamente crescente C;, & Cy, G -
Ci, CC;, C--- de elementos de F', existe um inteiro n tal que C;, =

-, ou seja, para qualquer cadeia ascendente

Int1 n+2

A condigao de cadeia descendente (CCD) é formulada de maneira semelhante,

invertendo o sentido das inclusoes.

Definicao 1.1 Seja M um A-mddulo a esquerda. Dizemos que o mddulo M € noethe-

riano (respectivamente artiniano) se a familia de todos os submddulos de M satisfaz

CCA (respectivamente CCD).

Para o caso em que M = A temos as defini¢oes para anéis noetherianos e artini-
anos.

Dizemos que o anel A é noetheriano a esquerda (respectivamente a direita) se A é
noetheriano quando visto como um A-modulo a esquerda (respectivamente & direita)
e artiniano a esquerda (respectivamente a direita) se A é artiniano quando visto como
um A-modulo a esquerda (respectivamente & direita). Se o anel A é noetheriano a
esquerda e a direita, A diz-se simplesmente noetheriano. O mesmo vale para o caso
artiniano.

Apresentamos agora um resultado bem conhecido e muito 1util para encontramos

exemplos de modulos noetherianos. Ao leitor interessado, indicamos (|I], Theorem
1.9, p. 375).

Proposicao 1.2 Um mddulo M € noetheriano se, e somente se, cada submddulo de
M ¢ finitamente gerado (M é um A-mddulo finitamente gerado se existemmy,--- ,mg €

M tais que M = Amy + Amg + -+ - + Amy).

Exemplo 1.3 O Z-maddulo Z ¢é noetheriano, pois todo submaodulo de Z é ciclico e
portanto finitamente gerado. Entretanto, o Z-mddulo Z nao € artiniano, pois obtemos
a cadeia estritamente crescente de ideais de Z,
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Exemplo 1.4 Corpos e anéis de divisio sao anéis noetherianos e artinianos.

Para finalizar esta secao, gostariamos de lembrar um resultado ttil para o traba-
lho. Para tanto, apresentamos primeiramente duas defini¢oes. Para maiores detalhes,
veja ([, p. 375)

Definicao 1.5 Dado um A-mdédulo a esquerda M, uma série normal para M é uma

cadeia de submodulos
M:M()DMlD"'DMS.

Os fatores da série sao os modulos quocientes M;/M; 1 (i=0,1,--- s —1).

Definicao 1.6 Uma série de composi¢ao (finita) para um A-mddulo M € uma série
normal M = My D My D -+ D Mj tal que cada fator da série, isto €, M;/M;11 é um
A-mddulo simples para todo i € {1,2,--- ;s —1}.

Teorema 1.7 Um A-mddulo a esquerda M € noetheriano e artiniano se, e somente

se, M possui um série de composicao finita.

1.2 Mobdulos Semi-simples

Definicao 1.8 Um A-mddulo M € dito semi-simples se todo submddulo de M € um

somando direto de M.
Proposicao 1.9 Todo submddulo de um modulo semi-simples € semi-simples.

Demonstracao: Sejam M um modulo semi-simples e N um submoédulo de M.
Seja H um submoédulo de N. Provemos que existe um submodulo P de N tal que
N=Pa&H.

Sendo M semi-simples, existe um submoédulo J de M tal que M = J & H, pois
H ¢é um submoédulo de M. Mostremos que N = (JNN) @ H.

E claro que (JAN)NH = {0}, pois JONNH C JNH = {0}. Como (JAN)®H
¢ um submodulo de N, resta provarmos que N C (JNN) @ H.

Sejan € N. Entao n € M e portanto, n = u+v onde u € J e v € H. Dali,
u € JNN, pois u = n—v. Portanton = u+v € (JAN)®H eentdo N = (JNN)SH.

Logo, N é semi-simples. [ |

Exemplo 1.10 Seja K um corpo. Entao todo K-espago vetorial é um K-mddulo

semi-simples. Em particular, K é um K-mddulo semi-simples.

De fato, sua tnica decomposigao é a trivial, isto ¢, K = K & {0}



Exemplo 1.11 Todo maddulo simples é semi-simples.

De fato, seja M um modulo simples. Entao seus tinicos submodulos sao {0} e M
e obviamente M = {0} & M.

Consideremos D um anel de divisao. Notemos que D nao possui ideais a es-
querda e nem a direita que nao sejam os triviais. Portanto, pD e Dp sao simples e
consequentemente semi-simples.

O seguinte resultado é interessante, pois garante que todo médulo semi-simples
nao-nulo possui submoédulo simples. Este resultado é fortemente usado na demons-

tragao do Teorema [1.13| a seguir.

Proposicao 1.12 Todo A-mddulo semi-simples nao-nulo contém um submddulo sim-

ples.

Demonstracao: Seja M um A-moédulo semi-simples nao-nulo. Seja 0 # m € M.
Entao Am é um submoédulo ndo-nulo de M e, pela Proposicao [1.9] temos que Am
é semi-simples. Mostremos que Am contém um submoédulo simples. Pelo Lema de
Zorn, existe N um submoédulo de Am que é maximal com respeito a propriedade
de que m ¢ N. Sendo Am semi-simples, existe N’ submoédulo de Am tal que
Am =N & N'.

E claro que N’ é ndo-nulo, pois caso contrario, Am = N e terfamos um absurdo,
pois m nao pertenceria a Am.

Mostremos que N’ é simples. Seja N” um submo6dulo nao-nulo de N’. Entao
N @ N" deve conter m (pela maximidade de N). Logo, Am = N & N” e isso implica
que N = N'. [ |

O teorema abaixo nao ¢ demonstrado aqui. Indicamos ([2], p. 26).

Teorema 1.13 Seja M um A-mddulo. Sao equivalentes:
(i) M ¢é semi-simples;
(ii) M € soma direta de uma familia de submddulos simples;

(iii) M € soma de uma familia de submddulos simples.

1.3 Anéis Semi-simples

Um anel A é dito semi-simples a esquerda se A, como A-modulo a esquerda, é
semi-simples, isto é, 4A é semi-simples. Analogamente, definimos anel semi-simples
a direita considerando A como A-moédulo a direita.

O teorema abaixo caracteriza anéis semi-simples & esquerda. O analogo do mesmo

caracteriza anéis semi-simples a direita.



Teorema 1.14 Seja A um anel. Entdo sao equivalentes:
(i) A € semi-simples a esquerda;
(i) toda sequéncia exata curta de A-mddulos 4 esquerda cinde;

(iii) todo A-mddulo a esquerda é semi-simples.

Demonstracao: (ii) = (iii) Seja M um A-moédulo e N um submodulo de M. Sabe-
mos que a sequéncia 0 — N S M5 M /N — 0 cinde. Portanto, N é um somando
direto de M.

(iii) = (ii) Seja M um A-moddulo a esquerda semi-simples. Consideremos a sequéncia
exata curta 0 — P % M % G — 0. Como Im(f) e Ker(g) sao submodulos de M,
segue que Im(f) e Ker(g) sao somandos diretos de M, pois M é semi-simples. Logo,
a sequéncia cinde.

(iii) = (i) Como todo A-moédulo & esquerda é semi-simples, segue que A é semi-simples
a esquerda.

(i) = (iii) Seja M um A-modulo a esquerda. Se M = {0}, claramente M é semi-
simples a esquerda.

Suponhamos M # {0}. Entao existe 0 # m € M. Consideremos o A-submodulo
ciclico Am de M.

Seja o epimorfismo de modulos ¢ : A — Am dado por ¢(a) = am. Clara-
mente A/Ker(¢) =2 Am. Como A é semi-simples a esquerda, podemos escrever
A= Ker(p) ® I, onde I é um submodulo semi-simples de A.

Portanto, Am = (Ker(yp) ® I)/Ker(yp) = 1.

Logo, Am é um A-moédulo semi-simples e, pelo Teorema Am é uma soma de

modulos simples. Agora, M = Y Am e segue novamente do Teorema |1.13[que M é
meM
semi-simples. [ |

Exemplo 1.15 Corpos e anéis de divisao sao anéis semi-simples a esquerda.

Definigao 1.16 Dizemos que I é um ideal a esquerda minimal de A se I # {0} e se
J € um ideal a esquerda de A tal que {0} C J C I entao J = {0} ou J = 1I.

Corolario 1.17 Todo anel semi-simples a esquerda € noetheriano a esquerda e arti-

niano a esquerda.

Demonstragao: Seja A um anel semi-simples & esquerda. Podemos escrever 4 A =
@ U;, onde os Ujs sao A-submodulos simples de A (de fato, cada U; ¢ um ideal a
leeslquerda minimal de A).

Temos que 1 € A e é escrito como 1 = u; + -+ + u;, onde u;; € Uy para

t t
je{l,2,---,t}. Logo, AC® U;; C Aeassim, A=@ Uj,.
i=1 i=1
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. , . ./
Reindexando e reordenando os indices i;s, chamamos J = {1,---,t}. Logo,
A = @ U; é uma soma direta finita. Dai,
ieJ

2
A=l D@UD@UD 2® U; D U120

ied i=1

e isso nos diz que 4 A possui uma série de composicao.
Pelo Teorema[1.7, 4A ¢ artiniano e noetheriano, isto ¢, A como um anel ¢ noethe-
riano a esquerda e artiniano a esquerda. [
Os resultados a seguir sao utilizados na demonstragao fo principal resultado deste
artigo. Porém vamos apresenta-los agora em virtude do contexto em que estamos.
Lembramos que um anel A é simples se, e somente se, seus Unicos ideais sao os

triviais ({0} e A).

Teorema 1.18 Seja A um anel simples. Entdo sao equivalentes:
(i) A € artiniano a esquerda;

(ii) A € semi-simples a esquerda;

(iii) A tem um ideal minimal & esquerda;

(

iv) A= M, (D) para algum nimero natural n e algum anel de divisio D.

Demonstracao: (i)= (ii) Seja U um ideal a esquerda minimal de A (existe pois A ¢é
artiniano). Defina By como a soma de todos os ideais minimais a esquerda de A que
sao isomorfos a U como A-modulos & esquerda. Claramente By é ideal a esquerda de
A e ainda, By # {0}. Logo, como A é simples, By = A. Mas entao 4 A é semi-simples
como um A-modulo e portanto, A é semi-simples & esquerda.

Para as demais implicagoes (por nao fazerem parte do escopo deste trabalho,
indicamos [2]) |

O teorema acima nos diz que um anel simples satisfazendo CCD é semi-simples a
esquerda. A hipoétese de satisfazer CCD é essencial, pois abaixo exibimos um exemplo

de anel simples (este nao satisfaz CCD) que nao é semi-simples.

Exemplo 1.19 Sejam D um anel de divisao e Vp = @ e; D um D-espaco vetorial
i>1

a direita de dimensdo infinita. Consideremos E = End(Vp) e I um ideal de E

consistindo de posto finito. Entdo o quociente A = E/I é anel simples mas nao é

semi-simples.

Finalizamos esta secao com o teorema de Wedderburn-Artin. O teorema de
Wedderburn-Artin é muito importante, pois a maneira como os anéis semissimples a
esquerda (& direita) sdo caracterizados (produto de matrizes quadradas sobre anéis de
divisao) nos traz, como corolario, que anéis semissimples a esquerda sao semissimples

a direita (e reciprocamente), ou seja, podemos dizer apenas anéis semissimples.
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Teorema 1.20 (Teorema de Wedderburn-Artin) Seja A um anel semi-simples
a esquerda. Entao A = M, (Dy) X M,,(Ds2) X -+ x M, (D,) para anéis de divisao
Dy, ---, D, e inteiros positivos ny,--- ,n, convenientes. O niumero r € unicamente
determinado, assim como os pares (ny, Dy),---,(n., D,). Entdo hd exatamente r

modulos stmples a esquerda mutuamente nao isomorfos.

1.4 Radical de Jacobson

O radical de Jacobson de um anel A é denotado por rad A e é definido como a
interseccao de todos os ideais a esquerda maximais de A.

De acordo com esta defini¢cao, rad A deveria ser chamado radical a esquerda de A.
Similarmente, definimos radical a direita de A como sendo a interseccao de ideais a
direita maximais. De fato, o radical & direita e & esquerda coincidem e essa distincao

é portanto desnecesséria.

Proposicao 1.21 Seja A um anel nao-nulo. Entao A possui ideais a esquerda ma-

TIMais.

Demonstragao: Seja F' = {I : I éideal a esquerda proprio de A}. Claramente,
F # () pois 0 € F e consideremos F parcialmente ordenado pela inclusao.

Seja F’ um subconjunto nao vazio de F e totalmente ordenado. Consideremos
J = |J I'. Claramente, J é um ideal a esquerda de A, pois F” é totalmente ordenado.
Por élft};o lado, J # A, pois caso contrario, 1 € J. Logo, 1 € I’ para algum I’ € F’ e
isso nos da que I’ = A, absurdo.

Logo, J € F e é uma cota superior para F’ em F. Pelo Lema de Zorn, existe [
um elemento maximal em F', isto é, I é um ideal & esquerda proprio de A tal que se
K éideal a esquerda proprio de A tal que I C K ; Aentao K = I, ou seja, I éideal
a esquerda maximal de A. [ |

Do exposto acima, rad A # A. Se A = 0, ndo ha ideais a esquerda maximais e
definimos rad A = 0.

O lema abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em ([2], p. 50) nos da

uma caracterizacao dos elementos do rad A.

Lema 1.22 Seja y € A. Entao sao equivalentes:
(i) y € rad A;
(i) 1 — zy € invertivel o esquerda para qualquer x € A;

(iii) yM = 0 para qualquer A-mddulo a esquerda simples M.

Lembramos que o anulador de um moédulo M ¢ dado por Ana(M) := {a € A :
am =0,Y m e M}.



Observemos que no caso em que A # 0, a existéncia de ideais & esquerda maximais
de A nos da trivialmente a existéncia de A-modulos simples (veja Teorema ?77?), sendo

que no caso A =0, rad A = 0. Podemos enunciar o seguinte

Corolario 1.23 rad A = (Ana(M), interse¢io dos anuladores de todos os A-

modulos stmples. Em particular, rad A € um ideal de A.

Demonstragao: Provemos que rad A C (Ana(M). Seja y € rad A. Pelo Lema
[1.22] yN = 0 para qualquer A-moédulo simples N. Logo, y € Ana(N), para qualquer
A-modulo simples N, isto é, y € [ Ana(M) (interse¢ao dos anuladores de todos os
A-modulos simples).

Agora, seja y € [Ana(M), para todo M simples. Entado, yM = 0 para todo
A-moédulo simples M. Pelo Lema [1.22] y € rad A.

E claro que rad A é um ideal de A, pois é a intersecio de ideais de A. |

Definigao 1.24 Seja A um anel. Dizemos que A é Jacobson semi-simples (ou J-

semi-simples) se rad A = 0.

Mais adiante, veremos que a noc¢ao de J-semisimplicidade é bem relacionada com
a nog¢ao de simplicidade.

Exemplo 1.25 7Z ¢é um anel J-semi-simles, pois rad Z = (| pZ =0, mas Z nao
p primo

é semi-simples (Z nao € artiniano).
Lema 1.26 Seja A um anel nao-nulo. Entao todo ideal a esquerda proprio de A estd

contido em um ideal a esquerda mazximal.

Demonstragao: Seja B um ideal a esquerda proprio de A. Consideremos F' = {I ;
A : T éideal a esquerda de A e B C I'}. Temos que F # (), pois B € F. Suponhamos
que F' seja parcialmente ordenado pela inclusao.

Seja F’ um subconjunto nao vazio de F' e totalmente ordenado. Claramente,
J = |J I’ ¢ um ideal a esquerda de A, pois F’ é totalmente ordenado e J # A. Por
outré Tzfdo, B C J pois B C K para algum K € F' C F (na verdade, B C I, para
todo I’ € F'). Assim, J € F e é uma cota superior para [’ em F. Pelo Lema de
Zorn, F' possui um elemento maximal, existe I ideal & esquerda proprio de A tal que
B C I ese K éum elemento de F' tal que I C K ; A entao K =1, isto é, I é ideal

a esquerda maximal. [ |

Teorema 1.27 Seja A um anel. Entao sao equivalentes:
(i) A € semi-simples;

(i) A € J-semi-simples e artiniano a esquerda.



Demonstracao: (i) = (ii) Seja A um anel semi-simples e U = rad A. Entao
podemos escrever A = U @ B para algum ideal a esquerda B de A. Suponhamos
U # 0. Isto implica que A # 0 e dai, U # A. Logo, B # 0. Pelo Lema [1.26] existe M
um ideal & esquerda maximal de A tal que B C M. Por defini¢ao, U = rad A C M
e assim, U + B C M. Portanto, M = A e isso é um absurdo.

Sendo A semi-simples, segue, pelo Corolario [[.17], que A é artiniano a esquerda.

(ii) = (i) Observemos primeiro que todo ideal & esquerda minimal / de A é um
somando direto de 4A. Como rad A = 0, segue que existe um ideal & esquerda
maximal M de A tal que I ¢ M, pois caso contrario, isto é, se I estivesse contido em
qualquer ideal a esquerda maximal de A entdo I C rad A = 0, absurdo pois I # {0}.
Sendo que I é minimal, M é maximal e [ ¢ M, segue que INM = {0} e I+ M = A.
Logo, I & M =, A.

Agora, A é artiniano a esquerda entao é claro que A possui um ideal a esquerda
minimal A; e, pelo que observamos acima, 44 = A; ® B para algum ideal & esquerda
By de A. Aplicando novamente CCD, existe um ideal & esquerda minimal Ay C By
de A. Além disso, 4A = Ay @ Bs para algum ideal a esquerda By de A. Segue que
A=A & Ay ® (By N By). Repetindo o procedimento, obtemos

A=A410A4¢ - dA, & (BiNBN---NB,),

onde By D BiNBy D -+ D BN ByN---N B, e os ideais a esquerda Als sao
minimais. Por hipotese, existe um inteiro m tal que By N By N ---N B, = 0. Assim,
A=A 0 A @ - DA, e Aésemi-simples, os Als sendo ideais a esquerda minimais

equivalem a A-submoédulos simples. [

Finalizamos esta secao com uma relagao entre ideais nil e rad A do anel A.

Definigao 1.28 Um ideal U de A é dito nil se U € constituido por elementos nil-
potentes do anel A (lembrando que um elemento x € A é dito nilpotente se " = 0,

para algum n > 1).

Exemplo 1.29 Considere o anel A = Z[xy, v, x3,- -]/ (23, 23,23, ) (onde (x3, 23,25, - - -
€ o0 ideal gerado por x3,x3 24, -+ ) € 0 ideal U gerado por Ty, T3, T3, -+ . Portanto, U

é um ideal nil.

Temos que U = (T1,T3, -+ ) e claramente 7;"7! = 0, para todo i € {1,2,---}.

Seja T € U. Entao T = ) .a; T;, onde F' é um subconjunto finito de {1,2,---} e
iEF

a; € A, para todo i € F. Devemos mostrar que T é nilpotente. Para isto, observamos

que



(i) como A ¢é anel comutativo, entdo para qualquer @ € A, se J € A ¢ nilpotente,
entdo @y ¢ nilpotente. De fato, suponhamos 3" = 0, para algum n > 1. Dali,
@y =a'y =0

(ii) se T e 7 sao elementos nilpotentes de A, como Ty = yT (A é comutativo),
segue que T+7 = z + y € um elemento nilpotente. Basta desenvolvermos (z + y)"*t™,
onde T" = 0 = J™ e chegaremos que (T+7)"™ = (z + y)"™™ = 0. Por inducao, nao
é dificil mostrar que se 71, ¥s, - - - , Yx sao elementos nilpotentes de A entao também o
ety + -+ Yk

Agora, de (i) e (ii) é facil ver que T acima é nilpotente.
Teorema 1.30 Seja U um ideal nil de A. Entao U C rad A.

Demonstracgao: Seja y € U. Entao para qualquer z € A, xy € U e portanto, xy é
nilpotente. Dai, existe n € N, n > 1 tal que (zy)" = 0.

n—1

Verificamos que Y (xy)’ é o inverso de 1 — xy. De fato,
i=0

n—1 )
(1—ay) 30 (wy)' = (A —ay)(U+ay+ (@) +- o+ (oy)")

= ltay+(zy)+ -+ (@y)" ' —ay — (ay)® — - — (ay)"
= 1.
n—1 )

Analogamente, (Y (zy)')(1 — zy) = 1. Logo, pelo Lema[1.22} y € rad A. |
i=0

2 Anéis Primos e Semiprimos

Nesse capitulo, nos dedicamos a estudar a estrutura dos anéis primos e semipri-
mos. Veremos a relacao entre essas duas estruturas e além disso, a relacao que essas
estruturas possuem com as estruturas de anéis ja vistas até agora e também com a

estrutura de anéis primitivos, que enunciaremos no final do capitulo.

2.1 Ideais Primos

Seja I um ideal de um anel A. Dizemos que I é um ideal completamente primo
se para x,y € A taisque zy € I, entao x € T ou y € I.

Dizemos que I é um ideal primo se para quaisquer ideais U e V de A tais que
UV ClentaoU CITouV CI.

Quando A é um anel comutativo, temos o seguinte resultado
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Proposicao 2.1 Um ideal I é completamente primo se, e somente se, I € ideal

primo.

Demonstragao: (=) Consideremos U e V' dois ideais nao-nulos de A tais que UV C
I (os casos em que U ou V sao nulos sdo triviais). Suponhamos que V' ¢ I. Mostremos
que U C I.

De fato, sejam v € V\I e u € U tais que uv € I. Por hipotese, u € I ou v € I.
Como v € V\I, segue que u € I. Portanto U C I.

(<) Sejam x,y € A tais que zy € I. Consideremos os ideais Az e Ay. Entao
AxAy © Axy C I.

A igualdade (x) vale, pois A é comutativo. Se Ax C [ entao z € I. Se Ay C I
entao y € I. [

Vemos assim que as defini¢oes de ideais completamente primo e primo sao equi-
valentes no contexto comutativo.

A proposicao a seguir nos da outras formas de caracterizar ideais primos em anéis
arbitrarios. Lembramos que (u) = AuA denota o ideal gerado por u € A, para

qualquer u € A.

Proposicao 2.2 Para um ideal I de A sao equivalentes:
i) I é primo;

ii) dados u,v € A tais que (u)(v) C I entiou el ouv € I;

iv) dados U eV ideais a esquerda de A tais que UV C I entao U C I ou'V C I;

(

(

(iii) dados u,v € A tais que uAv C I entdou € I ouv € I;

(

(iv)’ dados U eV ideais a direita de A tais que UV C I entao U C T ouV C I;

Demonstragao: (i) = (ii) Se (u)(v) C I para u,v € A, entdo segue por (i) que
(u) CTou(v)CI. Logouelouvel
(ii) = (iii) Notemos que (u)(v) = AuAAvA C AuAvA. Como uAv C I por hipétese,
segue que AuAvA C ATA C I, pois I é ideal de A. Logo, (u)(v) C I e por (ii) segue
queu €l ouvel.
(ili) = (iv) Sejam U e V ideais & esquerda de A tais que UV C I. Suponhamos que
U ¢ I. Devemos provar que V C [.

Sejam u € U\l e v € V. Como V & ideal a esquerda de A, vem que uAv C UV C
I. Por (iii) segue que u € I ouv € I. Como u ¢ I, segue que v € [ edai V C I.
(iv) = (i) Sejam U e V ideais de A tais que UV C I. Claramente U e V sao ideais
a esquerda de A e portanto, U C T ouV C I.

As implicagbes (iii) = (iv)’ e (iv)’ = (i) sao andlogas, considerando ideais a
direita. |
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Observamos que todo ideal maximal de A é primo, sendo falsa a reciproca.

De fato, sejam I, .J ideais de A tais que IJ C M. Queremos mostrar que [ C M
oudJ C M.

Suponhamos que I ¢ M. Como M é maximal, segue que I + M = A. Por outro
lado, J+ M = A(J+ M) = I+ M)(J+ M) (*C) IJ+ M C M, pois IJ C M. Assim,
J+ M C M e portanto, J C M.

Provando (x): seja z € (I + M)(J + M). Entao z = > x;y;, onde x; € [ + M e
y; € J+ M, para todo ¢ € F', onde F' é um conjunto ﬁnitloe.FAssim, para cada i € F,
temos x; = a;, +b;ey; =c;+d; coma; €1, c; € Jeb;,d; € M.

Portanto, z = > (a; + b;)(c; + d;) = > azci + > (agd; + bic; + bid;) € IJ + M.

1€l i€EF 1€l

Exemplo 2.3 {0} é um ideal primo em Z e nao é mazimal.

Exemplo 2.4 Considerando A um anel simples, entao o anel M,(A) (anel das ma-
trizes n X n.com entradas em A) é um anel simples.

FEste fato € devido ao seguinte resultado que pode ser visto em (|2], Theorem 3.1,
p. 31):

Seja A um anel. Entao todo ideal I de M, (A) € da forma M, (J) para um ideal

unicamente determinado J de A. Em particular, se A é simples o é M, (A).

Mostraremos no fim deste capitulo que todo anel simples é primo. Assim, o anel

M, (A) é simples se A é simples e portanto, um anel primo.

Definigao 2.5 Um conjunto nao vazio S C A € chamado m-sistema se para quais-

quer u,v € S, existe a € A tal que uav € S.
Exemplo 2.6 Todo conjunto nao vazio multiplicativamente fechado € um m-sistema.

Exemplo 2.7 Sejam A um anel e a € A. O conjunto {a,a’ a*,a® - -} é um m-

sistema.
Corolario 2.8 Um ideal I de A € primo se, e somente se, A\ I € um m-sistema.

Demonstragao: (=) Sejam u,v € A\ I. Como [ é primo, temos que se uAv C [
entdo u € I ou v € I o que é um absurdo visto que tomamos u,v € A\ I. Assim,
existe a € A tal que uav € I, isto é, uav € A\ I. Logo, A\ I é um m-sistema.

(<) Suponhamos u,v € A tais que uAv C [, masu & [ ev & I. Dai, u,v € A\ e
por ser A\ I um m-sistema, existe a € A tal que uav € A\ I, o que é um absurdo,
pois uAv C 1. [ |
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Proposicao 2.9 Sejam S C A um m-sistema e I um ideal maximal com respeito a

propriedade de que I nao intercepta S. Entao I € um ideal primo.

Demonstragao: Suponhamos que I nao seja um ideal primo. Dai, existem u,v € A
tais que (u)(v) € I, masu & I ev & I. Sendoquel G I+ (u)el G I+ (v)segue,
pela maximalidade da propriedade de I, que existem s,s’ € S tais que s € I + (u)
es € I+ (v). Sendo S um m-sistema, existe a € A tal que sas’ € S. Entao
sas’" € (I+(u))A(I+(v)) € I+(u)(v) C I eisso é uma contradigao, pois sas’ € SNI.
Logo, I ¢ ideal primo. [ |

Definigao 2.10 Para um ideal U em um anel A, definimos o radical de U por /U =

{s € A: todo m-sistema contendo s intercepta U}.
Observagao 2.11 Na verdade, /U C {s€ A:s" €U para algum n > 1}.

De fato, seja = € VU e consideremos o m-sistema S = {z,2% -+ ,2",---}. Por
hipotese, SN U # (). Assim, existe ng € N, ng > 1 tal que 2™ € SN U e portanto,
z™ € U. Logo, z € {s € A:s" € U para algum n > 1}.

Teorema 2.12 Para qualquer ideal U de A, VU € igual a intersecio de todos os

ideais primos que contém o ideal U. Em particular, VU é um ideal de A.

Demonstracio: Sejam s € VU e P um ideal primo de A tal que U C P. Assim,
A\ P é um m-sistema e notemos que s € A\ P, pois se s € A\ P entao (A\ P)NU # ()
o que implicaria (A\ P) N P # 0, o que é um absurdo. Logo, s € P, para todo ideal
primo P que contém U.

Reciprocamente, mostremos que ()| P C v/U. Suponhamos que exista s €
P primo
UCP

(| P tal que s ¢ VU. Dai, existe um m-sistema S que contém s e é tal que

P primo

Ucp
SNU = (. Pelo Lema de Zorn, existe um ideal P de A que contém U e que é
maximal com respeito a propriedade de ser disjunto de S. Pela Proposigao 2.9, P ¢é

ideal primo e portanto, s € P, o que é um absurdo. [ |

2.2 Ideais Semiprimos, Anéis Primos e Semiprimos

Nesta secao, introduzimos a nocao de ideal semiprimo, vimos a relacao entre um
ideal semiprimo e seu radical, para entao definirmos os anéis primos (anéis semipri-

mos).

Definicao 2.13 Um ideal C' de um anel A € dito um ideal semiprimo se para todo
ideal U de A tal que U?> C C entao U C C.
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Notemos que todo ideal primo é semiprimo.

A proposicao abaixo nos da defini¢oes equivalentes de um ideal semiprimo.

Proposicao 2.14 Para um ideal C' de A sao equivalentes:
(i) C € semiprimo;
(ii) dado r € A tal que (r)* C C entaor € C;
(ili) dado r € A tal que rAr C C entaor € C;
(iv) dado U um ideal a esquerda A tal que U? C C entio U C C;
(iv)” dado U um ideal a direita A tal que U? C C' entdo U C C.
Demonstragao: (i) = (ii) Temos que (r)? € C e como C' ¢ um ideal semiprimo,
segue que (r) C C, ou seja, r € C.
(ii) = (iii) Notemos que (r)(r) = ArAArA C ArArA. Como rAr C C por hipotese,
segue que ArArA C ACA C C. Logo, (r)* C C e por (ii), r € C.
(iii) = (iv) Seja U ideal & esquerda de A tal que U* C C'. Suponhamos que U ¢ C.
Tomemos u € U\C. Como U ¢ ideal a esquerda de A, segue que uAu C U? C C.
Logo, u € C por (iii) e isso é um absurdo.
(iv) = (i) Seja U ideal de A tal que U? C C. Claramente U ¢ ideal & esquerda de A
e portanto, U C C.

As implicagbes (iii) = (iv)’ e (iv)’ = (i) sdo andlogas, considerando ideais a

direita. [ |

Definigao 2.15 Um conjunto nado vazio S de A é chamado n-sistema se para qual-

quer u € S, existe a € A tal que uau € S.

Notemos que todo m-sistema é um n-sistema.
Corolario 2.16 Um ideal C é semiprimo se, e somente se, A\C' € um n-sistema
Demonstragao: A demonstragao ¢ analoga & demonstragao do Corolario [2.8] |

Lema 2.17 Sejam N um n-sistema e v € N. Entao existe um m-sistema M C N

tal que v € M.

Demonstragao: Definimos M = {my,mg,ms,---}, onde my = v € N, my =
miaymy € N (para algum a; € A), mg = maagms € N (para algum ay € A), e assim
sucessivamente para todos os elementos de M. Provemos que M é um m-sistema,
ou seja, para quaisquer ,j € N, m;Am; contém elementos de M. De fato, sejam
i,7 € N. Entao se i < j temos que mjy; € mjAm; C m;Am; e se i > j entao

m;4+1 € mzAmZ C mlAmj [ |
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Teorema 2.18 Para um ideal C' de A, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) C € um ideal semiprimoy
(ii) C' € uma intersegao de ideais primos;

(iif) ¢ = V/C.

Demonstragao: (iii) = (ii) Segue do Teorema [2.12

(ii) = (i) Sendo C uma intersegao de ideais primos entdo C' ¢ um ideal semiprimo.
(i) = (iii) Devemos mostrar que v/C' C C. Suponhamos o contrario, entdo existe
a € V/C tal que a ¢ C. Definimos o n-sistema N = A\C e claramente a € N. Pelo
Lema [2.17] existe um m-sistema M C N tal que a € M. Logo, M nao intercepta C' e
pela Definicao a & +/C, o que é um absurdo. [ |

Definigao 2.19 Para qualquer anel A, definimos Nil,A = \/{0}. Nil,A € o menor
ideal semiprimo de A (e € igual a interse¢ao de todos os ideais primos de A). Na

literatura, Nil,A € chamado radical de Baer-McCoy de A ou radical primo de A.

Definigao 2.20 Um anel A € dito anel primo (respectivamente semiprimo) se {0} €

um ideal primo (respectivamente semiprimo).
E claro que todo anel primo é semiprimo.

Proposicao 2.21 Para um anel A, sao equivalentes:

(i) A € anel semiprimo;

(i) Nil.A = {0};

(iii) A nao tem ideal nilpotente diferente de zero (isto é, nao existe I ideal nao-nulo
de A tal que I = {0} para algum nimero natural n);

(iv) A ndo tem ideal a esquerda nilpotente diferente de zero.

Demonstragao: (i) < (ii) Sendo A ¢é anel semiprimo, {0} ¢ ideal semiprimo e,
pelo Teorema Nil,A = \/{0} = {0}. Reciprocamente, se Nil,A = {0} en-
tao m = {0} é um ideal semiprimo e novamente pelo Teorema A é anel
semiprimo.
(iv) = (iii) Seja U um ideal nilpotente de A, logo U ¢ ideal a esquerda nilpotente de
A. Assim, U™ = {0} e isto implica que U = {0}.
(iii) = (i) Seja U um ideal de A tal que U? C {0}, ou seja, U* = {0}. Como A néo
tem ideal nilpotente nao-nulo, segue que U = {0}. Logo, A é semiprimo.
(i) = (iv) Suponhamos A um anel semiprimo e seja U um ideal & esquerda nilpotente.
Assim, existe n € N minimo tal que U™ = {0}.

Se n > 1 entdao (U"1)? = U?"2 C U" = {0}. Por (i), U™ = {0}, o que ¢é
um absurdo visto que n ¢ o menor elemento tal que U" = {0}. Portanto, n =1 ¢
U = {0}. |
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Exemplo 2.22 Todo dominio A é um anel primo.
Exemplo 2.23 Todo anel simples A € semiprimo.

A
Exemplo 2.24 Seja A um anel. O quociente — € anel semiprimo.

Nil.(A)

Lema 2.25 (Lema de Brauer) Seja U um ideal a esquerda minimal de A. Entao
U?=0 ouU = Ae.

Demonstragao: Assuma U? # 0, logo Ua # 0 para algum a € U e portanto Ua = U,
pois U é minimal.

Tome e € U tal que ea = a. Assim, o conjunto [ = {x € U : xa = 0} #, pois
0 € I e ¢ um ideal a esquerda de A nao contido estritamente em U, poise € Uee & I.
Consequentemente I = 0, pois U é minimal. Mas note que (¢? — ¢)a = ¢?a — ea =
e(ea) —ea = ea —ea = 0. Logo e? —e € I, entao e? = e e segue que e ¢ idempotente.
Sendo Ae # 0 C U, segue que Re = U. |

Corolario 2.26 Se U € um ideal a esquerda minimal de um anel semiprimo A entdo

U = Ae para algum idempotente e € U.

Demonstracao: Como A é semiprimo, segue da Proposicao ?? que U? # 0. Portanto

U = Ae pelo lema acima. [ |

O teorema abaixo é o andlogo do Teorema s6 que ao invés de anéis .J-semi-

simples trataremos anéis semiprimos.

Teorema 2.27 Seja A um anel. Entao sao equivalentes:
(i) A é semi-simples;
(ii) A € semiprimo e artiniano a esquerda;

(i) A é semiprimo e satisfaz CCD para ideais a esquerda principais.

Demonstragao: (i) = (ii) Se A é semissimples, entdo A é J-semissimples e artiniano
a esquerda. Assim, Nil,A C J(A) = 0. Logo, A é semissimples.

(ii) = (iii) Obvio.

(iii) = (i) Afirmacao 1: Todo ideal & esquerda U # 0 possui um ideal & esquerda
minimal. De fato, como U # 0, existe a € 0, a € U, e isso implica que Aa C U.
Assim, temos uma familia ndao-vazia de ideais & esquerda principais contidos em U.
Como o conjunto dos ideais & esquerda principais satisfaz CCD, segue que o conjunto
possui elemento minimal, ou seja, 3 <. A minimal contido em U. Além disso, I é

um ideal & esquerda minimal (ndo necessariamente entre os principais).
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Suponha 0 € J C I em que J <. A. Fazendo o mesmo processo para U = J,
3 I' < A minimal principal, I' & J. Dai, I' # {0} e {0} € I' € J & I. Logo,
{0} S I' G I, e isso contradiz a minimalidade de 1.

Afirmacao 2: Todo ideal a esquerda minimal é um somando direto de 4A. De
fato, seja U <. A minimal e sendo A semiprimo, U = Ae, para algum idempotente
ecU. Assim, A = Ae d A(1 —e).

Suponhamos que A nao é semissimples, entao A nao é uma soma direta finita
de ideais & esquerda minimais. Seja B; um ideal & esquerda minimal. Entao, pela
afirmagao 2, existe U; de A tal que A = B; @ U;. Mas U, # 0, pois caso contrario, A
seria semissimples. Pela afirmacao 1, 9 By <. R, By C U ideal & esquerda minimal.
Pela afirmacgao 2, By é um somando direto de A e portanto de U;. Logo, U; = Bo®Us.
Assim, A = B; & By, ® U,. Fazendo o mesmo processo, conseguimos uma cadeia
Uy 2 U, 2 Us 2 -+, em que os U; sao principais, somandos diretos de 44. O
que contradiz que A satisfaz CCD para ideais a esquerda principais. Portanto, A é

semissimples.

Teorema 2.28 Um anel A é primo (respectivamente semiprimo) se, e so se, o anel

M, (A) € primo (respectivamente semiprimo).

Demonstracao: Demonstraremos a proposicao para o caso onde A é um anel primo
(quando A for semiprimo, a demonstragao é anéloga).

(<) Supanha 0 # A um anel que nao é primo. Como A # 0, existem ideais
nao-nulos I, J € A tais que [J = 0. Portanto, temos que M, ()M, (J) = 0. Por [
e J serem nao-nulos, segue que M, (7), M, (J) também sao nao-nulos e entao temos
que M,,(A) nao é um anel primo. Logo A é primo.

(=) Suponha 0 # M,,(A) um anel ndo primo. Como M,,(A) # 0, existem ideais
nao-nulos U,V € M,,(A) tais que UV = 0. Como U,V sao ideais de M, (A), segue
que existem [, J ideais ndo-nulos de A tais que U = M,,(I) e V =M, (J). De UV =0
tiramos que IJ = 0 e como I, J sao ideais nao-nulos, temos que A nao é anel primo.

|

Passamos agora para a parte final deste trabalho, relacionando os anéis ja estu-
dados até agora, incluindo os anéis primitivos que serao apresentados efetivamente

aqui.

2.3 Anéis Primitivos e Semiprimitivos

Afim de definirmos anéis primitivos & esquerda, chamamos a atencao para a se-

guinte caracteriza¢ao de anéis semiprimitivos (ou anéis J-semi-simples).
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Proposicao 2.29 Um anel A € semiprimitivo se, e somente se, A possui um maodulo

a esquerda M semi-simples e fiel.

Demonstracao: (=) Seja A um anel semiprimitivo. Entao rad A = 0.

Seja {M;} a familia de todos os A-modulos & esquerda simples. Logo, pelo Te-
orema (1.13] @M; = M é um moédulo semi-simples. Como Ana(M) = (NAna(M;),
segue do Corzolémrio [1.23 que Ans(M) = rad A = 0. Assim, M é um A-médulo a
esquerda semi-simples e fiel.

(<) Seja M um A-moédulo a esquerda semi-simples e fiel. Pelo Lema [1.22] sabemos

que rad A anula todos os A-modulos & esquerda simples e sendo que Ana(M) =0

segue que rad A = 0. Portanto, A é semiprimitivo. [ |

Esta proposicao motiva a seguinte defini¢ao

Definigao 2.30 Um anel nao-nulo A € dito primitivo a esquerda (respectivamente
a direita) se A possui um A-mddulo a esquerda (respectivamente o direita) simples e

fiel. Notemos que A € necessariamente nao-nulo.

A nocao de semiprimitividade independe dos adjetivos esquerda-direita, o que nao
ocorre com a primitividade de um anel. Um dos primeiros exemplos que retrata esta

situagao foi construido por G. Bergman em 1965.

Proposicao 2.31 Todo anel simples € primitivo o esquerda (respectivamente o di-

reita).

Demonstracao: Seja A um anel simples. Devido a este fato, A age fielmente em
qualquer A-mé6dulo M nao-nulo, pois Ans(M) é um ideal de A. Sendo A nao-nulo,
fica garantida a existéncia de A-mo6dulos simples (vide teoria de moédulos). Assim, A

¢ anel primitivo a esquerda. |
Proposicao 2.32 Todo anel primitivo a esquerda € semiprimitivo.

Demonstracgao: Seja A um anel primitivo a esquerda. Entao A possui um A-médulo
a esquerda simples e fiel M. Logo, M é semi-simples e portanto, A é semiprimitivo.
[

Proposicao 2.33 Todo anel primitivo a esquerda € primo.

Demonstracao: Sejam A um anel primitivo & esquerda e M um A-moédulo a es-
querda simples e fiel. Provemos que A é anel primo. Seja U um ideal nao-nulo de

A.
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Entao, UM ¢é um A-submoédulo de M e como M é fiel, segue que UM é um
submodulo nao-nulo de M, o que implica UM = M. Se V é um ideal qualquer
nao-nulo de A, entao

(VUM =V(UM) =VM = M, o que implica VU # 0 e portanto A ¢ um anel

primo. |
Proposicao 2.34 Todo anel semiprimitivo € semiprimo.

Demonstragio: Pela Observacao [2.11) Nil,A = \/{0} ¢ um ideal nil de A. Pelo
Teorema m, Nil,A C rad A e, por hipotese, rad A = {0}. Logo, Nil,A = {0}.
Pela Proposicao 2.21] A é anel semiprimo.

Com base nos Teoremas [1.18], e nas proposicoes acima, vemos que a cadeia

de implicacoes a seguir ¢ verdadeira

A & semi-simples = A ¢ semiprimitivo (ou J-semi-simples) = A ¢é semiprimo

1 (se CCD) f f

A é simples = A é primitivo a esquerda = A é primo

As implicagoes horizontais, em geral, nao sao equivalentes, mas com a hipotese

de que A é artiniano & esquerda, teremos as equivaléncias.

Proposicao 2.35 Seja A um anel artiniano a esquerda, entdo:
(i) A é semissimples < A é semiprimitivo < A é semiprimo;

(ii) A é simples < A é primitivo & esquerda < A é primo;

Demonstracao: Note que basta provarmos que se A é primo e artiniano a esquerda,
entao A é simples.
De fato, sendo A primo e artiniano & esquerda, entao A é semiprimo e artiniano

a esquerda, o que implica em A semissimples e pelo Teorema de Wedderburn,

A~ M, (D) X - xM,,(Dy).
~———— ~—_———
simples simples
Por ser A primo, segue que A ~ M, (D;) (como anel), que é simples.
O fato de existir o isomrfismo A ~ M,, (D) x---x M,,(D;), diz que existem ideais
minimais By, Ba,---, By tais que B; ~ M, (D;) (como anel) e A = B; ® By ® X @ By.
Por outro lado, se A ¢ decomposto com mais de uma componente, entdo B;B; C

B,NB; € BI(N>.Br=0= B,B; =0 B, = 0 ou B; = 0. Portanto, A ¢
ki
simples, como queriamos. [ |

A primo

19



Referéncias

[1] HUNGERFORD, T. W.; “Algebra, Graduate Texts in Mathematics 73”, Sprin-
ger, New York, 1974.

[2] LAM, T.Y.; “A First Course in Noncommutative Rings”’, Graduate Texts in

Mathematics, 131, Springer-Verlag, Second Edition, New York - Berlin - Heidel-
berg, 2001.

20



	Anéis Semi-simples e Radical de Jacobson
	Condições de Cadeia
	Módulos Semi-simples
	Anéis Semi-simples
	Radical de Jacobson

	Anéis Primos e Semiprimos
	Ideais Primos
	Ideais Semiprimos, Anéis Primos e Semiprimos
	Anéis Primitivos e Semiprimitivos

	Referências

