ALGEBRAS DE HOPF E A ORDEM DA ANTIPODA

GABRIEL SAMUEL DE ANDRADE

RESUMO. Estudamos como a antipoda esta relacionada com os elementos grouplikes H-distintos de uma
algebra de Hopf H e da algebra de Hopf dual H*. A partir desta relacao, estabelecemos uma maneira
de estimar a ordem da antipoda, resultado famoso de Radford. No final mostramos uma relagdo do
teorema com &lgebras unimodulares e que a estimativa da ordem da antipoda que o teorema oferece nao
pode ser melhorada.

1. INTRODUGAO E NOTAGOES

Em toda parte, K é um corpo, H denota uma &lgebra de Hopf com antipoda S sobre o corpo K, H*
é o espago vetorial dual de H que tem estrutura de algebra que é dual a estrutura de codlgebra de H.
O dual H* tem estrutura de H*-moédulo & esquerda com a acao sendo o produto de convolugao, logo
podemos considerar a parte racional H*"* que é o maior H*-submédulo racional de H*. Quando H

7 7

tem dimensao finita, temos H*"** = H* e entdao H* é a algebra de Hopf dual de H. Ainda por causa da
dimensao finita, existem elementos A € H e A € H*, chamados integral a esquerda para H e integral a
direita para H*, respectivamente, que satisfazem as equagoes

al =e(a)A e da® =a*(1)A
para todo a € H, a* € H*. Associados a esses elementos integrais, existem grouplikes ¢ € G(H) e
a € G(H*), chamados grouplikes H-distintos de H e de H*, respectivamente, tais que
Aa=a(a)A e a*A=a"(g)A
para todo a € H, a* € H*. Denotaremos o espago das integrais a esquerda para H por fl e das integrais
a direita para H* por fr. Vamos usar as seguintes agoes de H em H* e de H* em H:
(a* < a)(b) =a*(ab) e a—a" =a"(ap))a),
(a=a")(b) =a"(ba) e a* — a=a@ya*(aep),

para a,b € H e a* € H*. Finalmente, Dim(H) denota a dimensao de H como K-espago vetorial.

2. INTEGRAIS E A ANTIPODA

Primeiramente, considerando H uma édlgebra de Hopf, vamos lembrar uma estrutura muito importante
de H-médulo de Hopf em H* "4t

Proposicao 2.1. Seja H dlgebra de Hopf, entio H*"* ¢ H-mddulo de Hopf d esquerda com as estruturas
de

i) H-mddulo com a¢ao h — h* = h < S(h), h € H, h* € H*.

ii) H-comddulo com coagao natural da estrutura de H*-mddulo racional.

E sabido que (H*ratyeol — J " e que o Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf garante que a
aplicagdo f : H® [" — H*" que é simplesmente dada pela acdo f(h ® h*) = h* — S(h), h € H*",
h € H, ¢ isomorfismo de H-médulos de Hopf, em que H ®@ [ " tem a estrutura de H-médulo de Hopf
trivial. Se H tem dimensdo finita, entdo (H*"*)*°# = H*. Com isso, pode-se verificar a seguinte

Proposicao 2.2. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S sobre o K. FEntdo
existe um isomorfismo linear £ : H — H* tal que

f(hk) =f(k) < S(h) e f(h— h*)= f(h)h*
para h,k € H e h* € H*.
Vamos analisar algumas consequéncias da existéncia desse isomorfismo de H-médulos de Hopf.

Proposigao 2.3. Sejam f : H — H* o isomorfismo da Proposicio 2.2, A\ = f(1) e A = f~1(¢). Para
a€ H ea* € H*, temos
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i) f(a) =X < S(a) e f~Y(a*) = A — a*.
i) a=A—(A=<S(a)) ea* =A< S(A~—a").
i) < AMA>=1=<X,S5A)>.
iv) Ae [T eAe [,
Demonstrag¢ao: i) Usando as propriedades f(hk) = f(k) < S(h) e f(h — h*) = f(h)h* apresentadas
na Proposicao 2.2, temos
f(a) =f(al) =£(1) < S(a) = X < S(a)

fA—=a")=f(A)a" =ea* =a"
Portanto, temos o resultado
f(a) =X < S(a) e f'(a*) =A~—a*

ii) Basta escrever f~1(f(a)) = a e f(f~!(a*)) = a* usando as equagoes do item i).

iii) Para a = 1 e a* = ¢, as equagdes do item ii) se tornam
A=X=1leX<SA)=e

Aplicando € a ambos lados da primeira equacdo e aplicando ambos lados da segunda equagao em 1,

obtemos
<AMA>=1=< ) S(A)>.

iv) Como
Aa* =f(1)a* =f(1l —a") =< al>f(l)=<a*,1> A
concluimos que
A é uma integral & direita para H™.
Como f € injetiva, o célculo
f(ah) =f(A) < S(a) = e < S(a) = e(a)e = f(e(a)A),
para todo a € H, mostra que

A é uma integral a esquerda para H.

|
De agora em diante, H é uma &algebra de Hopf de dimensao finita. Vamos discutir algumas das conexoes
mais importantes entre a antipoda e integrais para H e H*. Lembramos que, como H tem dimensao
finita, S : H — H°P P é um isomorfismo de bidlgebras e S* é a antipoda de H*. Portanto, S : H — H°P
e S*: H* — H*°P sao isomorfismos de algebras. Com isso, é ficil ver que vale o

Lema 2.4. Suponha que H € dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S sobre o K. Entdo:
(@) S(J) = [, eSU,) =
wr L T %/ [T 4
(b) S*([)=J" es*(J)=]"
A antipoda e sua inversa podem ser escritas de maneira simples em fungao de integrais.
Proposigao 2.5. Suponha H dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda S sobre o K. Seja X uma
integral nao nula para H*.
(a) Seja A uma integral a esquerda para H tal que < A\, A >= 1. Entdo, S~'(a) = A ~— (\ < a) para
todo a € H.
(b) Seja A uma integral & direita para H tal que < X\, A >=1. Entdio, S(a) = A — (a = X) para todo
ac H.
Demonstracdo: i) Segue do item i) da Proposicao 2.3, bastando substituir a por S~1(a).
ii) E o item i) para H°P. [ |

Seja A uma integral a esquerda ndo nula para H. Entdo, KA é o ideal de integrais & esquerda para
H. Da teoria de integrais em algebras de Hopf, existe a € G(H*) = Alg(H, k) tal que
Aa =< a,a > A,

para todo a € H. Observe que « fica unicamente determinado por essa equagao. Como toda integral a
esquerda nao nula para H é um multiplo escalar de A, segue que « ndo depende de A. Agora, seja A uma
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integral & esquerda nao nula para H*. Entdo, A é uma integral & esquerda para H = (HP)* = (H*)°P.
Pelo argumento do pardgrafo anterior, concluimos que existe g € G(H*) = G(H) unicamente determinado
por
a*h=<a*,g> A,
para todo a* € H*. Note que g é determinado por essa equagao e g nao depende da escolha de .
Os elementos grouplikes a e g tem um papel importante em certos aspectos na relagao entre a antipoda
e integrais.

Definicao 2.6. O elemento g de H € o elemento grouplike H-distinto de H e o elemento o« de H* € o
elemento grouplike H-distinto de H*.

Os elementos grouplike distintos de H°P, HP H P e suas algebras de Hopf duais podem ser
descritos em termos dos elementos grouplike H-distintos de H e H*.

Proposigao 2.7. Se g e a sao os elementos grouplikes H-distintos de H e H*, respectivamente, entdo
os elementos grouplikes H-distintos de H e H* sdao

i) g e a™!, respectivamente, quando H = H°P.
ii) g7! e «, respectivamente, quando H = HP.
iii) g~ ! e a™!, respectivamente, quando H = HOP <P,
iv) a~! e g™, respectivamente, quando H = H*.

Sejam a € H e a* € H*. Observe que {(a) e r(a) sdo automorfismos de codlgebras de H quando a €
G(H) e que L(n) e R(n) sdo automorfismos de dlgebra de H quando n € G(H*). Algumas propriedades
desses automorfismos estdo descritas na préxima proposicdo. Em particular, a comutatividade com 52
serd usada na prova do resultado principal.

Proposicao 2.8. Sejam G. e G, o grupo de automorfismos de codlgebra e de dlgebra de H, respectiva-
mente, com a operagdo de composicio. Sejam a € G(H) en € G(H*).
i) £(a),r(a) € G. e [ : K[G(H)] — G, definido por f(a) =1(a) € um morfismo de grupos injetivo.
i) L(a),R(a) € Gy e f : K[G(H*)] = G, definido por f(n) = L(n) € um morfismo de grupos injetivo.
iii) S? comuta com £(a),r(a),L(a) e R(a).

Seja A uma integral & esquerda nao nula para H e suponha que « é o elemento grouplike H-distinto
de H*. E facil ver que o — A = L(a)(A) e A — a = R(a)(A) sio integrais & direita para H. Pelo Lema
2.4, S(A) é uma integral a direita para H também. Portanto, « = A, A — « e S(A) sdo dois a dois
linearmente independentes. Relagbes mais precisas entre integrais a direita estao incluidos no préximo
resultado.

Teorema 2.9. Suponha que H € dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S sobre o K. Seja
A uma integral a esquerda para H, seja A uma integral a direita para H*, seja g o elemento grouplike
H-distinto de H, e seja a o elemento grouplike H-distinto de H*. Entdo:
i) S(A)—a;A e STHA)=A— a.

i) S*N)=A<geS* 1A =g— A\

iii) SZ(A )—a—‘*A;a_1:<a,g_1>A.

iv) S*2(\) =g ' =a<g=<a,g7! >\

v) <\ S?%(a — a)b) >=< \,ab>=< \,aS?(a”! — (g71bg)) >, para todos a,b € H.

vi) A) @ Aq) = Ay @ 5*(A))g.
Vll) )\(2)®)\( 1) —04(5*2( ))@)\( 2)-

Demonstra¢cao: Podemos assumir, sem perda de generalidade, que < A\, A >= 1. Portanto, <
A, S(A) >= 1, pela Proposicao 1.3.

i) Note que S(A) e a — A s@o linearmente dependentes. As equagdes < \,a — A >=< da, A >=<
a,1 >< A, A >=1 mostra que < A\, — A >=< )\, S(A) >= 1. Portanto, S(A) = a — A. Essa equagao
para HP é a equagdo S~ (A) = A ~— « para H.

ii) E o item i) para a algebra de Hopf (H°P<P)*,

iii) Note que A e a ~ A — a~! sdo linearmente dependentes, pois &« — A e A + « sdo. Como

S2(A) é uma integral & esquerda, segue que S?(A) e o ~~ A — a~! s@o linearmente dependentes. Agora

<Mha—A—al>s=<a Do, A>=<alg><al><ANA>=<alg>.
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Por outro lado, usando o item ii), calculamos
<A S%A) > = < S*(\),S(A) >
= <A=<g_SA)>
= < A\gS(A) >
= <\S(AgYH >
= <a,g ' >< )\ S(A) >
= < a_l,g > .
Como < a~ !, g >=< a, g~ ! >, concluimos que

1

<ASEA) >=< M a—A—al>=<)\a(gHA >=<a,g7" >

e portanto S?(A) =a =~ A —a =< a,g7! > A.

iv) Esse item para para (H°P°P)* é o item iii) para H, pois o elemento grouplike (H°PP)*-distinto
para (HOPCOP)** — HOpCOp é g.

v) Podemos assumir < A, A >= 1. Portanto, S(a) = A — (A < 5%(a)) =< X, S*(a)Aq) > Ap),
para todo a € H, pelo item i) da Proposigao 2.5. Agora, A « o é uma integral & direita para H e a1\
é uma integral a direita para H* tal que
<a'ANA—a>=<ala)),A) >=< A A >=1.
Portanto, pelo item ii) da Proposigao 2.5, calculamos
S@) = (A=a)~(a=(a"'))
= A~ (afa=)(a™tN)
= <(afa>)(a""N),Aq) > A
= < Oé,A(l) >< (a > (ofl)\)),A(g) > A(3)
< Oé_l)\, (A(l) — a)a > A(Q)
<a '\ (Agyla—a™) —a> Ay
= < aofl)\,A(l)(a — 0171) > A(g)
= < )\,A(l)(a — a(l)) > A(g)
para todo a € H. Portanto, < A, 52(a)A(1) > Ay =< A\ Ay (a — a ) > A(2), para todo a € H. Apli-
cando a* € H* a ambos lados dessa equacio, obtemos < A, S?(a)(a* — A) >=< X, (a* — A)(a — a™1) >,
para todo a € H. Como H* — H = H GABRIEL GABRIEL GABRIEL pela parte (d) do Te-
orema 10.2.2, a equacio < A, S%(a)b >=< A\, b(a ~— a~!) > vale para todos a,b € H. Portanto,
<\, S8%(a — ahb >=< A, ba > vale para todos a,b € H, que é a primeira equacao do item v). Essa pri-
meira equagio para HP P com integral & esquerda S(A) = a — A e integral & direita (S*)71(\) = g = A

para (H®P°P)* d4 a segunda equagao do item v) para H, pois a~! é o elemento grouplike H°P °P-distinto
de (HCOp Dp)* .

vi) Identifique H = (H*)* e seja H = H*. Entao, S* ~!()\) é uma integral & esquerda para H e S(A) é
uma integral & direita para H* tal que < S(A),S* ~1(\) >= 1. Usando o fato de que S é injetiva, é facil
ver que o item vi) para H implica o item v) para H.

vii) Pela defini¢ao do coproduto de H*, a primeira equagao do item v) é equivalente & equacao do
item vii). [ |

Um corolario imediato do Teorema 2.8 é uma maneira de expressar os elementos grouplikes H-distintos
de H e H* em termos de integrais.

Corolario 2.10. Suponha que H € uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda S sobre o K.
Seja A uma integral a esquerda para H, e seja A uma integral a direita para H* tal que < A\, A >= 1.
FEntao:

i) a=A<Aeat=8(A) =\ em que a € o elemento grouplike H-distinto de H*.

i) g=A~—Xeg =S5\ — A, em que g é o elemento grouplike H-distinto de H.
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Demonstragdo: i) Vimos que A < S(Aa) = a. Pelo item i) do Teorema 2.8, segue que S(A — «a) =
S(S7Y(A)) = A. Portanto, A < A = a. Para completar a prova do item i), primeiro observamos que S(A)
¢ uma integral & esquerda H°P e que o~ ! é o elemento grouplike H°P-distinto de (H°P)*. Por causa do
fato < A\, A >=< )\, S(A) >, vemos que a equacio anterior para H°P se traduz por a~! = S(A) = X para
H.

ii) Item i) para a dlgebra de Hopf (H°P<°P)* é o item ii) para H. [ |

Continuamos assumindo as hipéteses do Teorema 1.8. Observe que as equagdes do item v) do teorema
podem ser formuladas como
Mo l(a) = Aor(a)oS?o R(a)

Nor(a) = Aot(a)o 5% o L{a™") o g™ o r(g),
para todo a € H. Substituindo a expressao para A o £(a) no lado direito da dltima equagao, chegamos a
Aor(a)oly = MXor(a)
— Xor(a)o S0 R(a)o S0 Lia") o l(g™") o (g)
= Aor(a)oS*oR(a)o L(a™") o l(g™h) or(g),

pois S? e R(a) comutam. Agora, é possivel mostrar que se f,g € End(H) e Aor(a)o f = Aor(a)og,
para todo a € H, necessariamente f = g. Portanto,

Ig =S*oR(a)o Lla 1 )(g7 ) or(g)

ou, equivalentemente,

St=r(g7 ol(g) o L(a)o R(a™")
Para uma dlgebra A sobre K e um elemento invertivel u € A, denotamos por i,, 0 automorfismo de algebra
de A definido por i, (a) = uau~!, para todo a € A. Mostramos que S* pode ser descrito puramente em
termos dos elementos grouplikes H-distintos de H e H*.

Teorema 2.11. Suponha que H € uma dlgebra de Hopf de dimensao finita S sobre o K. Seja g o elemento
grouplike H-distinto para H e o € o elemento grouplike H-distinto para H*. Entao

St =iy0(iq-1)"

ou, equivalentemente,
Sta)=gla ~a—a g™

para todo a € H. Em particular, S*™ = Iy, em que n é o menor mailtiplo comum das ordens de g e de a.

Demonstracao: Segue do desenvolvimento anterior a esse teorema e do fato, facil de ver, de que os
automorfismos iy e (i,-1)* comutam. |
A férmula S* =i, 0 (i,-1)* faz conexiio entre S* e a unimodularidade. Para entender esta relagao, vamos
fazer algumas definigoes.

Definicao 2.12. Uma dlgebra de Hopf sobre K € dita ser
i) unimodular se [, = | .
ii) semissimples se for semissimples como dlgebra.
ili) cosemissimples se for cosemissimples como codlgebra.

Corolario 2.13. Suponha que H € uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda S sobre o corpo
K. Entao:

i) A ordem do operador linear S* divide Dim(H).
ii) Se H ¢ unimodular, entdo S* ¢ interno.
iii) Se H* ¢ unimodular, entdo S** € interno.
iv) Se H e H* sdo unimodulares, em particular se H e H* sdo semissimples, entdo S* = Iy.

Demonstracao: Se H é unimodular, entao o = € e se H* é unimodular, entao g = 1. Portanto, os
itens ii)-iv) seguem diretamente da férmula S* =i, o (i,-1)* do item i) do Teorema 2.11. Para mostrar
parte i), lembramos que dlgebras de Hopf sao livres como mddulos sobre suas subdlgebras de Hopf pelo
Teorema de Nichols-Zoeller ([2] p.298). Como consequéncia, Dim(k[G(H)]) divide Dim(H). Portanto,
a ordem de qualquer elemento grouplike de H divide Dim(H). Para todo a € G(H), isso significa que
a ordem do automorfismo de dlgebras i, de H e da sua transposta divide Dim(H). Em particular, as
ordens dos operadores ig4 € (i,-1)*, que comutam, dividem Dim(H), portanto o item i) segue. ]
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Para algebras de Hopf de dimensao finita unimodulares sobre K cujos duais sao também unimodula-
res, os limites dados na ordem da antipoda pelo item iv) do Coroldrio 2.12 geralmente nao podem ser
melhorados, como pode ser visto pelo exemplo abaixo.

Exemplo 2.14. Seja H a dlgebra sobre K gerada pelos simbolos a,xr e y sujeitos as relagoes
add=12>=z, =y, za+ar=a—1=ya+ay, exy+yr=xz+y.
Entao, H tem as sequintes propriedades
i) Dim(H) = 8.
ii) H é uma dlgebra de Hopf em que a estrutura de codlgebra é determinada por
Ala)=a®a, A(z)=1Qz+z®a e Ay =10y+yR®a.

iii) H, H°P, HP, H°PP sdo isomorfas como dlgebras de Hopf.
iv) H e H* sao unimodulares.
v) A antipoda de H tem ordem 4.
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