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1 Introducao

O presente trabalho tem por objetivo enunciar e provar o teorema de Milnor-
Moore. Neste trabalho precisaremos da definicao de bidlgebras conexas e da
teoria basica de algebras de Lie, apresentados nas primeiras sec¢oes.

O que diz o teorema de Milnor-Moore? Basicamente, sobre certas hipoteses,
uma bialgebra pode ser recuperada a partir da sua algebra de Lie dos elementos
primitivos por meio da algebra envolvente universal. Mais precisamente, temos
B =2 U(P(B)), isomorfos como biélgebras.

Para obter o resultado, requeremos a cocomutatividade de B e uma outra propri-
edade chamada conexidade. Uma bidlgebras conexa tem a propriedade adicional
de ser uma uniao de subespacos “encaixados” em que seus “subespacos compo-
nentes” guardam uma certa compatibilidade com a estrutura de bidlgebra.

As secbes 2 e 3 trazem pré-requisitos e materiais da teoria “basica”. Os lemas
e proposicoes auxiliares, bem como algumas notagoes facilitadoras sao expostas
em uma secdo separada, a 4. Por fim, o teorema e sua demonstragdo constam
na se¢ao 9.

2 Algebras de Lie

Nesta se¢ao fazemos um apanhado da teoria basica de dlgebras de Lie necessaria
para os fins deste artigo.

Definigao 2.1. Uma Algebra de Lie é um par (g,[,]) em que

1. g é um K-espago vetorial



2. [,]: g X g — g é uma operagao bilinear, o colchete de Lie, ou comutador,
que satisfaz:

[z,x] = 0 para todo = € g
Identidade de Jacobi: [z, [y, 2]] + [v, [2, x]] + [, [z, y]] = O para todos
x? y’ z E g

Observagdo 1. A condicdo [z, x] = 0 garante a condi¢do de antissimetria:

[.’L‘ﬁl/} = —[y,ac]

De fato, dados z,y € g,
0=[z+yz+yl=[z,2]+[z,y]+ [y, 2]+ [y,9] = [2,9] + [y, 2]

e portanto vale a condi¢ao de antissimetria.

Observagao 2. Quando o corpo K tem caracteristica diferente de 2, a condi¢ao
[z,2] = 0 & equivalente & antissimetria. De fato, se vale a antissimetria, entdo
0 = [z, 2] + [z, z] = 2[x,x], e se a a caracteristica de K é diferente de 2, temos
[z, 2] = 0.

Observagao 3. A algebra de Lie é uma &algebra nédo associativa.

Defini¢ao 2.2. Sejam g e g’ duas algebras de Lie. Uma transformacao linear
p: g — g éum morfismo de dlgebras de Lie se for compativel com o comutador,
isto é, dados x,y € g,

o([z,y]) = [p(x), 0(y)]

Estrutura de algebra de Lie para uma algebra associativa qualquer

Nesta se¢ao veremos como equipar uma algebra associativa A com uma estrutura
de algebra de Lie. Denotamos por Ay, o conjunto A equipado com esta estrutura
a ser descrita.
Definimos A;, = A como espagos vetoriais. O colchete de Lie [,]: A, x A, — Ap,
é definido por

[a,b)=a-b—b-a

para todos a,b € Ay. Essa operacao é bilinear e satisfaz as identidades reque-
ridas para a algebra de Lie. De fato, dados a,b,c € Ay, temos

[a,al] =a-a—a-a=0

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [¢, [a, b]] = [a,be — ¢b] + [b, ca — ac] + [¢, ab — ba)
= a(bc — ¢b) — (bc — ¢b)a + b(ca — ac)+
— (ca — ac)b + ¢(ab — ba) — (ab — ba)c
—0



Estrutura de algebra de Lie para os elementos primitivos de uma
bialgebra

Comecaremos definindo o conjunto de elementos primitivos de uma bidlgebra
B, e mostraremos que estes formam uma algebra de lie, com o colchete [a,b] =
a-b—0b-a, o mesmo colchete de B, visto apenas como algebra associativa.

Defini¢ao 2.3. Seja B uma bialgebra. Dizemos que b € B é um elemento
primitivo se
Ab)=b@1p+1p2b

O conjunto de todos os elementos primitivos de B é denotado por P(B).

Proposigao 2.1. P(B) € uma dlgebra de Lie, com comutador
[a,b)=a-b—b-a

Isto é, P(B) é uma subdlgebra de Lie de By,.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que P(B) é fechado pelo comutador. De
fato, dados a,b € P(B), temos
A(la,b]) = A(ab — ba)
= A(a)A(b) — A(b)A(a)
=(a®1lp+1p®a)(b®1p+1pRb)+
—(b®lp+1p®b)(a®k1lp+1pR®a)
=ab®1p+1p®ab—ba® 1 — 15 ® ba
= [a,b| ® 15+ 15 ® [a, b]

e portanto [a, ] € P(B). O

Algebra envolvente universal

Comecamos definindo a élgebra envolvente universal de uma algebra de Lie g
por meio de uma propriedade universal. No decorrer, exibiremos construcao de
uma algebra que satisfaz essa propriedade.

Defini¢ao 2.4. Seja g uma élgebra de Lie. A dlgebra envolvente universal de
g € um par (U, 1), em que

U é uma algebra associativa e com unidade
i: g — Up é um morfismo de algebras de Lie

vale a seguinte propriedade universal: dados A algebra (associativa e com
unidade) e f: g — Az morfismo de édlgebras de Lie, existe um tnico
morfismo de algebras f: U — A tal que o diagrama comuta:

g— 1 A, =4
\ Tf
Up,=U

foi=Ff



Construiremos a seguir uma algebra que satisfaz essa propriedade universal.
Considere a algebra tensorial gerada pelo espago vetorial g, 7 (g). Essa algebra
pode ser vista como uma &algebra de Lie da maneira padrao, fazendo o comu-
tador ser [a,b]7(g) = a-b—b-a. Mas queremos que esse comutador coincida
com o comutador em g quando nos restringimos a a,b € g. Assim, fazemos a
identificacdo [a,b] =a-b—b-a, com a,b € g, isto &,

Definicao 2.5. Escrevemos

em que I é o ideal em T (g) gerado por elementos da forma a-b—b-a — [a, b,
com a,b € g C T(g). Além disso, fazemos

i:g—U(g)
T T

que é um morfismo de algebras de Lie, enxergando U(g) = U(g)r (jA que
z([x,y]g) = [.%', y]g =T-Y—-Yy-r= [l’7y]u(g))-

Mostremos, entao, a seguinte:

Proposigao 2.2. (U(g),i) definido acima satisfaz a propriedade universal em
2.4 e € a dlgebra envolvente universal de g. E iunica a menos de isomorfismo.

Demonstrag¢io. Mostremos a propriedade universal. Seja A uma algebra (associ-
ativa com unidade) e f: g — A um morfismo de algebras de Lie. Considerando
apenas como espagos vetoriais, existe inico morfismo de agebras f': T(g) — A
tal que f'(z) = f(x) paratodo x € g. Defina f: @ — A, com f(m(z)) = f'(x)

para todo x € T (g). Esta bem definido pois dado T =7 € @, temos

r—y=> ci(a; ®b;— b @a; —[ai,bi])d; €

3

e entao
flle—y)=rf <Zci® (a; ®@b; — b; ® a; — [aiabi])@)di)
= Z fei)(f(ai) f(bi) — f(bi) f(ai) — f([ai, bi])) £ (di)
= Zf’(ci)(f([% bi]) — f([ai, b)) f'(di)
—0
Logo f'(x) = f'(y), e f esta bem definido. E morfismo de algebras pois f’ o é.
Além disso, é tnico tal que, foi = f.

Para a unicidade a menos de isomorfismo, considere (U, j) outra algebra envol-
vente universal. Usando a propriedade universal, consegue-se exibir um isomor-



fismo entre U e U(g).

g————=U g—>U(g)
\J \ZT
i j
U(g) U
Jj:joi=7j Ji:i0j =14

Assim, temos que

Dessa forma, ocorre

<

g——U(g) g

\ Tld7 ioj

U(g)

Id, joi

/

-

Pela unicidade, temos que Id = 707 e Id = joi. Portanto, j e i sio isomorfismos
entre U e U(g). O

Estrutura de algebra de Hopf para U(g)

Nesta se¢ao equiparemos U(g) com uma estrutura de algebra de Hopf. A élgebra
envolvente universal U(g) é o quociente da &lgebra tensorial T (g) pelo ideal

I C T (g) gerado pelos elementos ab—ba — [a, b] com a,b € g. Se mostrarmos que
T(9)

o ideal I é um Hopf-ideal, teremos que o quociente U(g) = —** tem estrutura
de algebra de Hopf quociente herdada da &dlgebra tensorial, que é uma &lgebra
de Hopf.

Lema 2.3. O ideal I = g{ab—ba —[a,b]: a,b € g}g de T(g) €, na verdade, um
Hopf-ideal.

Demonstragdo. Ja temos que I é um ideal. Vamos mostrar que é um coideal.
De fato, para os geradores ab — ba — [a, b], com a,b € g, temos

A(ab — ba — [a,b]) = A(a)A(b) — A(b)A(a) — A([a, b))
=(a®@1lgk+1x®a)(b® 1x + g R b)+
—(bR@1lg+1xg®@b)(a®1g + 1x ® a)+
— ([a,b) ® 1x + 1g ® [a, b])
= (ab —ba — [a,b]) ® 1Ig — 1g ® (ab — ba — [a, b])
€eIRT(9)+T(g) I

g(ab —ba — [a,b]) = e(a)e(b) —e(b)e(a) — &([a,b]) =0

E facil ver que o mesmo ocorre se esse elemento gerador for multiplicado por
um elemento de g & esquerda e a direita, e se houver uma soma finita de termos



dessa forma. Portanto, A(J) CI®T(g) +T(g) ® I ee(l) =0, e I é coideal.
Resta mostrar que S(I) C I, em que S é a antipoda de T (g). De fato,

S(ab — ba — [a,b]) = S(ab) — S(ba) — S([a, b))
=ba—ab+[a,b €T

e 0 mesmo ocorre se multiplicarmos o elemento gerador & direita e & esquerda
por elementos de g e tomarmos somas finitas. Decorre, entao, que S(I) C I, e
I é um Hopf-ideal.

O

Portanto U(g) é uma algebra de Hopf, com estrutura tal que a projecdo
m: T(g) — @ = U(g) é um morfismo de &lgebras de Hopf. Isto é, temos

g-h=gh Ly = 1k

Alg)=g@1lx+1gk®g (g =0
A(lK) =1g ® 1k 6(1]1() =1k

e a antipoda é dada por

S(l]K) =1k
S(gl . . ~gn) = (_1)ngn .01

Uma base para U(g)

O teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, a ser enunciado abaixo, nos fornece uma
base para U(g) a partir de uma base de g. Sua demonstragdo é omitida nesse
trabalho, mas pode ser encontrada, por exemplo, em [3].

Teorema 2.4 (PBW). Seja g uma dlgebra de Lie e {a;}icr uma base ordenada
para g (I é um conjunto ordenado). Entao os elementos de U(g) da forma

T1 Tk
a

ail... in

formam uma base para U(g). Acima, temosk € N, rq,..., 1, € N, iq,... i €1,
e <...<1

Vamos utilizar uma notagao conveniente para denotar esses elementos da
base. Considere os multi-indices r € N) com r = (r);es, 7;’s inteiros ndo
negativos, e tal que apenas uma quantidade finita de termos nao sao nulos. Se
i=11; < ...< 1, sdo os indices tais que r; # 0, entdo denote:

T T1

— Tn
a = G,,L-l ...ain

Uma combinacdo de elementos da base de U(g) pode ser escrito da seguinte
forma;:
Z A(r)A”

em que subentende-se que a soma é apenas sobre finitos multi-indices, ou seja,
que A(r) = 0 para quase todo r.



3 Bialgebras conexas

Nesta secao definiremos um dos requisitos que aparecerao no teorema de Milnor-
Moore: a conexidade de uma bidlgebra. Diz-se que a bialgebra é conexa quando
admite uma “filtracao”, que seria uma espécie de decomposicao da biadlgebra que
mantém compatibilidade com a estrutura de bidlgebra.

Definigao 3.1. Seja B uma bialgebra é coneza se existe uma familia {B;}2,
de subespacos vetoriais de B, chamada filtracdo, tal que:

1. By=K-1p

2. B=UxyB;

3. B, C Byt1,¥n >0

4. BBy C Bpan, Ym,n >0

5. A(B,) C Yl Bnoi ® B, ¥n >0

Observag¢ao 4. Um caso particular de filtracdo é quando temos uma familia
{Vi}$2, de subespagos ndo nulos de B, chamada graduagéo, tal que:

1. h=K-1p
2 B =@,V
3. VilVin € Vi, Ym,n >0
4. A(V,) Sy Ve ® Vi, V>0
Definindo-se B,, = 69?:0 Vi, obtemos uma filtracio B = U2 B;.

Exemplo 3.1 (Algebra envolvente universal). Seja g uma algebra de Lie. A
algebra envolvente universal de g, denotada por U(g) é uma algebra de Hopf.
Também é conexa, com filtracao

U, =span({g1-.-gm | m<n, g1,...,9m € 8} U{1k})

De fato, Uy = Klyg) e U(g) = UpLoUyn. Além disso, o produto é compativel
com a filtragao, pois U, Uy, C Up+r. Resta checar que o coproduto é compativel
com a filtracdo, o que ocorre pois

Al gn) =(1 @ 1x + 1k @ g1) - (gn @ 1x + 1g @ gn)

= Z Z (ga'(l) oo ga’(k)) ® (gﬂ'(k‘-‘rl) s ga(n))
)

k=0ceS(k
€ Zuk Q@ Un—1
k=0

em que S(k) é o conjunto de permutagoes o do conjunto {1,...,n} tais que
o(l) < -+ <ok)eok+1) < -+ < o(n) (c é uma permutagido do tipo
“shuffle”).



Exemplo 3.2 (Algebra simétrica). Seja V um espago vetorial. S(V) é a algebra
simétrica (algebra livre comutativa, associativa e com unidade, ou ainda, alge-
bra polinomial) gerada por V. Também podemos olhar para S(V') como sendo
a algebra envolvente universal U(V'), com V sendo considerado como élgebra de
Lie com colchete trivial ([v,w] := 0, Yv,w € V).

Sendo uma é&lgebra envolvente universal de uma algebra de Lie, é conexa con-
forme o exemplo anterior.

Uma das vantagens em se trabalhar com bialgebras conexas é que a filtracao,
por ser enumeravel, permite algumas demonstragdes por inducdo. Muitas das
demonstragoes dos lemas e proposi¢oes a seguir acontecerao por meio de alguma
indugao atrelada a estrutura da filtracao da bialgebra.

4 Resultados auxiliares

Nesta secao ficaram separados os resultados auxiliares e algumas notagoes que,
esperamos, possam trazer mais clareza ao texto. Esta se¢do segue o livro [4],
procurando detalhar as demonstragoes, mesmo dos resultados tidos como “tri-
viais”.

O primeiro lema é consequéncia da compatibilidade da filtracao com o co-
produto da bialgebra.

Lema 4.1. Seja B = UYL, B,, uma bidlgebra coneza. Seja a € B,,. Entdo:
Ala)=a®1lp+1p®a+=z

em que x € By,_1 ® B,,_1. Em particular, By C Klg ® P(B), em que P(B) é a
dlgebra de Lie dos elementos primitivos de B.

Demonstra¢do. A filtracdo de B é compativel com a estrutura de bidlgebra,
entdao A(a) € Y} Bk ® B, € B, ® By + By ® By, + Bp,—1 ® By,—1, portanto
Ala) =b®1p+1p®c+y,comb,c € B, ey € B,_1® B,_1. Agora note que,
usando a propriedade da counidade, temos

a=(Id®e)(Ala)) = be(1p) + 1pe(c) + (Id ® €)(y)
=b+e(c)lp + (Id®e)(y)

€Bn_1

(e®Id)(A(a)) =e(b)lp+e(lp)c+ (e @ Id)(y)
c+e(b)lp+ (e ®1d)(y)

€Bn_1

S
I

Assim, b —a,c—a € By,_1.
Ala)=b@1p+1p®@c+y
=a®lp+1lp®a+(b—a)®1lp+1p®(c—a)+y
=a®lp+1lp®a+z

comz=(b—a)®@1lp+1p®(c—a)+y € B,_1 ® B,_;. Para a outra parte
do lema, temos que a € By implica A(a) =a®1p+1p®a+ A(lp® 1p), para



algum A € K. Portanto
Ala+ Ap) = A(a) + AMA(1p)
=a®1lp+1p®@a+Alp®1p)+ANlp®1p)
= (a+)\13)®13+13®(a+/\13)

e a+ Al g é um elemento primitivo. Assim, a = —Algp+a+Alp € Kl ®P(B).
A soma é direta porque Klg NP(B) = 0. De fato, se Alp € P(B), entdo
A(Mp) = MpB)®1p+ 15 ® (AMp) e A(Alp) = A(lp ® 1p). Subtraindo,
0=X1p®1p), e XA =0, e obtemos o desejado. O

Iremos introduzir uma notacao auxiliar. Removeremos o termo a®1p+1pRa
do A original, obtendo uma funcéo coassociativa A’, mas que ndo respeita o
axioma da counidade, nem é morfismo de bialgebras.

Definigao 4.1. Dado a € B, com B bialgebra conexa,
A'(a):=Ala) —a®1p—-1pRa
B’ :=ker(e)
B!, := B,, Uker(e)
Observagio 5. A'(1p) = —1p ® 1, portanto A’ ndo é morfismo de bidlgebras.
Observagao 6. Se tentarmos verificar o axioma da counidade, teremos
(e®Id)(A'(a)) = (e ®@1d)(A(a) —a®1p — 1 ®a)
=a—¢(a)lp —alg = —¢(a)lp

e de forma analoga, (¢ ® Id)(A’(a)) = —¢(a)1p, de modo que néo vale a propri-
edade da counidade.

Observagao 7. Um elemento a € B é primitivo se e somente se pertence ao
kernel de A'.

Proposigao 4.2.
1. A’ € coassociativo.
2. A’ é cocomutativo se A o for.
Demonstragao.
1. Seja a € B.
(A" ®1d)(A'(a))
=(A"®@1Id)(an) ®ap) —a®1p —1p ®a)
=a@)1) ® a2 @ ae) —aw) @l ®ae) - lp®aq) Dag)
—a1)®ap®1lp+a®1p®1lp+1p®a®lp+1pR®1p®1p
(Id ® A")(A'(a))
=(Id®@ A")(an) ®ap) —a®1p —1p@a)
=aq) @ a2)1) ® ae)2) — o) @ a@e) @ lp —aq) @ 1p D ag
+a®1lp®lp—1p®an)@ap) +1p®a@1p+1p@1p®1p
Portanto (Id ® A")(A'(a)) = (A’ @ Id)(A'(a)).



2. Seja a € B. Como A é cocomutativo,

ToA'(a)=7(Ala) —a®1lp —1p®a)
=Ala)-1p®a—a®1p
- Na)

A proposicao a seguir refere-se & uma espécie de projegdo de B em B’.
Proposigao 4.3. Seja w: B — B’ a proje¢io m(a) = a — e(a)lp. Entdo:
(r@m)oA=Aor

Em particular, temos
A'(B,) € B, @B, 4

Demonstragdo. Primeiramente, note que a imagem de 7 cai em B’ = ker(e).
De fato, dado a € B, temos (7(a)) = e(a — e(a)lp) = e(a) — e(a) = 0.
Também note que w é sobrejetiva, pois dado a’ € B, temos e(a’) =0 e d' =
a' —e(a)1p = 7(a’) € Im(m).
Seja a € B.
(m@m)(Aa)) =(r @ 7)(aq) @ a)
:(a(l) . E(a(l))lB) ® (a(g) . €(a(2))13)
=a(1) ®acg) + s(a(l))s(a(g))(lB ®1p)+
—elam)ls ®ap) —lap))aq) ®1p
=A(a) +e(e(aqy)ag)(1p ® 1)+
—1p® 6(0,(1))(L(2) - 5(a(2))a(1) ®1p
(a) ()13@13—13®a—a®13
A'(a) £(a)A'(1p)
=A'(n(a))

Portanto (1 ® 7) o A = A’ o 7. Além disso,

A'(By) = Al on(B,) = (1 @ 7)(A(By))
C(r®mn) <ZBn l®Bl> =B, ,®B, 4

pois 7(By) =n(Klg) =0e By C B,—1 parak=1,...,n— 1. O

A proposigdo a seguir fornece que a counidade € anula os elementos primiti-
vos. Isso ocorre em qualquer bidlgebra, como segue.

Proposigao 4.4. Para toda bidlgebra B vale que P(B) C ker(¢)

Demonstragio. £(a) = e(ae(1p) + 1pe(a)) = £(a) + e(a) = ¢(a) = 0, onde
na primeira igualdade expandimos a pelo axioma da counidade. Entao P(B) C
ker(e). O

10



Aqui voltamos a uma bialgebra conexa. Obtemos outra informacao decor-
rente da existéncia de uma filtracdo: que a counidade anula um certo pedaco
de B, possibilitando a decomposicao abaixo.

Lema 4.5. Seja B = U5 B,, uma bidlgebra conexa. Entao
B = By @ ker(e) = Klp @ ker(e)
E em consequéncia disso,
B=Klg+ U2, B,

Demonstragao. De fato, provemos por indugdo em n que B,, C Klg @ ker(¢).
O caso n = 1 resulta do lema 4.1 e de P(B) C ker(g). Supomos como hipdtese
de indugdo que B,_1 € K ® ker(¢). Para B, temos que todo a € B,, pode ser
escrito da forma

a=(Id®e)(A(a))
=(Id®e)(a®1lp+1pR@a+x)
=a+1pe(a) + (Id®@e)(x)

usando o axioma da counidade e o lema 4.1, com x € B,,_1 ® B,,_1. Temos que
2 :=(Id®e)(z) C B,—1 C Klp @ ker(e). Entdo, aplicando € em a, temos

e(a) =¢(a) +e(a) +e(z') = ela+2)=0

e portanto a = (a + z') — 2’ € Klg @ ker(e).
A soma é direta porque K1p Nker(e) = 0 (Alp nao pode estar no kernel de ¢,
a ndo ser que A = 0). O

O proximo lema faz uso da élgebra simétrica S(V'). Mostra-se uma condigdo
de injetividade para que um morfismo qualquer de coalgebras com dominio nas
algebras simétricas.

Lema 4.6. Seja C uma codlgebra. Sel: S(V) — C € wm morfismo de codlgebras
cuja restricao a K@V é injetiva, entao ¢ é injetivo.

Demonstragio. Considere a filtracao de S(V) dada por S,, = @} _, S*(V), em
que S°(V) = K, SY (V) = V e S¥(V) ¢ o subespaco gerado pelos monomios de
grau k. Com essa filtracdo, S(V') é uma biélgebra conexa. Vamos provar por
inducao em n que ¢ é injetiva em S,,. O caso n = 1 vale por hipétese, jai que
S, =8°(V)@S'(V) = K@ V. Suponha entio que ¢ seja injetiva em S,,. Tremos
provar que ¢ é injetiva em S,, 11 mostrando que o kernel da restri¢cao é nulo. Seja
x € S,41 pertencente ao kernel de ¢, ou seja, £(x) = 0. Temos

(L@ O)(Ag)(2)) =

11



Mas A’S(V) (z) € S, ® Sy, pela proposigdo 4.3. Pela hipotese de indugao ¢ é
injetiva em S, e isso implica que £®¢ é injetiva em S, ® 5, (de fato, ker({®¥¢) =
Sp @ ker(¢) + ker(£) ® S, = 0, considerando ¢ restrita em S,,). Entdo

(L& O(Agyy () =0 = Agyy(x) =0

e isso implica que x é primitivo, conforme a observagdo 7. Ja que S(V) =U (V)
(com o colchete de Lie nulo em V), e como os elementos primitivos de uma
algebra envolvente universal sao os proprios elementos da algebra de Lie, temos
que z € V. Portanto, lembrando que ¢(z) = 0 e que ¢ é injetiva em S,,, temos
que z = 0. Dessa forma, ¢ é injetiva em S, 1. O

A seguir temos um lema bastante interessante sobre o mapa de simetriza-
¢do, definido abaixo. Surpreendentemente, esse mapa ¢ um isomorfismo (de
coélgebras).

Lema 4.7. Seja g uma dlgebra de Lie e K de caracteristica 0. O mapa de
simetrizagao p: S(g) — U(g) definido por

1
P91 9n) = — D Go1) -+ Gl
’ O'ESn
p(lk) := 1k

(e estendido a uma transformacao linear) é um isomorfismo de codlgebras, mas
nao € morfismo de dlgebras. A sua inversa p=': U(g) — S(g) € a transformacao
linear dada nos vetores da base por

P g1--90) =91 9n
Demonstragao.
Afirmacgao: p é bijecao.
Demonstracio. Vamos mostrar que o = p~' é de fato a inversa. Uma das
composigoes é mais facil:

1
0op(gi---gn) =0 (71. > 90<1>-~-90(n>>

oeSy

1
= E Z 9o(1) - - - Go(n)
: oESy

:% Z gi---9n

‘o€es,
1
:—'n! g1 ---Gn
nl
=0g1---9n

A outra composicao precisa ser feita por inducdo em n, o nimero de fatores de
g1---9n €U(g). Os casos n =0 e n =1 sdo imediatos:

poo(lx) = p(lx) = 1k
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poolgr) = plgr) =g
Para o caso n = 2, vamos reescrever a parcela g;g> € U(g) da seguinte forma:

gi192 = %9192 + %9192 = %9192 + %9291 + % (91, 92]
~~—

um s6 fator

Temos p o o([g1, 92]) = [91, g2] pelo caso n = 1. Entao

poo(gige) = poo (59192 + 319291 + 291, 92])

=poo (5, > Go()9o(2) + 21,[91,92]>

oESy

p| % Z Jo(1)90(2) T 37191, 92]
o€Ss
€S(g)
p (3:2'9192 + 3191, 92])
=p (9192 + %191, 92])

=3 D Ge)Iu2 + 391,92
gE€Sy

= L9192 + 29201 + 2(9192 — g291)

= 9192

Suponha valido o caso n, em que poo(gy -.-gn) = g1 - - - g, Para qualquer mono-
mio com até n fatores em g. O caso n + 1 se mostra de forma anéloga ao caso
n = 2, mas com uma notagao mais complicada. Usando o comutador varias
vezes, escrevemos

g1---9ndnt+1 = ﬁ Z 9o(1) - - - Yo(n+1)

OEST,,+1
1
=Gy QL 9gnrn
oESnt1
+ termos com [, | (monoémios com < n fatores)
= 91 e gn+1 —|—
+ termos com [, | (monémios com < n fatores)

Em seguida, aplicamos p e caimos em S(g), onde podemos comutar os g;’s.
Ficamos com
291+ gngny1) = g1 gns1 +
+ termos com [, | (monoémios com < n fatores)

Aplicando p, os monomios com < n fatores ndo se alteram, pela hipdtese de
inducao. O termo ¢j ... ¢gn+1 € calculado com a defini¢do de p, e ficamos com

0(g1 -+ GnGni1) = ﬁ Z 9o(1) -+ - Go(n+1) T

oESnt1

+ termos com [, | (monoémios com < n fatores)

=01---9n+1

13



Recuperamos g; . .. gn+1 revertendo os passos usados no comego. Isso encerra a
inducao. O
Afirmacgao: p é morfismo de coalgebras.

Demonstragio. E facil ver que p~!

(p'@p HoA=A0p™!

é morfismo de codlgebras. Entao

1

gop T =¢
implica
Aop=(p®p)oA
e=¢€cop
e portanto p é morfismo de coédlgebras. O

O

Por fim, veremos uma proposicio sobre extensdes de morfismos de dlgebras
de Lie.

Proposigao 4.8. Sejam B uma bidlgebra e g uma dlgebra de Lie. Considere
um morfismo de dlgebras de Lie f: g — Bp. Pela propriedade universal da
dlgebra envolvente universal, existe Wnico morfismo de dlgebras f: U(g) — Br.

1. Se f(g) C P(B), entio f(U(g)) CU(P(B)) e a extensio f é um morfismo
de bidlgebras.

2. Se B é uma dlgebra de Hopf e f(g) € P(B), entio f(U(g)) CU(P(B)) e
a extensao f € um morfismo de dlgebras de Hopf.

Demonstragao.

1. Sabemos que f é um morfismo de 4lgebras. Entdo resta mostrar que ¢ um

morfismo de coélgebras. Seja g € g !. Temos f(g) = f(g) primitivo em
B, portanto

Apo flg)=fl9) ®1p +15 @ f(g)
=(f® f)9® Ly + lue ®9)
=(f®f) oAy (9)

e os morfismos de algebras Ao f e (f ® f) o Ay(q) coincidem em g. Pela
propriedade universal da élgebra envolvente, temos que os dois morfismos
coincidem em todo U(g).

Além disso, sabemos da proposicao 4.4 que os elementos primitivos de uma
bidlgebra sdo anulados pela counidade. Entdo e o f(g) = 0 = gy(g)(9),
e os morfismos eg o f e €u(g) coincidem em g. Também pela propriedade
universal, temos que esses morfismos sdo iguais em todo U(g).

Dessa forma f ¢ um morfismo de bidlgebras

2. Segue do item 1. e do fato de que todo morfismo de bidlgebras entre duas
algebras de Hopf preserva antipoda.

O

LAqui e no que segue estamos considerando g incluso em U(g).
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5 Teorema de Milnor-Moore

Vamos a prova do teorema central do artigo. O material seguido continua sendo
o livro [4].

Teorema 5.1 (Milnor-Moore). Seja B uma bidlgebra conexa e cocomutativa,
sobre um corpo K de caracteristica 0. Entao

B=U(P(B))

e o isomorfismo é dado por J: U(P(B)) — B, a extensio da inclusdo candnica
j:P(B) = B.

Demonstragdo. A extensdo da inclusdo canonica, J: U(P(B)) — B, é um mor-
fismo de bialgebras, pela proposicao 4.8 (note que a imagem de j sdo os elemen-
tos primitivos de B). Resta mostrar que é bijecao.

Comecemos com a injetividade, que é mais facil. Temos que Jop: S(P(B)) — B
é um morfismo de coalgebras e a sua restricio a K @ P(B) é injetiva, pois
p(Ke&P(B)) = K& P(B) e J é injetiva nesse dominio (porque J(A+b) =0 =
A+ b =0). Pelo lema 4.6, temos que J o p é injetiva, e pelo lema 4.7, p é
isomorfismo, e portanto J é injetiva.

Vamos a sobrejetividade. Seja {a;};c; base para a algebra de Lie P(B). Pelo
teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt,

{a" ==aj! ...a;f | r=(r1,...,7%), 7, €N, k € N}
é base para U (P(B)). Aplicando Jop e multiplicando por constantes adequadas,

obtemos que
{A" .= LJ(@") | r=(r1,...,m), 7, €N, k € N}

é base para a imagem de J. Como B é uma bialgebra conexa, pelo lema 4.5,
temos B = Klp+U22  B),. Sabemos que K1p C Im(J), e seria suficiente provar
que B!, C Im(J) para todo n > 1. Iremos provar por indugdo em n.

O caso n =1 é consequéncia do lema 4.1; temos

B} = By Nker(e) C (Klg @ P(B))Nker(e) C Im(J)
—_——
Clm(J)

Supondo que para n € N vale B;, C Im(.J). Vamos mostrar que B}, ; C Im(J).
Seja a € Bj ;. Entdo Az(a) € B;, ® By, segundo a proposicdo 4.3. Pela
hipétese de indugdo, Az (a) € Im(J) ® Im(J), e usando a base de Im(J) escrita
acima,

Ap(a) = A(r,s)A” @ A®

T8

com A(r,s) € K e a soma ¢ sobre multi-indices r,s € N/ com apenas finitas
entradas nao nulas.

Por outro lado, Ayppy (al) = Yo, (7)aF @ a? % e entdo
n x  k n—k k 1
al af a; B ay _a:
Suean () =Y e g = X He
’ k=0 T kHl=n ’
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p1 o

a’t a’k a a
v (5. 5) A
UP(B)) <7“1! 5! ) Z P! q!

1+q1=r1

a a,;
> %ok
Pk+qk=Tk Pk L

logo
1 T
Dup(n)) (Ha > =2 Ao

pHq=r
Usando que J é morfismo de biélgebras, temos

Ap(a") = (700 )

1
:(J X J) [e] AM(P(B)) <T'QT)

=(J®J) < > AP@ACI)

pt+q=r
_ § ’ AP & A4
ptg=r
Assim conseguimos calcular

(A ®1d)(Ap(a)) = D Ap,)AR(A7) © A

p,t
— ZA7®A5®At
7,8,

S A Q) A (A7) © A7

r,q
= ZA’”®A5®At

7,8,t

(Id ® Ag)(A(a))

Lembramos que A’y é coassociativo e cocomutativo, pela proposicdo 4.2. A
coassociatividade nos da

Ar+s,t) = ANr,s+t)
e a cocomutatividade fornece
A(r, s) = A(s,r)
Afirmacao: A(r,s) s6 depende da soma r + s.

Demonstracdo. De fato, sejam r,s,t,u multi-indices tais que r + s = t + u.
Vamos decompor esses multi-indices de tal forma que

r=k+1 s=m+n

t=k+m u=Il+n

Para tanto, fixamos i € I e tentamos resolver o sistema linear para k;, l;, m; e
n;.

1 0 0 T
ki +l; =7 |
0 -1 1 0 ‘ tl‘ —T;
k; +m; =1
" +m u — 0 0 1 1 ‘ S;
' v ' 0 0 0 O ‘ t; — i +u; — 8;
+m; +n; =8
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Obtemos que

ki=o;—s; +t; =a; —u; +r;

l; = —o; +uy
m; = —qo; +8;
n; = o4

para qualquer «;. Resta observar que podemos escolher um «; tal que k;, l;, m;, n; >
0. De fato, as condig¢Oes para que isso acontega sao

0<a; <sy

u; — 1 < oy <y

Basta escolher a; = 0 para os indices ¢ em que 7;,S;,t;,u; = 0, e para 08
finitos indices em que algum desses nao é nulo, defina oy = u; — 1, = 85 — t;
se u; —1; > 0 e a; = min(s;,u;) se u; —r; < 0. Dessa forma, conseguimos
multi-indices k, 1, m,n € N’ como requeridos acima. Tendo isso, fazemos

Arys)=ANk+1Lm+n)=Xk+1+m,n)=Ak+m,l+n) =\t u)
Assim A(r, s) depende s6 de r + s. O
Dessa forma

Ag(a) =) Ar+s)A" ® A°

:Z Z Ar+s)A" @ A®

t r+s=t

=3 AHAS(AY)
=3 AHAL(AY)

ja que A! é primitivo. Assim

s <a -3 )\(t)At> =0

eb:=a—Y,At)A" é primitivo. Por fim, b = j(b) = J(b) € Im(J), e como
todos os A" estdo em Im(J), temos a = b+ >, A(t)A" € Im(J), e terminamos a
demonstracao. O

Uma consequéncia é que a bidlgebra conexa satisfazendo os requisitos do
teorema é, garantidamente uma algebra de Hopf.

Corolario 5.2. Seja B uma bidlgebra conexa e cocomutativa sobre um corpo K
de caracteristica 0. Entdo B é uma dlgebra de Hopf.

17



Demonstragdo. De fato, pelo teorema de Milnor-Moore, B = U(P(B)) como
bialgebras. Seja J: U(P(B)) — B esse isomorfismo. Como U(P(B)) tem anti-
poda Syp(B)), temos que S := J o Sy(p(p)) © J € antipoda para B. De fato,

po(S®IA)A = po ((JoSywpm)yoJ ) @Id)A
=puo (J@J) o (SM(P(B)) ®Id) o (Jil ®J71) oA
= J o p(B)) © (Sup(py) @ 1d) o Ayppy o J 7

= J o nue(n)) © cumem) ©J "
= 77 (oS

e de forma anéloga obtem-se que p o (Id ® S)A =noc. O

Observagao 8. Tendo em vista que B e U(P(B)) sao algebras de Hopf, o mor-
fismo do teorema de Milnor-Moore é isomorfismo de algebras de Hopf também.
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