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Algebra I
1la Lista de Exercicios

Mostre que em todo anel comutativo com unidade vale a féormula do
binémio de Newton:

n
(a+b)" = Z ( Z > akpnk
k=0
Um anel R ¢é dito ter caracteristica n € N se:

(i) Para todo a € R tivermos na = 0 (entenda na da forma natural,

como sendo a soma de a com ele mesmo n vezes).

(ii) Para todo ntumero natural m < n existe a € R tal que ma # 0.
Mostre que se p é um numero primo e um anel comutativo com unidade
tiver caracteristica p, entdo, para quaisquer a,b € R teremos (a + b)P =
aP +bP.

Seja R um anel, um elemento nao nulo ¢ € R é dito ser nilpotente se
existe um namero natural n > 1 tal que a™ = 0 (entenda as poténcias
de elementos de um anel naturalmente, isto é, a" = a.a...a em que a
multiplicacdo do elemento por ele mesmo é efetuada n vezes). Mostre
que, em um anel comutativo, se a e b sdo elementos nilpotentes, entao
a+ b e a.b também o serao.

Seja R um anel, um elemento a € R é dito ser idempotente se a® = a.
Mostre que em um anel com unidade e sem divisores de zero, os tnicos
idempotentes que existem sao 0 e 1.

Dé exemplos de elementos idempotentes e elementos nilpotentes no anel
das matrizes n X n com entradas em um corpo.

Sejam R e S anéis, mostre que o produto cartesiano R x S também tem
estrutura de anel com a soma

(11,51) + (r2, 82) = (11 + 51,72 + 82)
e produto
(7“1,31) . (7'2, 82) = (7“1 + 81,79 - 82).
Mostre também que, se R e S tém unidade, entdo R x S tem unidade,
dada por (1g, 1g).
Seja P(X) o conjunto das partes de X. Vamos definir duas operagoes em
P(X):
(1) Soma, dada pela diferenga simétrica entre conjuntos, isto ¢, se A e
B sao subconjuntos de X, entdo A+ B = (AU B)\(AN B).
(2) Produto, dado pela intersecgao, isto ¢, A.B = AN B.
Mostre que:
a) O conjunto P(X) com as operagoes acima é um anel comutativo com
unidade (neste caso, 0 é o conjunto vazio e 1 é o conjunto X).
b) A operagdo soma também pode ser definida equivalentemente como
A+ B = (A\B)U (B\A).
¢) Mostre que este anel possui caracteristica 2.
d) Mostre que todo elemento deste anel é idempotente.
e) Mostre que o complementar de um subconjunto A, ou seja o conjunto
A® = X\ A, pode ser obtido como A¢ = A 4 1.
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Seja X um conjunto e R um anel. Mostre que o conjunto
Fun(X,R)={f: X — R}

¢ um anel com a soma e multiplicagao ponto a ponto.

Mostre que o conjunto das fun¢des reais continuas definidas no intervalo
la,bl€ R & um anel comutativo com a soma e produto de fun¢des ponto
a ponto e cuja unidade é dada pela func¢ao constante igual a 1.

Mostre que o conjunto das fungoes infinitamente diferencidveis definidas
em um intervalo aberto Ja, b[C R é um anel comutativo com as operagoes
de soma e produto de funcdes dadas ponto a ponto e cuja unidade é dada
pela funcao constante igual a 1.

Dizemos que uma funcdo f : R — R se anula no infinito se para qualquer
e > 0 existe um intervalo fechado [a, b] tal que |f(z)| < € para qualquer
x € R\[a,b] (onde R\[a,b] € o complementar do segmento [a, b] na reta
real). Considere

Co(R) ={f : R — R| f se anula no infinito}.

Mostre que Cy(R) é um anel comutativo sem unidade.
Considere o conjunto Fun(N,R) com a soma de func¢oes ponto a ponto e
com o produto de convolucao:

frgln) =Y f(k)g(n—k)
k=0

Mostre que Fun(N,R) é um anel comutativo com unidade dada pela
funcao u : N — R, definida como

1, se n=0,
u(n):507n2{0 se n#0.



