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Algebra I

Lista 3
OBS:

Mostre que todo dominio finito é um corpo.

Mostre que um idempotente am um anel sem divisores de zero € igual a 0 ou
igual a 1.

Seja R um anel e X um conjunto arbitrario para o qual exista uma fungao bijetiva
f: X — R. Mostre que podemos, com o auxilo desta bijegcao, induzir uma
estrutura de anel no conjunto X, com as operagoes:

z@y =1 (f(x)+ fy), oy = () f(y)
Quem é o zero? Quem é o inverso aditivo de um elemento x € X7 Se R tiver
unidade, X tera unidade? Se R for comutativo, X também o sera?
Seja R um anel e S e T sub-aneis de R, mostre que a intersecgao S N7T também
é sub-anel.
Seja R um anel, S um sub anel de R e T um sub anel de S. Mostre que T é sub
anel de R.
Mostre que os seguintes subconjuntos sao sub-aneis de C:
a) R, ={" €Q|m,n € Z e ptn}, para p € N um niimero primo dado (note que
este é sub-anel de Q, que por sua vez é sub-anel de C, entao conclua usando
a questao anterior).
b) S =7Z+Ze+7Ze®>+---+Zc"! onde € € C é uma raiz n-ésima da unidade, isto
é, c"=1.
Mostre que um elemento a € Z, é invertivel se, e somente se, mdc(a,n) = 1.
Conclua que, para todo primo p € N, o anel Z, é um corpo. Mostre também que
se n = a.b entao Z, possui divisores de zero.
Considere o anel de convolugao das fungoes aritméticas, Fun(N*,R) = {f : N* — R},
onde N* é o conjunto dos naturais nao nulos, com as operacoes

(f +9)(n) = f(n) + g(n), (f*g9)n) =" fd)yg (%) .

d|n

a) Mostre que, de fato é um anel comutativo com unidade, que vamos denotar
por 1 (quem é este 1z7).

b) Mostre que o conjunto das fung¢es multiplicativas, isto é, o conjunto das
fungGes f : N* — R satisfazendo & condigdo que f(mn) = f(m)f(n) sempre
quando mdc(m,n) =1, é um sub-anel de Fun(N*,R).

c) Mostre que um elemento f € Fun(N* R) é invertivel, se, e somente se, f(1) # 0.

d) A funcao de Mobius, p: N* — R é definida como

1 se n=1,
uwn) =< (=1)" se n=p;...p,, com p; primos distintos dois a dois,
0 se existe p um nimero primo com p?|n.

Mostre que a fungao de Mo6bius é multiplicativa e que p*1 = 1g, onde 1 é a
funcao constante igual a 1.

e) Sejam f e g duas funcoes no anel de fungoes aritméticas. Mostre que f = uxg
se, e somente se g = p * f.

f) Considere g e f fungoes aritméticas tais que

gn) =Y f(d),

dln

Fo) =Y g (%)
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mostre que
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Esta é a férmula de inversao de Md&bius (veja meu artigo na revista da ORM
de 2014).

Considere a fungao 7 : N* — R dada por 7(n) = #{d € N* | d|n}, isto é, o
numero de divisores de n. Mostre que 7 é uma funcao multiplicativa e que
T=1x1=3%,, 1

Considere a fun¢do o : N* — R dada por o(n) = de d, isto é, a soma dos
divisores de n. Mostre que ¢ é uma funcao multiplicativa e que o = 1 * Idy-.
Considere a funcao totiente de Euler ¢ : N* — R dada por ¢(n) = #{1 < k <
n | mdec(k,n) = 1}. Mostre que ¢ é uma funcdo multiplicativa e que Idy = 1 x .

Utilize a férmula de inversao de Md&bius para calcular os valores 7(n), o(n) e

¢(n) para n = p}*ph> ... pkr.

Relagoes de equivaléncia

Considere a seguinte relacdo ~ no conjunto N x N: (m,n) ~ (p,q) se m+qg=n+p.

a)
b)

)

d)

e)

Mostre que, de fato, ~ é relagao de equivaléncia.

Descreva a classe de equivaléncia [(m,n)] (considere por enquanto os casos
m >n e m < n separadamente).

Mostre que o conjunto quociente Z = (N x N)/ ~ (sim, sfo os inteiros) é um
anel comutativo com unidade, com as operagoes

[((m,n)] + [(p, @)] = [(m + p,n + q)], [(m,n)].[(p, @)] = [(mp + ng, mq + np)].

Note que, primeiramente tem que mostrar que as operagoes estao bem definidas,
isto é independem de representante na classe de equivaléncia. Quem é o zero?
quem é o inverso aditivo de um elemento [(m,n)]? Quem é a unidade?

Defina a funcao : : N — Z dada por «(n) = [(n,0)]. Mostre que 1(m+n) = 1(m)-+(n)
e i(m.n) = 1(m).(n). mostre também que 2 é injetiva.

Mostre que todo elemento [(m,n)] € Z pode ser escrito como [(m,n)] = «(m) —
1(n). Entdo, por um abuso de linguagem, podemos ver um nimero inteiro
como a diferenca de dois nimeros naturais.

Considere a seguinte relagao ~ no conjunto Z x Z*, onde Z* é o conjunto dos
inteiros nao nulos: (m,n) ~ (p,q) se m.q = n.p.

a)
b)

)

d)

Mostre que, de fato, ~ é relagao de equivaléncia.

Descreva a classe de equivaléncia [(m,n)] (comece a denotar a classe [(m,n)]

como 7, sim, é uma fragao).

Mostre que o conjunto quociente Q = (Z x Z*)/ ~ (sim, sdo os racionais) é um

corpo, com as operagoes
m+p_mq+np m p __mp
n ¢  ng n q¢ ng

Note que, primeiramente tem que mostrar que as operagoes estao bem definidas,

isto é independem de representante na classe de equivaléncia. Quem é o zero?

Quem é o inverso aditivo de um elemento 7'7 Quem é a unidade? Quem é o

inverso multiplicativo de um elemento 7

Defina a fungao 1 : Z — Q dada por «(n) = 7. Mostre que (m +n) = 1(m) + 1(n)

e i(m.n) = 1(m).2(n). Mostre também que @ é injetiva.

Mostre que todo elemento € Q pode ser escrito como 2 = (i(m))(:(n)) .

Entao, por um abuso de linguagem, podemos ver um nimero racional como

a razao entre dois nimeros inteiros. Mostre finalmente que dado qualquer

nimero racional 7' € Q podemos escolher, sem perda de generalidade, o de-

nominador n > 0.



