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Algebra I

Lista 7

Seja R um dominio, mostre que, se a,b € R possuem um minimo multiplo comum, entao
possuem um méaximo divisor comum e que mmc(a,b).mdc(a, b) = ab.

Mostre que, se quaisquer dois elementos de R possuirem méximo divisor comum, entao
também possuem minimo multiplo comum.

Em que anéis de polindmios, Z[z], Q[z], R[z] e C[z], o polinémio f(z) = 23 — 522 + 252 + 10
é redutivel? Por qué?

Efetue as divisoes euclidianas dos seguintes polindomios nos seguintes anéis.

a) (2% + 132 + 5z* +522% + 322 + 32 — 13) : (22 +4), em Z[z].

b) 2% : (2% + 4z + 3), em Zs[z].

c) (2% +32° 4223 + 32? + 3z) : (22 — 1), em Zs[z].

Seja I o ideal no anel de polinémios Zs[x] gerado por f(z) = z* + 23 + 2 +2 e g(z) =
xt + 223 4+ 22 + 2.

a) Mostre que 2* +2 € I.

b) Mostre que E = Z3/I é um corpo.

c) Determine a fatoracdo em primos (indecomponiveis), de 2% + 2 em Zs[x] e em E[z]

Mostre que 22 — 1 = (x — 1)(x — 14) = (x — 4)(x — 11) em Z;5[x].
Seja p(x) = 23 + 3z — 2 € Q[x] (verifique que este polinémio é irredutivel). Seja z = x + (p),
calcule os elementos
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em E = Q[z]/(p), na forma padrdo, az? + bz + ¢, com a,b, c € Q.

Decida se Zso[z]/{(z3 + x + 1) e Zy[z]/{x® + 2® + 1 sdo ou ndo sdo corpos isomorfos.

Encontre um elemento primitivo de Zs[x]/ (2% + z + 1).

Seja p um primo e g = p".

a) Mostre que a aplicacdo F' : F, — F, dada por F(a) = a? (conhecida como aplicacdo de
Frobenius), é um isomorfismo.

b) mostre que cada elemento a € F, possui uma raiz p-ésima, isto é existe b € F, tal que
a=bP.

¢) Seja K um corpo de caracteristica p. Mostre quepara todo inteiro positivo n o homomor-
fismo F), : K — K, dados por Fy,(a) = a?", é injetivo.

Considere um polinémio néao constante f € K[z], mostre que a soma e o produto de suas

raizes pertencem ao corpo K (mesmo que algumas das raizes estejam em alguma extensao E
de K).



