Algebra 11

Lista 3
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Seja f : G — H um isomorfismo de grupos. Mostre que se G é abeliano, entdo H também o
serd. Mostre que se G é ciclico, entao H também o sera.
Mostre que o grupo abeliano aditivo Z4 nao pode ser isomorfo a Zs X Zo
Mostre que o centro de um grupo G é um subgrupo normal do mesmo.
Mostre que, para qualquer grupo G, a ordem do grupo G/Z(G) néo pode ser um nimero
primo.
Mostre que todo grupo nao abeliano de ordem 6 tem centro trivial.
Seja G um grupo e H < G um subgrupo qualquer.
a) Mostre que, para qualquer g € G, o conjunto gHg™! = {ghg™! € G|h € H} é um
subgrupo de G.
b) Mostre que, se G for finito, |H| = |gHg™!|.
c) Mostre que se G néo possuir um outro subgrupo K tal que |K| = |H|, entdo H < G.
Mostre que os seguintes subgrupos sao normais e determine o quociente:
a) {6, Q, Z, 6} - Zg.
b) {1,2,4} C Zx.
c) {e,a,a® a® a*} C Ds.
d) SL(n,k) C GL(n, k) para k um corpo qualquer.
Seja G um grupo e H <4 G e K < G dois subgrupos normais. Mostre que H N K < G.
Seja G um grupo e defina o comutador de G como o subgrupo [G,G] < G gerado por
elementos da forma ghg=th~!.
a) Mostre que [G,G] 4 G.
b) Mostre que o grupo quociente G/[G, G] é abeliano.
Seja G um grupo e Aut(G) o grupo dos automorfismos de G. Defina Inn(G) = {f : G —
G|3g € G, f(h)=ghg™'}
a) Mostre que Inn(G) é subgrupo normal de Aut(G).
b) Mostre que, se G é abeliano, entao Inn(G) é trivial.
c) Mostre que Inn(G) = G/Z(G).
d) Mostre que Inn(D3) = Ds.
Sejam G e H dois grupos e considere o grupo produto direto G x H. Mostre que {eg} x H
é subgrupo normal de G x H e que (G x H)/({eg} x H) 2 G.
Seja G = {(a,b) € R? a # 0} com a operacio
(a,b) - (¢,d) = (ac,ad + b)
a) Mostre que G com esta operacdo forma um grupo. Este grupo é abeliano? Qual o
elemento neutro de G? Qual o inverso de (a,b) € G?
b) Determine Z(G).

c) Mostre que K = {(1,b) € R? | b € R} é subgrupo normal de G. Determine o quociente
G/K.



